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RESUMO

Palavras—Chave: Epistemologia, Histéria da Matematica, pensamento
matematico, resolucéo de problemas e representacdo matematica.

A presente Tese de Doutorado pretende indicar caracteristicas e dimensdes do
pensamento matematico, em termos teoricos e experimentais, que podem ser
Uteis aos professores no que se refere aos processos de ensino, ao
desenvolvimento de idéias matematicas e ao delineamento de contextos de
aprendizagem. Nosso estudo comegou com uma analise detalhada do trabalho
de Krutetskii (1968). Esse livro é muito rico em exemplos e reflexdes tedricas.
No entanto, € um trabalho completamente psicolégico e forneceu poucas
indicacdes a respeito dos aspectos mais gerais do conhecimento matematico e
do pensamento matematico. Por esse motivo, adicionamos informacdes
detalhadas sobre o trabalho de outros autores como Gowers, Poincaré,
Boutroux, Otte e Kurz que acrescentaram outras dimensfes que auxiliaram a
nossa compreensdo da natureza da Matematica. Esses autores se
preocuparam com problemas de estilos cognitivos, de diferencas culturais e
histéricas, de diferencas que sdo resultados das véarias &areas da prépria
Matematica e distintas formas de representacdo na Matematica. As dimensdes
experimentais consistiram na andlise de dados obtidos em pesquisas
qualitativas com estudantes, sendo uma da literatura (Krutetskii) e outra uma
pesquisa exploratéria realizada por nds para a presente Tese. Krutetskii
realizou uma investigacdo experimental envolvendo 201 estudantes russos do
Ensino Fundamental, com diferentes habilidades matematicas. A esses
estudantes foram propostas diversas séries de problemas matematicos, em
qgue foram observadas suas habilidades matematicas durante o processo de
resolucdo. Na nossa pesquisa, realizamos estudos de caso exploratorio na
resolucdo de problemas matematicos envolvendo 13 estudantes da
Universidade Federal de Mato Grosso, sendo 09 do Curso de Licenciatura
Plena em Matematica e 04 do Curso de Ciéncias da Computagdo. A pesquisa
exploratoria foi organizada em trés momentos. O primeiro foi destinado a
responder um questionario com perguntas subjetivas acerca da Matematica e
de preferéncias na forma de pensar e de lidar com a mesma. O segundo
momento foi reservado para a resolugdo de 13 problemas matematicos
variados. E o ultimo momento foi destinado para responder a outro questionario
com perguntas subjetivas que procurava obter informacdes sobre a experiéncia
dos estudantes na atividade de resolugdo dos problemas propostos. Com a
nossa pesquisa exploratéria pudemos documentar e verificar varios parametros
e caracteristicas do pensamento matematico que foram descritos nos capitulos
tedricos, bem como identificar que os préprios problemas e as experiéncias
com a resolucdo dos mesmos também influenciam o pensamento matematico.
Como resultado geral, concluimos que o pensamento matematico deve ser
considerado sob diferentes parametros, pois eles podem auxiliar na
caracterizacdo mais completa do pensamento matematico.



ABSTRACT

Key Words: Epistemology, Mathematic History, mathematical thinking, problem
solving and mathematical representation.

This doctorate thesis aims to identify the characteristics and the dimensions of
mathematical thinking in experimental and theoretical terms which may be
useful to teachers with respect to teaching processes, development of
mathematical ideas and the delineation of learning contexts. Our study began
with a detailed analysis of the work of Krutetskii (1968). This book is very rich in
theoretical examples and reflections. It is, however, a completely psychological
work and provided few indications of the more general mathematic knowledge
and thinking. For this reason we added detailed information about the work of
other authors such as Gowers, Poincaré, Boutroux, Otte and Kurz, and this
added other dimensions which assisted our understanding of the nature of
mathematics. These authors were concerned with the problems of cognitive
styles, cultural and historical differences, differences that are the results of
mathematics itself and distinctive ways of representing mathematics. The
experimental dimensions consisted of analysis of data obtained from qualitative
research with students whereby one was taken from the literature (Krutetskii)
and the other an exploratory survey which we carried out for the purposes of
this thesis. Krutetskii carried out an experimental investigation involving 201
Russian students with different mathematic abilities, attending elementary
school. These students were presented with a number of different series of
mathematic problems and their mathematic abilities were observed during the
problem solving process. In our survey we carried out case studies exploring
mathematic problem solving involving 13 students from the Federal University
of Mato Grosso with 9 students from the Mathematics/Education course and 4
students from the Computer Sciences Course. The exploratory survey was
organized into 3 phases. The first was the completion of a questionnaire with
subjective questions about Mathematics and preferred ways of thinking and
dealing with this subject. The second phase was reserved for the solution of 13
varied mathematical problems. The final phase was the completion of another
guestionnaire with subjective questions which sought to obtain information
about the experiences of the students when solving the problems set. With our
exploratory survey we were able to document and verify several parameters
and characteristics of mathematical thinking which were described in the
theoretical chapters as well as being able identify the problems themselves and
the experience of solving them also influenced mathematical thinking. As a
general result we concluded that mathematical thinking must be considered in
the light of different parameters since this can help to characterize more
complete mathematical thinking.
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APRESENTACAO

Nosso trabalho comecou pela elaboracdo de um projeto de
pesquisa de Doutorado que teve como eixo central 0 pensamento matematico,
analisado por meio de dimensdes teodricas e experimentais. Nas dimensdes
tedricas apresentamos alguns aspectos que influenciam o pensamento
matematico. Nas dimensdes experimentais expomos algumas analises do
pensamento matematico na resolucéo de problemas obtidas por intermédio de
pesquisas envolvendo estudantes, sendo uma da literatura e outra uma
pesquisa exploratéria realizada para a presente Tese.

Como primeira referéncia tedrica e experimental desenvolvemos
um estudo do livro do psicologo russo Vadim A. Krutetskii, traduzido para o
Inglés por J. Teller e editado por Kilpatrick e Wirszup em 1976, sob o titulo The
Psychology of Mathematical Abilities in Schoolchildren.

Esse livro, originalmente publicado por Krutetskii em russo no ano
de 1968, é resultado de um programa de pesquisa desenvolvido por ele e sua
equipe, composta por 50 pessoas, com duracdo de 11 anos (1955 a 1966).
Eles realizaram uma ampla e longa investigacdo no que se refere as
habilidades matematicas, envolvendo 201 estudantes russos.

Os estudantes foram divididos em quatro grupos: estudantes
muito capazes em Matematica, capazes, médios e menos capazes em
Matematica. Tal avaliacao foi feita pelos professores desses estudantes. Foram
realizados estudos de caso com eles em que os mesmos foram observados
durante a resolucéo de diversos problemas matematicos. Nao foram realizados
somente testes estatisticos para obter pontuacbes, mas também foram
analisados os processos de resolucao dos problemas propostos.

A comparacdo do desempenho desses estudantes propiciou a
Krutetskii (1968) descrever talento matematico na resolucdo dos problemas
tendo como parametro alguns componentes de habilidades matematicas, ou

seja, caracteristicas psicoldgicas pessoais.
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Krutetskii (Ibidem, p. 352, tradugcdo nossa) caracterizou talento
matematico como “um pensamento generalizado, com reducdo dos passos no
processo de raciocinio e pensamento flexivel no reino das relacbes
matematicas, simbolos numéricos e literais e por uma constituicdo matemética
da mente”.

A constituicdo matematica da mente foi definida por ele como uma
expressdo sintética de talento matematico que envolve aspectos cognitivo,
emocional e da vontade (uma atitude apropriada, inclinacdo, interesse e uma
necessidade para realizar a atividade matemética). Essa constituicdo incluiu
alguns componentes de habilidades matematicas, tais como: a velocidade do
processo mental, habilidades computacionais, memoria para simbolos,
nameros e formulas, habilidade para conceitos espaciais e habilidade para
visualizar rela¢gdes matematicas abstratas e dependéncias.

Constatamos que essa descricdo de talento matematico na
resolucdo de problemas foi feita por meio de um grande conjunto de
habilidades matematicas distintas.

Por que Krutetskii utilizou resolu¢cdo de problemas? Porque é
dificil definir habilidades matematicas de forma geral. As caracteristicas fisicas
de uma pessoa podem ser observadas visualmente. No entanto, as suas
habilidades mateméticas sao reveladas somente quando ela desenvolve uma
atividade matematica. Isso significa que varios ramos da Matematica poderdo
exigir habilidades diferentes.

A pesquisa de Krutetskii foi importante porque forneceu uma
imagem diferenciada sobre a variedade de talentos e de estilos cognitivos, bem
como explorou varios aspectos do pensamento matematico presentes no
processo de resolucdo de problemas. Foi uma pesquisa exploratéria ampla e
profunda, por isso o resultado do estudo referente a sua obra ndo pode se
resumir na enumeracao de alguns conceitos e termos.

Para que haja um entendimento cientifico de qualquer obra é
preciso descobrir 0os aspectos promissores e dindmicos em uma pesquisa, que
possam ser prolongados, reconstruidos e ampliados na propria pesquisa.

Cada pesquisa sempre tem dois lados. Um lado informativo que

aumenta o conhecimento sobre o assunto, propiciando algumas reflexdes e
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indagacdes. E outro lado instrumental que ajuda a aperfeicoar a metodologia
utilizada, auxiliando na elaboracdo da estrutura da pesquisa, na definicdo dos
aspectos tedricos e metodologicos necessarios ao desenvolvimento da mesma.

O estudo da obra de Krutetskii (1968) deu origem a nossa
primeira questao da pesquisa: Podemos afirmar que o pensamento matematico
estd associado somente as caracteristicas psicolégicas pessoais e néo
relacionado a outros parametros, tais como épocas histdricas diferentes,
contextos culturais distintos, areas de conhecimento e de aplicacdo e formas
de representacao (semidtica)?

Essa questéo € resultante de um entendimento cientifico da obra
de Krutetskii, pois acreditamos que o pensamento matematico ndo é um
assunto que possa ser esgotado somente com base em caracteristicas
psicologicas pessoais. O préprio Krutetskii revelou que o talento matemético
envolve diversas habilidades matematicas.

Acreditamos que o0 objeto principal de uma pesquisa sobre o
pensamento matematico é a propria atividade. Tomando a perspectiva da
atividade cognitiva na pesquisa sobre o pensamento matematico, surge a
necessidade de considerar tanto as caracteristicas psicologicas pessoais como
0S aspectos epistemoldgicos, culturais, sociais, histéricos e semioticos. Por
esse motivo fazemos uma reconstrugao mais ampla do estudo de Krutetskii,
considerando outras dimensBes e parametros que também influenciam o
pensamento matematico.

Na atividade ha um sujeito com suas habilidades e um objeto
(problema matematico, por exemplo) com suas exigéncias, desafios e
estimulos. E é na interagdo entre o sujeito e o objeto que as habilidades e as
caracteristicas de uma pessoa sao reveladas. Em outras palavras, na atividade
sao reveladas caracteristicas do objeto, do sujeito, do ambiente social, bem
como da disponibilidade, ou ndo, de alguns instrumentos como computadores,
livros, etc.

Por exemplo, uma pessoa talentosa pode desenvolver uma
atividade diferentemente, se ela dispde de uma grande biblioteca ou se néo

tem nenhum livro como fonte de informacdo. O importante ndo é a pessoa, e
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sim, a pessoa e a atividade, bem como as condi¢cdes necessarias para
desenvolver essa atividade.

A atividade pode ser entendida como um processo, porém,
gualquer atividade mais complexa envolve diversos processos e atividades. E,
muitas vezes, diante de tarefas complexas, pode ser mais interessante ver
como se inter-relacionam essas diversas atividades e pensamentos. Esse
processo € construido por meio das relacbes que se manifestam na interacao
entre o sujeito e o objeto, que pode ser um problema matematico, por exemplo.

Otte (1993) comentou que essa relacdo tem trés niveis de
caracteristicas diferentes que sdo expostas no diagrama da atividade cognitiva
humana a seguir:

Substanciacgéo tedrica

A
v

Concepcdes de modelagem

v

Procedimentos e algoritmos
Fonte: E. JUDIN apud OTTE, 1993, p. 291.

Otte (1993) destacou que temos, de um lado, teorias ou
fundamentos tedricos e, de outro, os procedimentos, regras e algoritmos.
“Ambos o0s lados aparecem numa espécie de complementaridade que é
representada em nossa cogni¢do por meio de modelos. (...) O ponto vital do
diagrama néo € a hierarquia, mas as correlacdes indicadas pelas setas”
(OTTE, 1993, p. 291-292).

Para nés, educadores matematicos, o ponto de vista da atividade
matematica € mais fértil porque o professor na escola ou na universidade nao
tem como tarefa principal classificar seus estudantes. Sua tarefa é desenvolver
a atividade matemética nesses estudantes.

Pensando na atividade matematica, tendo como referéncia o
estudo da obra de Krutetskii no que se refere a problemas matematicos,
elaboramos a segunda questéo da pesquisa: Como a representacao influencia

o entendimento e o desenvolvimento da Matemaética?
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Em um problema, o aspecto decisivo para sua resolugdo nem
sempre é muito evidente. E o problema em si? E a representacdo do
problema? S&o as habilidades ou caracteristicas da pessoa que esta
resolvendo-0?

No que se refere aos problemas matematicos, temos alguns livros
gue apresentam orientacdes de como resolvé-los. Um deles € o famoso livro de
Polya (1948), intitulado How to Solve it, que serviu, e provavelmente ainda
serve, de referéncia para pesquisadores e professores.

Nesse livro, dentre os diversos pontos sobre problemas
matematicos abordados, podemos destacar um, que se refere a existéncia de
situagcbes em que um problema pode ser resolvido por analogia, que na
concepcao de Polya (1948) é uma espécie de semelhanca. Problemas
semelhantes coincidem uns com 0s outros em alguns aspectos, ou seja, em
certas relacdes das suas respectivas partes. Polya (1948) afirmou que todas as
formas de analogia sédo importantes e podem contribuir para a descoberta da
solugcéo de um problema.

Ele recomendou que ao depararmos com um problema a resolver,
uma pergunta deve ser feita Conhecemos um problema correlato? E declarou
que:

N6s mal podemos imaginar um problema absolutamente novo, sem
gualquer semelhanca ou relagdo com qualquer outro que ja tenha
sido resolvido; se tal problema pudesse existir, ele seria insoltvel. De
fato, ao resolver um problema, sempre aproveitamos problemas
anteriormente resolvidos, utilizando os seus resultados, ou 0s seus
meétodos, ou as experiéncias adquiridas ao resolvé-los. Além do que,
naturalmente, os problemas de que nos aproveitamos devem ser, de
alguma maneira, relacionados com o problema atual (POLYA, 1948,

p. 92, traducéo nossa).
Sera que analogia entre problemas é algo facil de ser percebido?
Como provar que existe determinada analogia? Polya (1948) n&o levou em
consideracdo o fato de que o proprio problema deve estimular a busca de
analogias. Se quisermos aplicar suas recomendacdes chegamos ao problema
da perspectiva, ou seja, precisamos ter uma perspectiva do assunto, olha-lo de
um angulo diferente para revelar uma provavel analogia. N&o basta
simplesmente afirmar que existe analogia entre problemas, e sim, devemos

buscar elementos que a confirmem.
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Além disso, ndo podemos nos restringir ao aspecto superficial que

a aparéncia nos sugere. Ao contrario, devemos nos orientar por uma
classificacdo estrutural do problema, pois € por meio dela que descobrimos a

base da analogia. Por exemplo, dadas as seguintes situagdes:

() (Ix+y+z (I x.y+z

De um lado, podemos supor que entre (ll) e (Ill) h& certa
semelhanca, tomando como referéncia a Algebra. Essa conclusdo poderia ser
sugerida pela aparéncia. No entanto, essa € uma classificacdo empirica porque
ela ndo expbe com precisdo o critério para essa semelhanca.

Por outro lado, podemos supor que (I) e (Il) sdo semelhantes,
tendo como parametro a simetria de rotacdo, se considerarmos o conceito de
invariancia ao inverter os vertices do triangulo equilatero em () e as parcelas
da adicdo em (Il), jA que isso ndo provocara nenhuma alteracdo. Analogia
depende da representacao ou dos signos, na concepcao de Peirce, sobretudo
das representacfes que sdo mais adequadas a resolugdo do problema
proposto.

Nesse sentido, a representacédo adquire um papel fundamental na
resolucéo de problemas, pois hdo ha pensamento ou conhecimento sem signos
ou representacodes.

Esses pontos expostos acima correspondem a reconstrucdo e
ampliacédo do estudo da obra de Krutetskii, uma vez que estamos considerando
0 pensamento na atividade matematica e, nesse caso, ha outros fatores que
também influenciam o pensamento, como 0s contextos culturais, historicos,
epistemoldgicos e semidticos.

A reconstrucdo e ampliacdo dessa obra orientaram a elaboracéo
da estrutura da Tese de Doutorado, composta por 4 capitulos, conforme
resumimos a seguir.

Dedicamos o capitulo 1 desta Tese ao estudo da traducao do livro

de Krutetskii. Esse estudo foi estruturado em trés partes. Na primeira parte,
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elaboramos uma sintese de sua obra, mantendo os respectivos capitulos
estabelecidos por ele.

Na segunda, destacamos o0s principais resultados de sua
investigacdo experimental que o conduziram a descrever talento matematico na
resolucéo de problemas, em termos de caracteristicas psicologicas pessoais.

Na terceira parte, fazemos uma interpretacdo de alguns de seus
resultados obtidos com a investigacdo experimental, caracterizando estilos
cognitivos matematicos, manifestados durante a resolucdo de problemas.

Aproveitamos para inserir uma descricdo de estilos cognitivos
identificados na pesquisa exploratéria realizada para a presente Tese de
Doutorado. A pesquisa exploratéria envolveu treze estudantes universitarios,
sendo nove do Curso de Licenciatura Plena em Matemética e quatro do Curso
de Ciéncias da Computacdo, ambos da Universidade Federal de Mato Grosso-
Cuiaba (UFMT). Esses estudantes foram convidados por seus professores,
porém, participaram da pesquisa aqueles que manifestaram interesse e
disponibilidade de tempo para a mesma.

No capitulo 2 apresentamos outras dimensGes do pensamento
matematico, que surgiram do estudo da obra de Krutetskii (1968). Por exemplo,
os estilos cognitivos surgiram durante a analise do estudo de caso de dois de
seus estudantes pesquisados — Sonya e Volodya.

Nesse capitulo, primeiramente expomos as idéias de Gowers
(2000), publicadas em um artigo sob o titulo The Two Cultures of Mathematics.
Nesse artigo, ele retratou a existéncia de duas culturas na Matematica,
distinguidas por solucionador de problemas ou construtor de teorias gerais. A
distincdo estd vinculada a finalidade da Matemética, ou seja, com 0 que se
espera de uma resolucdo de determinado problema. Para o primeiro, a
preocupacao € a aplicacdo; para o segundo, € obter generalizacbes. O autor
considerou o pensamento mateméatico sendo influenciado pelas é&reas de
conhecimento, pois algumas propiciam a elaboracéo de teorias gerais e outras
utilizam principios heuristicos de ampla aplicabilidade, porém, ndo sob a forma
de teoremas. Ele citou como exemplo a area de Combinatérios que se

diferencia da Matematica Pura por ndo construir métodos ou teorias gerais. Ele
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apontou diferencas de pensamento matematico existentes no interior da préopria
Matematica.

Para esclarecer as idéias de Gowers (2000) utilizamos alguns
problemas presentes no artigo de Otte (2003a) denominado Does Mathematics
Have Objects? In What Sense?, em que sao utilizados dois procedimentos de
resolucdo: o indutivo e o axiomatico. Otte (2003a) mencionou que duas idéias
distintas podem ser decisivas na resolucao de um problema particular e assim,
parecerem equivalentes. Entretanto, a utilizacao delas em outro problema pode
mostrar o contrario, ou seja, pode evidenciar a diferenga entre essas idéias.

Em seguida, abordamos estilos cognitivos e a Histéria da
Matematica. Para tanto, apresentamos uma sintese do capitulo 1 “A Intuicéo e
a Logica na Matematica” do livro de Poincaré (1905) intitulado O valor da
Ciéncia. O autor elucidou dois pensamentos matematicos distintos que estéo
associados a natureza da pessoa e também a época no desenvolvimento da
Matematica que, por exemplo, deu origem a uma mudanca na intuicdo, ou seja,
na forma de pensar e de lidar com a Matemética.

Na sequéncia, buscamos Boutroux (1920), que no livro L’ideal
scientifique des mathématiciens — Dans I'’Antiquité et dans les Temps Modernes
apresentou uma evolucdo da Matematica na histdria ocidental desde Platéo,
apontando uma grande transformacédo ocorrida no inicio do século XIX, ou seja,
a modificacdo de um pensamento sintético para um pensamento analitico.

Ainda no capitulo 2, discutimos estilos cognitivos e formas de
representacdo na Matematica. Nesse contexto, utilizamos os argumentos de
Otte (1986), expostos no artigo What is a text? para destacar o papel dos livros
didaticos de Matematica, no que se refere a representacdo, bem como a
necessidade de complementa-los com atividades matematicas. Havendo essa
complementaridade podemos aumentar a chance de Vviabilizar o
desenvolvimento do pensamento matematico associado a experiéncia do
estudante com a referida disciplina.

Na seqUéncia, mencionamos uma pesquisa desenvolvida por
Kurz em 1997, na qual ela descreveu pensamentos matematicos e distintas
formas de representacdo vinculadas as areas do conhecimento, dadas pela
formacdo académica, e as experiéncias adquiridas. Ao pesquisar professores
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das areas de Matematica, Quimica e Fisica ela verificou que todos
empregaram conhecimentos de suas areas para representar e resolver um
problema de Calculo.

Dedicamos o capitulo 3 ao estudo de alguns problemas
matematicos, particularmente, os problemas que possibilitam a utilizacdo de
diferentes processos de resolucdo e aqueles que propiciam a elaboragcdo e
utilizacao de idéias gerais.

Na Matematica ndo podemos expressar claramente uma distin¢ao
entre situagdo problematica, representagdo do problema ou pergunta e
problema matematico. A representacdo deveria ser formulada de forma que
fizesse a mediacao entre a situacdo problematica e um problema viavel.

Nesse processo, diferentes pessoas podem analisar de maneiras
distintas a situacéo problematica, pois certa perspectiva ou representacdo pode
ser melhor do que outra, dependendo da intencdo da pessoa, de seu interesse,
de sua experiéncia, de seu conhecimento, da sua intuicéo, de seu talento e dos
instrumentos disponiveis.

Para contribuir com esse estudo tedrico acerca do pensamento
matematico, bem como para realizar um entendimento cientifico da
investigacdo experimental de Krutetskii, para além dos aspectos psicoldgicos,
foi organizada uma pesquisa exploratéria com o grupo de estudantes
universitarios da UFMT, mencionado anteriormente.

Krutetskii investigou estudantes russos do ensino fundamental
com idades variando de 9 a 17 anos. Entretanto, decidimos selecionar
estudantes universitarios, pela vivéncia e pela maturidade do pensamento
matematico, em relagdo aos nossos estudantes do Ensino Fundamental. Nessa
perspectiva, por terem mais experiéncias com a atividade matematica,
poderiam gerar diferentes resolucdes para 0os problemas propostos e teriam
mais condicbes de responder as perguntas do questionario a priori e a
posteriori.

Assim, no capitulo 4 apresentamos 0s procedimentos
metodoldgicos que nortearam a elaboracao da pesquisa exploratdria expondo a

descricdo dos sujeitos, os dois questiondrios, o roteiro com os problemas
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matematicos utilizados, os resultados obtidos com a nossa pesquisa e
comentarios acerca de alguns dos problemas propostos.

A pesquisa exploratoria foi dividida em trés momentos. O primeiro
foi destinado a responder um questionario acerca da Matematica e de
preferéncias na forma de pensar e de lidar com a mesma. O segundo momento
foi reservado para a resolucdo de 13 problemas matematicos, sendo oito
problemas de aplicacdo da Matematica e cinco problemas teoricos. Além disso,
alguns propiciavam a utilizagéo de diferentes processos de resolucao e outros
a elaboracao e utilizacdo de idéias gerais. O Ultimo momento foi destinado para
responder a outro questionario com perguntas subjetivas, com a finalidade de
obter informacdes sobre a experiéncia dos estudantes na atividade de
resolucao dos problemas propostos.

Por fim, as consideracdes finais retomaram as duas questbes da
nossa pesquisa e, ao respondé-las, apresentamos as conclusbes da Tese.
Apontamos também algumas sugestdes que podem estimular o

desenvolvimento de futuras pesquisas.
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CAPITULO 1

1. KRUTETSKII: TALENTO MATEMATICO E ESTILOS
COGNITIVOS

Escolhemos como nossa primeira fonte de pesquisa bibliografica
uma das obras de Vadim Andreevich Krutetskii (1917-1989), cujo nome em
russo é KPYTELKM/ BAOUM AHOPEEBWY. Ele foi um psicdlogo que trouxe
grandes contribuicbes para a Psicologia soviética, sobretudo no que se refere
as habilidades matematicas de estudantes e fez 27 publicagdes referentes ao
tema.

Krutetskii e sua equipe, formada por 50 pessoas, dentre elas os
pesquisadores Dubrovina e Shapiro, realizaram um longo e extenso estudo
acerca de habilidades matematicas evidenciadas durante a resolugdo de
problemas. Esse estudo foi desenvolvido por meio de um programa de
pesquisa que comegou em 1955 e foi concluido em 1966, culminando na
publicagao russa do livro acima citado, no ano de 1968, contendo 431 paginas.

Os sujeitos da pesquisa faziam parte de um grupo formado por
201 estudantes com habilidades matematicas diferentes e idade variando de
seis a dezessete anos. O estudo com esses estudantes permitiu que Krutetskii
caracterizasse talento matematico na resolugéo de problemas matematicos.

A importancia do livro foi reconhecida internacionalmente,
despertando o interesse principalmente de alguns pesquisadores americanos.
Kilpatrick (professor de Educagdo Matematica da Universidade de Georgia) e
Wirszup (professor de Matematica da Universidade de Chicago) em 1976
editaram uma traducgao do livro de Krutetskii do russo para o inglés, feita por J.

Teller, sob o titulo The Psychology of Mathematical Abilities in Schoolchildren.
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Essa obra tratava de pensamento matematico e processos de

resolucao de problemas considerados sob o ponto de vista de caracteristicas
psicoldgicas. Nosso alvo era questionar esse ponto de vista e interpreta-lo sob
o olhar matematico, no qual o que se sobressaiu foi a atividade matematica

envolvida na resolucéo de problemas.

1.1. A Obra de Krutetskii

Krutetskii (1968) organizou seu livro em trés partes, que foram
subdivididas em 18 capitulos. Apresentamos abaixo o indice do livro de
Krutetskii, traduzido para o portugués pela autora desta tese e, na sequéncia,
uma sintese da introdugcdo dos editores do livro na versdo em inglés, bem

como um resumo do que Krutetskii discutiu em cada capitulo.

A Psicologia das habilidades mateméaticas de estudantes

Prefacio dos editores (uma péagina e meia)
Prefacio da edicdo russa (uma pagina e meia)

Introducéo (dos editores da traducdo em Inglés) (cerca de 5 paginas)

|. Problemas e objetivos do estudo (contendo 76 paginas)

1. A importancia tedrica e pratica do problema de habilidades matematicas em
Ciéncia e Educacéo soviética contemporanea (5 paginas)

2. Literatura psicolégica americana e inglesa sobre habilidades matematicas
(39 paginas)

3. Literatura psicoldgica soviética sobre habilidades matematicas das épocas
soviéticas e anteriores (13 paginas)

4. Exposic¢ao do problema e das metas do estudo (19 paginas)

ll. Métodos e organizag¢ao do estudo (totalizando 100 paginas)

5. Método geral e organizagao (3 paginas)

6. Hipdteses concernentes aos componentes de habilidades matematicas (5
paginas)

7. Métodos usados na investigagcao experimental (9 paginas)
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8. O sistema de problemas experimentais para a investigagdo das habilidades
matematicas de estudantes (77 paginas)
9. Organizagao da investigagao experimental (6 paginas)
lll. Andlise da estrutura das habilidades matematicas de estudantes
(contendo 180 paginas)
10. Analise dos dados nao-experimentais nos componentes das habilidades
matematicas de estudantes (8 paginas)
11. Analise de casos individuais de talentos matematicos em estudantes (31
paginas)
12. Caracteristicas dos processos de coleta das informagdes (orientagao inicial
para um problema) de estudantes matematicamente capazes (13 paginas)
13. Caracteristicas dos processos de tratamento das informacdes durante a
resolucéo de problemas de estudantes matematicamente capazes (58 paginas)
14. Caracteristicas dos processos de retencdo das informagdes (conteudo
matematico) de estudantes matematicamente capazes (7 paginas)
15. Alguns assuntos especiais na estrutura das habilidades matematicas de
estudantes (11 péaginas)
16. Categoria, idade e diferengas de género nos componentes das habilidades
matematicas (31 paginas)
17. Habilidades matematicas e personalidade (6 paginas)
18. Questdes gerais concernentes a estrutura de habilidades matematicas (15

paginas)

O maior numero de paginas se concentrou na parte Ill na qual
Krutetskii (1968) descreveu os resultados obtidos com a investigagcao
experimental e com o0s questionarios, sendo enriquecidos com teorias
existentes na literatura referentes as habilidades. Vale ressaltar que foram
destinadas mais paginas a analise critica da literatura psicolégica de paises
capitalistas no que se refere as habilidades matematicas (capitulo 2) do que a
analise da literatura psicologica de paises socialistas (capitulo 3).

Antes de apresentarmos um resumo da obra traduzida para o
inglés por J. Teller e editada por Kilpatrick e Wirszup, faz-se necessario situar o
leitor quanto a diferenca na metodologia utilizada nas pesquisas na area da
Psicologia sobre habilidades matematicas nos paises capitalistas (Estados
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Unidos e Inglaterra) e socialistas (Unido Soviética). Essa contextualizagcao
explica os argumentos utilizados pelos editores na introdugcdo da versao em
inglés do livro de Krutetskii.

Na década de 30 surgiu nos Estados Unidos uma corrente
psicoldgica denominada Behaviorismo, voltada ao estudo do comportamento
das pessoas. Os seguidores dessa corrente defendiam a idéia de que nao se
pode saber nada acerca das caracteristicas cognitivas de um sujeito. Sé se
podem ter algumas informagdes de seu comportamento diante de algo, obtidas
preferencialmente por meio de um teste, como por exemplo, teste de
inteligéncia. Para os behavioristas nao é possivel fazer previsbes, e sim avaliar
o conhecimento de uma pessoa com base no passado e no presente.

Em contraposi¢cdo, a pesquisa soviética ndo dava crédito aos
testes. Seus seguidores alegavam que os mesmos nao eram utilizados com a
finalidade de se fazer previsdes, de identificar potencialidades, habilidades ou
talentos das pessoas, como, por exemplo, testes diferentes para verificar se o
estudante aprendeu algum conteudo escolar, etc. A medigao por teste envolvia
fatos isolados que ndo forneciam informagdes acerca da cognigdo em geral.
Para averiguar se uma pessoa tinha talento era preciso observar e descrever o
seu desenvolvimento cognitivo em determinada atividade, como, por exemplo,
musica, resolucao de problemas, etc.

A divergéncia entre a visao de psicologos americanos e ingleses e
de psicologos soviéticos, no que se refere ao emprego de testes para investigar
habilidades matematicas, foi grande, existindo de um lado, pesquisas objetivas
(testes) e, de outro, pesquisas subjetivas (estudo qualitativo, mais interpretativo
dos processos de resolucéo dos testes). Isso foi um reflexo da ruptura que na
época existia na politica dos paises capitalistas e socialistas, que
consequentemente provocou uma ruptura também na pesquisa em Psicologia.
Paises socialistas e capitalistas tinham diferengas culturais, econémicas e
politicas.

Krutetskii era marxista e na primeira parte de seu livro apresentou
uma revisao da literatura americana e inglesa a respeito de habilidades
matematicas na qual criticava a metodologia utilizada pelos psicélogos desses
paises capitalistas. Ele contestava a forma de investigagdo que se baseava
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exclusivamente na aplicagdo de testes para identificar talento matematico,
tendo em vista que os mesmos forneciam apenas uma avaliagao formalmente
quantitativa apoiada em resultados numéricos.

Diante da critica feita por Krutetskii (1968), Kilpatrick & Wirszup
redigiram uma introdug&o caracterizando a apresentacdo de uma metodologia

marxista em contraste com a metodologia behaviorista americana.

A introducao do livro de Krutetskii segundo os editores

Kilpatrick & Wirszup (1976) iniciaram sua introducdo retratando a
evolugdo na pesquisa ocidental (capitalistas) sobre habilidades matematicas,
justificando a metodologia empregada e apontando suas contribuicbes. Eles
asseguraram que os psicologos educacionais dos Estados Unidos e de outros
paises ocidentais fizeram grandes avangos na pesquisa durante as décadas
anteriores a 1970, em virtude da adogao de técnicas que provaram serem uteis
tanto na Psicologia como em outras ciéncias.

Tomaram como exemplo a investigacdo de habilidades
matematicas em que muitas pesquisas (recentes na época) eram
desenvolvidas da seguinte forma: o investigador reunia varios testes supondo
ter alguma relagdo com habilidades matematicas, aplicava-os a uma amostra
de estudantes e obtinha uma pontuagdo em cada teste para cada sujeito.
Buscavam correlagdes entre as pontuacbes do teste, utilizando o método
estatistico de Analise Fatorial, para determinar como os testes estavam
correlacionados.

Os editores afirmaram que diferentes métodos de Analise Fatorial
poderiam fornecer distintos aspectos das habilidades, porém, cabia ao
investigador identificar cada habilidade, deduzindo o que € comum aos testes
para produzir o fator geral em foco.

Na opinido deles, apesar das controvérsias existentes de como
deveria ser administrada a Analise Fatorial, ndo se podia negar seu poder para
extrair valiosa informacéo de pontuagdes obtidas por meio de testes.

Os editores enfatizaram que a Analise Fatorial era o método

estatistico escolhido para desenvolver pesquisas a respeito de habilidades no
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Ocidente desde o inicio do século XX. No entanto, admitiam que poderia ser
util obter alguma perspectiva no que se refere as influéncias na pesquisa,
analisando o trabalho de pesquisadores que ndo compartihavam a mesma
tradicdo (como, por exemplo, dos soviéticos). Eles teceram comentarios
referentes ao contexto da pesquisa na Unido Soviética na época, com o
objetivo de esclarecer a diferengca na metodologia empregada.

Kilpatrick & Wirszup (1976) comegaram informando que em 1936
o Comité Central do Partido Comunista da Unido Soviética proibiu o uso de
provas de capacidade mental, embora testes de realizagdo continuaram sendo
utilizados para medir o progresso na escola.

Os editores comentaram que os soviéticos alegavam que um
teste s6 poderia fornecer um indice do momento atual, ndo indicando o nivel
potencial do desempenho dos estudantes ou dos processos que eles utilizavam
ao responder os itens de um teste. Os soviéticos defendiam a posi¢ao de que o
homem ndo pode ser classificado e os testes conduzem a uma classificagao
dos estudantes e a colocacao de normas para o que seria fornecido e esperado
deles na escola.

Diante disso, psicélogos educacionais soviéticos adotaram outras
técnicas de pesquisa. Para estudar os processos mentais de um estudante,
apresentavam-lhe um problema e pediam para que pensasse em voz alta. Se o
estudante ndo pudesse resolvé-lo davam uma sugestdo ou mudavam o
problema.

Kilpatrick & Wirszup (1976) reconheceram que essas técnicas
adotadas pelos soviéticos forneciam informagdes concernentes ao aprendizado
dos estudantes, porém, criticaram que raramente elas foram utilizadas para
explorar diferengas entre estudantes no que dizia respeito a como eles
pensavam e aprendiam.

Eles citaram Krutetskii como um dos responsaveis pelo estudo de
diferengas individuais em habilidades matematicas na Unido Soviética, ja que
seu principal interesse foi o estudo da estrutura e formacédo de habilidades
matematicas, observando estudantes considerados matematicamente

talentosos.
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Em seguida, fizeram um breve comentario dos capitulos do livro
de Krutetskii. Kilpatrick & Wirszup (1976) tecendo também algumas criticas a
Krutetskii, dentre elas:

a) que a revisao da literatura de Krutetskii foi parcial para o seu
objetivo, pois ele criticou (com excegdes) psicologos capitalistas, sobretudo
americanos e ingleses, pela visdo deterministica de habilidades, bem como
pela dependéncia por testes; e exaltou (com excegdes) psicdlogos marxistas
pelo impressionavel, apesar de incompleto, tratamento do assunto;

b) que o uso do meétodo estatistico de Analise Fatorial por
Krutetskii foi inesperado e que ele a utilizou de um modo artificial e seletivo. Ou
seja, as inter-correlagdes de um grupo de testes selecionados para medir uma
mesma habilidade foram analisadas e a presenca de um unico fator comum foi
utilizada para discutir que uma habilidade foi isolada. Krutetskii (1968) passou
para outro grupo de testes e repetiu 0 argumento. O problema foi que ele
caracterizou o fator geral comum a cada grupo de testes de um modo diferente.
Ele nunca mostrou, incluindo todos os testes em uma analise, que os grupos
que ele formou estavam associados com diferentes fatores.

Kilpatrick & Wirszup (1976) nao fizeram apenas criticas, eles
ressaltaram a importancia desse livro alegando que:

i) os problemas matematicos propostos por Krutetskii estavam
relacionados com o curriculo de Matematica e podiam ser adaptados e
utilizados por professores e pesquisadores de forma similar a empregada por
Krutetskii;

ii) as nogcdes de Krutetskii relativas a estrutura de habilidades
matematicas podiam fornecer dados dos diferentes componentes de habilidade
e de como eles se interagiam;

iii) ele pode ajudar pedagogos e pesquisadores a repensar a sua
confianga em testes como indicadores de habilidade e estimular a busca por
métodos mais produtivos para avaliar os processos de pensamento
matematico.

O livro de Krutetskii (1968) contém trés partes: 1) Problema e

objetivos de seu estudo; Il) Métodos e organizag&o de seu estudo; e Ill) Analise
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da estrutura das habilidades matematicas de estudantes. Uma sintese dessas

partes, juntamente com os respectivos capitulos, € apresentada a seguir.

1.1.1. Problema e objetivos do estudo de Krutetskii

1.1.1.1. Aimportancia tedrica e pratica do problema de
habilidades matematicas na Ciéncia e na Educacdo Soviética

Contemporanea

Krutetskii (1968), com base em sua época, afirmou que na
Psicologia soviética, a teoria acerca de habilidades é ainda insuficiente para
analisar a estrutura e as condicbes necessarias para formar e desenvolver
habilidades para atividades especificas. O valor pratico se refere a colocagao
de pessoas no mercado de trabalho na Unido Soviética, exigindo uma
realizacdo maxima das potencialidades de cada pessoa. E para alcancar isso
faz-se necessario saber como descobrir e desenvolver essas potencialidades.

Ele colocou que o problema de habilidades € na verdade um
problema de diferencas individuais. Se todas as pessoas tivessem o mesmo
potencial para se desenvolver em todas as direcbes, e para a busca de
qualquer atividade ndo haveria o que discutir em habilidades. Todos tém
aptiddo em algo. Pela doutrina da Psicologia soviética cada pessoa é
otimamente capaz em certas atividades, no entanto, essa capacidade se
apresenta em graus diferentes.

No que se refere a instrugdo escolar, Krutetskii (1968) informou
que psicologos soviéticos concordam que os assuntos escolares séo
acessiveis aos estudantes, contudo, ndo existem trabalhos afirmando que
todos os estudantes podem ser ensinados com a mesma facilidade. Mesmo
com a melhor organizagdao de métodos de ensino temos que um estudante
progredira melhor e mais rapidamente em uma area do que em outra. E alguns

estudantes mostrardo mais sucesso que outros em uma determinada area.
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Esse sucesso depende dos interesses, inclinacbes e das habilidades dos
estudantes.

Esses psicélogos acreditam que habilidades ndo sé&o
predeterminadas, inatas; elas sdo formadas e desenvolvidas por instrugao,
pratica e dominio de uma atividade, pela vivéncia e pelo trabalho, destacou
Krutetskii (1968). Por isso, existe a necessidade de forma-las, desenvolvé-las,
cultiva-las e melhora-las. Para tanto, é preciso entender a sua natureza e criar
meétodos que permitam desenvolvé-las.

Com base na época em que Krutetskii desenvolveu sua pesquisa,
ele informou que em muitos paises houve um interesse crescente nos
problemas de Educacdao Matematica. Esse crescimento € resultante do
aumento do valor atribuido a Matematica na sociedade humana.

O desenvolvimento da Matematica é necessario para o progresso
e efetividade dos principais campos do conhecimento. Métodos matematicos e
o estilo matematico de pensar estido penetrando em toda parte. Diante disso,
as escolas soviéticas deveriam desenvolver ao maximo as habilidades
matematicas dos estudantes, inclinagdes e interesses com o objetivo de elevar
o nivel de cultura Matematica. Dessa forma, Krutetskii (1968) explicou a

importancia de sua pesquisa a respeito de habilidades matematicas.

1.1.1.2. Literatura psicoldgica ndo soviética a respeito

de habilidades matematicas expostas por Krutetskii

Krutetskii (1968) apresentou o desenvolvimento da pesquisa néo
soviética — especialmente americana e inglesa — quanto a questdo da
habilidade e de como estuda-la. A pergunta central girou em torno do que é
inato e do que é adquirido na formagéo e no desenvolvimento de habilidades. A
maioria dos psicélogos americanos e ingleses reconhece o bioldgico (inato e
hereditario) como natureza de habilidade. O processo de desenvolvimento de
habilidades esta ligado ao processo de desenvolvimento das caracteristicas
biolégicas herdadas do organismo, processo que é percebido em certas

condi¢des sociais.
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Krutetskii (1968) mencionou pesquisas n&o soviéticas referentes
ao tema que vao desde 1904 (Spearman) até 1965 (Duncker, Maier e outros).

Tratou ainda da gradual utilizagdo de testes para pesquisar
habilidades e discutiu sua ineficiéncia. A aplicagdo de testes comegou por volta
de 1905, com as idéias de Alfred Binet. A partir desse momento, os testes
foram gradualmente se estabelecendo como uma parte da cultura americana.
Testes de habilidades se tornaram um instrumento para a selecdo de
estudantes nas escolas americanas, pois eles determinavam os varios modelos
de educacao que os estudantes receberiam.

Krutetskii (1968) criticou o uso de testes pelos seguintes motivos:

Primeiro motivo: testes fornecem apenas o resultado final do
desempenho de um sujeito em uma determinada tarefa, ignorando a natureza
do processo para se atingir o resultado. Eles sdo uma expressédo quantitativa
do fenbmeno e nao revelam suas caracteristicas qualitativas e relacionais.
Krutetskii (1968) apontou que na maioria dos casos em que o mesmo resultado
de teste foi obtido, os processos mentais que conduziram ao resultado podem
ser essencialmente diferentes. Destacou que essa diferengca pode ser o mais
valioso material para estudar as caracteristicas psicolégicas de um pesquisado.

Podemos, com o auxilio de alguns exemplos, apresentados
abaixo, ilustrar a sua critica ao uso de testes como unico recurso na
investigacdo de habilidades matematicas.

Problema (1): Trés amigos visitam a biblioteca em dias
diferentes: o primeiro uma vez a cada 3 dias, o segundo uma vez a cada 4 dias
e o terceiro uma vez a cada 5 dias. A ultima vez que eles estiveram juntos na
biblioteca foi em uma terga-feira. Em quantos dias estardo novamente juntos na
biblioteca? E que dia da semana sera? (KRUTETSKII, 1976, p. 14-15, tradugéo
nossa).

Solugdes:

Estudante G. S. (72 série) rapidamente escreveu uma série de
numeros consecutivos iniciando com 1 e comegou a riscar os numeros da
seguinte forma: todo terceiro (com uma linha), todo quarto (com um ponto), e

todo quinto (com uma cruz). Obteve a resposta certa mecanicamente: 60 dias.
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Contou rapidamente os dias da semana e encontrou sabado. Resposta correta;
tempo de solugao: 2 minutos e 2 segundos.

Estudante Yu. A. (72 série) pensou um pouco e disse: “Isso sera o
Menor Multiplo Comum!” Sem se apressar, calculou (3.4.5 = 60). Dividiu 60 por
7, obteve 8 semanas, com um resto de 4 dias. Ela declarou: “Quarta-feira,
quinta-feira, sexta-feira, sabado. Dois meses e no sabado”. Resposta correta;
tempo de solugao: 1 minuto e 22 segundos.

E importante destacar que esses dois estudantes resolveram o
problema utilizando a aritmética. No entanto, os niveis de conhecimento foram
diferentes, tendo em vista que o primeiro utilizou um processo experimental e o
segundo recorreu ao conceito de Minimo Multiplo Comum.

Problema (2): Somando 360 a certo numero, obtém-se o mesmo
resultado que multiplicando esse numero desconhecido por 4. Qual é o
namero?

Problema (3): Uma méae é trés vezes mais velha do que a sua
filha. Dez anos depois ela sera duas vezes mais velha do que a sua filha. Qual
€ a idade da mae?

Solugdes:

Estudante Sasha R. (72 série). Rapidamente compds equacgdes e

as resolveu.
(2) 360 + x = x.4 360 = 3x x=120
B)x; x+10 3x+ 10 =2(x +10)
3x; 3x + 10 3x+10=2x+20 x=10
Estudante Raya Ts. (72 série). Rapidamente obteve o diagrama:
(2) 360
+
(=010 00 =120
(3) 1+0O
000+ 0
100 =0000 1=10 anos (afilha)

Estudante Robert N. (72 série). Nao escreveu ou desenhou nada,

sua resolucao foi de forma verbal. Ele rapidamente exclamou:
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(2) Adicionar 360 e isso da quatro vezes — sdo todos 0 mesmo.
Entao, 360 sao trés fatores iguais. O numero é 120.

(3) A diferenga entre mae e filha sempre compora duas idades
iniciais da filha, e em 10 anos essas duas idades iniciais seréo iguais a proxima
idade da filha; quer dizer, em 10 anos a filha sera duas vezes mais velha. A
filha tem 10 e a mae 30 anos de idade.

Analisando os cinco estudantes mencionados acima, Krutetskii
(1968) ressaltou que todos resolveram os problemas propostos corretamente;
todos foram considerados estudantes capazes, o tempo de solugdo entre eles
em cada situacdo foi aproximadamente idéntico. Qualquer psicometria é
obrigada a classificar todos eles como completamente iguais nas suas
manifestagdes de habilidade matematica.

Krutetskii (1968) discordou dessa igualdade e acrescentou que os
caminhos psicolégicos que conduziram ao resultado foram muito diferentes.
Até mesmo uma analise superficial do processo deveria sugestionar diferengas
essenciais nos processos mentais desses estudantes, uma vez que se tém
diferentes niveis de habilidade matematica no primeiro problema e diferentes
estilos de habilidade matematica nos dois ultimos.

Para Krutetskii (1968), foram os caminhos psicologicos que
geraram os diferentes processos de resolugdo, porém, devemos acrescentar
que esses diferentes processos também foram influenciados pelas
representacdes utilizadas.

Segundo motivo: os testes ignoram a influéncia de diversos
fatores que afetam o sucesso, principalmente fatores pessoais (motivagao,
interesse, ansiedade, nervosismo, etc.), podendo produzir resultados
totalmente diferentes desses em condi¢cdes normais.

Terceiro motivo: os testes normalmente indicam algo em um
dado momento e n&o refletem o desenvolvimento dindmico do fenémeno
estudado. Isso é coerente com a nogdo dos psicométricos, ja que acreditam
que o nivel intelectual de uma pessoa permanecera inalterado (ou levemente
modificado) durante a sua vida toda, podendo ser previsto ainda na infancia.

Na sequéncia, Krutetskii (1968) comentou a ampla disseminagéo

do método da Analise Fatorial utilizado para investigar a estrutura de
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inteligéncia e habilidade, especialmente na Psicologia americana e inglesa.
Esse método consiste em isolar fatores coincidentes na correlacdo dos
resultados de varios testes. Apds aplicar a Analise Fatorial o investigador deve
interpretar psicologicamente os fatores selecionados. No entanto, nem todos os
psicologos acreditam que uma interpretacéo seja possivel ou necessaria.

Krutetskii (1968) reconheceu o valor do método da Analise
Fatorial para Psicologia, pois € um aparato matematico que permite descobrir
relacbes que estdo ocultas nos dados experimentais. Porém, o considera
limitado porque ignora o conteudo psicolégico do processo.

Krutetskii (1968) citou alguns estudiosos que contribuiram para o
estudo de habilidades matematicas como, por exemplo, psicélogos como Binet,
Thorndike, Révész e Piaget; matematicos como Poincaré e Hadamard; e
psicologos experimentais como Duncker, Maier e Szikely, embora esses
ultimos nao tinham direcionado o foco principal no estudo de habilidades
matematicas.

Diversas tentativas foram feitas para definir habilidade
matematica, contudo, ndo houve nenhuma definicdo que pudesse satisfazer
todos os interessados no assunto, informou Krutetskii (1968). Talvez o unico
ponto com o qual todos os pesquisadores concordavam €& que a mesma
deveria distinguir entre habilidade escolar — para dominar informacéo
matematica, reproduzindo-a e utilizando-a independentemente — e habilidade
matematica criativa — relacionada a criacdo independente de um produto
original que tem um valor social.

A maioria dos psicélogos ndo soviéticos que estuda habilidade
escolar tende a considera-la como sendo uma habilidade para fazer testes
matematicos ou resolver problemas, acrescentou Kruteskii (1968).

Krutetskii (1968) apresentou o processo evolutivo para definir
habilidade matematica e determinar sua estrutura. As varias contribuicoes e
avancgos sdo destacados, partindo de observagdes das possiveis falhas nas
concepgdes construidas até a década de 70.

Sua analise comegou com Rogers (1918), que identificou dois
aspectos de habilidade matematica: o reprodutivo (relacionado a fungao de

memoria) e o produtivo (relacionado a fungdo de pensamento) e vai até
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Werdelin (1958), que, na opinido de Krutetskii (1968), forneceu a definigdo mais
significante e extensa de habilidade matematica escolar. Werdelin (1958), a
definiu como: a habilidade para entender a natureza de problemas matematicos
(e similares), simbolos, métodos e provas; para aprendé-los, reté-los na
memoria e reproduzi-los; combina-los com outros problemas, simbolos,
métodos e provas; e usa-los ao resolver tarefas matematicas (e similares).

O trabalho de Werdelin, utilizando Analise Fatorial para medir
habilidade matematica e suas correlagdes, trouxe muitas contribuicdes,
reconheceu Krutetskii (1968), porém, ele defendeu que habilidade matematica
deveria ser submetida a uma analise psicolégica combinada com analise do
processo de resolucao de problemas.

Além de tentar definir habilidades matematicas, Krutetskii (1968)
informou que psicélogos americanos e ingleses também procuraram
estabelecer sua estrutura, recorrendo a varios métodos, com destaque para
dois dentre eles. Um é o método de observagao psicolégica e analise
introspectiva experimental do processo de pensamento na resolugao de
problemas matematicos (tipico de pesquisadores franceses e alemées). Outro
€ 0 método de correlagdo seguido por Analise Fatorial (tipico de psicélogos
americanos e ingleses).

Como psicdlogos americanos e ingleses descreveram a estrutura
de habilidade matematica utilizando estudos néo fatoriais? Segundo Krutetskii
(1968), um dos primeiros estudos introspectivos da estrutura de habilidade
matematica foi o de Ruthe (1920), que, depois de analisar processos utilizados
por estudantes resolvendo varios problemas, separou os componentes: (1)
habilidade para abstragédo; (2) habilidade para conceitos espaciais; (3) a
natureza funcional do pensamento; (4) habilidade para deducgao; (5) talento
para relagdes espaciais e aritméticas; e (6) habilidade para concentragdo. Para
Krutetskii (1968), esses componentes refletem aspectos basicos do
pensamento matematico, no entanto, alguns sdo muito gerais (por exemplo, 1,
3, e 4) ou muito vago (5).

Depois de expor outros trabalhos e apontar suas falhas, Krutetskii
(1968) citou Haecker & Ziehen (1931), que fizeram um dos estudos

introspectivos mais interessantes acerca da estrutura do pensamento
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matematico. Porém, varios pesquisadores, especialmente da escola fatorial,
notaram a falta de conclusdo em muitas das suas posicoes.

Haecker & Ziehen primeiro separaram quatro componentes
basicos que constituiam o nucleo do pensamento matematico e depois
tentaram detalhar cada um deles em componentes mais simples, conforme o

esquema a seguir:

A. Componente Espacial

-_

. compreender figuras espaciais, formas e seus complexos (sinteses);

N

. memoria para formas espaciais (conceitos espaciais);

3. abstragdes espaciais (habilidade para ver caracteristicas gerais em
objetos espaciais);

4. combinacgbes espaciais (entender e descobrir independentemente

conexoes e relagdes entre objetos espaciais).

B. Componente Ldgico
1. formacao de conceitos (como seno, logaritmo, tensor, etc.) e abstragdes
conceituais;
2. entender, lembrar e descobrir, independentemente, conexdes
conceituais gerais;
3. entender, lembrar e construir conclusdes e provas, independentemente,

tendo por parametro as regras da légica formal;

C. Componente Numérico

1. formagao de conceitos numéricos;

2. memoria para numeros, solucdes numéricas;

D. Componente Simbalico
1. compreender simbolos;
2. lembrar de simbolos;

3. operar com simbolos.

Embora Krutetskii (1968) tenha reconhecido que esse esquema
era interessante, ele o considerou aparentemente mal concebido, pois a

relacdo entre os constituintes dos varios componentes estava obscura. Ele
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questionou por meio das perguntas: “qual € a relagdo entre a habilidade para
entender simbolos e a habilidade para formar conceitos de logaritmo ou
tensor? O anterior procede do posterior, ou vice-versa?” (lbidem, p. 39,
tradugao nossa).

Krutetskii (1968) concluiu sua analise de trabalhos de psicologos
americanos e ingleses, afirmando que eles nao estabeleceram um conceito
claro e preciso da estrutura de habilidades matematicas. Em alguns, os dados
foram obtidos por um meétodo introspectivo ndo objetivo, e outros foram
caracterizados por uma abordagem puramente quantitativa, ignorando

aspectos qualitativos do pensamento.

1.1.1.3. Literatura psicolégica soviética relativa as

habilidades matematicas exposta por KrutetskKii

Estudos de diversos psicologos soviéticos a respeito do problema
das habilidades, em geral, e das habilidades matematicas, em particular, séo
citados por Krutetskii (1968). Ele mencionou trabalhos que vao desde o ano de
1908 (Mordukhai-Boltovskii) até os seus contemporaneos de 1966 (Antonova).

Uma das contribuicbes de Mordukhai-Boltovskii, apontada por

Krutetskii (1968), refere-se as “espécies de imaginagdo matematica”™

que
motivam diferentes matematicos, identificados como gedmetras e algebristas.
Para Mordukhai-Boltovskii, aritméticos, algebristas e analistas — cuja
descoberta € realizada na forma mais abstrata de simbolos numéricos
discretos e suas inter-relagbes — nao podem imaginar do mesmo modo como
os gebmetras. Krutetskii (1968) acrescentou que Mordukhai-Boltovskii também
estudou alguns componentes de habilidades matematicas.

Na década de 1920 (conforme Krutetskii € o inicio do periodo
formativo na Psicologia soviética) as pesquisas em habilidades matematicas
recebiam influéncias de duas visdes e tendéncias, emprestadas acriticamente

das doutrinas e concepgodes da Psicologia predominantes naquela época.

1 Kinds of mathematical imagination (Krutetskii, 1978, p. 48)
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Krutetskii (1968) explicou que os profissionais soviéticos das
areas de Ciéncia e de Educacdo, durante esses anos, acreditavam que as
habilidades dos estudantes eram caracteristicas imutaveis, definidas pela
hereditariedade. A partir de 1936, psicologos soviéticos passaram a re-
examinar as doutrinas adotadas até esse momento, o que impediu um pouco o
desenvolvimento de métodos experimentais para estudar habilidades.

A Teoria Geral de Habilidades, utilizada na Unido Soviética, foi
construida mediante a combinacdo de esforcos de muitos psicologos
soviéticos, dentre eles Teplov (1940, 1941, 1948, 1961), Vygotskii (1956),
Leont’ev (1959, 1960, 1961), Rubinstein (1940, 1955, 1957, 1959, 1960) e
Anan’ev (1956, 1962,1962), informou Krutetskii (1968). Ele citou alguns
trabalhos relativos as habilidades que foram desenvolvidos focando atividades
especificas, tais como habilidades musicais, artisticas, literarias, pedagogicas,
engenharias técnicas e matematicas.

. Krutetskii (1968) expbs alguns dos principais estudos tedricos
que respaldaram a sua pesquisa, que foram:

. analises, sinteses e generalizagbes (Rubinstein (1955, 1958),
Matyushkin (1959, 1960) e outros);

. pensamento criativo (Leont’ev (1954));

o a variedade de associagdes e sua composi¢ao, bem como as leis
pelas quais elas sao formadas (Pavlov (1951, 1954), Talyzina (1957), Stepanov
(1952), Doblaev (1957), Samarin (1957, 1962, 1964))

o a redugdo dos passos no processo de raciocinio (Shevarev
(1941, 1946, 1957, 1958, 1959, 1963,), Indik (1951), Sokolov (1954 e 1961),
Talyzina (1957), Doblaev (1957)). Krutetskii (1968) informou que pela teoria das
associagdes essa reducao dos passos € interpretada como o fechamento do
circuito de generalizagcéo, cuja presenca simplifica e acelera o processo de
resolucdao de um problema matematico.

. atividade mental (Antonova (1955, 1966), Kabanova-Meller
(1962), Bogoyavlenskii (1959, 1962, 1963), Landa (1956, 1957);

o operagbes mentais durante a instrugado (Gal’perin (1954, 1957,
1959, 1960, 1965)) e Talyzina (1957, 1960, 1963, 1965).
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Além desses tedricos que estudaram habilidades gerais, Krutetskii
(1968) buscou contribuicdes em trabalhos que trazem teorias a respeito da
estrutura de habilidades matematicas. Dentre eles, citou:

. Kovalev & Myasishchev (1960), que distinguiram algumas bases
para determinar caracteristicas do processo mental na atividade matematica;

. Menchinskaya (1946, 1955) ,que selecionou componentes de
habilidade aritmética a partir de um estudo de caracteristicas individuais no
dominio aritmético. Por meio de observacdes e experimentos ele selecionou
ainda propriedades ou caracteristicas da atividade mental que podem servir de
base para diferenciar estudantes, podendo auxiliar no progresso em aritmética;

. Khinchin (1961), que escreveu sobre caracteristicas distintivas no
estilo do pensamento matematico;

o Kolmogorov (1959), que mencionou a composi¢ao de habilidade
matematica e as caracteristicas da atividade mental, contrariando a opiniao
comum, de ndo ter relacdo com habilidade matematica;

. Gnedenko (1962, 1964, 1965), que enumerou alguns requisitos
para o pensamento matematico;

. Shvartsburd (1964), que apresentou um resumo da literatura
metodoldgica listando varios componentes do desenvolvimento matematico;

. Kovantsov (1965), que discutiu a natureza da habilidade, em
geral, e habilidade matematica, em particular, bem como a relagéo entre o inato
e 0 adquirido na psique de uma pessoa.

Apos citar alguns dos trabalhos importantes da Psicologia
soviética em habilidades matematicas, Krutetskii (1968) destacou que esse
assunto ainda nao foi completamente exposto. Nao se tem uma nocgao clara da
esséncia e da estrutura das habilidades, das idades dinédmicas no
desenvolvimento de sua estrutura ou das varias categorias de estruturas. E
afirmou que sem isso é impossivel criar métodos para diagnosticar essas
habilidades ou de oferecer condicdes favoraveis a sua formacdo e
desenvolvimento nos diferentes niveis. Novamente aqui ele ressaltou a

importancia de sua pesquisa relativa ao tema.
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1.1.1.4. Exposicao do problema e das metas do estudo
de Krutetskii

Krutetskii (1968) fez a explanacdo de algumas questdes
relacionadas com a Teoria Geral de Habilidade, dos conceitos basicos que
nortearam a sua pesquisa, do problema acerca de habilidades matematicas e
estabelece as metas de seu estudo.

Ele comegou mencionando os trabalhos dos aleméaes Marx (1955
e 1956) e Engels (1956) que tratavam da natureza sécioistorica da habilidade
humana. Psicologos soviéticos defendiam a posigdo de que uma parte decisiva
no desenvolvimento de habilidades esta vinculada aos principios socioistéricos.
Como consequéncia dessa posicao, determinaram que o estudo de habilidades
deveria ser efetivado pela observacao da atividade do sujeito.

Quanto a questao de habilidades inatas ou adquiridas, Krutetskii
(1968), se respaldou na doutrina psicolégica soviética em que seus seguidores
afirmam que habilidades ndo sdo inatas, e sim sdo formadas e desenvolvidas
em vida, por meio da atividade humana, da instrugdo e do treinamento. Assim,
fatores sociais ttm um valor decisivo no desenvolvimento de habilidades.

ApOs expor algumas questdes da Teoria Geral de Habilidade,
Krutetskii (1968) apresentou, com base nessa teoria, as suposi¢des que
nortearam sua pesquisa, listando-as como segue:

1. Habilidades sdo sempre habilidades para uma categoria
definida de atividade. Isso indica que habilidade matematica existe na atividade
matematica e deveria ser manifestada nela.

2. Habilidade é um conceito dindmico. Ela ndo somente se
manifesta e existe na atividade matematica, mas é criada e desenvolvida nela.

3. Em certos periodos no desenvolvimento de uma pessoa, a
maioria das condi¢cdes favoraveis surge para formar e desenvolver categorias
individuais de habilidades, sendo que algumas delas podem ser provisérias ou
transitdrias. Krutetskii ndo explica e nem exemplifica quais habilidades
poderiam ser provisorias ou transitorias, apenas cita Vygotskii e Leont’ev que
alegam existir um periodo 6timo para desenvolver certas habilidades

denominado de “sensitive” (Ibidem, p. 66, tradu¢do nossa). No entanto, no
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capitulo 18 (p. 351) ele menciona que a velocidade (ndo de tempo, e sim de
rapidez na generalizagao) do processo mental é uma caracteristica temporaria,
podendo sugerir uma habilidade proviséria ou transitoria.

4. Progresso em atividade matematica depende de um conjunto
de habilidades e ndo de uma habilidade considerada separadamente.

5. Bom desempenho em atividade matematica pode estar
condicionado por diferentes combinacdes de habilidades.

6. A relativa fraqueza de uma habilidade pode ser compensada
por outra habilidade, e assim, o desempenho préspero da atividade nao €
descartado.

7. Quanto a correlagdo do talento geral e especifico Krutetskii
(1968) mencionou que é um assunto complexo e que n&o foi totalmente
resolvido pela Psicologia soviética. Sendo assim, n&o pretende detalha-lo
nesse livro.

No que se refere aos conceitos basicos que Krutetskii (1968)
utilizou em seu estudo ele comecgou afirmando que habilidade matematica esta
presente em diferentes niveis de atividade e que seu conceito se apdia em dois
aspectos:

Habilidade criativa — habilidade em atividade matematica cientifica
que conduz a resultados novos ou realizagbes que sao significativas para a
humanidade, o que pode ser considerado um produto valioso em termos
sociais;

Habilidade escolar — habilidade no estudo de Matematica
(aprender, dominar), no dominio rapido e prospero de informagéo apropriada e
habilidades ativas (skills or habits).

Ele mencionou alguns psicologos e matematicos que
diferenciaram niveis de habilidade matematica, dentre os quais se tém
Hadamard (1945), Gagné & Paradise (1961), Kovalev (1963), e outros.

No estudo de habilidade matematica, Krutetskii (1968) interpretou
a esséncia do que poderia ser denominado de “abilities and skills or habits”
(Ibidem, p. 71, tradugdo nossa) que aqui sera traduzido como habilidades

potenciais (abilities) e habilidades ativas (skills or habits).
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Para diferenciar esses dois conceitos ele descreveu habilidades
potenciais como sendo “as caracteristicas psicologicas individuais de uma
pessoa que sao favoraveis ao dominio rapido e facil de uma atividade definida
(analise da psique da pessoa)’; e habilidades ativas como “agbes especificas
em uma atividade que certa pessoa faz em um nivel relativamente alto (analise
da atividade especifica)” (Ibidem, p. 71, tradugéo nossa).

Nessa perspectiva, ele destacou que se pode avaliar tanto a
presenca de habilidade potencial como a presenca de habilidade ativa, por
utilizar as caracteristicas da acdo de uma pessoa em uma atividade (como um
matematico). Mas a atividade pode ser considerada de outro ponto de vista, e
essa abordagem determina a diferenca entre habilidade potencial e habilidade
ativa. Ou seja, se a atividade for analisada com base nas caracteristicas
psicoldgicas da pessoa que s&o favoraveis ao dominio dessa atividade, se
estara fazendo uma analise da habilidade potencial.

Krutetskii (1968) salientou que, sob esse ponto de vista, podemos
considerar habilidade ativa compondo uma equagao baseada na condigdo de
um problema, habilidade ativa executando transformagdes algébricas, e assim
por diante, desde que tanto a composicdo de equagdes como as
transformacgdes algébricas fagam parte do conteudo da atividade matematica
de estudantes.

Podemos considerar habilidade potencial para generalizar,
habilidade potencial para conceitos espaciais, habilidade potencial para pensar
abstratamente, e assim sucessivamente. Ele afirmou ainda que as categorias
de generalizagéo, conceitos espaciais e pensamento abstrato também existem
somente na atividade.

Tendo como foco a atividade, Krutetskii (1968) estabeleceu uma
relacdo entre prontidao, habilidades e condigbes psicolégicas gerais para a
realizacdo de uma atividade. Para Krutetskii (1968), uma pessoa esta em
estado de prontiddo, com facilidade para desempenhar certa atividade, quando
possui alguns fatores favoraveis ao desenvolvimento dessa atividade, como:
habilidades para cumprir a atividade e condi¢des psicolégicas necessarias a

execugao da atividade com sucesso. As condi¢gdes psicologicas podem ser
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uma atitude positiva para a atividade, tracos de personalidade, estado mental,

conhecimento, destrezas e habitos. Isso esta sintetizado no esquema abaixo:

Prontidao para uma atividade
| |
Habilidade Condigdes psicologicas gerais necessarias
para obter sucesso na atividade

Atitude positiva para a Tracos de Estado Conhecimento,
atividade (interesses, personalidade mental destrezas e habitos
inclinagdes)

Fonte: KRUTETSKII, 1976, p. 74.

Figura 1-Estrutura da prontiddo para uma atividade

Apos analisar diversas literaturas soviéticas sobre habilidades
Krutetskii (1968) concluiu que habilidades sao caracteristicas psicoldgicas
individuais que possibilitam a uma pessoa realizar determinada atividade com
sucesso. E o conceito de habilidade refere-se “as esferas sensorial, cognitiva e
motora” (Ibidem, p. 74, tradugéo nossa).

Para Krutetskii (1968) habilidade para aprender Matematica se
refere as

caracteristicas psicologicas individuais (principalmente da atividade
mental) que respondem as exigéncias de atividade matematica
escolar e que influenciam (...) o sucesso no dominio criativo de
Matematica como um assunto escolar (...) (Ilbidem, p. 74-75,
tradugéo nossa).

Para ele, a habilidade matematica € um fendémeno interno,
complexo, resultante da interagdo de varios componentes que, para serem
estudados, é preciso observar o sujeito durante a execucéo da atividade. Tais
componentes da estrutura de habilidades matematicas foram explicitados por
ele no capitulo 6 de seu livro.

Ao discutir de forma mais pontual o problema de habilidades
Krutetskii (1968) afirmou que uma tarefa essencial na Psicologia é a criagcao de
condicdes para a formacgao, cultivo e desenvolvimento de habilidades em varios
niveis de idade. Isso é valido também para o estudo de habilidades
matematicas. E a meta basica é criar fundamentos psicologicos para uma

pedagogia ativa de habilidades.
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O problema de pesquisa apresentado por ele consiste em
descrever habilidades matematicas, identificando “que caracteristicas
psicoldgicas individuais influenciam no dominio préospero em Matematica, quer
dizer, tornam uma pessoa matematicamente capaz” (lbidem, p. 77, tradugéo
nossa). Para tal investigacao, ele distinguiu quatro tarefas que fazem parte da
meta de pesquisa, que sao as seguintes:

a) esclarecer as caracteristicas que descrevem a atividade mental
de estudantes matematicamente talentosos, ao resolver diversos problemas
matematicos. Para isso, utilizou Analise Fatorial, juntamente com uma analise
qualitativa da atividade matematica dos estudantes, ou seja, de seus processos
de resolucio de problemas matematicos;

b) criar métodos experimentais para investigar talento
matematico;

c) verificar se as altas realizagbes podem ser executadas
mediante varias combinag¢des dos componentes de habilidades;

d) estudar a influéncia de diferengas de idade nas manifestacoes

de habilidade matematica em estudantes.

Algumas consideracdes acerca da parte | do livro de Krutetskii

Pontos importantes e alguns até polémicos, apontados por
Krutetskii, merecem comentarios.

O primeiro se refere ao contexto. A premissa de Krutetskii sempre
foi: as habilidades ndo serdo analisadas isoladamente, assim como as
caracteristicas nao serao classificadas isoladamente, e sim, como uma pessoa
as utiliza. E o anti-positivismo, pois ndo se estuda uma habilidade fora do
contexto de uma pessoa. Habilidade em que? O contexto poderia ser resolver
problemas, fazer demonstracdes matematicas, na musica, na literatura, etc.

No entanto, Krutetskii (1968) ao expor o problema de pesquisa
(identificar que caracteristicas psicologicas individuais influenciam no dominio
prospero de Matematica) pretendeu descrever, de forma geral, essas
caracteristicas, passando a desconsiderar as atividades envolvidas, no caso de
sua pesquisa problemas matematicos. Com isso, entra em contradicdo
pendendo para a concepc¢ao dos positivistas em que as atividades estao fora

do contexto.
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Outro ponto refere-se a questao: as habilidades matematicas sao
inatas ou adquiridas? Aqui os psicélogos apresentam posi¢des divergentes.
Alguns deles defendem que as habilidades sdo inatas® e com isso a habilidade
matematica fica desde o inicio dependente dos genes; outros acreditam que as
habilidades podem ser adquiridas® ou desenvolvidas.

Como a Psicologia faz parte da Filosofia e os conceitos de
empirismo e racionalismo sao filoséficos, tomemos como exemplo dessas
posicdes divergentes Locke (1632-1704), que foi um empirista, e Leibniz (1646-
1716), um racionalista.

Locke acredita que tudo é adquirido do exterior para o interior, a
origem das idéias encontra-se na experiéncia. O homem nasce como uma
tabula rasa, ndo ha nada no intelecto que nao parta do sensorial, das
observagdes externas (habilidades adquiridas).

Leibniz ja pensa o contrario, as idéias sao pré-existentes,
ocorrendo do interior para o exterior (habilidades inatas). Para Leibniz, “a
experiéncia so fornece a ocasidao para o conhecimento dos principios inatos ao
intelecto. (...) Os empiristas teriam razdo ao afirmar que as idéias surgem do
contato com o mundo sensivel, mas errariam ao esquecer o papel do espirito”
(LEIBNIZ, 1999, p. 9).

Por um lado, se tudo for inato precisamos ter todo o conhecimento
no interior do cérebro, e se esta no interior precisamos de varios genes. Por
outro lado, se é algo externo, como chegar a generalizagdo? Na verdade, ha a
necessidade da complementaridade, ou seja, o conhecimento ndo vem do
exterior e nem do interior, e sim de uma interagdo do sujeito com o objeto de
estudo. O objeto fornece informag¢des do exterior para o interior, e o que o
sujeito contribui com seu raciocinio e julgamento o cérebro vai clarificar e
transformar esses estimulos em proposicdes.

Voltando ao resumo da traducdo do livro de Krutetskii,
apresentamos a seguir a parte I, na qual ele expds: os métodos utilizados na
investigacao experimental com estudantes e nos questionarios elaborados para

professores de Matematica e para matematicos; os componentes das

2 Feldman (1988), Gagné (1993), Gardner (1983) entre outros.
3 Leont’'ev (1959, 1960, 1961), Rubinstein (1960), Krutetskii (1976) entre outros.
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habilidades matematicas definidos para seu estudo e as séries de problemas

que nortearam sua investigagao experimental.

1.1.2. Métodos e organizacao do estudo de Krutetskii

1.1.2.1. Método geral e organizacéo

Krutetskii (1968) descreveu nesse capitulo como ele estruturou
sua pesquisa e os métodos adotados: experimentais e ndo experimentais.

Nos métodos experimentais foram feitas analises qualitativas e
quantitativas (Analise Fatorial) da resolugdo de problemas matematicos
desenvolvida por estudantes com distintas habilidades em matematica, ou seja,
estudantes considerados por seus professores como muito capazes em
Matematica, capazes, meédios e menos capazes em Matematica.

Os dados foram obtidos com 201 estudantes, com a idade
variando de seis a dezessete anos, em que 192 deles fizeram parte do grupo
basico da investigacdo experimental e 9, considerados matematicamente
talentosos, formaram um grupo que foi estudado durante varios anos. Aos
estudantes foram propostas diversas séries de problemas matematicos para
serem resolvidas.

O desenvolvimento dos componentes de habilidades matematicas
foi investigado de duas formas: (1) comparando diferentes estudantes que
estavam em diferentes fases de desenvolvimento; (2) comparando os mesmos
estudantes em diferentes fases de desenvolvimento.

Também foram estudados alguns grupos de estudantes com
caracteristicas particulares, de forma que comparagdes longitudinais pudessem
ser feitas. Por exemplo, fizeram estudos de caso, durante varios anos, com um
grupo de 25 estudantes considerados especialmente talentosos em matematica
e durante um ano estudaram um grupo de 19 estudantes com pouco talento
matematico. Alguns desses grupos nao faziam parte do grupo basico da
investigacdo experimental, no entanto, foram considerados fontes de

informacdes adicionais.
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Além dos métodos experimentais também foram utilizados
métodos ndo experimentais, tais como a observacao dos estudantes durante
as aulas (as vezes, em casa); discussdes com os estudantes, pais, professores
e amigos, bem como o estudo da personalidade desses estudantes
(persisténcia, diligéncia®, iniciativa, etc.) e o desempenho deles em outras
disciplinas.

Muitas das informagdes sobre habilidades matematicas foram
coletadas por Krutetskii e seus pesquisadores por meio de:

I) questionarios aplicados a 62 professores de Matematica. Entre
1958 e 1960 foram pesquisados professores que responderam questdes sobre:
Qual sua opiniao acerca da habilidade para aprender Matematica? Que
critérios utiliza para julgar a habilidade? Que estudantes consideram capazes
Ou nao e por qué?

II) questionarios aplicados a 56 professores de Matematica e a 50
pesquisadores matematicos soviéticos (dos quais somente 21 matematicos
responderam). Em 1965 foram propostas a esses profissionais as seguintes
perguntas: Como a habilidade matematica se manifesta? Que qualidades da
mente fazem uma pessoa matematicamente capaz? Até que ponto habilidades
matematicas sado habilidades gerais ou especificas? Quais habilidades
matematicas vocé conhece?

lIl) estudo e analise da biografia de 84 matematicos e fisicos
famosos. Sua intencao era identificar quando comecaram a revelar habilidades
matematicas e como as expressavam, além de descobrir algumas
caracteristicas de seus talentos matematicos.

IV) analise do curriculo de Matematica nas escolas, a fim de
determinar as habilidades que eram desenvolvidas durante o ensino formal.
Esse material coletado envolveu 1000 estudantes de 72 a 102 séries.

V) estudo de caso de alguns estudantes matematicamente
talentosos.

VI) pesquisas na literatura especifica referentes a estudos de

casos de estudantes matematicamente talentosos.

4 Cuidado ativo; zelo, aplicagao; Atividade, rapidez, presteza; Investigagéo, pesquisa, busca.
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1.1.2.2. Hipo6tese de Krutetskii acerca dos

componentes de habilidades matematicas

O estudo analitico-critico das literaturas psicologicas e
matematicas existentes® até 1968, e a observagéo de diversas experiéncias ja
realizadas acerca da estrutura de habilidades matematicas subsidiaram a
elaboragcao da hipotese sobre os componentes de habilidades matematicas de
Krutetskii (1968). Os componentes que nortearam sua investigacao
experimental foram os seguintes:

1) Percepcao — habilidade para formalizar conteudo matematico,
isolar forma de conteudo, resumir a si mesmo relagdes numéricas concretas e
formas espaciais e operar com estrutura formal (estruturas de relagbes e
conexoes);

2) Generalizagcdo — habilidade para descobrir o que é essencial,
importante, abstrair para si mesmo o irrelevante, ver o que é comum no que €&
aparentemente diferente;

3) Légica e raciocinio — habilidade para idéia seqlencial,
corretamente segmentada no raciocinio légico que esta relacionado a
necessidade de desenvolver provas, comprovacgoes e deducdes;

4) Reducdo — habilidade para reduzir os passos no processo de
raciocinio, pensar em estruturas reduzidas, sem precisar de muito
detalhamento na resolugao de problemas;

5) Flexibilidade — habilidade para passar rapidamente de uma
operagao mental a outra, ou seja, a habilidade para trocar de um método de
resolver um problema para outro método de resolver o mesmo problema. Essa
caracteristica de pensamento, segundo Krutetskii (1968), é importante para o
trabalho criativo de um matematico;

6) Pensamento Reversivel — habilidade para inverter um
processo mental, isto é, transferir de um processo de resolugdo a uma

sequéncia inversa de pensamento;

5 Tais como Thorndike (1923), Doblaev (1957), Sokolov (1954), Lyapunov (1960), Kolmogorov
(1959), entre muitos.
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7) Analitico-sintética — habilidade para compreensao rapida das
relagdes basicas que constituem a esséncia do problema, sem esquecer dos
dados especificos;
8) Memodria matemética — habilidade para uma memodria
envolvendo generalizagdes, estruturas formalizadas e esquemas logicos;
9) Conceitos espaciais — habilidade para perceber e aplicar
conceitos espaciais que estdo relacionados diretamente com a geometria,

especialmente a geometria espacial.

1.1.2.3. Métodos utilizados na investigacao

experimental de Krutetskii

Ao apresentar os métodos utilizados na sua investigacédo
experimental Krutetskii (1968) enumerou os principios que organizaram tal
estudo, ressaltando que os problemas experimentais tinham que:

1. corresponder a natureza da atividade matematica dos
estudantes, tais como: problemas de prova, calculo, transformacido e
construcdo. Uma analise das solugbes permitiria entender como a
particularidade da atividade mental dos estudantes considerados capazes
difere dos estudantes considerados menos capazes e, ao resolver problemas,
revelar caracteristicas individuais da atividade mental,

2. ser de varios graus de dificuldade (baixo, médio e alto),
inclusive problemas nao padronizados que requerem criatividade matematica;

3. possibilitar que os procedimentos de resolugdo ajudem a
esclarecer a estrutura de habilidades, ou seja, neles devem ser manifestadas
as caracteristicas da atividade mental que € especifica da atividade
matematica;

4. permitir a identificacdo do processo utilizado na resolucgao,
revelando suas caracteristicas qualitativas;

5. garantir que s6 a habilidade influenciara nas resolugbes —
Krutetskii (1968) informou que seu interesse centrou-se no estudo das
habilidades e nao de conhecimentos ou habitos, embora reconheceu que eles

estejam inter-relacionados. Para isso, estabeleceu os seguintes critérios:
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(a) selecionou problemas matematicos que nao exigissem

nenhum conhecimento particular, destreza ou habito para a resolucéo, ou
que exigissem conhecimento que estivesse igualmente disponivel a todos os

estudantes;

(b) a influéncia de experiéncia passada foi reduzida porque

muitos problemas experimentais eram novos aos estudantes;

(c) foram selecionados problemas envolvendo conteudo
recentemente aprendido (o pesquisador ensinou aos estudantes),
possibilitando localizar caracteristicas do dominio de uma nova habilidade;

(d) foram utilizados problemas com elementos de criatividade

matematica — problemas nao-padronizados.

6. permitir que os meétodos experimentais sejam instrutivos e
diagnosticos;

7. propiciar uma analise qualitativa e quantitativa do processo de
resolucéo dos problemas experimentais.

A partir desses principios certas indagag¢des surgem em minha
mente: Como acompanhar o processo de pensamento de uma pessoa? De que
forma ele pode ser obtido?

Algumas respostas a essas questdes sao fornecidas por Krutetskii
(1968), quando ele comentou sobre a descricdo do pensamento de uma
pessoa no processo de resolucdo de um problema. Ele apontou dificuldades
que normalmente aparecem na realizagcao de entrevistas, trazendo grandes
contribuigdes inclusive para futuros pesquisadores.

Krutetskii (1968) comentou que a principal dificuldade consiste em
conseguir identificar o processo de pensamento, pois por mais que se pega ao
entrevistado para resolver o problema em voz alta, ndo deixando nenhuma
idéia sem ser verbalizada, isso ndo é tdo simples. Ele ressaltou que as
dificuldades em organizar o pensamento em voz alta, no trabalho com
estudantes, sdo consequéncias de algumas situagdes, dentre elas:

() Alguns estudantes nao sabem como ou nao tém a pratica de

pensar alto. Impor isso a eles pode provocar uma distor¢do do quadro real.
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() Poderiamos supor que os estudantes na escola séao

preparados para pensar em voz alta, porém, isso ndo € assim. Pensar ou
resolver em voz alta e explicar a solugdo de um problema em voz alta séo
processos bem diferentes. Um estudante sabe que quando um professor pede
em classe para resolver um problema em voz alta significa fornecer uma
solugédo para os outros, ou seja, uma explicacdo do processo que seja

compreensivel ao proximo.

(I As vezes, o estudante pode pensar que estdo lhe pedindo
para dar uma descricao dos seus proprios processos mentais ao resolver um

problema, uma explicagcao exaustiva de como ele esta pensando.

Para tentar superar as dificuldades apresentadas, Krutetskii e sua

equipe conduziram a pesquisa da seguinte maneira:

Primeiro, foi exposto ao investigado para ndo contar como estava
pensando, e sim, pensar alto, sem tentar explicar o processo de resolugdo ao
pesquisador. Para n&o influenciar, o pesquisador ndo dava instrucbées e nem

interferia pedindo resolucdo mais detalhada.

Segundo, uma folha de papel carbono era colocada sob a pagina
do caderno na qual a resolugédo era desenvolvida. Em intervalos regulares, a
pagina em que a resolucdo foi copiada era arrancada. Assim, cada folha

continha um registro das operagdes feitas em intervalos de tempo iguais.

O processo de pensamento desenvolvido durante a resolucédo de
problemas matematicos foi analisado por Krutetskii da seguinte forma: por um
registro objetivo da resolugdo (escrito ou gravado em fita), pela natureza das
operagbes, diagramas e esbogos feitos pelo investigado; pelo registro do
processo de reflexao verbal revelado na resolugao do problema; pela natureza
das respostas as perguntas feitas durante a resolugédo e por material obtido
com discusséo referente a resolugido depois de sua conclusao.

Como resultado, ele obteve uma nogéo objetiva bem completa da
natureza da atividade mental dos estudantes sobre como eles resolveram os

problemas experimentais.
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1.1.24. O sistema de problemas experimentais
utilizado por Krutetskii para a investigacao das habilidades

matematicas de estudantes

Nesse capitulo sdo apresentadas as séries de problemas nas
quais os componentes das habilidades matematicas foram estudados, em
varias situagdes e de diferentes maneiras. Também sao expostos os objetivos
estabelecidos para cada série, as técnicas utilizadas na sua apresentacéo e o
principio para analisar os resultados (por exemplo, a redugdo dos passos no
processo de raciocinio foi analisada com base na argumentacéo).

Krutetskii (1968) informou que os problemas matematicos, na sua
maioria, foram selecionados de diversas fontes soviéticas e n&o soviéticas, tais
como: problemas de livros didaticos de Matematica, colecbes de problemas,
jornais e revistas.

Os problemas experimentais foram elaborados para investigar
estudantes dos graus cinco a oito®. Foram compostos por 26 séries’, contendo
79 testes, nos quais 22 eram aritméticos, 17 algébricos, 25 geométricos e 15
outros (légico, combinado, figural e especial). Cada teste continha varios
problemas matematicos totalizando cerca de 400 problemas.

Cada série continha problemas da mesma categoria que diferiram
em dificuldade e foram destinados a investigar um ou mais componentes das
habilidades matematicas estabelecidas por Krutetskii no seu capitulo 6. Tais
séries sao explicitadas a seguir.

SERIE I: Problemas com uma pergunta ndo declarada

Nessa série de problemas a pergunta essencial ndo era fornecida,
no entanto, essa pergunta surgia de forma légica das relagdes matematicas
apresentadas no problema. Ela tinha um teste de aritmética, um de algebra e
um teste de geometria.

SERIE II: Problemas com informag&o incompleta

6 A palavra grau (por exemplo, quinto grau ou grau cinco) utilizada na Russia corresponde a
palavra série adotada no Brasil. Daqui por diante, nesta Tese, sera utilizada a palavra série.

7 Para mais informagdes sobre as séries e os respectivos problemas ver Krutetskii, 1976, p.
105-174.
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Foram selecionados problemas em que faltava alguma
informacdo, o que tornava impossivel obter uma resposta exata para o
problema. Ao ser introduzida a informagdo ausente, a resposta poderia ser
obtida. Essa série de problemas foi composta por um teste de aritmética e um
de geometria.
SERIE Ill: Problemas com informag&o em excesso

Nos problemas dessa série foram introduzidas informacdes
desnecessarias que ficavam mascarando os fatos essenciais a resolugcdo dos
problemas. Possuia um teste de aritmética e um teste de geometria.
SERIE IV: Problemas com elementos de sobreposicéo

Essa série de problemas foi construida para verificar nos
estudantes a habilidade de percepgao analitico-sintética de figuras geométricas
sobrepostas. Foi elaborado apenas um teste de geometria.
SERIE V: Sistemas de problemas de uma Gnica categoria

Foi direcionada a estudantes que ainda ndo estavam
familiarizados com as formulas de multiplicagdo na forma reduzida (estudantes
da 12 a 62 séries). Foi um experimento de ensino. Tal série foi formada por dois
testes de algebra em que o segundo teste tinha os problemas e as variantes.
As variantes eram exemplos auxiliares que aumentavam o grau de dificuldade
gradualmente.
SERIE VI: Sistemas de problemas de diferentes categorias

Essa série foi formada por seis testes de aritmética e um teste de
geometria. Nos testes de Algebra havia problemas de uma Unica categoria, de
acordo com a natureza das relagdbes e dependéncias dadas, e eram
caracterizados por uma unica estrutura matematica, porém, os problemas eram
externamente diferentes uns dos outros. Outros eram externamente similares,
no entanto, essencialmente diferentes em categoria. O teste de geometria foi
direcionado para o estudo de generalizagées de conteudo geométrico.
SERIE VII: Sistemas de problemas com transformacdo gradual do

concreto para o abstrato

Essa série foi composta por um teste combinado envolvendo

aritmética, algebra e geometria. Eram 10 problemas tendo 5 variantes em cada
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um em que elas eram sendo gradualmente transformadas de um contexto
concreto para um abstrato.

SERIE VIII: Composicéo de problemas de uma determinada categoria

O objetivo dessa série era investigar se o estudante conseguia
fazer uma generalizagdo independente (da estrutura do problema ou da sua
resolucao), relativa a um numero de exemplos depois de analisar um unico
exemplo de uma categoria, ou seja, se ele identificava uma propriedade
essencial sem fazer comparagdes e contrastes. A série foi composta por um
teste de aritmética, um de algebra, um de geometria e um teste de logica.
SERIE IX: Problemas envolvendo provas matematicas

A intencao era analisar se os estudantes generalizavam o método
de raciocinio ou faziam a transferéncia dos principios de prova que aprenderam
para outros problemas analogos, porém, mais complexos. Ela foi formada por
dois testes de algebra, um teste de geometria e um de légica. Cada teste
continha problemas envolvendo provas de uma unica categoria.

SERIE X: Composicdo de equagBes que utilizam os termos de um
problema

Essa série de problemas foi direcionada a um estudo da
generalizagdo de um método especifico de raciocinio. Ela tinha apenas um
teste de algebra.

SERIE XI: Problemas irreais ("unrealistic”)

Consistiu de problemas em que fatos numeéricos tornavam o
problema sem sentido. Foi elaborada contendo um unico teste combinado.
SERIE XlI: Formacéo de conceitos artificiais

A presente série foi construida para verificar a habilidade dos
estudantes para generalizar, como uma habilidade geral, ndo relacionada a
execucado de atividade matematica ou qualquer outra atividade escolar. Ela
envolveu um teste utilizando simbolos visual-pictoricos para a formacao de
conceitos artificiais tais como kok, gok e lok. Os conceitos eram construidos
com base em parametros como: forma, tamanho e cor.

SERIE XIII: Problemas que propiciam diferentes resolucdes

Essa série foi composta por problemas que podiam ser resolvidos

de diversas maneiras. Foi analisada a habilidade do estudante para mudar o
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método de resolver um mesmo problema. Foram elaborados um teste de
aritmética, um de algebra e um de geometria.
SERIE XIV: Problemas com mudanca de contetido

A intencdo era estudar a mudanca de uma operagao mental a
outra. Os problemas foram construidos conforme o seguinte principio: buscar
uma segunda versao de um problema inicial em que um dos elementos era
transformado, resultando na alteracdo do conteudo do problema e da operagao
para resolvé-lo. A série foi elaborada contendo um teste de aritmética, um teste
de algebra e um de geometria. Em cada teste havia problemas e variantes.
SERIE XV: Problemas para reconstruir uma operagéo

Os problemas pretendiam investigar a facilidade do estudante
para mudar de um método de operagao a outro. Havia um teste de aritmética,
trés testes de algebra, dois testes de geometria e um teste especial.
SERIE XVI: Problemas que sugerem auto-restricao

No processo de resolugao dos problemas dessa série ocorria uma
restricao involuntaria que conduzia o estudante a acreditar que o problema nao
podia ser resolvido. Essa série tinha apenas um teste combinado.
SERIE XVII: Problemas diretos e inversos

Essa série de problemas foi elaborada para verificar a habilidade
do estudante para inverter um processo mental, ou seja, pensar em relagdes
reciprocas, operagoes diretas e inversas, teoremas diretos e contrarios. Essa
série foi formada por um teste de aritmética, dois testes de algebra e um teste
de geometria. Em cada teste havia problemas diretos e inversos ou contrarios.
SERIE XVIII: Tarefas Heuristicas

Essas tarefas pretendiam estudar como os estudantes aprendem
algo que é novo para eles. Também como descobrem, de forma heuristica,
principios que lhes sdo desconhecidos. Indaga ainda, como
independentemente estabelecem relacbes e dependéncias, bem como fazem
generalizagdes. A série foi composta por um teste de aritmética, um de algebra
e dois de geometria.
SERIE XIX: Problemas de compreenséo e de raciocinio l6gico

Os problemas dessa série n&o exigiam um conhecimento

especial, porém, a habilidade de raciocinio l6gico era necessaria, junto com
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certa desenvoltura do estudante. Essa série consistiu de um teste de
matematica geral e um de ldgica.

SERIE XX: Problemas envolvendo seqiiéncias

Nessa série, o estudante precisava encontrar a regra geral
utilizada na composigdo de cada sequéncia de numeros ou figuras. Foi
elaborado um teste numérico e um teste figural.
SERIE XXI: Sofismos matematicos

Dado um problema, o estudante tinha que detectar o erro e
apresentar provas, utilizando para isso, principios da Logica e da Matematica
que ele ja havia aprendido. Essa série tinha um teste de aritmética, um de
algebra, um de geometria e um teste de logica.
SERIE XXII: Problemas com termos que s&o dificeis de se lembrar

Nessa série a complexidade consistiu na grande quantidade de
dados numéricos ou de relagdes fornecidas pelo problema. Essa complexidade
era introduzida deliberadamente para que o estudante nao tivesse nenhuma
chance para memorizar o problema como um todo apés a leitura do mesmo. Se
ele nado se lembrasse de tudo, eram verificados quais aspectos ele reteve, ou
seja, a estrutura do problema, as relagbes ou os dados especificos. Foi
formulado um teste de aritmética, um de algebra e um de geometria.
SERIE XXIIl: Problemas com graus variados de visualizagdo nas suas

resolucdes

Os problemas dessa série foram organizados em grupos
dependendo do grau de visualizagdo e do papel dos componentes visual-
pictorico e verbal-logico do pensamento representado em sua resolugdo. Os
problemas do grupo V (visual) sugeriam a utilizacdo de recursos visual-
pictdricos, ou seja, de esquemas graficos. Eles podiam ser resolvidos por
meios verbal-légicos, porém, com mais dificuldade. Os do grupo A e Az
(médio) apresentavam oportunidades iguais de resolugdo, por meio dos dois
componentes acima mencionados. Os do grupo M; e M; (mental) n&o
necessitavam de recurso visual e eram resolvidos de forma mental. Essa série

foi formada por cinco testes de aritmética e um de geometria.
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SERIE XXIV: Problemas com formulagbes verbais e representacdes
visuais
Nessa série de problemas foi investigado como os estudantes

percebiam e correlacionavam os niveis visual e verbal de problemas que

envolviam conceitos espaciais de duas ou trés dimensdes. Também foram

analisadas as habilidades para reduzir os passos no processo de raciocinio e

de memdéria matematica. Para essa série foram elaborados um teste de algebra

e dois testes de geometria. Em cada teste havia problemas e variantes.

SERIE XXV: Problemas relacionados a conceitos espaciais
Nos problemas dessa série, o estudante tinha que resolvé-los

mentalmente, sem lapis e papel e sem recorrer a figuras e objetos. O objetivo

era analisar a habilidade dos estudantes para lidar com conceitos espaciais. A

série consistiu de dois testes de geometria e dois testes figurais.

SERIE XXVI: Problemas que exp&em correlagbes entre componentes
visual-pictdricos e verbal-l6gicos de atividade intelectual néao
matematica
Essa série teve como parametro o método inventado por Borisova

(1956), que estudou a correlagdo entre os componentes visual-pictorico e

verbal-légico em condi¢des de memorizagao visual. A intengcao de Krutetskii

(1968) era investigar a habilidade de estudantes em conceitos espaciais. A

série foi composta por dois testes: o primeiro com predominancia nos

componentes visual-pictoricos (reconhecendo uma imagem visual) e o segundo
com énfase nos componentes verbal-légicos (descrevendo uma imagem
visualmente percebida).

Krutetskii (1968) construiu um instrumento extenso e diversificado
para realizar a sua investigacdo experimental. Os seus componentes das
habilidades matematicas n&o estavam restritos a determinadas séries de
problema. Muitos deles estavam presentes em diversas delas. Por exemplo, na
Série VI foram investigados os componentes percepgao, generalizagdo,
reducdo dos passos no processo de raciocinio, flexibilidade do pensamento e
memoria matematica. Para termos uma nocdo de como os componentes
permearam as séries de problemas de Krutetskii (1968), organizamos o Quadro
1:
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Quadro 1- Resumo da frequéncia de cada um dos componentes nas respectivas Séries

de Problemas

Séries G LR Rd F

Rv | AS | MM | CE

v

\Y

VI

\l

VI

IX

X

XIX| XXX XX X|X|X| O

Xl

XXX XX X[ X | X

Xl

Xl

XV

XV

XXX | X

XVI

XVII

XVIII

XIX

XX X

XX | X[ X

XXI

XXX [ XX

XXl X

XX X X

XXIV X X

X|X|X

XXV

XXVI

LEGENDAS:

P = Percepcao

G = Generalizagao

LR=>» Logica/Raciocinio

Rd=>» Reducio dos passos no processo de
raciocinio

F =>» Flexibilidade do pensamento

Rv = Reversibilidade

AS =>» Analitico-Sintética
MM=>Memodria Matematica
CE =» Conceitos Espaciais

Esse quadro revela os componentes de maior freqiéncia

estabelecidos por Krutetskii (1968) no capitulo 6 de seu livro. Os que mais

aparecem nas seéries de problemas séo: Percepgao (13 vezes), Generalizagéo

(13), Reducédo dos passos no processo de raciocinio (8), Flexibilidade do

pensamento (8) e Memodria matematica

Isso evidencia a grande

importancia atribuida a eles por Krutetskii, na investigacdo da estrutura de



48
habilidades matematicas. Em contrapartida, os componentes de menor
frequéncia sao: Reversibilidade (1), Analitico-sintética (2) e Conceitos

Espaciais (2).

1.1.2.5. Organizacao da investigacao experimental de
Krutetskii

Para Krutetskii (1968), as habilidades podem ser investigadas
com base nas diferencas individuais manifestadas em uma atividade, que em
seu caso foi a atividade matematica na resolugao de problemas. Sua intencéo
nao era investigar apenas o que havia nos estudantes considerados
matematicamente capazes, ou seja, que caracteristicas eram peculiares a eles.
Mas também o que os estudantes considerados matematicamente menos
capazes nao tinham, quais qualidades psicologicas individuais eram
insuficientes e sua relativa condicdo de incapacidade em Matematica.

Diante disso, foram selecionados estudantes para compor os
grupos experimentais, mediante uma classificacdo preliminar fornecida pelos
seus professores que os consideraram como sendo: Muito Capaz em
Matematica (VC), Capaz ©, Médio (A) ou Incapaz em Matematica (I)°. Nessa
tese, o termo “incapaz” foi substituido por “menos capaz’.

Os professores dos estudantes pesquisados por Krutetskii (1968)
os classificaram utilizando como critério o sucesso e o fracasso em Matematica
na escola. Krutetskii (1968) manteve essa classificagdo ao apresentar os
resultados de sua investigagao experimental com os estudantes.

Utilizaremos nessa tese, para efeito de simplificacao na escrita, os
termos “estudantes muito capazes” em Matematica, “estudantes capazes’,
‘estudantes médios” e “estudantes menos capazes” em Matematica, tendo
como referéncia a classificagao dos professores desses estudantes russos e de
Krutetskii (1968). Isso nao significa que concordemos plenamente com tal
classificacao, tendo em vista que acreditamos que ela possa ser relativa, pois
depende da atividade matematica envolvida.

8 As siglas se referem a nomenclatura americana: capaz em matematica (VC — very capable);
capaz (C — capable); médio (A — average); incapaz em matematica (I — incapable).
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Os estudantes investigados por Krutetskii foram organizados em

grupos, conforme o Quadro 2.

Quadro 2 — Caracterizagcdo dos estudantes da investigacdo experimental

Pesquisador Anos Série ou Estudantes Grupos
idade estudados | MC | C | M I
Krutetskii 1956-58 | VI, VII, VIII 19 0 9 6 4
(estagio )
Krutetskii 1958-65 6-14 anos 16 16 0 0 0
(estagio II)
Krutetskii (estagio | 1960-61 VI, VI 19 0 0 9 |10
1))
Krutetskii (estagio | 1960-64 V, VI, VII, 66 0 36 | 22| 8
V) VI, IX, X
S. I. Shapiro 1962-64 IX, X 30 11 8 |11 ] 0
|. V. Dubrovina 1963-65 I, 1, v 42 7 14 | 9 | 12
Total 1956-65 | Séries II>X 192 34 | 67 | 57 | 34

Fonte: KRUTETSKII, 1976, p. 178.

Depois de expor os métodos utilizados e a organizagdo do seu
estudo referente as habilidades matematicas, Krutetskii (1968) apresentou, na

parte lll, os resultados de sua investigagao n&o experimental e experimental.

1.1.3. Anélise da estrutura de habilidades

matematicas de estudantes

1.1.3.1. Analise de Krutetskii dos dados ndo-
experimentais acerca dos componentes de habilidades

matematicas de estudantes

Esse capitulo tratou dos dados nao-experimentais obtidos por
meio de questionarios aplicados a professores de Matematica do Ensino
Secundario e a pesquisadores matematicos. O objetivo era obter opinides
desses sujeitos, por escrito ou oralmente, acerca de habilidades matematicas.
A seguir sao apresentados os resultados obtidos.

Os professores foram divididos em dois grupos. Um grupo, com
62 deles, respondeu oralmente um questionario que indagava o que se

entendia por habilidades matematicas e que critérios eram utilizados para



50
avaliar a presenga ou auséncia das mesmas nos seus estudantes. Krutetskii
(1968) sistematizou as freqliéncias em que os itens foram mencionados pelos
professores, conforme transcrigdo a seguir:

1. Dominio relativamente rapido de conhecimento matematico,
destreza e habitos; velocidade para entender as explicacbes do
professor (95%);

2. Logica e independéncia de pensamento (82%);

3. Desenvoltura e sutileza da inteligéncia no estudo de Matematica
(67%);

4. Rapidez e memoria estavel de conteudo matematico (50%);

5. Um alto nivel de desenvolvimento de habilidade para a
generalizagao, andlise e sintese de conteudo matematico (50%);

6. Fadiga reduzida nas ligdes de matematica (3%);

7. Habilidade para trocar rapidamente um encadeamento de
pensamento direto para um inverso (1,5%) (Ilbidem, p. 185-187,
tradugao nossa).

Outro grupo, formado por 56 professores, respondeu por escrito
um questionario sobre componentes de habilidades matematicas, e foi aplicado
alguns dias depois da leitura e discusséo, por parte dos professores, de um
material de Psicologia, envolvendo habilidades matematicas em estudantes. Os
resultados foram:

. Habilidade para generalizar (98%);

. Raciocinio légico (98%);

. Sutileza e desenvoltura da inteligéncia (88%);

. Memoria matematica (82%);

. Habilidade para abstrair (82%);

. Flexibilidade de pensamento (73%);

. Apoio de recursos visuais (63%);

. Presenca de conceitos espaciais (57%);

Habilidade para transferir um encadeamento de pensa-mento
direto para um inverso (52%);

10. Esforgo para economia da forga mental de uma pessoa (48%);
11. Redugao dos passos no processo de raciocinio (38%);

12. Fadiga reduzida durante ligdes de matematica (30%) (Ibidem,
p. 187-189, tradugéo nossa).

©CONOORNWN =

Krutetskii (1968) acrescentou, que ao serem indagados acerca de
como escolheriam estudantes com diferentes categorias de talento matematico,
47 dos 56 professores indicaram duas categorias: algebristas e gebmetras,
tendo por parametro as inclinagcbes para pensar no reino das relagdes
numeéricas e relacdes espaciais.

Quanto a pesquisa com os matematicos, Krutetskii (1968)

informou que eles caracterizaram a esséncia de habilidades matematicas em
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dois grupos: propriedades gerais da personalidade e propriedades da mente
matematica.

Entre as propriedades da personalidade que podem revelar
habilidades matematicas os matematicos indicaram: determinagdo como
reflexo de uma meta; concentragéo; diligéncia; persisténcia; interesse pela
Matematica; entusiasmo por ela; um esforco para adquirir conhecimento
matematico; necessidade de se ocupar com a Matematica e um amor pelos
numeros.

No que se refere as propriedades da mente matematica os
matematicos destacaram: paixao pela generalizagao; habilidade para ver o que
distintos fenbmenos tém em comum; habilidade para estabelecer uma conexao
entre fendbmenos heterogéneos; habilidade para isolar o que € essencial;
habilidade para passar do particular para o geral; pensamento logico;
habilidade para esbocar consequéncias de premissas dadas; exatidao;
concisao e clareza de pensamento.

Mencionaram como sendo proprio do matematico: a necessidade
de buscar uma solugédo mais elegante; uma imaginagao matematica; habilidade
combinatéria; habilidade para transferir rapidamente de um nivel de
pensamento a outro; habilidade para captar rapidamente a esséncia de um
assunto e para penetrar a profundidade de uma questdo, passando por
estagios intermediarios de raciocinio; habilidade para pensar omitindo muitas
relagdes no raciocinio; habilidade para lembrar idéias basicas, esquemas e
combinacgdes, sequéncias basicas de pensamento, com uma habilidade variada
para se lembrar de numeros e férmulas; habilidade para criar esquemas
matematicos gerais de raciocinio, inclinagdo para fazer operagdes formais, de
acordo com regras definidas.

A especificidade ou nao de habilidades matematicas foi
respondida pelos matematicos como segue; 16 dos 21 admitiram a natureza
especifica de habilidades matematicas, 3 negaram qualquer especificidade e
reduziram tudo a inteligéncia geral e dois ndo expressaram um ponto de vista
definido sobre o assunto.

No que diz respeito as categorias de talento Krutetskii (1968)

comentou que cinco matematicos também mencionaram a existéncia de
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analistas e gebmetras alegando que essas categorias estdo associadas a
presenca ou auséncia de intuicdo no pensamento matematico. Outros dois
acreditam que a intuicdo ndo é exclusiva da geometria, uma vez que existe
intuicdo para numero e dependéncia funcional. Outras categorias citadas
foram: estilo analista e sintético, concreto e abstrato, com uma inclinagdo para
criatividade fundamentada em conceitos gerais em contraposicdo com uma
inclinagao para a criatividade baseada em aparatos matematicos formais.

Com o intuito de acrescentar algumas consideragdes ao que foi
exposto por Krutetskii, notamos que as respostas obtidas com professores de
Matematica, no que se refere as habilidades matematicas, ndo diferiram muito,
e em alguns momentos foram idénticas. Ja os matematicos forneceram mais
informacdes do que os professores, citando, por exemplo, a interpretacao
matematica de fenbmenos, as caracteristicas particulares de um matematico.
Provavelmente isso esteja vinculado a experiéncia profissional dos mesmos, ou

seja, em pesquisas.

1.1.3.2. Casos individuais de talentos matematicos em

estudantes investigados por Krutetskii

Krutetskii (1968) estudou, durante oito anos, 9 estudantes
matematicamente talentosos, cujas habilidades matematicas comecaram a
aparecer, como uma regra, a uma idade precoce. Ele descreveu com detalhes
as caracteristicas psicoldgicas, o desempenho e os processos de resolugao de
problemas manifestados principalmente durante as suas licdes de matematica.

As caracteristicas da atividade mental desses estudantes, obtidas
pela observacdo de professores e por experimentagdo de Krutetskii (1968),
foram:

a) Habilidade para generalizar conteudo matematico

Foi solicitado a Lenya (9 anos) que deduzisse uma regra,
comegando com o exemplo: Adivinhe por quais regras as igualdades estéo
compostas. Usando a regra que vocé obteve, componha vocé mesmo mais

uma igualdade similar: 12 x 42 = 21 x 24; 13 x 62 = 31 x 26, ele respondeu:
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Aqui ha uma transposi¢cao dos digitos. A soma dos numeros na
primeira metade é 54, e na segunda metade 45 que também ¢é uma
transposicao. Esta claro. Eu posso inventar outra igualdade assim: 14 x 82 = 41
x 28. Os digitos sao transpostos. A Soma dos numeros na primeira metade é
96, e na segunda € o contrario, 69 (Ibidem, p. 215, tradugao nossa).

b) Flexibilidade do processo mental

No problema “Galinhas e coelhos estdo correndo ao ar livre.
Juntos eles tém 35 cabecgas e 94 pés. Quantos ha de cada?” (Ibidem, p. 195,
traducdo nossa) Sasha o resolveu da seguinte maneira:

Nés temos animais quadrupedes e de duas pernas que correm ao
ar livre. Se s6 os de duas pernas estivessem correndo, seriam 70 pés... 24 pés
extras — somando dois para cada, dardo 12 quadrupedes. Doze coelhos e 23
galinhas. Mas também pode ser feito desse modo: se todos fossem coelhos,
entdo as 35 cabecas teriam 140 pés, mas ndo ha tantos pés... Quarenta e seis
pés estdo faltando. Cada galinha, pela comparagdo com um coelho, esta
faltando 2 pés. Novamente nds obtemos 23 galinhas (Ibidem, p. 217).

c) Redugao dos passos no processo de raciocinio

As duas resolugdes acima ocuparam aproximadamente um
minuto e nelas ficou aparente que Sasha tinha uma tendéncia para reduzir os
passos no seu processo de resolucdo e nos sistemas de operacgdes
apropriadas.

d) Esforgco para encontrar o modo mais facil, claro e econémico
para resolver problemas

Kutetskii (1968) informou que Sonya revelou essa caracteristica
de forma bem acentuada. Exemplo: Quanto pesa um peixe se seu rabo pesa 4
kg, sua cabeca pesa tanto quanto seu rabo e mais a metade do corpo, e seu
corpo pesa tanto quanto sua cabecga e seu rabo juntos? Solugao:

Seu corpo € igual ao peso de sua cabega e rabo. Mas sua cabecga
€ igual ao peso do rabo e metade do corpo, e o rabo pesa 4 kg. Entdo o corpo
pesa tanto quanto 2 rabos e mais a metade do corpo — quer dizer, 8 kg e
metade do corpo. Entdo, 8 kg € a outra metade do corpo, e o corpo todo pesa

16 kg (Ibidem, p. 198, tradug&o nossa).
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e) Habilidade para recordar relagdes generalizadas, esquemas de
raciocinios e métodos de resolver problemas de uma unica categoria

Lenya era bom para se lembrar de esquemas para resolver
problemas, porém, se esquecia rapidamente dos dados concretos. Por
exemplo, a idade de 8 anos ele resolveu o problema: Um tijolo pesa 1 kg e
meio tijolo. Quanto pesa o tijolo? Ele ndo fez esse problema sozinho, pedindo
ajuda ao pesquisador.

Quatro meses depois recebeu o problema: Um livro vale 1 ruble® e
metade de seu custo. Quanto vale o livro? Sua resposta foi: “E outra metade de
um livro... entdo meio livro custa 1 ruble, o livro inteiro custa 2 rubles. Eu ja fiz
esses problemas... Também havia uma metade e eu tinha que achar o todo,
mas eu esqueci sobre o que era” (Ibidem, p. 215, tradug&o nossa).

A habilidade de Lenya em captar e reter o que € mais essencial
em um problema também se manifestou na sua percepcédo de problemas com
relagdes dificeis de lembrar. Depois de uma leitura, ele normalmente se
lembrava de todas as relacdes essenciais do problema.

f) Formacdo de uma percepgdo matematica do ambiente —
perceber fatos e fenbmenos sob o prisma de relacdes matematicas

Dima manifestou fascinagao por varios assuntos, dentre os quais,
geografia — se interessava pela altura comparativa entre montanhas e o
comprimento comparativo entre rios; e astronomia — aos 7 anos comparou as
distancias da terra com os outros planetas.

A analise de Krutetskii (1968) foi enriquecida com alguns casos de
estudantes matematicamente talentosos citados em fontes literarias, como por
exemplo, Rabinovich & Shubert (1917), Leites (1950, 1960), dentre outros.

Krutetskii (1968) informou ainda que observagbes e experiéncias
revelaram que diferengas tipolégicas correlacionando os componentes visual-
pictorico e verbal-logico da atividade mental na resolugdo de problemas sao
notaveis a uma idade precoce em estudantes matematicamente capazes.
Alguns deles nao sentem necessidade de se apoiar em imagens visuais; para
eles, a logica substitui o figurativo. Outros precisam de uma interpretagao visual

das relagdes matematicas e preferem resolver problemas que utilizam de

9 Moeda russa utilizada na época.
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meios visual-pictoricos. Essas diferengas tipologicas s&do retomadas por
Krutetskii (1968) no capitulo 16, auxiliando-o na classificacédo de alguns dos
estudantes pesquisados.

Nos capitulos de 12 a 14, Krutetskii (1968) apresentou uma
analise dos resultados da investigacdo experimental, a qual teve como
parametro os componentes de habilidades matematicas estabelecidos por ele.
Para tanto, distinguiu trés etapas basicas da atividade mental no processo de
resolucado de problemas matematicos:

A) Coletar a informacédo acerca do problema (tentativa para
entender o problema);

B) Processar (transformar) a informagéo coletada com a finalidade
de resolver o problema e obter o resultado desejado;

C) Reter informacé&o sobre o problema.

Temos a seguir uma sintese dos capitulos 12, 13 e 14, cujos

resultados serdo retomados com mais detalhes no item 1.2 desta Tese.

1.1.3.3. Caracteristicas dos processos de coleta das
informacdes (orientacdo inicial para um problema) de
estudantes matematicamente capazes enunciadas por
Krutetskii

Para fazer tal caracterizagdo Krutetskii (1968) teve como material
basico os problemas das trés primeiras séries:

| — problemas com uma pergunta nao declarada;
Il — problemas com informagao incompleta;
[Il — problemas com informagao em excesso (KRUTETSKII, 1976,
p. 105-111).
O grupo de pesquisados foi composto por 40 estudantes da 72

série, sendo 18 matematicamente capazes, 14 médios e 08 menos capazes.
Os dados empiricos foram analisados por meio da Andlise Fatorial, cujo
objetivo era verificar se a resolugdo dos problemas experimentais das trés
séries acima poderia ser explicada por uma propriedade comum da atividade

matematica — por um fator geral. O resultado confirmou a existéncia desse fator
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e para identifica-lo Krutetskii (1968) fez uma analise qualitativa dos processos
de resolucio dos problemas.

Apds a analise qualitativa, ele definiu como fator geral a
“‘percepcao formalizada de conteudo matematico” (Ibidem, p. 233, traducgéo
nossa). Para Krutetskii (1968) a formalizagdo € no sentido de “captar’
rapidamente a estrutura formal de um problema especifico ou uma expressao
matematica. A percepcao formalizada € uma espécie de percepgcao
generalizada de relagdes funcionais, cuja estrutura formal geral € percebida em
detalhe concreto.

Krutetskii (1968) caracterizou ainda a performance de alguns
estudantes que tinham habilidades matematicas diferentes, ilustrando-a com
exemplos. Fez referéncia a algumas pesquisas similares ja realizadas por
outros psicologos tais como Kalmykova (1954, 1955, 1957), Bochkovskaya
(1959), Menchinskaya (1946, 1955) e outros.

Os resultados com esses estudantes conduziram Krutetskii (1968)
a concluir que “(...) sob condigdes idénticas para a percepgdo de conteudo
matematico, estudantes com habilidades matematicas diferentes obtém (...)

ativamente diferente informacgao” (Ibidem, p. 233, tradugao nossa).

1.1.3.4. Caracteristicas expostas por Krutetskii dos
processos de tratamento das informacgdes, durante a resolucao

de problemas de estudantes matematicamente capazes

Krutetskii (1968) dividiu esse capitulo em seis partes. Analisou os
resultados obtidos com as entrevistas por meio da Analise Fatorial e descreveu
os desempenhos de cada um dos modelos de estudantes ilustrando com
muitos exemplos. Também apresentou resultados de algumas pesquisas ja
realizadas por outros psicologos™ e suas opinides sobre o assunto em cada
uma das seis partes.

10 Soviéticos: Samarin (1962), Ern (1915), Bogoyavlenskii (1962), Indik (1951); ndo soviéticos:
Johannot (1947), Duncker (1965), e muitos outros.
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O processo de tratamento das informagdes é o que abrange um

maior numero de componentes das habilidades matematicas selecionados por
Krutetskii (1968). Abaixo segue a relagdo desses componentes, juntamente

com uma sintese de como eles foram estudados.

1.1.3.4.1. — A habilidade para generalizar “objetos”

matematicos, relacdes e operacdes (27 pag.)

Krutetskii (1968) considerou a habilidade para generalizar
conteudo matematico em dois niveis: (1) habilidade da pessoa para ver algo
geral e conhecido por ela no que é particular e concreto (submeter um caso
particular a um conceito geral conhecido) e (2) habilidade para ver algo geral e
ainda desconhecido por ela no que é isolado e particular (deduzir o geral de
casos particulares para formar um conceito).

Ele préprio ponderou que “‘uma coisa € um estudante ver a
possibilidade de aplicar uma férmula ja conhecida a um determinado caso
particular e outra, deduzir uma férmula ainda desconhecida por ele com base
em casos particulares” (Ibidem, p. 237, tradu¢ao nossa).

Aproveitamos esse momento para discutir outro ponto de vista no
que se refere a generalizagdo, além desse apresentado por Krutetskii. A
generalizagao pode ser concebida em dois aspectos:

Aspecto 1) generalizar implica substituir elementos constantes
por elementos variaveis.

Exemplo: 3 +5=5 + 3, 4+7=7+4, atb=b+a

Aspecto 2) generalizar para ampliar uma estrutura matematica,
ou seja, indicar a estrutura original como uma subestrutura da nova estrutura,
mudando as caracteristicas ou nao.

Exemplo: Consideremos um grupo abeliano, também chamado de
grupo comutativo, que é um grupo no qual a operagédo entre os elementos é
comutativa, ou seja: Va,beG > a.b=b.a.

Partindo de um grupo abeliano, podemos construir um grupo nao

comutativo (ndo abeliano).
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Comegamos com um conjunto de matrizes da forma abaixo:

1 m 1 n 1 m+n
X =
0 1 01 0o 1
Se temos duas matrizes dessa forma, o produto € uma matriz

: 10 :
dessa mesma forma e ainda temos (O . como elemento neutro, por isso

esse conjunto de matrizes forma um grupo. Esse grupo € comutativo, pois m+n
= n+m e isomorfo com o grupo dos numeros inteiros, tomando a adigdo como a
unica operagdo. Chamemos esse grupo de Z que é um subgrupo de outro
grupo do grupo de matrizes dessa forma, ou seja, que tenha o zero em ay;.
Generalizamos substituindo na diagonal das matrizes 1 por
numeros variaveis diferentes de zero. Se ha dois elementos € preciso provar

que esse é um subgrupo. Entdo, definimos:

a b) (a b
X v
0 d 0 d
Para mostrar que esse € um grupo, temos que provar que 0 ays
também sera zero. Entdo, precisamos calcular esse elemento: a1 = 0.a’+d.0=0.
Esse € um grupo e sera chamado de 7°, em que ele é ndo
comutativo ou nao abeliano. Por qué? Para responder a essa pergunta

precisamos verificar a ndo comutatividade!

Consideremos o produto das matrizes a seguir:

a b X z ax az+by
X =
0 d 0 vy 0 dy

Invertendo o produto das matrizes temos:

X z a b ax Xxb+zd
o 36 aHT )
Para que seja um grupo comutativo é preciso ter az + by = xb + zd
para quaisquer numeros. Porém, esse nao é o caso, pois em geral temos az +
by # xb + zd e esse grupo é ndo comutativo. Mas o nosso subgrupo Z < Z°, ou
seja, Z € um subgrupo de Z®. Ampliamos um grupo abeliano, um grupo que
tem em aq4 0 numero 1 e definimos um grupo nao comutativo.

Agora, se considerarmos as diagonais das matrizes sendo todas

iguais a 1, ouseja,a=d=x=y=1, teremos:
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az+by=xb+zd > z+b=b+zqueé um grupo comutativo.

Porém, se as diagonais das matrizes tiverem numeros diferentes de 1, ou seja,
arbitrarios, esse grupo deixa de ser comutativo.

Outra maneira de generalizar € substituir uma constante por uma

variavel (aspecto 1). Isso também pode ser constatado nesse exemplo, pois em

1 m a b
(O lj 0 a4 tem constante 1 e em (0 dj 0 aq tem variavel a = 0.

Houve uma generalizagdo desse grupo para um grupo que tem
outras caracteristicas, dentre elas, que nao é mais comutativo.

Voltando a generalizagdo investigada por Krutetskii (1968)
destacamos que, com o objetivo de estudar a capacidade para generalizar
“‘objetos” matematicos, relagdes e operagdes, ele agrupou 6 séries de
problemas:

V — Sistemas de problemas de uma unica categoria;

VI — Sistemas de problemas de diferentes categorias;
VIl — Sistemas de problemas com transformagdo gradual do
concreto para o abstrato;
VIl — Composigao de problemas de uma determinada categoria;

IX — Problemas envolvendo provas matematicas;

X — Composicdo de equagbdes que utilizam os termos de um
problema (Ibidem, p. 115-132, tradugao nossa).

Nessa investigacdo foram envolvidos 61 estudantes capazes, 37
médios e 22 menos capazes em Matematica, totalizando 120 estudantes. Eles
foram separados em quatro grupos, que Krutetskii denominou de estagios de
pesquisa.

No primeiro estagio, foram estudados 19 estudantes com
habilidades diferentes (9 capazes, 6 médios e 4 menos capazes). A intengao
de Krutetskii era verificar a existéncia de diferentes graus para generalizar
conteudo matematico.

No segundo, foi investigado um grupo de 16 estudantes muito
capazes almejando obter uma descricdo da capacidade para generalizar
conteudo matematico e, de certa forma, verificar se os resultados confirmariam
ou n&o o que foi obtido com estudantes capazes no primeiro estagio.

No terceiro, foram estudados 19 estudantes (9 estudantes médios
e 10 menos capazes), com a finalidade de descrever algumas caracteristicas

especificas desse grupo no que se refere a generalizagao.
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No quarto e ultimo estagio, a investigagcdo experimental foi
reaplicada em 54 estudantes com habilidades diferentes (24 capazes, 22
médios e 8 menos capazes). Esses estudantes passaram por todos os testes
das séries de generalizagao.

Por que no quarto estagio Krutetskii voltou a estudar um grupo
heterogéneo? Porque ele pretendia avaliar os niveis de generalizagao descritos
nas outras trés fases de forma a confirma-los ou refuta-los.

Para analisar os dados obtidos também foi aplicado o método da
Analise Fatorial para interpretar psicologicamente a habilidade para generalizar
contetdo matematico como fator geral, bem como estudar a velocidade e a
amplitude da generalizagdo. Velocidade ndo no sentido do tempo de trabalho
individual e sim em termos da rapidez na generalizagao.

Esse estudo de Krutetskii (1968) revelou que estudantes com
distintas habilidades matematicas manifestaram diferentes niveis de
generalizagao de conteudo matematico (esses niveis sao apresentados no item
1.2 desta Tese).

1.1.3.4.2. A habilidade para reduzir oS passos no
processo de raciocinio matematico e no correspondente sistema de

operacdes (12 pag.)

O estudo da habilidade para reduzir os passos no processo de
raciocinio matematico também se deu em quatro estagios (com os mesmos
grupos de estudantes utilizados para estudar a habilidade para generalizar).
Nos primeiros estagios o aspecto qualitativo dos processos foi analisado e no
ultimo uma descricdo quantitativa dos processos foi o centro da atencéo.

As séries de problemas utilizadas para investigar esse
componente de habilidade matematica foram:

V — Sistemas de problemas de uma unica categoria;
VI — Sistemas de problemas de diferentes categorias;
IX — Problemas envolvendo provas matematicas;
X — Composicdo de equagdes que utilizam os termos de um
problema;
XVIIl — Tarefas Heuristicas;
XIX — Problemas de compreensao e de raciocinio l6gico;
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XXIII' — Problemas com graus variados de visualizagdo nas suas
resolucoes;

XXIV — Problemas com formulagdes verbais e representagdes visuais
(Ibidem, p. 115-169, tradugao nossa).

Krutetskii (1968) comentou que muitos pesquisadores’
estabeleceram que a redugéo dos passos no processo de raciocinio é gradual
e obtida somente com base em um numero mais ou menos significante de
exercicios de unica categoria. Ele concordou parcialmente com isso, alegando
que é verdadeira para a maioria dos estudantes com habilidades comuns. No
entanto, nos estudantes capazes essa condicdo € aparentemente néao
obrigatéria, ja que eles sao distinguidos por uma tendéncia muito acentuada
para a rapida reducdo dos passos no processo de raciocinio e do sistema de
operacdes matematicas. Nos problemas, pensavam em estruturas e dedugdes
reduzidas, mesmo quando o problema era de uma nova categoria para eles.

Os dados da sua investigacdo experimental revelaram que
estudantes com habilidades matematicas diferentes manifestaram distintos
processos de reducdo dos passos no processo de raciocinio. E ainda, que a
reducdo dos passos comecgou imediatamente depois que os estudantes
generalizaram o método de solugado encontrado por eles, estabelecendo assim,

uma correspondéncia entre essas habilidades, como ilustra o Quadro 3.

Quadro 3 - Generalizagdo e reducdo dos passos no processo de raciocinio em
estudantes com habilidades matematicas diferentes

Estudantes Generalizacédo e reducdo dos passos no processo de raciocinio
ocorreram
capazes Imediatamente
meédios Sem muita dificuldade, porém, somente apds resolver repetidos
problemas de uma unica categoria
menos Com muita dificuldade e apos resolver repetidos problemas de uma
capazes Unica categoria

Outras pesquisas que também investigaram essa habilidade
foram mencionadas por Krutetskii (1968), dentre elas a de Sokolov (1961),
Kalmykova (1963, 1964) e lvanitsyna (1965).

11 Menchinskaya (1959), Bogoyavlenskii (1962) e outros.
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1.1.3.4.3. Flexibilidade dos processos mentais (8 pag. e

meia)

O material basico para estudar esse componente foram as séries
de problemas abaixo:
XIII - Problemas que propiciam diferentes resolugoes;
XIV — Problemas com mudancga de conteudo;
XV — Problemas para reconstruir uma operagao (Ibidem, p. 135-141,
tradugcéo nossa).

O grupo de entrevistados foi composto por 17 estudantes capazes
da 72 série que foi comparado com um grupo de 24 estudantes meédios e outro
de 17 estudantes menos capazes. Esses estudantes desenvolveram todos os
testes dessas séries.

A Analise Fatorial foi utilizada para definir como fator geral a
flexibilidade do processo mental para as séries de problemas citadas acima.

Dos resultados obtidos, Krutetskii (1968) concluiu que estudantes
capazes manifestaram grande flexibilidade nos processos mentais, entretanto,
nos estudantes médios e menos capazes isso ndo ocorreu — 0 primeiro método
utilizado por eles os impedia de encontrar outros métodos para resolver um

mesmo problema. Isso foi mais acentuado nos estudantes menos capazes.

1.1.3.4.4. Esforco para a clareza, simplicidade e

economia (elegancia) em uma solucéo (3 pag. e meia)

Para estudar esse componente Krutetskii (1968) utilizou as séries
de problemas a seguir:

X — Composicdo de equagbes que utiizam os termos de um
problema;

XIII - Problemas que propiciam diferentes resolucoes;

XIX — Problemas de compreensao e de raciocinio logico;

XXl — Problemas com graus variados de visualizacdo nas suas
resolugdes (Ibidem, p. 130-161, tradugao nossa).

Krutetskii (1968) assinalou que essa é uma caracteristica tipica
dos estudantes matematicamente capazes, nao sendo percebida nos

estudantes médios e menos capazes. Os estudantes capazes sempre se
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esforcavam “para obter uma solug&o racional em um problema, uma busca de
clareza, simplicidade, redugéo e, desse modo, o mais ‘elegante’ caminho para
a meta” (Ibidem, p. 283, traducédo nossa). Para Krutetskii (1968), isso parece
uma tendéncia distintiva para a economia de pensamento, que se manifesta
pelo interesse em buscar modos mais econdmicos de resolver problemas e,
geralmente, comecga a aparecer precocemente.

Normalmente os estudantes capazes investigados nao se
contentavam com a primeira resolugdo que obtinham, e, em seguida, tentavam
verificar se era possivel melhora-la ou resolver o problema de forma mais
simples. Sentiam satisfagcdo somente quando a solugao obtida era econdmica,
racional e elegante. As vezes, sentiam insatisfacdo e tristeza quando a
resolucdo encontrada por eles era imperfeita e complicada, porém, ndo podiam
encontrar uma melhor.

Krutetskii (1968) lembrou que o pensamento de muitos
matematicos famosos do passado e do presente também era marcado por
esse esforgo para a simplicidade e elegéncia de métodos, e indicou a obra de
Rossinskii, publicada em 1950, que discutiu esse aspecto.

1.1.3.4.5. Reversibilidade de processos mentais no
raciocinio matematico (4 pag. e meia)

Para Krutetskii (1968) reversibilidade de um processo mental
significa uma reconstrucdo de sua diregdo no sentido de mudar um
encadeamento de pensamento direto para um inverso. Esse conceito, de
acordo com Krutetskii (1968) combina dois processos:

o € o estabelecimento de dois modos de associagcbes da
forma A < B como opostos a um modo de ligagdes da forma A — B, com
funcdo somente em uma diregao.

o € a reversibilidade do processo mental no raciocinio, ou
seja, pensamento em uma dire¢ao inversa do resultado. Em um encadeamento
inverso, o pensamento nem sempre tem que percorrer a mesma rota, mas
mover-se em ordem inversa. Se a direcdo do pensamento inicial for de A para

F, agora se move na direcdo de F para A. No entanto, todas as ligagbes e a
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seqUéncia de associagdes ndo tém que necessariamente ocorrer na ordem
estritamente inversa. As ligagdes intermediarias podem diferir e isso implica
que o caminho especifico que o pensamento percorre também pode diferir.
Nesse caso, um encadeamento inverso nao pode ser sempre reduzido a
associagoes inversas.

Krutetskii (1968) alertou que essa distingdo ndo fornece uma base
para isolar um processo do outro. Ligagdes inversas podem ser formadas ao
mesmo tempo em que as diretas sdo estabelecidas. Ele afirmou que existem
bases tedricas’ para considerar a transicdo de um encadeamento do
pensamento direto a um inverso como uma das manifestacdes da flexibilidade
de pensamento.

A reversibilidade foi estudada nos problemas da Série XVII —
Problemas diretos e inversos (Krutetskii, 1978, p. 143-146, tradu¢do nossa) e o
objetivo era revelar as diferengas entre os estudantes com habilidades
distintas. Krutetskii (1968) ndo mencionou quantos estudantes foram
entrevistados nessa série.

Os resultados obtidos confirmaram a existéncia de diferencas
quanto a flexibilidade de pensamento nesses estudantes e Krutetskii (1968) os
descreveu da seguinte forma:

Estudantes capazes — foram marcados por uma habilidade para
reconstruir de forma rapida e nitida a diregdo (direto a inverso) do processo
mental e por uma livre reversibilidade do processo de raciocinio (as ligagboes
formadas se tornaram imediatamente reversiveis). Entretanto, em cerca da
metade dos casos foi constatado que um problema inverso dado depois de um
direto foi resolvido mais facilmente e mais rapidamente do que o problema
inverso dado independentemente do direto.

Estudantes médios — resolveram os problemas sem precisar de
exercicios especiais. Muitos deles (60%) identificaram o problema inverso dado
como tal, porém, nao fizeram isso com muita confianca. Resolver um problema
inverso logo depois de um direto limitou 0 pensamento e as operagdes desses
entrevistados — o primeiro problema provocou uma influéncia inibitéria. De

outro lado, o problema inverso proposto independentemente de um direto era

12 Menchinskaya (1946, 1955) e Kabanova-Meller (1950, 1962).
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resolvido com muito mais confianga. Para eles estabelecerem ligagdes inversas
era necessario resolver exercicios especificos e estar em tempo separados da
formacao de ligagdes diretas.

Estudantes menos capazes — esse processo foi extremamente
dificil. ldentificaram o segundo problema dado como um problema inverso
apenas em casos elementares, particularmente, quando era o mesmo
problema, porém transformado de direto para inverso. Um problema inverso
apresentado independentemente do direto era resolvido melhor e mais

confiantemente do que quando apresentado logo depois do direto.

1.1.3.4.6. HipoOtese de Krutetskii no que se refere ao

avaliador (“acceptor”) de uma operacdo matematica (3 pag.)

Krutetskii (1968) destacou que a solugdo para muitos problemas
complexos nao vem imediatamente. Estudantes tentavam varias
possibilidades, testavam diferentes métodos e faziam varias tentativas para
obter uma resolugéo.

Em seus experimentos, diferengas qualitativas foram observadas
nas tentativas de estudantes capazes e menos capazes. Os estudantes
capazes revelaram a existéncia de um sistema organizado de busca
subordinado a um plano definido. Suas tentativas sempre foram significativas,
sistematizadas, direcionadas para verificar as suposi¢cdes levantadas. Nos
menos capazes, as manipulacdes foram desmotivadas, as tentativas cadticas e
nao sistematicas para obter uma solucgao.

A pesquisa permitiu admitir a existéncia de um “acceptor’ (no
Latin significa a pessoa que avalia) de uma operagao matematica como um
distintivo mecanismo psicolégico de controle-avaliagdo. Antes que qualquer
operagao matematica, tentativa ou busca seja efetuada, surge uma distintiva
nogéo geral da sequéncia e do resultado dessa operagéo, tentativa ou busca,
ou seja, constroi-se uma imagem mental da situagédo. A correspondéncia entre

a tentativa sendo executada e esse conceito geral atua como uma forma
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particular de confirmacao, e é vivenciada pelo estudante como um sentimento
de que o método esta correto. E um mecanismo de autocontrole.

Para Krutetskii (1968) um “avaliador” € o produto de pensamento
matematico generalizado, que € bem desenvolvido nos estudantes capazes e
fracamente revelado nos estudantes menos capazes.

Uma observacao pode ser feita ao que foi apresentado no
capitulo 13. Nos processos de tratamento das informagdes os componentes da
generalizagdo de conteudo matematico e da redu¢cdo dos passos no processo
de raciocinio foram os que Krutetskii (1968) mais investigou comparados com
0s outros componentes, pois utilizou um maior nimero de estudantes, compds
diferentes grupos e reservou mais paginas para discuti-los. Isso evidencia a
grande importancia atribuida por ele a esses dois componentes na

caracterizacao de talento matematico.

1.1.3.5. Caracteristicas do processo de retencdo das
informacgoes (conteudo matematico) de estudantes

matematicamente capazes apresentados por Krutetskii

Essas caracteristicas emergiram pela comparagdao de
manifestagdes da fungdo mnemonica entre dois grupos: o dos 38 estudantes
capazes e muito capazes e o dos 17 estudantes menos capazes. Os 9
estudantes médios passaram por um estudo menos detalhado. A esséncia de
uma memoria matematica consiste na lembranca de esquemas tipicos de
raciocinio e de operacdes, destacou Krutetskii (1968).

As séries de problemas envolvidas nesse componente foram:

VI — Sistemas de problemas de diferentes categorias;

Xl — Problemas irreais ("unrealistic”);
XXII — Problemas com termos que sao dificeis de se lembrar (Ibidem,
p. 119-156, tradugédo nossa).

Dados desnecessarios foram introduzidos nos problemas. Os
estudantes tinham que reproduzir o problema depois de uma leitura, ao término
da sessao experimental, apés uma semana e depois de trés meses. Observou-
se em cada tempo como as relagbes essenciais, os métodos gerais de

resolucdo, os dados concretos e os dados desnecessarios foram reproduzidos.
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O estudo referente ao componente de retencao das informacdes
dos problemas (memdria matematica) permitiu que Krutetskii (1968) chegasse
as seguintes conclusoes:

Estudantes capazes — a memoria matematica deles era
generalizada e operativa, relacionada a retengdo e a efetivagdo rapida de
padrées mentais generalizados, relagdes generalizadas de simbolos numéricos
e literais. Eles também tinham uma memodria seletiva, ou seja, o cérebro era
purificado de dados concretos, retendo somente estruturas generalizadas.

Estudantes médios — se lembraram de dados concretos e
numeéricos relativamente bem, porém, ndo se lembraram tdo bem, ou nao
recordaram nada, das caracteristicas da categoria do problema. Tentaram, com
igual dificuldade, lembrar o geral e o particular, o essencial e o secundario.
Suas memorias eram “sobrecarregadas com excesso de informacgao” (Ibidem,
p. 297, tradugéo nossa).

Os estudantes menos capazes foram classificados por Krutetskii
(1968) em trés grupos desiguais.

1° grupo: o grupo mais numeroso (10 dos 17 estudantes) revelou
uma visivel fraqueza da fungdo mnemébnica em Matematica (para
generalizagdes matematicas e dados numéricos) e muitos deles foram
distinguidos por uma boa memodria em seus outros assuntos escolares. Eles
manifestaram uma memaoria pobre para esquemas de raciocinio na resolucao
de alguns problemas, na prova de teoremas, na deducgao de formulas, numeros
e conteudo geométrico concreto. Muitos memorizaram o0s problemas
mecanicamente e os reproduziram de forma pouco sistematica. Nenhum
estudante desse grupo reproduziu um problema experimental uma semana
depois de resolvé-lo, e muito menos apdés 3 meses. Muitos esqueceram 0s
elementos essenciais de um problema ao término da ligao.

2° grupo: composto por 3 estudantes, distinguiu-se do primeiro
pelo fato que a fungdo mnemoénica era manifestada diferentemente com
relagao a distintos elementos dos problemas. Eles se lembraram de elementos
generalizados tdo pobremente quanto os estudantes do primeiro grupo,

entretanto, recordaram numeros, valores, problemas especificos, figuras
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geométricas e a posicdo de linhas auxiliares na construcdo de provas
geométricas.

3° grupo: formado por 4 estudantes, foi marcado por um bom
desenvolvimento da habilidade para lembrar generalizacbes matematicas.
Embora nenhuma distincdo especial fosse observada, o nivel de
desenvolvimento dessa habilidade era maior do que o referente aos dois

primeiros grupos.

1.1.3.6. Alguns assuntos especiais na estrutura das
habilidades matematicas de estudantes explicitados por
Krutetskii

Durante as entrevistas Krutetskii (1968) constatou algumas
particularidades em muitos estudantes matematicamente talentosos que foram:

a) uma notavel organizacdo da mente, que denominou como “the
Mathematical Cast of Mind” (Ibidem, p. 302, tradugédo nossa). Essa expressao
foi aqui traduzida como a constituicdo matematica da mente;

b) uma inspiragdo ou uma solugdo imediata em um problema
matematico; e

Cc) uma auséncia de cansago nos estudantes capazes durante
atividade matematica prolongada e intensiva.

A constituicdo matematica da mente foi considerada por Krutetskii
(1968) como uma tendéncia dos estudantes matematicamente talentosos para
interpretar um fendmeno ambiental com base em categorias logicas e
matematicas; para focar o aspecto matematico dos fendmenos, para perceber
relagdes espaciais e quantitativas. Em outras palavras, ver o mundo com olhos
matematicos. Por exemplo, se um estudante matematicamente talentoso se
interessa por astronomia, ele procurara fazer composicdao de tabelas
astronémicas, calculo das fases da lua, tabelas de distancias entre os planetas
e estrelas, e assim por diante. E a Matematica que guiara seu pensamento.

Krutetskii (1968) constatou que os estudantes tinham como
caracteristica a persisténcia para propor problemas a si mesmos enquanto
caminhavam, liam, assistiam filmes, durante as licdes ou até mesmo em casa.

Por exemplo, calcular o volume de certo edificio, a area de um estadio (e
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quantas pessoas poderiam se sentar no local), a velocidade do 6nibus no qual
o estudante se encontrava, quantos segundos uma pessoa vive em toda vida,
quanta agua bebera na sua vida, etc.

Dados biograficos e autobiograficos de muitos matematicos
famosos também indicaram essa inclinacdo para interpretar uma realidade
matematicamente, informou Krutetskii (1968).

[

Ele ressaltou que a constituicio matematica da mente é “uma
expressao sintética particular de talento matematico e inclui aspectos cognitivo,
emocional e da vontade (uma atitude apropriada, inclinagéo e interesse, uma
necessidade para a atividade matematica)” (Ibidem, p. 305, tradugéo nossa).

No que se refere a solugado imediata, Krutetskii (1968) mencionou
que ja se sabe que a solugdo de muitos problemas ndo vem como um
resultado claro e preciso do pensamento. Depois de insucessos e tentativas
inuteis da resolugado, uma inspiragao, uma suposi¢cao subita surge.

Krutetskii (1968) comentou que para a Psicologia idealista esse
fendbmeno de subitaneidade na resolugao de um problema € a manifestagao de
uma habilidade para captar relagdes essenciais (quantitativas ou espaciais)
diretamente do ambiente, independentemente de experiéncia passada.

Krutetskii (1968) ja pensava diferente. Para ele, esse fato pode
ser interpretado a partir da estrutura de habilidades matematicas. Ou seja,
muitos episodios de inspiragbes imediatas, aparentemente inexplicaveis na
resolucdo de problemas, sdo explicados pela influéncia inconsciente de
experiéncia passada. Ele afirmou que sob esses episddios esta uma habilidade
para generalizar no reino de “objetos” matematicos, relacées e operagdes e
uma habilidade para pensar em estruturas reduzidas.

A titulo de exemplo, Krutetskii (1968) citou Sonya L. (estudante
talentosa de 10 anos) que estava resolvendo o problema: Prove que todos os
numeros da forma 276.276, 591.591, 112.112 sao divisiveis por 13. Durante
dez minutos ela fez tentativas sem sucesso para obter a solug¢do. Dividiu todos
0s numeros dados por 13 e imediatamente declarou: “(...) Qualquer um pode
ser escrito como: xyz000 + xyz; ndés colocamos um fator comum fora dos
parénteses = xyz x (1000 + 1). Dos dois fatores, um deveria ser divisivel por
13, ou seja, 1001 = 13 = 77" (Ibidem, p. 308, tradugédo nossa).
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O objetivo desse problema & encontrar uma lei comum para a
construgdo desses numeros (abcabc = abc x 1001). Como Sonya conseguiu
obter essa representagdo geral dos numeros? Apds encontrar a solugao, a
propria Sonya ndo sabia como teve essa idéia subita. Depois, ela se lembrou
que trés meses antes resolveu um problema similar: Escreva algebricamente a
forma geral de nimeros que, quando divididos por 5, deixam resto 7. Isso foi
confirmado verificando o seu caderno. Assim, a generalizagao e a transferéncia
de um dispositivo geral estdo subjacentes a uma inspiragdo, acrescentou
Krutetskii (1968).

Outro fato constatado por Krutetskii (1968) em estudantes
capazes se refere a auséncia de cansago durante as atividades matematicas
em comparagdo com cansago em licdes sobre outros assuntos, até mesmo
aqueles que os interessavam. Para verificar tal fato, algumas vezes, foram
aplicadas licdes demoradas (3 horas) sem interrupgdo. Somente no final desse
periodo alguns sinais de fadiga foram observados como enganos, diminui¢ao
de memoria, etc.

Em contrapartida, Krutetskii (1968) relatou que houve fadiga
visivelmente crescente nos estudantes matematicamente menos capazes
quando estudavam Matematica em comparagao com a fadiga estudando outros
assuntos escolares. Tanto estudantes como professores mencionaram isso, e
as observacgdes de Krutetskii (1968) confirmaram tal ocorréncia.

Krutetskii (1968) citou outros pesquisadores que também
constataram casos similares, dentre eles, Shapiro (1965), Ponomareva (1963)
e Leites (1950, 1960).

1.1.3.7. Categoria, idade e diferencas de género nos
componentes das habilidades matematicas descritas por
Krutetskii

Com base nos resultados de sua investigagao experimental e em
alguns casos da literatura, Krutetskii (1968) expds categorias de estruturas
presentes na constituicdo matematica da mente, discutiu as idades dinamicas e

as diferengas de género na estrutura de habilidades matematicas.
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No que se refere as categorias de estruturas que podem ser
identificadas na constituicdo matematica da mente, Krutetskii (1968) comentou
que, em qualquer campo da Ciéncia, talento, como uma combinagao qualitativa
de habilidades, € sempre variado e unico em cada sujeito.

Ele citou Shvartsburd (1964) que acredita na existéncia de
diferentes constituicdes matematicas da mente como sendo uma consequéncia
nao apenas de diferengas psicoldgicas tipicas e individuais entre pessoas, mas
também das diferentes exigéncias feitas a uma pessoa por distintos ramos da
Matematica. Por exemplo, em um ramo, habilidades para encontrar os
melhores algoritmos para calcular provam ser mais uteis, em outro, habilidades
combinatérias sao importantes. Em alguns ramos, interpretacdes geométricas
sao frequentemente necessarias, em outros, raramente.

Entre proeminentes matematicos do passado e do presente ha
categorias diferentes de constituicdo matematica da mente, lembrou Krutetskii
(1968). Por exemplo, o matematico Mlodzeevskii, um gebmetra pela natureza
de seu talento, estudou a teoria dos numeros com muita dificuldade. Ja Hermite
alegou ndo poder descrever os esforcos despendidos para entender a
geometria descritiva, a qual detestava, manifestando grande prazer em se
dedicar ao ramo da Analise.

Com o objetivo de estudar se a presenga de -constituicdo
matematicas da mente na escola esta relacionada com os componentes verbal-
l6gico e visual-pictorico™ de uma atividade mental dos estudantes, Krutetskii
(1968) fez uma investigacao experimental envolvendo as séries de problemas
abaixo:

XXl — Problemas com graus variados de visualizagdo nas suas

resolugdes;

XXIV — Problemas com formulagdes verbais e visuais;

XXV — Problemas relacionados a conceitos espaciais (lbidem, p.

156-172, tradugao nossa).

Trinta e quatro estudantes capazes fizeram parte dessa pesquisa,

na qual se pretendia saber: (1) Quanto um pesquisado depende de imagens
visuais na resolugcédo de problemas, se ele se esforga para visualizar relagdes

matematicas, se tem necessidade de uma interpretagdao visual até do mais

13 Método inventado por Borisova, citado na p. 46 desta Tese.
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abstrato sistema matematico; e (2) Quado bem desenvolvidos s&o seus
conceitos de geometria espacial — habilidade para visualizar a posi¢ao de um
sélido no espacgo e a posicao de suas partes, a inter-relacéo de sélidos, figuras,
planos e linhas (sua imaginagdo geométrica).

Os resultados da pesquisa permitiram a Krutetskii (1968) elaborar
duas proposigdes: (a) Os dois componentes n&o sido necessariamente
componentes da estrutura das habilidades matematicas, porém, determinam a
categoria de talento matematico; (b) A habilidade para visualizar relagdes
matematicas abstratas e a habilidade para conceitos da geometria espacial
revelaram alta intercorrelagao.

Com esse estudo Krutetskii (1968) identificou trés categorias
basicas de constituicdo matematica da mente, que foram descritas da seguinte
maneira:

Estilo analitico (“analytic type™*) — o pensamento é caracterizado
pela predominadncia de um bem desenvolvido componente verbal-légico em
contraposi¢do com um fraco desenvolvimento do componente visual-pictorico.

Estiio geométrico (“‘geometric type”) — o pensamento ¢é
caracterizado pela predominancia de um bem desenvolvido componente visual-
pictérico em contraposicdo com um bem desenvolvido componente verbal-
l6gico.

Estilo harménico (“harmonic type”) — os estudantes possuem
como caracteristica um equilibrio relativo dos componentes verbal-légico e
visual-pictdrico, sendo que ambos componentes sao bem desenvolvidos.

Essa constituicho matematica da mente sera discutida e
exemplificada com mais detalhes no item 1.3 desta Tese.

No que diz respeito a relacdo entre as idades e a estrutura de
habilidades matematicas Krutetskii (1968) citou alguns estudos que revelaram
a influéncia da idade no desenvolvimento matematico de estudantes. Por
exemplo, o de Piaget (1932) — que acredita que apenas aos 12 anos a crianga
€ capaz de desenvolver o pensamento abstrato — e de Johannot (1947) — que

afirma que aos 12 ou 13 anos um estudante pensa apenas no nivel

14 Krutetskii utilizou o termo “tipo” analitico, porém, nesta Tese o termo “tipo” foi substituido
pelo termo “estilo”.
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visualmente concreto e somente aos 17 anos tem condi¢cdes de pensar no nivel
formal das relagées algébricas.

Krutetskii (1968) contrapbés essas opinides mencionando estudos
de psicélogos soviéticos que obtiveram resultados diferentes, como o de
Blonskii (1961) que concluiu, por meio de pesquisas, que estudantes de 11 a
14 anos conseguem desenvolver generalizagdes, abstragdes, desenvolver e
compreender problemas envolvendo provas matematicas.

A pesquisa de Krutetskii incluiu ainda um estudo das distingdes de
idade na estrutura de habilidades matematicas sob a influéncia da instrucao
escolar. Tal estudo teve como sujeitos estudantes médios e capazes em
Matematica, uma vez que estudantes muito talentosos em Matematica
representavam uma excegao na descricdo geral para suas idades.

Krutetskii (1968) fez suas analises das distingdes de idade no
desenvolvimento das habilidades, segundo os componentes: 1) percepc¢éo
formalizada de conteudo matematico; 2) generalizagcdo de conteudo
matematico; 3) qualidade da redugdo dos passos no pensamento matematico;
4) flexibilidade do processo mental; 5) busca por uma economia de esforgo
mental; e 6) memodria matematica. Isso lhe forneceu um retrato geral e
experimental do periodo de desenvolvimento dos componentes essenciais da
estrutura de habilidades matematicas de estudantes.

Os resultados dessa investigacdo indicaram a Krutetskii (1968)
que nem todos os componentes de habilidades matematicas comegavam a ser
formados ao mesmo tempo. O primeiro componente a ser formado era a
habilidade inicial para generalizar “objetos” matematicos, relagbes e operagdes.
A habilidade para reduzir os passos no processo de raciocinio, a memdria
generalizada e o esforgo para a economia e racionalidade nas resolugbes de
problemas eram formadas em estagios posteriores. Contudo, Krutetskii (1968)
alertou que essa ndo € uma conclusdo definitiva, pois isso exige estudos
especiais.

Quanto as diferencas de género em habilidades matematicas
Krutetskii (1968) apresentou algumas posi¢coes divergentes. Por exemplo,
alguns trabalhos afirmam a existéncia de uma superioridade dos meninos

sobre as meninas (Stern (1926)); em outros, isso € completamente negado,



74
embora algumas caracteristicas do pensamento de meninos e meninas sejam
indicadas (Thorndike (1923)).

A pesquisa de Krutetskii (1968) e de seus colaboradores
Dubrovina e Shapiro ndo revelaram diferenca qualitativa ou caracteristica
especifica do pensamento matematico de meninos e meninas. O que ocorre é
que meninos vencem Olimpiadas Matematicas com mais frequéncia do que
meninas, mais meninos estudam nas escolas e classes especiais de
Matematica, etc.

Krutetskii (1968) alegou ainda, que essa diferenga pode estar
associada a diferenca na tradicdo, na educacao de meninos € meninas e nas
visdes de muitas pessoas com relagao as profissdes tidas como masculinas e

femininas.

1.1.3.8. Habilidades mateméaticas e personalidade

discutidas por Krutetskii

Krutetskii (1968) debateu a relacdo entre habilidades matematicas
e personalidade evidenciando que executar uma atividade matematica requer
certa combinagcdo de caracteristicas de personalidade. Para ele, algumas
habilidades, sem uma combinagdo com uma orientagdo adequada de
personalidade ou de sua esfera emocgao-vontade, ndo alcangam um
desempenho alto, mesmo quando a pessoa tem um alto nivel.

Do final do século XIX até inicio de 1920, a literatura psicoldgica
dos Estados Unidos divulgava que os estudantes talentosos eram fisicamente
fracos, doentes, emocionalmente instaveis, excéntricos por natureza e
manifestavam caracteristicas anarquicas e individualistas, informou Krutetskii
(1968).

No entanto, na década de 30, estudos de alguns psicologos sobre
as caracteristicas da personalidade de estudantes talentosos derrubaram tais
concepgdes, elucidando que o quadro era o oposto, acrescentou Krutetskii
(1968). Ou seja, revelaram que a saude, o desenvolvimento e o padréao fisico

de estudantes talentosos estavam no nivel normal; constataram a grande
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estabilidade emocional e mental deles, a presenca de vivacidade, humor,
originalidade, curiosidade, atitude questionadora, etc.

Krutetskii (1968) citou alguns fatores que podem determinar o
desempenho do estudante em certo assunto. Por exemplo, fatores como
atitude positiva e negativa para a Matematica, inclinagbes para a atividade
matematica, a indiferenca com o assunto, dentre outros, influenciam o sucesso
na Matematica.

Outro aspecto se refere aos sentimentos estéticos que sao
importantes na criatividade matematica. Poincaré (1909) é citado por Krutetskii
(1968) porque escreveu sobre o sentimento estético que os matematicos tém,
ou seja, € “um sentimento para beleza matematica, para harmonia de numeros
e formas, para elegancia geométrica” (Ibidem, p. 347, tradugcdo nossa). Os
estudantes capazes, estudados por Krutetskii, revelaram interesse em buscar
uma solucao elegante, além de manifestar perseverancga, capacidade para o

trabalho e diligéncia.

1.1.3.9. Questbes gerais concernentes a estrutura de

habilidades matematicas expostas por Krutetskii

Nesse capitulo, Krutetskii (1968) apresentou um esbogo da
estrutura geral de habilidades matematicas, definiu talento matematico,
debateu a especificidade ou ndo das habilidades matematicas e apontou
alguns fatos acerca da natureza do talento matematico.

Apresentamos a seguir, o delineamento da estrutura de
habilidades matematicas, elaborado por Krutetskii (1968):

1. Coletar a informacgédo matematica

A. A habilidade para perceber (...) conteudo matematico, para captar
a estrutura formal de um problema.

2. Processar a informagdo matematica

A. A habilidade para o pensamento l6gico na esfera de relagbes
quantitativas e espaciais, simbolos numéricos e literais; a habilidade
para pensar em simbolos matematicos.

B. A habilidade para generalizacdo rapida e ampla de “objetos”
matematicos, relagdes e operagdes.

C. A habilidade para reduzir os passos no processo de raciocinio
matematico e o sistema de operagdes correspondentes; a habilidade
para pensar em estruturas reduzidas.
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D. Flexibilidade do processo mental em atividade matematica.

E. Esforgo para a clareza, simplicidade, economia e racionalidade nas
resolugdes.

F. A habilidade para reconstru¢dao rapida e livre de um processo
mental — reversibilidade do processo mental no raciocinio matematico.
3. Reter informacao matematica

A. Memdria matematica (memodria generalizada para relagbes
matematicas, esquemas de argumentos e provas, meétodos de
resolver problemas e principios de aproximagoes).

4. Componente geral sintético (“General synthetic component”).

A. Constituigdo matematica da mente (Ibidem, p. 350-351, traducéao
nossa).

Para completar sua conclusédo, Krutetskii (1968) enumerou alguns
componentes que ndo sé&o obrigatdrios na estrutura, entretanto, determinam a
constituicido matematica da mente, que séo:

(1). A velocidade do processo mental (caracteristica temporaria).
(2). Habilidades computacionais.

(3). Uma memodria para simbolos, numeros e férmulas.

(4). Uma habilidade para conceitos espaciais.

(5). Uma habilidade para visualizar relagdes matematicas abstratas
e dependéncias.

A partir dessas consideragdes, Krutetskii (1968) definiu que
talento matematico “é caracterizado por pensamento generalizado, abreviado e
flexivel no reino das relagdes matematicas, simbolos numéricos e literais e por
uma constituicdo matematica da mente” (Ibidem, p. 352, tradugédo nossa). Para
ele, essa peculiaridade do pensamento matematico proporciona um aumento
na velocidade ao processar informacdo matematica e uma economia de forca
mental e nervosa.

No que se refere a especificidade de habilidades matematicas
Krutetskii (1968) levantou algumas questbes: Os componentes selecionados
sdo especificamente habilidades matematicas? Ou sao habilidades gerais e
apenas a constituicio matematica da mente seria especifica? Habilidades
matematicas n&o diferem de habilidades mentais gerais, e a Matematica é
apenas um bom campo para sua manifestacio?

Krutetskii (1968) recorreu a alguns tedricos para buscar possiveis
respostas, como por exemplo, Poincaré (1908) que acredita na existéncia de
uma natureza especifica de habilidade matematica, o que torna esse

conhecimento ndo acessivel a todas as pessoas.
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Mencionou algumas pesquisas que, por meio da Analise Fatorial,
obtiveram baixas correlagdes entre habilidade geral (inteligéncia) e habilidades
matematicas, tais como a de Symonds (1923), de Flescher (1963), de
Buckingham (1921), entre outros.

Krutetskii  (1968) também fez investigacdo experimental
envolvendo assuntos matematicos e ndo matematicos para analisar a questao
da especificidade. Com todo esse estudo ele concluiu que “habilidades mentais
que sao gerais por natureza (como a habilidade para generalizar) em alguns
casos podem manifestar-se como habilidades especificas (habilidade para
generalizar “objetos” matematicos, relagdes e operagdes)” (lbidem, p. 360,
tradugao nossa).

E acrescentou que o mundo da Matematica — das relagbes
numeéricas e espaciais, expressas por simbolos numéricos e literais — € muito
especifico e distintivo. Nesse mundo distintivo, no processo de atividade muito
especifica, habilidade geral é transformada e se comporta como uma
habilidade especifica. Nesse sentido, ela é geral e especifica.

Todo o estudo apresentado até o momento possibilitou que
Krutetskii identificasse alguns fatos relativos a natureza do talento matematico,
dentre eles:

(). Frequentemente (mas n&o obrigatoriamente) ha uma formacao
muito prematura de habilidades em Matematica, normalmente sob condigbes
desfavoraveis e com a auséncia inicial de instrugcao sistematica e intencional;

(I1). Um interesse e uma inclinagao para perseguir a Matematica,
também s&o revelados em idade precoce;

(lI1). Existe uma alta capacidade para trabalhar a Matematica,
associada a uma fadiga relativamente baixa durante licbes matematicas

intensivas; e

(IV). Uma constituicdo matematica da mente, caracteristica de
pessoas matematicamente capazes, se apresenta como uma distintiva
tendéncia para perceber muitos fenbmenos pelo prisma de relagdes

matematicas.

Krutetskii (1968) destacou a existéncia de pessoas que possuem

“caracteristicas inatas na estrutura e nas caracteristicas funcionais de seus
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cérebros que sao extremamente favoraveis (ou desfavoraveis) para o
desenvolvimento de habilidades matematicas“ (lbidem, p. 361, traducédo
nossa). Esse comentario nos sugere que ele ndo nega totalmente o aspecto
inato, o considera como caracteristicas do cérebro, e n&do no ambito das
habilidades.

Um estudo completo e valioso de habilidades matematicas,
envolvendo analises de literaturas soviéticas e ocidentais, pesquisas
experimentais e nao experimentais, foi desenvolvido por Krutetskii e sua equipe
composta por 50 pessoas. Essas no¢des podem auxiliar professores e demais
interessados em diferentes componentes de habilidades e como eles poderiam

funcionar juntos, além de caracterizar talento matematico.

No entanto, acreditamos que a maior contribuicdo do livro de
Krutetskii (1968) se encontra na resolugcdo de problemas matematicos. Os
dados experimentais despertaram um interesse particular levantando algumas
indagacgdes: Como a resolugéo dos problemas possibilitou identificar diferengas
entre estudantes com habilidades matematicas distintas? De que forma os
resultados da investigacao experimental de Krutetskii contribuiram para definir
talento matematico? Para fornecer uma visdo mais detalhada, a seguir sédo

expostos alguns dos resultados da investigagao experimental de Krutetskii.

1.2. Talento matematico na perspectiva de Krutetskii

Krutetskii (1968), por meio de investigagcao experimental, estudou
a atividade mental de estudantes manifestada no processo de resolugao de
problemas matematicos e distinguiu trés etapas:

A. Coletar a informacéao apresentada no problema;

B. Processar a informacao;

C. Reter a informacgéo.

Essas etapas evidenciam a concepc¢ao que Krutetskii tem do que
vem a ser resolver problemas matematicos.

A seqguir, sao apresentados exemplos dos processos de resolugao

de problemas de alguns estudantes que propiciaram a Krutetskii (1968)
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explicitar diferengas entre estudantes com habilidades matematicas distintas,

bem como caracterizar talento matematico.

A. Processos de coleta das informac¢des de um problema pelos
estudantes

Para estudar os processos de coleta das informagdes, em que o
componente percepcdo era o foco da pesquisa, Krutetskii (1968) analisou
estudantes com habilidades matematicas diferentes, ou seja, estudantes
matematicamente capazes, médios e menos capazes em Matematica. Vejamos
alguns resultados.

Estudante capaz — a V. L. (32 série) foi dado o problema: “Uma
jarra de mel pesa 500g e a mesma jarra, cheia com querosene, pesa 350g.
Quanto pesa a jarra vazia?” (Ilbidem, p. 230, tradugdo nossa). Apds ouvir as
informacdes do problema, olhou para o pesquisador de modo inquiridor e
respondeu: “E entdo?” Pesquisador: “Esse € o problema completo”. Estudante:
“Nao, isso nao é tudo. Eu ainda tenho que saber quanto o mel € mais pesado
que o querosene”. Pesquisador: “Por qué?” Estudante:

Sem isso ndo ha nenhuma solugdo. Existem duas quantidades
desiguais, relacionadas pelo fato que algumas de suas partes sao
iguais. Poderia haver varias dessas partes iguais. Para limitar seu
numero, devemos introduzir mais uma quantidade, caracterizando o
‘resto’ (Ibidem, p.230, tradugéo nossa).

Estudante menos capaz — V. K. (62 série), tentou por um longo
tempo, e sem sucesso, resolver o problema acima. Ele ndo foi capaz de
perceber a relacdo ausente no problema. Mesmo quando essa relacdo era
introduzida (por exemplo, o mel é duas vezes mais pesado que 0 querosene)
por um longo tempo ele ndo entendeu o sentido.

Como o componente percepcao foi estudado em diversas séries
de problemas (Quadro 1, p. 47 desta Tese), Krutetskii (1968) mencionou que
os problemas envolvendo a férmula para a multiplicagdo na forma reduzida
(a+b)? da Série V, utilizados para investigar a habilidade para generalizar,
também forneceram informacdes sobre a percepgéo.

Na Série V foram propostos exemplos como:



80
A. Teste de Algebra

1. (a+b)?= 1a.a? +b? =

2.(1+ %a?’bz)z = 2a. (% ab®)? + (2a)? =

3. (-5x + 0.6xy?)? = 3a. (-5x° — 0.6xy?) . 2 =

4. (3x — 6y)* = 4a. (3x + By) . 2x =

5.(m +x + b)* = 5a. 2(m? + x* + b?) =

6. (4x +y* —a)’ = 6a. 4x* +y?—a’=

7.51% = 7a.98% =
8.(C+D+E)(E+C+D)= 8a.(C+m+x)(cC—m+x)=

O problema consistia em identificar um padrdo comum entre os
exemplos do grupo a esquerda e entre os exemplos do grupo a direita, bem
como diferenciar os dois grupos de exemplos. Além disso, deveriam diferenciar
os processos de resolugao para cada grupo.

Krutetskii (1968) constatou que as resolugbes dos estudantes

capazes produziram uma distintiva formalizagcdo da estrutura do problema que
1 2
ocorreu quando um exemplo como (Gax+§byj era “pego” na sua forma

(U+0))?=. Ja para os estudantes menos capazes era dificil entender que a e b
designavam qualquer quantidade e qualquer expressdo algébrica. N&o
identificaram a estrutura do problema.

Outros exemplos:

Estudante capaz — A Sonya L., que aos 9 anos tinha aprendido
ha pouco tempo a férmula para a diferengca de dois quadrados, foi dado o
exemplo: 1132 = 1122, Um ou dois segundos se passaram apos a apresentagao
do mesmo e ela exclamou “Essa é uma subtragao de quadrados!” (diferenca de
quadrados). “Isto pode ser resolvido pela formula!” (Ibidem, p. 232, tradugéo
nossa).

Estudante médio — um estudante da 6% série (também
familiarizado com a férmula da diferenga de quadrados) precisou de 5 minutos
para elaborar (com a ajuda do pesquisador) uma analise-sintese das relagdes
do mesmo exemplo.

Os resultados obtidos possibilitaram a Krutetskii (1968) identificar
caracteristicas distintas no que se refere a percepcdo em estudantes com

habilidades matematicas diferentes, conforme detalhamos a seguir:
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Estudantes capazes perceberam o conteudo matematico de um

problema analiticamente (isolaram diferentes elementos em sua estrutura, os
avaliaram diferentemente, os sistematizaram, determinaram sua “hierarquia”) e
sinteticamente (os combinaram em complexos, buscaram relagdes
matematicas e dependéncias funcionais). Eles criaram uma imagem integral do
problema. Nos estudantes capazes, a percepg¢ao analitico-sintética de
problemas de uma nova categoria, ainda desconhecido, surgiu neles ndo como
um resultado de exercicios prolongados, porém, imediatamente, ou quase tao,
com um numero minimo de exercicios.

Os estudantes médios quando percebiam um problema de uma

nova categoria, estavam percebendo, como uma regra, seus elementos
matematicos separados. Eles tinham como tarefa tentar conectar os elementos
matematicos de um problema, e no processo de analise e sintese estabelecer
essa conexao.

Nos estudantes menos capazes tais conexdes e correlacdes

entre os elementos de um problema eram estabelecidas com grande
dificuldade, mesmo tendo ajuda do pesquisador.

Nos experimentos, Krutetskii (1968) constatou outras
caracteristicas da percepg¢ao analitico-sintética. Nos estudantes capazes a
orientagcdo analitico-sintética era instrumental, ou seja, era direcionada para
isolar caracteristicas que serviam de base para planejar opera¢des adequadas
em sua resolugdo. Enquanto que nos estudantes menos capazes (e, em parte,
os médios) a orientagdo analitico-sintética em um problema era direcionada
para isolar caracteristicas que permitiam distinguir o problema dado de outros.

Exemplos. Consideremos as duas expressdes (a — b)? e a? — b%.
Para Krutetskii (1968), psicologicamente, duas diferentes fun¢des de analises
sao possiveis:

1) analisar a expressdo (a — b)? para aprender a reconhecé-la e
diferencia-la de todas as outras, em particular, de uma expressao
dada por a®> — b? ou seja, como distinguir uma expressao da
outra; e

2) analisar a expressdo (a — b)? para determinar o algoritmo de

resolugao, ou seja, como operar em um caso tao distinto de outro.
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As vezes, um estudante menos capaz conseguia distinguir uma
expressao de outra, porém, ele ndo conseguia determinar como as operagdes
para sua resolugao se distinguiam, afirmou Krutetskii (1968).

A titulo de exemplo, Krutetskii (1968) descreveu o dialogo do
pesquisador com V. A. (estudante média da 72 série), quando lhe foi dada uma
série de exemplos da forma (a — b)® e a®> - b°.

Estudante: “Aqui estdo dois exemplos diferentes. Em alguns, a
poténcia — o trés — vai com parénteses, e em outros ndo ha parénteses”. (Ela
fez a diferenciac&o correta).

Pesquisador: “Bem, como vocé resolve esse grupo de exemplos que
vocé selecionou comparando com a resolugao para o outro grupo? Compare 0
processo de resolucao”. Ela ficou silenciosa.

Pesquisador: “Vocé separou corretamente alguns exemplos de outros,
vocé disse a diferenga. Bem, o que essas diferencgas significam? Em que difere
0 processo de resolucdo de um exemplo do processo de resolucdo dos
outros?”.

Estudante: “Eu posso distinguir entre eles, mas eu confundo na
resolugcao — eles sao resolvidos similarmente, de alguma maneira” (Ibidem, p.
236, tradugao nossa).

Com os resultados da investigagcado experimental Krutetskii (1968)
distinguiu niveis no processo de percepcédo de estudantes com habilidades
matematicas diferentes. No entanto, na traducéo do livro aqui referenciado nao
ha descricdo de problema desenvolvido por um estudante médio referente as
Séries de problemas I, Il e Ill, e sim, de outras Séries. Os exemplos
contrastantes sdo sempre entre estudantes capazes e menos capazes em

Matematica.

B. Processos de tratamento das informacdes de um problema pelos
estudantes

No processo de tratamento das informacgdes fornecidas por um

problema Krutetskii (1968) considerou a utilizagdo das seguintes habilidades:
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|. Habilidade para generalizar “objetos” matematicos, relagdes e

operacoes;

Il. Habilidade para reduzir os passos no processo de raciocinio
matematico e os correspondentes sistemas de operagoes;

lll. Habilidade do pensamento flexivel.

Krutetskii (1968) ilustrou com varios exemplos os processos de
tratamento de informacdo utilizados pelos estudantes para resolver os
problemas propostos em sua investigacdo experimental e, em seguida,
formalizou as distingdes nas habilidades matematicas constatadas entre os
sujeitos pesquisados. Na sequéncia, apresentamos alguns dos resultados

obtidos com os sujeitos pesquisados.

B.l. Habilidade para generalizar “objetos” matematicos, relacfes e

operacdes

A habilidade para generalizar conteudo matematico foi estudada
por Krutetskii (1968) tendo como parametro estudantes com habilidades
matematicas diferentes, ou seja, estudantes muito talentosos em Matematica,
capazes, estudantes meédios e estudantes menos capazes em Matematica. A
seguir, descrevemos alguns processos de resolugdo dos estudantes

pesquisados, juntamente com as conclusdes de Krutetskii (1968).

Estudantes muito talentosos em Matematica

Krutetskii (1968) enunciou algumas caracteristicas que foram
verificadas no estudo com estudantes muito talentosos em Matematica, tais
como:

e Analisando um exemplo inicial ou problema sem nenhuma
comparagao e contraste, os estudantes captavam as relagdes basicas com
muita rapidez e faziam com segurancga a transferéncia da operagao a exemplos
bem distantes.

Exemplo: Sonya L. aprendeu o método para fatorar polinbmios
evidenciando o fator comum com um unico exemplo: 5a + 5b = 5(a+b). Logo

depois, lhe foi dado: 4m? (2p — q) — 2m(q — 2p) — 2m(q — 2p). Nesse, em
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comparagdo com o exemplo inicial, um fator complexo aparece fora dos
parénteses e deve-se observar que o sinal em um dos parénteses pode ser
invertido. Sonya ndo encontrou dificuldades para resolvé-lo. O pesquisador
perguntou por que ela achou esse exemplo parecido com o anterior e ela
exclamou: “Bem, por que ndao? Vocé pode ter tantos termos quanto quiser e
qualquer termo que quiser, mas se existirem fatores comuns, podemos coloca-
los fora dos parénteses” (Ibidem, p. 250, tradug¢ao nossa).

e Habilidade para generalizar esta relacionada a habilidade para
fazer distincbes. Estudantes talentosos diferenciavam assunto sutilmente
similar.

Exemplos:

(1) Uma pessoa escalou uma montanha a uma velocidade de 2
km/h e desceu a 6 km/h. Encontre sua velocidade média.

(2) Um viajante viajou a uma velocidade de 6 km/h, depois de
alguma distancia ele sentiu cansaco e diminuiu sua velocidade para 2 km/h.
Quando ele chegou ao seu destino, percebeu que gastou o mesmo tempo
viajando a 6km/h como a 2 km/h. Encontre sua velocidade média.

Nenhum dos estudantes da 72 série com habilidades matematicas
meédias constatou qualquer diferengca. Todos deram as mesmas respostas: 4
km/h (mesmo quando estimulados a pensar). Todos os estudantes do grupo
muito capaz deram a resposta correta: 3 km/h e 4 km/h.

Gilya Kh. Exclamou:

Os problemas sao semelhantes, mas ha uma diferenga. No primeiro
problema, a distdncia a ser percorrida a qualquer velocidade é
idéntica, e no outro, é o tempo gasto movendo-se a qualquer
velocidade que é idéntico. No primeiro, ambas as velocidades
permaneceram em diferentes tempos — a uma velocidade mais lenta
levou-se mais tempo para se mover do que a uma velocidade maior,
e entdo a velocidade média ndo estara no meio, porém, mais perto
de 2 do que de 6. No segundo, ambas as velocidades
permaneceram pelo mesmo tempo e entdo, a velocidade média
estara no meio: 4 km/h. No primeiro é assim: para cima 1 km em

%hora, para baixo 1 km em %hora, ele fez 1 km na média em

2°6
(Ibidem, p. 250, tradugao nossa).

(1 + 1j+2=%hora, quer dizer, a velocidade média era 3 km/h
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e Estudantes muito capazes normalmente resolviam o problema

em um nivel geral e, as vezes, até se esqueciam dos dados concretos do

problema original. Ou ainda, muitas vezes, nédo se limitavam ao problema
concreto. Eles sentiam necessidade de generalizar.

Exemplo: Sasha estava resolvendo o problema: Um livro é 4
vezes tdo caro quanto um caderno. Um caderno é 30 kopeks mais barato do
que um livro. Quanto custa separadamente? Ela disse: “Como resolvemos
problemas onde temos que achar o numero que é tantas vezes maior do que
um numero dado e tanto mais que ele? Serao resolvidos desse modo, talvez...”
Pesquisador: “Sasha, esse raciocinio geral ndo € necessario. Esse problema é
simples — dé a resposta!” Sasha: “N&o, eu quero entender como resolvé-lo de

forma geral. Espere um segundo” (Ibidem, p. 251-252, tradug¢ao nossa).

Estudantes capazes em Matemética

Krutetskii (1968) comentou que nesse grupo, a generalizagéo
rapida e ampla era imediata durante a solugdo de alguns problemas, sem
necessidade de exercicios auxiliares, nos quais caracteristicas irrelevantes
podiam variar. Exemplos:

Estudante O. V. — depois de resolver um exemplo, utilizando a formula do
quadrado da soma de dois termos, foi lhe dado o exemplo (C+D+E) (E+C+D)
da Série V.

Estudante: “O que é isso? Aqui ndo esta na formula — nés devemos
simplesmente multiplicar o polinémio... Mas que tera 9 termos. Que é muito.
Mas nos podemos usar a formula — isso € um quadrado [rapidamente
escreveu: (C+D+E)2]. Certo. Agora quaisquer dois termos podem ser
combinados [escreveu: (C+[D+E])2]”.

Pesquisador: “Mas vocé pode fazer isso? A formula se aplica apenas ao
quadrado de um bindmio, mas vocé nao tem um trinbmio?”

Estudante: “Assim que eu combinei D e E em um termo, obtive um
binbmio. Um termo pode ser qualquer expressao” (Ibidem, p. 241, tradugao
nossa).

Ele resolveu o exemplo repetindo a formula em voz alta e
escreveu: C2 + 2C(D + E) + (D + E)® = C? + 2CD + 2CE + D? + 2DE + E®. Dessa
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forma, ele compds um algoritmo para resolver todos os problemas dessa

categoria.
Estudant

e P. A. — ao resolver o problema “Prove que a soma de

quaisquer trés numeros consecutivos € divisivel por 3", esse estudante

procedeu da seguinte forma:

Numeros consecutivos sdo numeros tais que cada um do seguinte € 1
a mais do que o precedente, penso eu. Como eu provo isso agora?
De fato 2, 3 e 4 na soma sao divisiveis por 3; 12, 13 e 14 na soma da
39. Isso pode ser provado assim: a soma de trés numeros idénticos €,
claro, divisivel por 3. Entdo, 3 unidades séo adicionadas (o0 segundo
numero é 1 unidade a mais do que o primeiro e o terceiro sao duas
unidades a mais do que o primeiro), que também sao divisiveis por 3.
Isso pode ser provado algebricamente: x + (x + 1) + (x +2) =3x + 3 =
3(x + 1). A ultima expressdo sempre pode ser dividida por 3, ndo
importa o que o numero inicial x €. Bem, eu entendi o principio da
prova (Ibidem, p. 245-246, tradugado nossa).

Pesquisador: “Bom, agora tente resolver o problema IX-B-6”" [A soma de

duas fragbes € igual a 1. Prove que o quadrado da primeira fragdo mais a

segunda frag&o é igual ao quadrado da segunda fragdo mais a primeiral.

Estudante: “Bem, isso é facil. O principio € o mesmo — algébrico. A soma

de duas fragdes € igual a 1. Entéo, essas sao as fragdes”:

5 e 1_5,
y y

|

AT

Estudante: “O lado esquerdo € igual ao lado direito” (Ibidem, p. 245-246,

tradugao nossa).

Krutetskii (1968) acrescentou que esse estudante provou os

demais teoremas, da Série de problemas envolvendo provas matematicas, de

forma algébrica igualmente livre e sem pausas para pensar.

Outros problemas foram mencionados por Krutetskii (1968), como

OS que seguem:
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VI-C-1: De acordo com o planejamento, uma fabrica de méveis deveria fazer
48 mesas diariamente. Porém, fez 2 mesas a mais em cada dia que foi
estipulado no planejamento, e entédo, durante os ultimos 3 dias antes do tempo
se esgotar, teve somente 100 mesas para fazer. Quantas mesas no total a
fabrica planejou fazer?
VI-C-2: Estavam sendo mantidos numeros idénticos de mesas fabricadas em 4
armazéns de uma fabrica de méveis. Quando 90 mesas foram levadas de cada
armazém, restaram em todos os 4 armazéns tantas mesas quanto previamente
havia em cada um. Quantas mesas estavam sendo mantidas em cada
armazém?
VI-C-3: Foi pedido a um viveiro para transplantar certo niumero de arvores e foi
fixado um periodo de tempo para isso. Se o viveiro transplantar 240 arvores um
dia, entdo 400 arvores a menos do que planejou serdo transplantadas. Se
transplantar 280 arvores diariamente, transplantara 200 a mais do que
planejou. Quantas arvores o viveiro deveria transplantar e qual periodo de
tempo foi fixado? (Ibidem, p. 122, tradugédo nossa).
Estudante V. G. — ele resolveu de forma geral os problemas VI-C-1 e VI-
C-3.
Depois de ler lentamente o problema VI-C-1 duas vezes, o
estudante V. G. comegou sua resolugdo, da seguinte forma:

Nesse problema tudo é construido sobre trés fatos: o nimero total,
a taxa de producdo e o tempo. Eles estdo na relagdo: N=R.T [ele
indicou as trés quantidades dessa forma]. Um deles é conhecido,
outro deve ser designado por x e o terceiro pode ser expresso em
termos dos dois primeiros e entdo, algo pode provavelmente ser
equacionado. Bem, como olharia esse problema? Aqui estdo dois
exemplos [desenhou um quadro e rapidamente o preencheu,
conforme diagrama 1]. E o que poderia ser equacionado? “Para os
trés ultimos dias antes que o tempo esgotasse” significa que o
tempo no segundo caso sao 3 dias a menos do que no primeiro.
[Ele resolveu o problema sem dificuldade]. Bem, esta claro como se
resolvem esses problemas (Ibidem, p. 248-249, tradugédo nossa).

Ao resolver um problema, esse estudante compreendeu como se
resolvem todos os problemas dessa categoria. Em seguida, passou para a
resolugcao do problema VI-C-3 (enunciado anteriormente). Depois de ler uma

vez o problema ele pronunciou: “Isso é resolvido do mesmo modo”.

Rapidamente esbogou o diagrama 2 e o preencheu sem dificuldade.
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1 2 1 2
N X x—100 N x-400 x + 200
R 48 50 R 240 280
T X x—100 T x—-400 x+200
48 50 240 280
Diagrama 1 Diagrama 2

Olhando novamente o terceiro problema ele mencionou: “O tempo

, y . - x—400 x+200
é o mesmo”. E rapidamente escreveu a equacao: = ,
240 280

resolvendo-a com facilidade. Ao ser questionado sobre como fez o problema,

ele respondeu:

Eu sé fiz como aquele. Aqui ndo ha nada o que pensar — o problema
se resolveu. E do mesmo tipo. (...) Em ambos ha uma combinagao
de trés indices ocorrendo: numero total, tempo e um numero por
unidade de tempo (apontou). Ha uma diferenga, claro — esse
problema fala sobre mesas e o outro sobre arvores e precisamos
encontrar algo diferente (Ibidem, p. 249, tradug¢ao nossa).

Estudante médio em Matematica
Krutetskii (1968) informou que os estudantes médios foram
capazes de generalizar de modo gradual, mediante generalizagdes sucessivas,
com o auxilio de exercicios especiais. Tiveram sucesso nas tarefas com auxilio
do pesquisador.
Estudante U. — ele nao percebeu nenhuma similaridade entre os
exemplos (1) [(a + b)2 =] e (8) [(C+D+E) (E+C+D) = ] da série V-A, porém, fez

facilmente a transi¢do do 1° para o 2° [(1+%a3b2)2 =] e do 2° para o 3° [(-

5x+0.6xy?)* = ]. Ao ver o exemplo (3x — 6y)? exclamou: “Isso € um quadrado,
mas nao da soma... Isso € um exemplo diferente, ndo pode ser resolvido pela
férmula”.

Pesquisador: “Olhe com atencdo o exemplo anterior (— 5x+0,6y)%. Isso néo
sugere algo?”

Estudante: "Isso € outro assunto — ha um mais no meio e aqui ha um
menos...”

Pesquisador: “Olhe o primeiro termo e pense”.

Estudante: “Agora, se transpusermos... Pode fazer isso?”



89

Pesquisador: “Pense vocé — pode fazer isso?”

Estudante: “Eu n&o sei... Quando ha uma soma vocé pode transpor, mas
aqui ha um menos... [escreve: 3 —4 =+ 3 -4 = - 4 + 3]. Aqui é realmente
desse modo [escreve: (—6y + 3x)°’]. Bem, sim, nds temos uma soma, o
quadrado de uma soma [e o resolve corretamente]. Agora eu sei como trabalha
iss0”.

O pesquisador |he deu o exemplo (m + x + b)2 e o estudante
exclamou: “Eu ndo sei como fazer esse, ha dois mais aqui, duas somas. Esse é
0 quadrado de duas somas”.

Pesquisador: “Pense — vocé pode aplicar a formula para o quadrado da
soma de dois numeros nesse exemplo? Pode a expressao entre parénteses
ser representada como a soma de dois numeros?”

Estudante: “Isso pode [escreveu ([m + x] + b)’. Agora eu sei como
resolver isso”. [Ele prosseguiu com sua resolugdo, porém, escreveu (m2 + x2)
em vez de (m + x)?.

Em seguida, o pesquisador retornou ao primeiro exemplo que |Ihe
foi apresentado: (C+D + E) (E+ C + D).

Estudante: “Eu fago isso [escreveu: ([C+D]+E)([E+C]+D)]. Eu tenho algo
diferente nos parénteses... Primeiro, devo reorganizar os termos [escreveu:
([C+D+E)([C+D]+E) = ([C+D]+E)?]” (Ibidem, p 241-242, traduc&o nossa).

Estudantes menos capazes em Matematica
Conforme Krutetskii (1968), os estudantes desse grupo passaram
de um nivel de generalizagdo a outro com dificuldade, mesmo tendo ajuda do
pesquisador. Cada nivel foi reforgado com varios exercicios auxiliares.
Estudante S. A. depois de varias tentativas sem sucesso para resolver o
problema VI-C-1 (citado anteriormente), declarou que ele ndo era resolvivel
porque estava faltando o numero de dias.
Pesquisador: “Mas dai ndo seria um problema! Pense: se o0 numero de
dias for conhecido e sabemos que o plano € de 48 mesas por dia, entdo ndo ha
0 que encontrar — multiplicamos esses dois numeros e pronto. Mas vocé esta

certa observando que precisamos encontrar o numero de dias. Isso pode ser
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feito? Vocé indicou por x o numero total de mesas e a producado diaria é

conhecida”.
Estudante: “Precisamos dividir o total por 48 que sera 4_X8 A fabrica

trabalhou assim muitos dias”.
Pesquisador: “Deveria ter trabalhado. De fato, trabalhou melhor ou pior?”
Estudante: “Melhor. Fabricou 50 mesas”.
Pesquisador: “Quanto tinha fabricado 3 dias antes do prazo final? O
problema diz isso.”
Estudante: “Cem. Entao tinha fabricado x—100".
Pesquisador: “Correto. Quantos dias trabalhou?”

Estudante: “Trés dias menos: (% — 3)”. Ao ser indagada sobre como

expressar esse numero, no qual tem-se que foi fabricado x—100 e fez 50 por
x-100

dia, ela obteve: “ dias”.

Pesquisador: "Agora vocé expressou 0 numero de dias realmente
trabalhados de uma unica maneira. O que devemos fazer agora?”
Estudante: “Esse numero de dias é o mesmo. Podemos fazer uma

x—-100
50

Pesquisador: “Agora olhe com atencao e lembre como trabalhar esse tipo

equacao: = (%— 3)” (resolveu a equagao com ajuda do pesquisador).

de problema. Nele havera sempre trés elementos: o numero total, o tempo e o
numero por unidade de tempo. Como essas quantidades estao relacionadas?”.

Estudante: “O numero total dividido pelo numero por unidade de tempo,
da o tempo”.

Pesquisador: “E se sao dados o tempo e o numero por unidade de tempo,
vocé pode encontrar o numero total?”.

Estudante: “Devemos multiplicar o primeiro pelo segundo”.

Ao ser apresentado o problema VI-C-2 (citado anteriormente) a

estudante pronunciou: “Esse € o mesmo, mas os numeros sao diferentes. Aqui
ha uma fabrica de moveis e mesas também”.

Pesquisador: “Encontre todos os trés elementos”.
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Estudante: “O numero total de mesas é 4.90 = 360. Mas qual € o tempo?
Aqui esta obscuro em qual tempo as mesas foram levadas”.

Pesquisador: “Por que vocé precisa saber isso? Pense no problema”.

Estudante: “Esse € o mesmo problema como aquele. Mas precisamos do
tempo e temos dois desconhecidos”.

Pesquisador: “Tente fazer o problema VI-C-3”.

Estudante: “Eu ainda nao fiz tais problemas. Indicamos o numero de
arvores por x. Mas quantos dias?” (Ibidem, p. 244-245, tradugao nossa).

Com ajuda do pesquisador ela obteve a resolu¢do correta. Ao ser
questionada acerca da existéncia ou ndo de similaridade entre os trés
problemas e o processo de resolugdao ela concluiu que em esséncia os
problemas eram semelhantes.

Estudante G. K. — depois de aprender a férmula (a + b)? e o principio
para aplica-la, lhe foi dado o exemplo V-A-2: (1+%a3b2)2. Um resumo do

registro do dialogo estabelecido entre o estudante e pesquisador é dado a
seqguir.

Pesquisador: “Esse exemplo pode ser feito com a férmula para
multiplicacdo na forma reduzida?”.

Estudante: “Aqui ha algo diferente — ambos a e b estdo a direita e néo

”

separados por um mais... [escreveu: %aﬁ +2%a3b2 +b*]

Pesquisador: “O que aconteceu ao um?” O estudante ficou em siléncio.

Pesquisador: “Bem, faca o exemplo: (2x + y)*".

O estudante escreveu, repetindo a formula em voz alta:

“Ux?+ 2.2X.y + Y2 = 4X + 4xy + y¥.

Pesquisador: “Certo. Agora resolva o exemplo anterior do mesmo modo”.

Estudante: “Mas aqui ha algo diferente... O quadrado do primeiro é
1a3.1a3”.
2 2

Pesquisador: “WVamos raciocinar juntos. Para usar a férmula, nés devemos
garantir que lidamos com o quadrado da soma de dois numeros. Esta claro

para vocé que isso € 0 quadrado de uma soma?”
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Estudante: “Aqui [aponta] o numero 2 mostra que o que esta dentro dos
parénteses é para ser multiplicado por si mesmo”.

Pesquisador: “Certo. Mas € um bindbmio nos parénteses? Mostre onde o

primeiro termo esta, onde o primeiro ‘numero’ esta”.

“ 1 ~ . . .
Estudante: “—a®... ou ndo, o que estou dizendo?... Deveria haver um sinal

de mais entre os termos. Aqui ndo tem o primeiro termo, somente um
segundo”.

Pesquisador: “Mas o um? Cada termo, cada ‘numero’, pode ser qualquer
expressao, como vocé sabe”.

Estudante: “Sim... Entdo o primeiro termo € um”.

Pesquisador: “Bem, qual sinal separa os termos dentro dos parénteses?”.

Estudante: “Um mais — que significa que é uma soma”.

Pesquisador: “Agora vocé vé a semelhanga entre esse exemplo e um que
vocé resolveu, (2x + y)*?”.

Estudante: “Nao, eles sao diferentes. Havia letras no primeiro termo e no
segundo, mas aqui somente no segundo”.

Pesquisador: “Claro, esta correto. Os binbmios nos parénteses sao
diferentes. Mas vocé vé que ha um quadrado, la e aqui temos uma soma, la e
aqui temos a soma de dois numeros? Isso significa que nesse sentido eles tém
algo em comum?”.

Estudante: “Eles tém. Ha uma soma de dois termos, quadrados”.

Pesquisador: “E, como foi explicado a vocé antes, para usar a formula, s6
isto é importante: é importante a expressao algébrica ser o quadrado da soma
de dois termos. Esta claro? Resolva-o0”.

Estudante: “Esta claro” (Ibidem, p. 242-243, tradugdo nossa). [Com o
auxilio do pesquisador, o estudante resolveu o exemplo corretamente].

Krutetskii (1968) apontou uma desvantagem que pode ocorrer no
processo de generalizagado ao relatar um fato interessante. Ele comentou que
foi solicitado a um grande numero de estudantes e de adultos para resolver
mentalmente o mais rapido possivel o problema XI-A-3: “Escreva
algebricamente a forma geral de numeros que quando divididos por 5 deixam

um resto 7” (Ibidem, p. 247, tradugao nossa).
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Esse problema é realistico, entretanto, a variante concreta nao é,
pois apesar de ser possivel representar tais numeros algebricamente (5x+7),
nao faz nenhum sentido, ja que nédo existem numeros que deixem resto 7
quando divididos por 5.

O que foi paradoxal é que adultos e estudantes matematicamente
capazes frequentemente deram a resposta errada (5x+7), somente depois
tomando consciéncia. Estudantes menos capazes cometeram menos erros,
apontando a insensatez do problema.

A explicagdo desse fato dada por Krutetskii (1968) € que o
problema foi resolvido como um problema geral, abstraindo-se dos dados
concretos, ou seja, foi interpretado na forma: Encontre os nUmeros que deixam
um resto ao serem divididos por um dado numero, que da origem a solugao
geral ax + y. Os estudantes capazes n&o se detiveram aos dados concretos.
Os estudantes menos capazes nunca tentaram resolver o problema de uma
forma geral. Eles fizeram pelo método mais primitivo: tentaram encontrar, por
substituicdo, todos o0s numeros especificos que obedecessem essa
propriedade.

Resultados como os apresentados acima revelaram a Krutetskii
(1968) que estudantes com habilidades matematicas diferentes generalizaram
conteudo matematico de forma diferenciada. Com base nisso, ele definiu niveis
de generalizagdo de conteudo matematico como sendo os seguintes:

1. ndo generaliza de acordo com as caracteristicas essenciais,
mesmo com a ajuda do pesquisador e apds um numero de exercicios
intermediarios de uma unica categoria;

2. generaliza de acordo com as caracteristicas essenciais com a
ajuda do pesquisador e apés um numero de exercicios de uma unica categoria,
com inexatiddes e erros individuais;

3. generaliza sozinho de acordo com as caracteristicas
essenciais, porém, apos alguns exercicios de uma unica categoria e com erros
insignificantes. Generalizagbes proprias e perfeitas vém com estimulos
insignificantes e com questdes guiadas pelo pesquisador;

4. generaliza corretamente e imediatamente, sem dificuldades e

sem pratica especial na resolu¢ao de exercicios de uma unica categoria.
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Krutetskii  (1968) explicou porque estudantes capazes
conseguiram generalizar a partir de um unico exemplo de certa categoria. Nos
problemas, eles separaram caracteristicas essenciais das secundarias (os
menos capazes perceberam a generalidade de caracteristicas por contraste).
Analisando um fenbmeno nado podiam ver qual caracteristica era geral, no
entanto, podiam ver o que era essencial. Ser essencial significa ser necessario
€, por consequéncia, seria comum a um numero de fenbmenos de uma mesma
categoria. Trabalharam, de forma imediata, métodos generalizados, algoritmos
para resolver toda a classe de problemas de uma categoria e métodos gerais
de raciocinio.

Algumas opinibes de psicélogos soviéticos relativas a
generalizagdo foram apresentadas por Krutetskii (1968). Alguns™ afirmam que
a generalizacdo depende da comparagcdo de casos particulares e gradual
isolamento do geral, com uma ampla variagdo de caracteristicas irrelevantes
sendo garantidas, enquanto caracteristicas relevantes permanecem
constantes. No entanto, Krutetskii (1968) destacou que esse processo ocorre
apenas com estudantes médios e menos capazes, portanto, ndo pode ser
expandido a todos os estudantes ou ser considerado como condiciao
necessaria para a generalizagédo matematica.

Tendo como referéncia seu estudo, Krutetskii (1968) fez ainda
outras consideracgdes:

i) A generalizagdo gradual com variagdes em uma diversidade de
casos particulares ndo é o unico caminho para o conhecimento matematico. Ha
outro caminho, no qual estudantes capazes, sem comparar o similar, sem
exercicios especiais ou sugestdo externa, independentemente generalizam
“objetos” matematicos, relagbes e operagdes de imediato. Partindo da analise
de apenas um fendmeno, utilizam um método geral para resolver problemas de
uma dada categoria.

i) Estudantes capazes generalizam:

a) conteudo matematico rapidamente e amplamente.

Encontram facilmente o essencial e o geral no particular, bem

15 Menchinskaya e Moro (1965), e outros.
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Nno que parecem ser

diferentes expressdes matematicas e problemas.

b) métodos de solugdo e os principios de uma abordagem

para resolver problemas. Assim, a habilidade para generalizar

influencia a eficiéncia na resolugao de problemas matematicos

atipicos, nao padronizados.

B.Il. Habilidade para reduzir os passos no processo de raciocinio

matematico e no correspondente sistema de operacdes

O estudo da habilidade para reduzir os passos no processo de

raciocinio matematico também foi estudado por Krutetskii (1968), tendo como

foco de observacao estudantes capazes, médios e estudantes menos capazes

em Matematica. A seguir, sdo apresentados alguns exemplos dos estudantes

pesquisados.

Estudantes capazes em Matematica

S. T. depois de aprender a formula da multiplicacdo na forma

reduzida, resolveu os exemplos V-A-8: (C + D + E)® e V-A-5: (m + x + b)? da

série V, conforme descricdo no Quadro 4.

Quadro 4 — Reducao dos passos no processo de raciocinio em problemas similares

(C+D+E)*

(m + x + b)°

1. Ha trés numeros aqui, mas a formula é para dois
nuameros. ... Como pode ser isso? O numero na formula é
um dos dois termos e um termo pode ser qualquer
expressao... Mas nos podemos fazer desses trés
[escreve: ([C+DJ+E)?.

2. Agora eu tenho o quadrado de uma soma. E igual,
entdo, o primeiro nimero ao quadrado [escreve: (C+D).
3. O primeiro numero é novamente um quadrado. Porque,
isso é facil com a férmula [escreve: C*+D?+2CD].

4. Agora ha o quadrado do primeiro niumero. Eu devo
adicionar o quadrado do segundo [adiciona: + E?.

5. E agora adicionar o dobro do resultado da multiplicagao
desses numeros [adiciona: +2E(C+D)=1].

6. Agora tiramos os parénteses e simplificamos [escreve:
C?+ D?+ 2CD + E?+ 2EC + 2ED].

Depois de pensar um pouco ele disse: “Nao, ndao ha mais
nada a fazer aqui. Isso é tudo”.

1. N6s combinamos dois
termos em um [escreve:
([m+x]+b)’].

2. Que sera o quadrado do
primeiro termo [escreve: m?
+ X2+ 2m].

3. Mais o quadrado do
segundo [adiciona: + b?.

4. Mais duas vezes o
resultado da multiplicacédo
deles [adiciona:
+2mb+2xb].

Obs.: o estudante gastou
1/5 do tempo resolvendo
esse exemplo em
comparagéo com o anterior.
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No exemplo V-A-3: (-5x + 0.6xy®)? foi dificil acompanhar a
sequéncia de seu raciocinio, pois ele o olhou e escreveu a resposta
imediatamente, sem tirar a caneta do papel: 25x* + 0,36x°y* — 6x%y2. Durante a
resolugcdo, pronunciou apenas as palavras “um quadrado... outro... menos com
mais”. Pesquisador: “Como vocé resolveu isso?” Estudante: “Aqui ndo ha nada
0 que pensar — € so olhar o exemplo e escrever” (Ibidem, p. 265-266, tradugao
nossa).
S. E. lhe foi dado o problema da Série IX-B-1: “Prove que a soma
de quaisquer trés numeros consecutivos € divisivel por 3 (para qualquer inteiro
a)” (Ibidem, p. 128, tradug&o nossa). Ele o resolveu desse modo:

1. NUmeros consecutivos — o0 que eles sdo? Eles sempre estao
aumentando em 1, tais como 6, 7, 8, 9, etc.

2. Uma questéo de qualquer trés desses numeros. Pegamos um do
meio como sendo X, entdo, o da esquerda sera 1 a menos e o da
direita 1 a mais, quer dizer, os niumeros serao (x—1), x e (x+1).

3. Agora nos os colocamos em uma soma: x—1+ x +x + 1 = 3x.

4. E claro que 3x é sempre divisivel por 3, e x é qualquer ndmero.
Entdo a soma de quaisquer desses numeros € divisivel por 3
(Ibidem, p. 269, tradugao nossa).

Problema IX-B-2: “Pense em um numero qualquer, multiplique-o
pelo numero que € 6 a mais do que o numero que vocé pensou, € some 9.
Prove que o resultado é um quadrado” (Ibidem, p. 128, traducéo nossa). S. E.
nao resolveu o problema, simplesmente exclamou: “Aqui ndo ha o que provar;
é evidente que (x + 3)? & obtido” (Ibidem, p. 269, traducdo nossa).

A pedido do pesquisador ele explicitou seu processo de raciocinio

na seguinte estrutura:

1. Devemos escolher qualquer numero (provando realmente se
tratar de qualquer nimero). Tomemos o numero X.

2. Agora devemos pegar um numero que € 6 a mais do que isso.
Que sera x + 6.

3. Multiplicamos o primeiro pelo segundo: x(x + 6) = x* + 6x.

4. Adicionamos 9 & soma. Que sera x* + 6x + 9.

5. Mas isso é o quadrado de uma soma: (x + 3)°.

6. Entdo, qualquer que seja o numero escolhido, um quadrado é
obtido (Ibidem, p. 269, tradugc&o nossa).

Estudante médio em Matemaética

B. V., ao resolver (— 5x + 0,6xy?)? raciocinou da seguinte forma:

1. Isso também é um exemplo do quadrado da soma de dois
numeros, porque ha numeros e letras entre parénteses e eles séo
unidos por uma soma. E tudo isso esta ao quadrado.
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2. Mas por que um menos na frente? Nado é uma soma?
[Pesquisador: “Vocé se lembra de numeros negativos?”’] Ah, Eu sei,
€ menos 5x. O primeiro numero é negativo, com um menos. Mas
posso resolver desse modo? [Pesquisador: “Pense”]. Bem, sim, eles
podem ser quaisquer numeros.

3. Levar o quadrado de uma soma, devemos fazer o quadrado do
primeiro nimero — multiplicar por ele mesmo.

4. (- 5x) multiplicado por (- 5x) sera... um menos por um menos da
um mais... entao [escreve: 25x7].

5. Agora devemos multiplicar a parte esquerda e direita juntas e
multiplicar o que obtemos por 2.

6. Um menos com um mais sera menos: 5 multiplicado por 0,6
sera.. trés, e x serd a segunda poténcia. Isso sera 3x%y>.
[Pesquisador: “Confira tudo o que vocé fez.”] Esqueci de multiplicar
por 2 [escreve: + (— 6x%y?)].

7. Agora levar o segundo numero ao quadrado [escreve: 3,6, risca,
escreve 0,36].

8. E o expoente deve ser somado [escreve: xy?. xy? = x°y"].

9. Agora colocamos todos em ordem [escreve: 25x° — 6x°y? + x%y"]
(Ibidem, p. 266-267, tradugao nossa).

Muitos investigadores™ acreditam que a redugdo dos passos no
processo de raciocinio é gradual e obtida somente mediante um numero mais
ou menos significante de exercicios de uma unica categoria, como ilustra o
diagrama abaixo. Krutetskii (1968) concordou parcialmente, afirmando que é
verdadeira para a maioria (com habilidades comuns), porém, nos estudantes
capazes essa condigdo é aparentemente n&o obrigatoria.

— A — A — A — A — A
A B C D E F

\—’///y

Krutetskii (1968) esclareceu que:

Estudantes capazes — foram distinguidos por uma tendéncia

muito acentuada para a reducgao rapida dos passos no processo de raciocinio e
do sistema de operagdes matematicas. Nos problemas, pensavam em
estruturas e em deducgdes abreviadas, mesmo quando o problema era de uma
nova categoria para eles. No esquema acima, eles compreenderam que F
seguia diretamente de A.

Estudantes médios — generalizaram apds exercicios repetidos, e

consequentemente, a redugcdo dos passos no processo de raciocinio surgiu

depois de resolverem certo numero de problemas de uma unica categoria,

16 Bogoyavlenskii & Menchinskaya (1959), Bogoyavlenskii (1962) e outros.
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estabelecendo assim uma correspondéncia entre essas habilidades. No
desenho acima, para chegar a F partindo de A, eles percorriam algumas
cadeias de associagdes inter-relacionadas bem complicadas. Muitas vezes
seguiam todos os passosde Aa F.

Estudantes _menos capazes — embora Krutetskii (1968) né&o

tenha descrito qualquer exemplo do processo desenvolvido pelos estudantes
menos capazes ele relatou que nenhuma reducédo dos passos no processo de
raciocinio foi observada, mesmo depois de fazerem muitos exercicios. O
raciocinio desses estudantes sempre foi marcado por compreensao supérflua,
detalhes e atividades desnecessarias, ndo sendo distinguido pela preciséo e
consisténcia. Geralmente repetiam os mesmos detalhes no processo de
resolugao.

Krutetskii (1968) apresentou as bases que possibilitaram afirmar
que houve reducao dos passos no processo mental:

A rapidez com que a resposta era dada, depois de perceber as
relagdes de um problema;

A auséncia de pausa nas muitas conexdes de raciocinio [liminuia;

As dificuldades que o estudante manifestava, as vezes, quando o
pesquisador lhe pedia para dar rapidamente uma estrutura detalhada de seu

raciocinio.

B.lll. Flexibilidade dos processos mentais

Os problemas utilizados para estudar esse componente eram
problemas que podiam ser resolvidos de diferentes maneiras. Vejamos alguns
processos de resolucdo, fornecidos pelos estudantes pesquisados por
Krutetskii (1968).

Estudante capaz — G. Kh., ao resolver o problema XIlI-A-7:
“Quatro litros de agua a temperatura ambiente (15°) foram adicionados em 3
litros de agua a uma temperatura de 36°. Qual temperatura foi estabelecida no
recipiente?” (Ibidem, p. 136, tradugdo nossa), sem pausa para pensar, ele o
resolveu assim:

Trés litros de agua deram 108° em soma.
Quatro litros de agua deram 60° em soma.
Um total de 168° para 7 litros = 24° (Ibidem, p. 279, tradug¢do nossa).
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Sem pausar ele esbogou a seguinte resolugdo visual:

36 Sua explicacdo foi que a
4 temperatura média ndao pode ser
X° metade, mas sim deslocada 15°

(porque ha mais de 15° por litro).

is
15°

“A razao sera 4:3. Dividimos a diferenca de 21° em tal relagao

(21+7 = 3) e entdo, ou adicionamos 9 em 15 ou subtraimos 12 de 36” (Ibidem,
p. 279, tradugéo nossa).

Posteriormente, pensando por cerca de 10 segundos, ele aplicou
a férmula que conhecia para a média aritmética ponderada, fazendo a seguinte
notacgéo: tay (36.3 + 15.4)/(3 + 4) = 24°. Ele levou 1 minuto e 8 segundos para
resolver o problema em todas as suas variantes.

Nenhum estudante menos capaz obteve duas resolugdes para
esse problema. A maioria forneceu apenas uma resolugdo com a ajuda do
pesquisador, informou Krutetskii (1968).

Estudante menos capaz — Krutetskii (1968) descreve a tentativa
de V. S. para a resolucao do problema: Dada uma reta no espaco e um ponto
sobre ela. Quantas retas podem ser desenhadas partindo do ponto dado e
sendo perpendicular a reta dada? E se o ponto estiver fora da reta, quantas
perpendiculares podem ser tracadas do ponto a reta, estando no mesmo plano
que a reta dada e o ponto dado fora dela?

V. S. resolveu esse problema mentalmente: “Um numero infinito
pode ser desenhado perpendicularmente”. A segunda pergunta ndo era mais
dificil do que a primeira, porém, ele nao respondeu. Sua resposta oscilou entre
“Também uma quantidade infinita”; “Metade do infinito” (Ibidem, p. 280,
tradugao nossa). Seu pensamento girou em torno do infinito.

Duas semanas depois esse problema lhe foi dado novamente.
Agora ele ndo resolveu a primeira parte do problema. O seu pensamento
estava vinculado ao padrédo prévio de resolucdo: “Uma perpendicular... ndo,
duas... ndo, é ainda uma; apenas continua no outro lado”. O problema resolvido

pela primeira vez exerceu uma influéncia inibitéria na segunda resolu¢do do
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mesmo problema, ou seja, a opgdo por uma linha de pensamento inibiu a
obtencao de novas linhas de pensamento.
Tais resultados conduziram Krutetskii as seguintes conclusdes:

Estudantes capazes - foram distinguidos por grande

flexibilidade, pela mobilidade de seus processos mentais resolvendo problemas
matematicos. Foram caracterizados por uma: livre e facil mudanca de uma
operacao mental a outra qualitativamente diferente; diversidade de aspectos na
abordagem para a resolugdo do problema; liberdade da influéncia obrigatéria
de métodos convencionais de resolugdo e facilidade na reconstrugdo de
modelos e sistemas de operacéo.

Estudantes médios — apresentaram dificuldade na mudanca

para um novo método de resolver um problema que ja tinha sido resolvido.
Suas tentativas revelaram a influéncia em seus pensamentos do método
previamente obtido.

Estudantes menos capazes — foram caracterizados por uma

inércia, lentiddo e limitacdo em seus pensamentos no ambito das relacbes
matematicas e operacgdes, pelo estabelecido carater estereotipado de suas
operacoes e pela retengcdo de um principio prévio de resolugcdo ou de um
método de operacao que exercia uma influéncia inibitéria quando uma
operacao precisava ser reconstruida. Tudo isso determinava a dificuldade para
passar de uma operacdo mental a uma outra qualitativamente diferente.
Krutetskii (1968) acrescentou que para os problemas da série XIlI
(problemas que propiciavam diferentes resolugdes), estudantes capazes
obtiveram, em média, um total de 48 resolugdes, com velocidade média de 43
minutos; estudantes meédios encontraram 29 resolu¢gdes em 60 minutos e

estudantes menos capazes, 15 resolugdes em 62 minutos.

C. Processos de retencao das informagdes de um problema pelos
estudantes

A habilidade para reter informacdes de problemas também foi
investigada por Krutetskii (1968) utilizando estudantes com habilidades
matematicas diferentes, ou seja, muito capazes em Matematica, capazes,

meédios e estudantes menos capazes em Matematica.
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Os estudantes foram expostos a varios problemas. Eles tinham
que reproduzir o problema depois de uma leitura, ao término da sessao
experimental, apés uma semana e depois de trés meses. Algumas vezes
dados desnecessarios aos problemas foram introduzidos nos mesmos.
Krutetskii (1968) observou em cada tempo como as relagées essenciais e
método geral de resolugao, os dados concretos e os dados desnecessarios aos
problemas foram reproduzidos.

Krutetskii (1968) citou os experimentos com Sonya L., uma
estudante capaz, em que lhe deram 10 problemas (Série VI e XXIl) nos quais
ela teve que reproduzi-los, além dos periodos citados acima, apds 9 meses. Os
resultados obtidos foram os seguintes:

Ela lembrou-se de signos essenciais de uma categoria de
problemas até 9 meses depois em 90% dos casos;

Dados concretos comegaram a ser esquecidos ao término de uma
licdo (em 45 minutos). Depois de 3 meses eles foram recordados em apenas
10% dos casos, em virtude de alguma significancia particular;

Dados supérfluos foram lembrados no final de uma ligdo em
apenas 10% dos casos. Depois de 3 meses, tais dados foram completamente
esquecidos.

Krutetskii (1968), com base nos resultados da investigagao,
concluiu que ha grande diferenga na retencdo das informagdes de problemas
em estudantes com diferentes habilidades. Ele descreve essas distingdes da
seguinte maneira:

Estudantes capazes — revelaram uma memoria matematica

generalizada e operativa, relacionada a retengao e a possivel efetivagao rapida
de padrées mentais generalizados, relagdes generalizadas no reino dos
simbolos numéricos e literais.

Estudantes médios — se lembraram de dados concretos e

numeros relativamente bem, no entanto, eles ndo se lembraram tdo bem das
caracteristicas do problema ou ndo os recordaram nada. Eles tentaram com
igual dificuldade lembrar o geral e o particular, o essencial e o secundario. Em

sintese, suas memoarias eram sobrecarregadas com excesso de informacao.
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Estudantes menos capazes - foram distinguidos por uma

memoria pobre para conteudo matematico generalizado, relagées matematicas
abstratas e simbolos, particularmente, para categorias de problemas, modelos
de raciocinio e provas matematicas e métodos generalizados de resolugéo de
problemas.

A analise das trés etapas da resolugao de problemas possibilitou
a Krutetskii (1968) definir talento matematico como uma habilidade para
generalizar, para reduzir os passos no processo de raciocinio e um
pensamento flexivel no ambito das relagbes matematicas, simbolos numéricos
e literais, e por uma constituicido matematica da mente.

A constituicdo matematica da mente descrita por Krutetskii (1968)
se refere a uma tendéncia acentuada para interpretar o mundo com olhar
matematico. Estudantes capazes pensam em Matematica quase que o tempo
todo, até mesmo em situagdes inusitadas.

Krutetskii (1968) citou a experiéncia desenvolvida por Shapiro
com estudantes do Ensino Superior de Matematica. O estudante D, ao ver
alguns trabalhadores assentando ladrilhos no ch&o, comegou a calcular se o
chao poderia ser coberto com ladrilhos de determinada forma, qual formato de
chao poderia ser coberto com certos ladrilhos, em geral, qual ladrilho poderia
ser posto no chao, e assim por diante. Assistindo a um jogo de bilhar, comegou
a pensar na teoria matematica do movimento das bolas quando atingidas.
Vendo um anuncio para venda de ingressos de loteria, comegou a calcular a
probabilidade que diferentes categorias de premiados ocorreriam.

O talento matematico segundo Kruteskii consiste em enumerar
um grande conjunto de habilidades, porém, parece dificil perceber uma
estrutura nessa colecdo. Pensamento matematico ndo pode ser estudado sem
uma estrutura. Qual seria uma alternativa para essa situagao?

Em vez de olhar esse problema psicologicamente, pensando no
assunto em termos mentais, poderiamos instalar o conceito da atividade
cognitiva como a nogéao principal. Dessa maneira se explica facilmente o fato
de que talento matematico ndao poderia ser caracterizado com base em poucas
habilidades.
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A atividade é sempre influenciada pelo seu objeto, pelo contexto
(social e objetivo) e também pelo sujeito (seus conhecimentos e suas
experiéncias com a Matematica).

Assim, as trés etapas para a resolucdo de problemas definidas
por Krutetskii se referem a atividade cognitiva e para que ela se desenvolva
sdo necessarias diferentes habilidades. Dessa forma, em vez de estudar a
mente, como Krutetskii fez, vamos estudar a atividade matematica na
resolucao de problemas.

No processo de coleta da informagao fornecida por um problema
a habilidade matematica exigida é a percepcédo, em que devemos extrair a
estrutura subjacente ao problema. Em outras palavras, € preciso escolher as
relacbes do problema que tém um significado matematico basico. Depois,
escolher as relagbes que ndo sdo essenciais para uma categoria de problema
dado, porém, essenciais para a variavel concreta dada. E por fim, identificar
elementos secundarios, ndo essenciais para resolver o problema especifico.

Isso significa que na coleta da informagao ocorre a compreenséo
e a interpretagdo do problema, sendo necessario analisa-lo como um todo,
obter uma visdo geral de sua estrutura. Para isso, faz-se necessario utilizar a
intuicdo. Essa € uma atividade tipica dessa etapa em que, por exemplo, a
generalizagdo n&o se insere aqui, entretanto, esta presente no processo de
tratamento da informacgao, que € a proxima etapa da resolucédo de problemas.

Ao processar a informagdo, a atividade cognitiva requer o
emprego das habilidades de generalizagdo, de redugdo dos passos no
processo de raciocinio e de flexibilidade do pensamento.

No que se refere a generalizagdo, podemos destacar dois niveis
que foram estudados por Krutetskii (1968):

. encontrar o essencial e o geral no particular. Encontrar a
generalidade subjacente no que parecem ser diferentes expressdes
matematicas e problemas;

. generalizar métodos de solugao.

Na redugéo dos passos no processo de raciocinio temos implicita
a propria generalizagdo, considerando que em problemas de uma Unica

categoria, uma vez generalizado o método de resolugédo, a pessoa tende a
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reduzir os passos desse método. Pensa em uma estrutura mais sucinta, pois
adquire um carater mecanico, nao sendo necessario todas as passagens em
seus detalhes.

Quanto a flexibilidade dos processos mentais, deve ocorrer o
desligamento do método utilizado — para que n&o haja a influéncia dele no
pensamento, inibindo a descoberta de outra resolugdo — e uma volta a
percepcdo da estrutura do problema para que fluam outros métodos de
resolugao.

Na etapa da retengdo da informacdo, um dos aspectos € a
contribuicdo que o problema traz para a pessoa. Ou seja, do problema
resolvido o que realmente chamou a atencéo: os dados concretos fornecidos
pelo mesmo? Sua formulagdo? O método ou o algoritmo de resolugao?

A retencdo esta associada com as habilidades de percepcéao e de
generalizagao, ja que se a pessoa conseguir identificar uma estrutura geral do
problema e seu processo de resolugao isso permitira que em problemas
similares se consiga aplicar o algoritmo ou método generalizado.

Essas etapas da resolu¢cdo de problemas descritas por Krutetskii
(1968) evidenciam que importdncia ndo esta somente na representagao
utilizada na resolucédo de um problema e nem no problema em si, mas também

no desenvolvimento da atividade matematica necessaria a sua resolucgao.

1.3. Descobrindo estilos cognitivos na Matemaética

O termo estilo cognitivo foi denominado por Allport em 1937, para
indicar abordagens individuais para se resolver problemas, receber e recuperar
informagdes ja memorizadas. Em outras palavras, se referem ao modo
preferido no processo de informacdo individual, descrevendo o pensamento
tipico de uma pessoa, lembrando-se ou resolvendo problemas. E para resolvé-
los, faz-se necessario recorrer a alguma forma de representagao.

Estilo cognitivo € normalmente descrito como uma dimensé&o de
personalidade que influencia atitudes, valores e interagcdo social. O que

significa estilo cognitivo em Matematica? Para fornecer uma resposta a essa
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indagacao a seguir sdo apresentados exemplos extraidos da obra de Krutetskii
(1968) e de uma pesquisa exploratéria realizada pela autora desta Tese de

Doutorado.

1.3.1. Estilos cognitivos matematicos na obra de
Krutetskii

A pesquisa desenvolvida por Krutetskii (1968) fez emergir,
durante a resolugéo de problemas matematicos, algumas diferengas tipoldgicas
basicas na estrutura de talento matematico que caracterizam a constituicao
matematica da mente. Krutetskii (1968) considerou que a existéncia de estilos
matematicos esta relacionada com o papel relativo dos componentes verbal-
l6gico e visual-pictorico na atividade mental dos estudantes.

Com esse estudo, foram identificados trés estilos diferentes: estilo
analitico, estilo geométrico e estilo harménico (esse ultimo foi dividido em estilo
abstrato-harménico e estilo pictorico-harmdnico). Para tal investigacéo,
Krutetskii (1968) utilizou um grupo de 34 estudantes matematicamente
capazes, dos quais 6 pertenceram ao estilo analitico, 5 ao estilo geométrico, 13
ao estilo abstrato-harménico e 10 ao estilo pictorico-harmdnico.

Para Krutetskii (1968), esses estilos de pensamento matematico
nao sao mutuamente excludentes, ja que o estilo analitico ndo se manifesta
somente em Algebra e o estilo geométrico somente em Geometria. Uma
constituicdo analitica da mente pode se fazer presente também na Geometria e
uma constituigdo geométrica da mente pode permear a Algebra.

Krutetskii citou Hadamard (1945), porque ele comprovou que
algumas pessoas permanecem analistas mesmo quando estdo trabalhando
com Geometria, enquanto outras sao gebmetras mesmo quando estédo
envolvidas com Analise Pura. Essa constatagcdo ja havia sido relatada por
Poincaré em 1908.

Para verificar quais caracteristicas tornam esses estilos distintos,

ele fez uma descrigdo, conforme exposi¢ao a seguir.
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Estilo Analitico

O pensamento dos estudantes desse estilo € marcado pela
predominéncia de um bem desenvolvido componente verbal-logico, em
contraposi¢cao a um fraco componente visual-pictorico. Operam facilmente com
esquemas abstratos e na resolugao de problemas ndo sentem necessidade de
um apoio visual, como diagramas, figuras geométricas, etc., mesmo quando as
relagcbes matematicas fornecidas pelo problema sugerem conceitos visuais.

Por ndo possuirem uma habilidade para conceituagdo visual-
pictorica, utilizam um método légico-analitico de resolugdo mais dificil e mais
complicado, enquanto que se eles recorressem a uma imagem poderiam obter
uma resolucado mais simples. Eles tém éxito trabalhando problemas expressos
abstratamente, por isso, na medida do possivel, tentam traduzir problemas
representados sob a forma visual em um nivel abstrato. Executam operacdes
relacionadas com a analise de conceitos mais facilmente do que operacdes
pautadas na analise de um esquema geométrico ou desenho.

Krutetskii (1968) descreveu algumas resolugdes de problemas
para exemplificar os estudantes que se enquadraram nesse estilo.

Dado o problema “Quanto pesa um tijolo se ele pesa 1 kg mais
meio tijolo?” (Ibidem, p. 320, tradugdo nossa). Todos os estudantes com o
estilo analitico o resolveram por meio de raciocinio. Nenhum deles recorreu a
imagens, mesmo quando estimulados a descrever visualmente as relagdes
dadas pelo problema.

Em contrapartida, 0s estudantes

pertencentes ao estilo geométrico o resolveram por

meio de desenho (Figura 2) ou pela concepg¢ao mental = /\

dele, e com isso, responderam que o tijolo pesava 2 kg.

Figura 2 - Modelo de
representacdo geomeétrica

O mesmo ocorreu no seguinte problema: Imagine um solido
semelhante a um aro (de pneu). Esse sodlido é interceptado por quatro planos
paralelos passando: (a) pelo eixo (didametro) do aro; (b) pelo ponto médio do

raio interno do aro; (c) pelo ponto extremo do raio do aro; e (d) metade entre os
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pontos extremos dos raios interno e externo. Represente (mesmo que
aproximadamente) a forma de cada secgéao (lbidem, p. 170, tradugao nossa).

Krutetskii (1968) informou que esse soélido de rotagdo nao é
estudado na escola. Se o estudante tivesse dificuldade para imaginar a
situagao, a Figura 3 a seguir era fornecida.

Os gebmetras cortaram mentalmente a seccédo e disseram sua
forma, ja os analistas se perderam em calculos

complexos, e somente depois que perceberam o /—\

fracasso de suas tentativas raciocinaram com o . ]

apoio do desenho. Até entdo, ndo tinham nem

oOOTO

) ) SN—
visualizado a forma do aro.

Figura 3 — Representacdo do solido
interceptado pelos planos

Krutetskii (1968) mencionou um fato interessante que ocorreu

com Dima L. Ele resolveu mentalmente e de forma correta o problema:

Em um triangulo ABC, o angulo B é igual a 46° e o angulo C é igual a
66°. Uma reta MN, desenhada pelo vértice A e sendo externa ao
tridangulo, forma um angulo de 24° com o lado AB. Encontre o angulo
que a reta MN forma com o lado AC (lbidem, p. 320, traducgao
nossa).

Posteriormente, o pesquisador pediu para ele representar o
problema por meio de um desenho. Dima, que ja tinha resolvido o problema,
nao conseguiu representar os dados e a resolugdo visualmente como um todo
e nao pbde fazer a tarefa de imediato. Isso evidencia que para os estudantes
do estilo analitico o recurso visual, as vezes, pode atrapalhar seu pensamento.

Dentre os 34 pesquisados envolvidos nessa investigagédo
Krutetskii (1968) destacou 9 estudantes muito talentosos que foram estudados
durante oito anos. Ele descreveu com detalhes episddios, que ocorreram em
idades precoces, envolvendo o desempenho e os processos de resolucado de
alguns problemas matematicos. ldentificou ainda certos componentes das
habilidades investigadas. Teceu comentarios tanto no aspecto psicologico

como matematico.
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A seguir, sdo apresentadas caracteristicas dos processos de
resolucdo de problemas de estudantes representativos do estilo analitico
descritas por Krutetskii (1968).

Gilya Kh. (12 anos) nasceu em 1953 na provincia de Gorkii (perfil
feito em 1965).

Desde a infancia Gilya foi notavel por ter uma excelente memoria.
Com 1 ano e 2 meses sabia diversas rimas e tinha memorizado muitas datas.
Aos 5 anos aprendeu a ler. Aos 7 entrou na escola, ficando na 12 série apenas
uma semana e depois foi transferido para a 22 série.

Ele aprendeu a contar quando tinha menos de 2 anos, contando
os degraus de escadas, os seus dedos da mao e enumerando objetos. Aos 3
anos tentava escrever numeros e fazia operagdes simples de adicao.

Na escola, os seus assuntos favoritos eram aritmética, algebra e
geometria. Tudo o que se referia a Matematica lhe fascinava, especialmente os
problemas que testavam a sua inteligéncia.

Gilya aprendeu Matematica com muita facilidade, e na maioria
das vezes, sozinho. Aos 8 ou 9 anos compreendeu o simbolismo matematico,
em suas formas elementares, por exemplo, demonstrando compreender
facilmente equacgdes do primeiro grau com duas incégnitas.

Ele gostava mais de Algebra do que de Geometria e resolvia
todos os problemas experimentais da pesquisa que eram dados a ele sem
qualquer dificuldade particular.

Uma caracteristica sua muito notavel era o0 modo como indicava
uma resolu¢ao no nivel geral. Por exemplo, um problema irreal foi dado a ele:
“‘Representar a forma geral de numeros que deixam um resto 7 quando dividido
por 5”. Gilya resolveu desse modo: “Em geral, nesses casos temos que pegar o
multiplicador x para o numero dado e temos que somar o resto de forma que
isso seja divisivel por y e havera z no resto... Todos 0s numeros serao: xy + z.
No caso dado sera x.5 + 7”7 (Ibidem, p. 207, tradug&o nossa). Ele n&o percebeu
0 seu engano porque trabalhou o problema de uma forma geral e os numeros
foram substituidos mecanicamente.

Gilya era excelente compondo (e resolvendo) equagdes de acordo

com os dados de um problema e compreendia diagramas muito bem.
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Krutetskii (1968) afirmou que Gilya tinha um pensamento abstrato,

pois mesmo quando um problema sugestionava o uso de imagens visuais e

diagramas, ele o resolvia sem eles. Gilya ndo resolvia nenhum dos problemas

experimentais utilizando esquemas visuais, por isso, as vezes, surgiam
dificuldades em sua resolucédo que poderiam ter sido evitadas.

Por exemplo, no problema: Um passageiro dormiu depois de ter

viajado a metade do caminho da sua jornada. Quando despertou, restava a

metade da distancia que ele viajou enquanto dormia. Que parte da jornada toda

ele viajou enquanto dormia? Gilya o resolveu dessa forma:
Ele tinha viajado % [8 segundos de pausa], da metade da jornada,
ou [4 segundos de pausa % da distancia [5 segundos de pausa],
mas ele dormiu por g [4 segundos de pausa], ndo, ele dormiu por

% dessa metade [12 segundos de pausal, quer dizer, um terco da

viagem inteira (Ibidem, p. 207, tradugao nossa).

Para complementar o que foi apresentado por Krutetskii (1968),
destacamos que esse problema também pode ser resolvido por meio do
desenho da Figura 4, no qual estabelecemos que:

AB = trajeto todo; A A Ya B

. |

CD= percurso em que O ; ~ CI) é) :
passageiro dormiu; 74

Figura 4 — Representacdo do percurso por
meio de segmento e fracfes

No ponto D ele acordou, assim AD =% corresponde a parte da

jornada toda que ele viajou enquanto dormia.
Krutetskii (1968) informou que quando foi dado a Gilya o
problema: Qual angulo é descrito pelo ponteiro das horas em 2 horas e o
ponteiro dos minutos em 20 minutos?” os pesquisadores deliberadamente,
porém como se acidentalmente, colocaram um relégio ao seu lado. Sem
mesmo olhar o mostrador, Gilya comegou a argumentar:
Em 3 horas o ponteiro das horas descreve um angulo reto, e em 2

2 n ,
horas descreve 3 desse angulo, ou 60°. Em uma hora o ponteiro
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dos minutos descreve um angulo completo, e em 20 minutos

W[ =

desse angulo, ou 120°. Pode ser resolvido de outro modo: O
ponteiro dos minutos move 12 vezes mais rapidamente que o
ponteiro das horas. Ou em 20 minutos o ponteiro cobriria 6 vezes
menos que em 2 horas. Como resultado, em 20 minutos o ponteiro
dos minutos cobrird duas vezes tanto quanto o ponteiro das horas
em 2 horas. Nos obtemos a mesma coisa, 120 minutos. Mas desse
modo é mais dificil; o primeiro é muito mais facil e melhor (Ibidem,
p. 207, tradugéo nossa).

conceitos espaciais de Gilya eram precariamente

desenvolvidos. Até mesmo problemas elementares, faciimente resolviveis

utilizando conceitos espaciais, ele sempre os resolvia raciocinando.

Quantas arestas ha em um cubo? Agora eu estou pensando. Um
quadrado esta na base de um cubo — isso sera 4 arestas. A base
superior também é um quadrado — mais 4 arestas. E mais 4 arestas
tém que unir a base superior e a inferior... Isso sera 12 ao todo
(Ibidem, p. 208, tradugao nossa).

Enquanto pensava, Gilya revelava uma habilidade para

argumentar logicamente. Na resolugdo de problemas reduzia de forma

consideravel os passos no processo de raciocinio. Se solicitado, ele podia

desenvolver o processo de raciocinio em sua estrutura completa (de seu ponto

de vista). Exemplos:

1) Gilya recebeu o problema “Um pai tem 35 anos e o seu filho

tem 2. Em quantos anos o pai tera quatro vezes a idade de seu filho?” Ele o

resolveu utilizando a aritmética da seguinte maneira: “Ele tem 33 anos a mais,

isso significa que uma parte sera 11, e o filho ainda precisa de mais 9 anos. Em

9 anos”. A pedido do pesquisador desenvolveu essa resolugao do seguinte

modo:

Se o pai tem 35 e o filho tem 2, entédo, o pai € 33 anos mais velho
que o filho. Em tantos anos o pai sera quatro vezes mais velho que
o filho, mas 33 anos mais velho, como antes. Entdo a idade do pai
compora 4 partes e a idade do filho 1 parte, e a diferenga entre eles
3 partes. Essas 3 partes sdo iguais a 33 anos. Entdo uma parte é
igual a 33 =~ 3 = 11. Essa parte é a idade do filho. Agora ele tem 2
anos. Em 9 anos o pai tera 44 e o seu filho 11 (Ibidem, p. 208,
tradugao nossa).

2) Gilya resolveu sem qualquer apoio de imagens visuais o

problema “Um trem atravessa um tunel de 450m de comprimento em %
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minuto, e vai além de um guarda-chaves em 15 segundos. Qual & o
comprimento do trem e a sua velocidade?” Ele entendeu a caracteristica mais
dificil do problema Atravessar um tunel significa atravessar seu comprimento
mais o comprimento do trem, e que a distancia igual ao seu comprimento
passa em 15 segundos. Ele resolveu de forma abreviada assim:
“450 + 30 = 15 m/seg = 54 km/h. 15 x 15 = 225 m” (Ibidem, p. 209).

Ira S. (12 anos) nasceu em 1952 na cidade de Kursk (perfil feito
em 1964-65).

Ira era uma estudante muito boa em todos os assuntos escolares.
Fazia suas ligbes rapidamente, amava desenhar e lia com facilidade. Aos 5
anos revelou interesse por contagem — avaliava quantitativamente fenbmenos
ao seu redor, por exemplo, quantos bondes passaram, quais eram seus
numeros, quantas janelas a casa tinha, etc.

Ela adorava Matematica, e na sua opinido, a pessoa tem que
pensar. Para ela, a Matematica tem regras que ajudam a pessoa a pensar.
Krutetskii (1968) verificou que Ira ndo se cansava durante as resolugdes de
problemas matematicos. Mesmo nas sessdes de 2 horas seguidas se mantinha
da mesma maneira, sempre alegre e concentrada em sua ligéo.

Tinha uma boa memdéria para a Matematica. Uma semana depois
da primeira licdo experimental lembrou-se de quase todos os doze problemas
que havia resolvido. Normalmente lembrava-se ndo apenas do conteudo
generalizado, mas dos dados numéricos também. Além disso, se lembrava
mais daqueles problemas que tinha dificuldades para resolvé-los.

Ira enfrentou os problemas experimentais com muita facilidade e
dos doze problemas da primeira ligao resolveu dez imediatamente. Porém, ela
nao teve esse éxito com problemas mais complicados — as vezes, sugestdes
ou instrugdes gerais do pesquisador foram necessarias.

Por exemplo, no problema: Se 5 estudantes puderem se sentar
em cada banco, 4 permanecerdao sem um assento. Se 6 estudantes se
sentarem em um banco, 2 lugares estardo desocupados. Quantos bancos e
estudantes tém?. No principio, Ira ndo percebeu a relagdo basica. O

pesquisador disse: “Quantos estudantes ndo tém nenhum lugar para sentar?”.
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Ira expressou alegremente: “Eu entendo! Eles sentaram 1 em cada
escrivaninha e mais 2 poderiam ter sentado, 1 em cada. Havia 6 bancos”

(Ibidem, p. 210, tradugao nossa).

Para entender a resposta parcial de Ira (ja que respondeu apenas
0 numero de bancos), podemos resolver esse problema por meio de relagdes
algébricas.

Denominando por x = 0 numero de bancos e y = numero de

estudantes, temos:

y = 5x + 4 (numero de estudantes = 5 em cada banco + 4 que ficaram em pé);

y = 6x — 2 (numero de estudantes = 6 em cada banco — 2 lugares vagos).
Assim, x = 6 bancos e y = 24 estudantes.

Uma caracteristica notavel em Ira era que se ela conseguisse
resolver um problema, resolvia todos os demais problemas daquela categoria
sem dificuldade, ou seja, transferia livremente o algoritmo de resolugcéo a
outros problemas da mesma categoria. Diferenciava problemas com muita
facilidade. Em alguns casos, guiava-se apenas pelo aspecto l6gico-matematico

do problema.

Ira demonstrou uma boa habilidade para argumentar durante a
resolucdo de problemas. Por exemplo, dado o problema: Temos vasilhas de 9
e 4 litros. Como podemos medir 6 litros de agua utilizando-as? A resolugao de
Ira foi a seguinte: “Seis litros sdo obtidos se pudermos despejar 3 dos 9 litros.
Mas para fazer isso, ja devemos ter 1 litro na vasilha menor. Agora esta claro:
temos que despejar 4 litros duas vezes da vasilha maior e temos que despejar

o litro restante na vasilha menor” (Ibidem, p. 210, tradugao nossa).

Krutetskii (1968) informou que as resolugdes de Ira dos problemas
das Seéries XXIlIl e XXIV evidenciaram que o componente verbal-légico
predominou. Ela resolveu esses problemas sem utilizar esquemas visuais, até

mesmo quando os dados do problema sugestionavam o uso deles.

Por exemplo, lhe foi dado o problema da Figura 5 que é

facilmente resolvido, basta desenhar o raio OC.
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Ira tentou por muito tempo R=2
resolvé-lo analiticamente e testou posicoes AC // OB
diferentes da linha AB (em que o ponto C BC /I AO

Encontre AB
algumas vezes encontrava-se no interior do

circulo e, outras, exterior a ele).

Figura 5 — Problema geométrico envolvendo o
raio de uma circunferéncia

Finalmente, resolveu o problema quando o pesquisador |he
aconselhou que construisse o raio OC.

A pedido do pesquisador, ela foi capaz de demonstrar um método
visual-pictérico de resolugdo em exemplos isolados, porém, somente nos
problemas mais faceis. As vezes, recorria a imagens visuais quando sentia
dificuldades ao resolver um problema, entretanto, elas ndo eram de muita
ajuda. E se um problema n&o fosse resolvido por ela em um plano mental, um
plano visual também ndo ajudava. Em outras palavras, a presenca de uma
resolucdo analitica sem dificuldade especial conduzia a formagdao de uma
interpretacdo visual apropriada. Em contrapartida, a auséncia de uma
resolucdo analitica ndo era compensada pelos recursos visuais.

Para ilustrar essa afirmacao Krutetskii (1968) citou um exemplo.
Foi solicitado a Ira para resolver visualmente, por meio de esquemas, o
problema: “Ha quantidades idénticas de cha em 4 caixas. Nove kg de cha
foram retirados de cada uma, restando em todas elas juntas tanto quanto havia
em cada caixa inicialmente. Quanto cha havia nas caixas?” (lbidem, p. 211,
tradugao nossa).

Apesar de todas as suas tentativas, Ira n&o teve sucesso
resolvendo o problema da forma que lhe foi solicitado. Posteriormente,
pediram-lhe para fazer o problema sem utilizar um esquema visual. Ela o
resolveu imediatamente. Depois, pediram-lhe que fornecesse uma
interpretacdo do problema utilizando recursos visuais. Dessa vez, ela
conseguiu com facilidade (Krutetskii ndo forneceu detalhes de sua resolugéo).

Uma das resolucdes para esse problema poderia ser:

Em cada caixa ha x kg de ch3;
Nas 4 caixas ha 4x;
Da dltima frase temos: 4x—9=x - x = 3 kg em cada caixa
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Essas foram resolugdes de alguns problemas desenvolvidas por
estudantes pertencentes ao estilo analitico descritas por Krutetskii (1968). A

seqguir, apresentamos as caracteristicas que distinguem o estilo geométrico.

Estilo Geométrico

Krutetskii (1968) afirmou que o pensamento desses estudantes é
marcado pela predominancia do componente visual-pictérico em contraposi¢cao
ao componente verbal-légico. Possuem um alto desenvolvimento de conceitos
espaciais. Fazem operagdes relacionadas com a analise de diagramas, de
desenhos e de graficos mais facilmente do que operagdes relacionadas com a
analise de conceitos e definigdes.

Eles sentem necessidade de interpretar visualmente uma relagao
matematica abstrata e demonstram grande ingenuidade na tentativa de traduzir
um problema em um nivel visual-pictérico. Para eles, o aspecto figurativo
normalmente substitui a logica. Porém, se ndo progridem na visualizagdo de
objetos ou de diagramas para resolver problemas eles tém dificuldades de
operar com esquemas abstratos. Insistem em tentar operar com esquemas
visuais, imagens e conceitos, mesmo quando um problema é faciimente
resolvido pelo raciocinio, e 0 uso de dispositivo visual é supérfluo ou dificulta.

A seguir, sdo expostos alguns exemplos de estudantes
representativos do estilo geométrico.

Problema (1): “Cada lado de um quadrado foi aumentado em 3
cm e, conseqiientemente, sua area foi aumentada em 39 cm?. Encontre o lado
do quadrado resultante” (Ibidem, p. 321, tradugdo nossa).

Krutetskii (1968) ressaltou que esse problema é considerado facil
para estudantes da 62 série, uma vez que eles o resolvem em poucos

segundos por meio da equagdo (x + 3)° — x* = 39. Ele

salientou que quase todos os estudantes pesquisados que
pertenceram ao estilo geométrico o resolveram de uma y

maneira mais complicada. Primeiro fizeram o desenho

I
I
I
I
I
I
I
I
L
I
I

(Figura 6) e depois raciocinaram da seguinte forma: ! y 4 X

Figura 6 — Representacdo Geométrica
da Equacéo
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Esse [x] tem que ser um quadrado e tem que ter lado 3, quer dizer,
sua area é 9 cm2. Entéo, os dois retadngulos [y] devem dar 30 cm2,
logo 15 cm2 cada. Um lado é 3 e o outro € 5 cm. Entao, era 5 e
tornou-se 8 cm (Ibidem, p. 321, traducéo nossa).

Problema (2): “Uma pessoa foi contratada para trabalhar por
salarios anuais de 12 rubles mais 1 caftan. Depois de trabalhar 7 meses, ela
saiu, sendo corretamente paga com 1 caftan e 5 rubles. Qual € o preco de 1
caftan?” (Ibidem, p. 160, tradugédo nossa).

Todos o0s estudantes representantes do estilo geométrico

resolveram fazendo primeiro um diagrama

(Figura 7 ) seguido de um breve raciocinio

“2 = % do desconhecido. Um caftan custa 4 7{ Y

5 7
12 } 12

Figura 7 — Representacdo Geométrica do
problema do salario

rubles e 80 kopeks” (Ibidem, p. 323, tradugao

nossa).

Para entender o que significa a igualdade estabelecida pelos
estudantes apresentamos uma das resolugdes para esse problema:

Em 1 ano (12 meses) receberia 12 rubles + 1 caftan: 12 + C
Em 7 meses recebeu 5 rubles + 1 caftan: 5+ C

Um més de trabalho corresponde a 1 ruble e%C: 1+iC

12

Trabalhando 7 meses ela deveria receber 7.(1+%Cj, porém, ela recebeu

5+C. Nesse caso, podemos igualar: 7+%C =5+C

C - %C =7-5-> %C = 2 (essa foi a igualdade obtida pelos
estudantes).

Assim, C = 4,80 (1 caftan corresponde a 4 rubles e 80 kopeks).

Problema (3): “Agora, eu sou duas vezes tao velho quanto meu

irmao era quando eu era tado velho quanto ele é agora. Nés dois juntos
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somamos 63. Quantos anos cada um de nos tem?” (Ilbidem, p. 323, tradugéo

nossa).
Esse problema, geralmente, ¢& B\\
resolvido por meio de um sistema de equacdes. x-\——\—\-\_\:é‘ D
No entanto, o estudante D. L. apresentou uma \\\
resolugao original, comegcando com o desenho da Yp----- s Z
Figura 8. Al C
Eu Irmao

Figura 8 — Representacdo Geométrica
das idades dos irméos

Em seguida, exclamou: “Bx é a diferenga entre nossa idade:
Quando eu tinha Ax, ele tinha Cz; Cz = % (pela condicéo) e Ay = % Mas

Bx = Dz. Isso significa que By = 2Bx; AB = 4xB e CD = 3xB; 63 anos =7
partes; Bx = 9 anos. Resposta: 36 anos e 27 anos” (Ibidem, p. 324, traducéo
nossa).

Krutetskii (1968) informou que dentre os 34 estudantes
pesquisados ele encontrou muitos casos em que uma dependéncia funcional
ou uma férmula tornou-se clara e convincente somente quando o pesquisado

conseguiu obter uma interpretagdo geométrica.

Ele citou o exemplo da estudante ™ 7
S. R. (62 série) que primeiro familiarizou-se com
a formula da multiplicacdo na forma reduzida — o 5 22 ab
quadrado da soma de dois numeros — e ela
tentou interpretar isso geometricamente por a b

meio do desenho da Figura 9.

Figura 9 — Representagdo geométrica para o
guadrado da soma de dois numeros

Depois de conseguir essa interpretacdo S. R declarou com
satisfacdo “Agora eu realmente vejo e entendo a férmula!” (Ibidem, p. 325,
tradugao nossa).

Apos esse momento, essa estudante interpretou todas as outras
férmulas geometricamente, mesmo sendo um assunto mais complicado para

representar visualmente. Por exemplo, ela conseguiu desenhar uma complexa
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representacdo de um solido geométrico para indicar o cubo da soma de dois
numeros e o cubo da diferenga de dois numeros.

Krutetskii (1968) constatou que o estudante do estilo geométrico
sentia uma necessidade de interpretar um problema em um plano geral,
contudo, esse plano geral continuava sendo apoiado por imagens. Nem todos
0os esquemas visual-pictéricos utilizados por eles eram relativamente
generalizados, muitos eram imagens visuais particulares e concretas.

Na opinido de Krutetskii (1968), os estudantes pertencentes ao
estilo geométrico memorizavam dados pictoricos muito mais rapidamente,
facilmente e permanentemente. Quando memorizavam dados verbal-logicos
tentavam relacionar uma generalizacdo a uma imagem visual e reter a
generalizagdo em suas memorias dessa forma. A maioria dos geOmetras
capazes memorizava ndo o desenho geométrico todo, e sim um esquema
generalizado dele.

Dos 9 estudantes matematicamente talentosos que Krutetskii
estudou durante oito anos, apenas um foi considerado representante do estilo
geométrico. A seguir, sdo descritos episodios desse estudante que podem

ilustra essa afirmacgao de Krutetskii (1968).

Borya G. (11 anos) nasceu em 1954 na cidade de Makeevka
(perfil de 1965).

Quando Borya estava na 22 série, seus pais e professores
notaram seu interesse pela aritmética e suas habilidades nessa area. Ele
poderia resolver rapido e mentalmente qualquer problema da 2% e 32 séries,
bem como muitos problemas da 4% série. Embora resolvesse corretamente
problemas mais dificeis, nem sempre conseguia explicar satisfatoriamente
como raciocinou, enquanto os resolvia.

Era fascinado pela aritmética e especialmente por problemas
complicados, que sempre tentava resolver pelo modo mais curto e mais claro.
As vezes, encontrava tantos métodos para resolver um problema quanto
possivel e os comparava.

Krutetskii (1968) relatou que era interessante observa-lo,
esforcando-se para utilizar meios visual-pictéricos de resolucdo, para “ver” as

relagdes dadas em um problema, principalmente quando estava resolvendo um
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que |he era pouco familiar. A ele foi dado o problema: “Um operador de trator

trabalhou 2% da area total de um lote de terra no primeiro dia, % do resto da

2

area no segundo dia, depois do qual sobraram 26 3

hectares. Em quantas

horas ele fara o trabalho todo se ele trabalhar uma média de 2% hectares por

hora?” (Ibidem, p. 220, tradugéo nossa).

Borya o resolveu da seguinte maneira: dividiu uma pequena tira
no seu caderno em 21 quadrados. Separando 8 quadrados [que representava a
parte do campo trabalhada no primeiro dia], ele considerou o resto (13
quadrados) como um novo numero. Entdo, separou 7 quadrados que

% do novo numero. Seis quadrados restaram (ou 6 do novo

constituiram ]

2

numero), que era igual a 263

hectares. Entdo, comparou os 21 e os 6

quadrados pelo tamanho, dividindo 21 por 6, e obteve 3%. Na sua proxima

por 3% e obteve o tamanho desejado da area do

2
3

lote inteiro, e assim, continuou.

operacao, multiplicou 26

Krutetskii (1968) informou que Borya comegou a aprender algebra
na 52 série e esperou impacientemente o seu encontro com a geometria.

No problema: Eu caminho de casa para a escola em 30 minutos e
meu irmao leva 40 minutos. Meu irmédo saiu 5 minutos antes que eu. Em
quantos minutos eu o alcancgarei? Borya o resolveu utilizando o desenho

abaixo, explicando-o do seguinte modo: T 10
Movemos a segunda linha para baixo de forma que 5

um pequeno pedago igual a 5 aparega abaixo.

Entdo havera um pedaco igual a 5 em cima. Ele

partiu 5 minutos depois; chega 5 minutos mais 30

cedo; e alcanga seu irmao na metade do caminho

(Ibidem, p. 323, tradugao nossa).

Estilo Harmonico

Krutetskii (1968) ressaltou que uma maioria significante dos
estudantes capazes que foram estudados no aspecto da constituicdo
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matematica da mente pertenceu a esse estilo (23 dos 34 estudantes). Eles
possuiam como caracteristica um equilibrio relativo dos componentes verbal-
l6gico e visual-pictdrico, sendo que esses componentes eram bem
desenvolvidos.

Os estudantes eram muito engenhosos em suas interpretagdes
visuais de relagdes abstratas, porém, suas imagens visuais e esquemas
estavam subordinados a analise verbal-l6gica. Quando operavam com imagens
visuais, eles percebiam que o conteudo de generalizagdo ndo se esgotava em
casos particulares. Ao resolver muitos problemas, eles tinham éxito
implementando as duas abordagens, tanto a analitica como a pictorico-
geométrica.

A observacéo de Krutetskii (1968) quanto ao estilo harmbnico deu
origem a outros dois estilos que ele identificou como modificagbes. Com um
bom desenvolvimento dos componentes verbal-légico e visual-pictérico em
equilibrio, a modificagao A se refere a uma inclinacdo para operacées mentais
sem 0 uso de meios visual-pictéricos e a modificacdo B se caracteriza por uma
inclinagcdo para operagdes mentais com o uso de esquemas visual-pictoricos.
Com base nessa distingédo, Krutetskii (1968) denominou as duas modificagdes
como estilo abstrato-harménico e estilo pictérico-harménico. O Quadro 5,

evidencia uma comparagao das principais diferengas entre esses dois estilos.

Quadro 5 - Diferencas entre os estilos abstrato-harmonico e pictérico-harménico

Abstrato-harménico |Pictérico-harménico
Ambos podem descrever néo sente essa sente uma necessidade e
relacbes matematicas necessidade e ndo se | freqlientemente depende
igualmente bem por recursos | esforgca para fazer de esquemas graficos
visual-pictoricos, porém, dessa forma durante a resolugéo
O apoio de meios visual- € de pouco auxilio simplifica a resolugao
pictéricos
Se necessario pode recorrer a ajuda de resolver um problema sem
imagens visuais 0 apoio de modelos visual-
pictéricos
Analisando conteudo formulagdes verbal- recursos visual-pictoricos
matematico prefere iniciar I6gicas
com

Dos 9 estudantes considerados talentosos, que foram estudados
durante oito anos, Krutetskii (1968) informou que Sonya L. foi inserida no estilo

abstrato-harmonico e Volodya L. no estilo pictérico-harménico.
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Para compreendermos melhor esses dois Uultimos estilos,
mencionados por Krutetskii (1968), expomos, a seguir, exemplos de resolugdes

de alguns problemas desenvolvidos por Sonya e por Volodya.

Estilo Abstrato-harmoénico

Sonya L. (8 anos) nasceu em Moscou em 1950 (perfil feito em
1958-59).

Segundo Krutetskii (1968), Sonya tinha um desenvolvimento fisico
normal, no entanto, era muito lenta em seus movimentos e falava sem pressa.
Escrevia mal, n&o lia muito bem e ndo gostava de fazer suas ligdes.

Revelava facilidade com a aritmética, gostava de problemas
complicados. Até o inicio da pesquisa de Krutetskii ela tinha pouco
conhecimento escolar. Tudo era baseado na argumentagcdo e feito
mentalmente, pois ainda ndo sabia calcular por escrito. Porém, revelava
algumas caracteristicas interessantes na sua escrita e no discurso oral, tais
como: exatidao e clareza em descrigdo, pobreza de imagens e auséncia de
metaforas, epitetos”.

Krutetskii (1968) comentou que durante a entrevista perguntaram-
lhe “De que maneira vocé constréi um angulo de 1°?” Sonya: “Vocé tem que
dividir um circulo em 360 partes, tem que apagar 359, e tem que unir a parte
restante em suas extremidades ao centro do circulo” (Ibidem, p. 195, tradugcao
nossa).

Dividia fragdes da seguinte forma:

5.1.5.4_ 1 8 42
5'7_8'8_1 e 4de8—18

Numeros inteiros ela dividia assim: 600 : 240 = ; 600 : 120 = 5.

Mas 120 é a metade de 240, entao temos 5 meios ou 2% )

Tais calculos requeriam grande esforgo mental e Sonya nao
gostava de calculos longos, complicados. Ela gostava de argumentar,

encontrar varios caminhos para resolver problemas, afirmou Krutetskii (1968).

17 Palavra ou frase que qualifica pessoa ou coisa.
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Krutetskii e sua equipe conseguiram, nas primeiras fases do
estudo com a Sonya (em 1959), evidenciar as caracteristicas de sua mente
enquanto resolvia problemas matematicos, associando-as com alguns dos
componentes das habilidades matematicas, tais como:

Raciocinio rapido — era rapida para encontrar uma forma de
resolver problemas acessiveis a ela. Exemplo, em poucos segundos encontrou
uma maneira para provar o teorema, pouco familiar a ela, da medida de um
angulo externo de um triangulo. Quando Ihe foi perguntado “Pode haver dois
angulos retos em um triangulo?” Respondeu de imediato: “N&o, porque entéo,
nao haveria o terceiro angulo” (Ibidem, p. 196, tradugao nossa).

Pensamento l6gico, sistematico e sequencial — ela tinha um
bom entendimento de teoremas e provas; o seu pensamento passava
facilmente da premissa a conclusdo. Seus argumentos eram logicamente muito
compactos e persuasivos. Sem excec¢ao, todas as suas solucdes dos
problemas matematicos eram muito precisas substanciadas pela logica.

Exemplo. Foi dado a Sonya o problema: Um pastor diz a outro:
me dé 8 ovelhas e entdo nds teremos um numero igual. O outro responde: nao,
vocé me da 8 ovelhas e entao eu terei o dobro do que vocé tem. A sua solucéo,

obtida em 40 segundos, foi a seguinte:

Se um der ao outro 8 ovelhas e eles passam a ter um numero igual,
entao, isso significa que eles tém uma diferenca de 16 ovelhas. Se,
por outro lado, o outro der 8, entédo, a diferenca torna-se 32 (desde
que um perde 8 e o outro ganha 8 ovelhas). E entdo, obtemos que
um tem 2 vezes mais, ou 32 ovelhas a mais. Isto significa que
havera 32 e 64, e antes da troca havia 40 e 56 (Ibidem, p. 196,
tradugao nossa).

Uma habilidade para abstracdo matematica e para
generalizacdo rapida e ampla — Sonya generalizava matematicamente
assunto semelhante de forma muito rapida. Nao tinha dificuldades para
encontrar caracteristicas comuns em problemas diferentes. Raramente
precisava recorrer a imagens visuais ao resolver problemas. Quando tinha 5
anos, chegou facilmente ao conceito abstrato de um meio, sem precisar de
imagens concretas (meia maga, meio lapis). Krutetskii (1968) ressaltou que

isso nao significa que Sonya nao podia visualizar as relacbes dadas em um
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problema. Por opgdo quase nunca utilizava imagens visuais, como se nao
sentisse nenhuma necessidade. Exemplos das suas generalizagdes:

(1) Problema: Temos dois angulos suplementares adjacentes. Um
angulo é igual a 45°. S&o construidas as bissetrizes desses angulos. Qual é o
angulo entre as bissetrizes dos dois angulos?” Sonya deu a resposta certa
(90°) rapidamente e, quase sem pensar, generalizou: “Para todos os angulos
suplementares adjacentes as bissetrizes formardo um angulo de 90°, como a
soma de angulos suplementares adjacentes é 180°, a metade sempre sera 90°”
(Ibidem, p. 197, tradugao nossa).

(2) Depois de provar que a soma
dos angulos internos de um tridngulo é igual a

2d (que significa dois angulos retos ou 180°), 2d

Sonya, a pedido do pesquisador, muito 2d
facilmente provou que a soma dos angulos de

um quadrilatero é igual a 4d e de um pentagono

6d, fazendo as constru¢cdes apresentadas na

Figura 10. E, depois de pensar, exclamou:

Figura 10 — Representacdo geométrica da soma
dos angulos internos de um tridngulo

Isso poderia ser obtido para qualquer poligono: o numero de
tridangulos sempre sera dois a menos que o numero de lados (visto
que cada dois lados pertencerdo a dois outros triangulos e um de
cada lado a todo o resto). Para encontrar a soma dos angulos
internos, devemos pegar 2 do numero de lados e pegar 2d tantas
vezes (Ibidem, p. 203, tradugéo nossa).

Por generalizagdo Sonya independentemente chegou a formula
2d(n — 2), que corresponde a soma dos angulos internos de qualquer poligono.
Depois disso, ela calculou a soma dos angulos internos do poligono de 608
lados em 2 segundos.

Flexibilidade de pensamento — Sonya mudava facilmente de
uma operacdo mental a outra e de um método de resolugdo a outro. Ela
revelou grande diversificagdo na sua abordagem para resolver problemas.
Como uma regra, encontrava, por sua propria iniciativa, duas ou trés maneiras
para resolver um mesmo problema. Esse fato pode ser confirmado nas

resolucdes a seguir.
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VI-B-2: “Galinhas e coelhos estdo correndo ao ar livre. Juntos

eles tém 35 cabecgas e 94 pés. Quantos ha de cada?” (Ilbidem, p. 195, tradugéo

nossa). Esse exemplo também ilustrou a ldgica utilizada por Sonya. Sua
resolucao foi:

Se ha 35 cabegas ao todo, entéo séo 35 galinhas e coelhos no total.
Se todas fossem galinhas, seriam 70 pés. Isso significa que ha 24
pés extras, porque além de algumas galinhas ha coelhos. Cada
coelho tem 2 pés a mais que uma galinha, isso significa que séo 12
coelhos e 23 galinhas (Ibidem, p. 197-198, tradugao nossa).

Ela prosseguiu relatando outra resolugdo, s6 que, ao invés de
resolver utilizando o numero total de cabegas, considerou agora o numero total
de pés. “Também pode ser feito desse modo: ha 94 pés. Se todas fossem
galinhas seriam 47 cabecgas. Mas ha 35 cabegas ao todo, 12 a menos. Entéo,
essas 12 cabecgas tém 4 pés cada uma, ndo 2. Entdo, sdo 12 coelhos e 23

galinhas” (Ibidem, p. 198, tradugéo nossa).

XIlI-B-4: 113 — 1122, Nesse exemplo, Sonya (com 10 anos), fez
um esquema, como O que se encontra abaixo, apontando algumas

possibilidades de resolugéo:

1132 - 1122 > a’-b’=
> (@+1y¥-a’=
> a’—(a-1)=

Ela encontrou, sozinha, as duas Uultimas variantes, porém,
somente depois que o0 pesquisador sugeriu que pensasse em outras

abordagens para o mesmo problema.

XIlI-A-6: Velejando com a corrente, um navio a vapor faz 20 km/h;
contra a corrente veleja a 15 km/h. Para viajar de A para B, gasta 5 horas a
menos do que quando viaja na diregao oposta. Qual é a distancia entre A e B?
Solugdes:

1. Com a corrente, 1 km em 3 minutos; contra a corrente, 1 km em 4
minutos. Um minuto é obtido com cada quildbmetro. Um total de 5
horas — 300 minutos — é obtido. A distancia é de 300 km.
2. A cada hora 5 km sao obtidos, e 75 km s&o obtidos ao todo (5
horas a cada 5 km). Entéo, 15 horas a 20 km/h — 300 km.
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3. Em 5 horas, 75 km, e isso é %da distancia (desde que a

: . 3 Ca
velocidade contra a corrente é igual a Zda distdncia com a

corrente) (Ibidem, p. 280, tradug&o nossa).

Sonya encontrou a variante (2) em 25 segundos, a variante (3) em
outros 30 segundos e a variante (1) em outro 1 minuto.

Uma transferéncia livre e facil de um encadeamento de
pensamento direto a um inverso — essa forma de transferéncia nao era dificil
para ela. Por exemplo, quando aprendeu que angulos retos sdo iguais, nado
houve dificuldade para concluir: “Alguns angulos iguais sdo angulos retos”
(Ibidem, p. 198, tradugao nossa). Krutetskii (1968) afirmou que Sonya também
passava com muita facilidade da resolucdo de um problema direto para a
resolucdo de um problema inverso.

Reducédo dos passos no processo de raciocinio — Sonya tinha
uma tendéncia para pensar em dedugdes e em estruturas reduzidas, no
entanto, essa tendéncia era particularmente bem desenvolvida na resolugcao de
problemas de uma unica categoria.

Dado o problema: Em duas caixas de dinheiro havia 140 rubles no
total. Se 15 rubles sé&o transferidos de uma para a outra, havera quantias iguais
de dinheiro em cada uma. Quanto de dinheiro tinha em cada caixa?

A resolucdo de Sonya, sem pausas, foi: “140 menos 30 serdo 110
e metade 55. Cinquenta e cinco e oitenta e cinco rubles. Também pode fazer
assim: quantias iguais — isso € 70 cada, e antes disso, entdo, havia 55 e 85
rubles”. A pedido do pesquisador ela explicou seu segundo método desse
modo:

Nés imaginamos que o dinheiro ja foi transferido de forma que as
quantias sao iguais. Se elas sao iguais, entdo ha 70 rubles em cada.
Mas antes disso havia 15 rubles a menos em uma (desde que se
tornou 70 quando foram somados 15), quer dizer, havia 70-15 = 55
rubles. Antes, havia 15 rubles a mais na outra (desde que se tornou
70 quando 15 foram tirados), quer dizer, aqui tinha 70 + 15 = 85
rubles (Ibidem, p. 198, traducao nossa).

Uma tendéncia distintiva para economia de pensamento —
Sonya era notavel pelo seu esforgo em encontrar modos mais faceis, claros e

econdmicos para resolver problemas. No entanto, nem sempre tinha sucesso
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para obter a solugdo mais racional para um problema. Normalmente
selecionava o0 modo que a conduzia a meta mais rapido e facilmente. Portanto,
muitas das suas resolugdes eram elegantes. Exemplos:

a) Um pai e seu filho trabalham na mesma fabrica. Eles fazem o
percurso de casa até a fabrica caminhando. O pai percorre a distancia em 40
minutos, o seu filho em 30 minutos. Em quantos minutos o filho alcancara o pai

se o0 pai sair de casa 5 minutos antes do que o filho?

Método usual de resolugdo: Em 1 minuto o pai percorre 4—10 do
caminho, o filho % A diferenga em suas velocidades é % Em 5 minutos o

pai percorre % da distancia. O filho o alcancara em %—% = 15 minutos.

Solucéo de Sonya: "O pai partiu 5 minutos mais cedo do que o
filho; entdo, ele chegara 5 minutos depois. Logo o filho o alcangara exatamente
no meio do caminho, quer dizer, em 15 minutos” (lbidem, p. 284, traducao

nossa).
b) Ela provou o teorema do angulo B
externo de um triangulo de forma simples e /\
clara, utilizando o desenho esbogado na Figura A C
11, argumentando da seguinte maneira:
Figura 11 — Representacdo geométrica do

angulo externo de um tridngulo

A soma dos angulos internos de um triangulo é 2d. O angulo BAC é
igual a 2d quando somado ao angulo externo (como angulos
adjacentes suplementares), ou quando somado com os angulos B e
C (como angulos internos). Entdo, o angulo externo é igual a soma

dos angulos B e C (Ibidem, p. 199, tradug¢ao nossa).
Memorizacdo rapida e completa de contetdo mateméatico —
Sonya resolvia os problemas mentalmente. Tinha uma memadria muito boa para
as relagcdes de um problema, para todas as operagdes intermediarias e os seus
resultados. Porém, a sua memoria para dados concretos € numeros eram
peculiares: ela somente se lembrava dessa informacdo enquanto resolvia o

problema. Em compensacéao, se lembrava da sequéncia fundamental de uma
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prova, categorias de problemas e os principios para resolvé-los, bem como de
esquemas de raciocinios basicos.

Krutetskii (1968) acrescentou que Sonya, as vezes, resolvia um
problema em um nivel geral que até se esquecia dos dados concretos do
problema original. Dado o problema: Se um passaro sentar-se em cada pau,
nao havera lugar para um passaro; se dois passaros sentarem-se em cada
pau, estara sobrando um pau. Quantos passaros e paus existem?

Sonya pensou de forma geral “...) Ha dois numeros
desconhecidos. Se o primeiro numero € dividido pelo segundo, obtemos ou
algum numero com um resto ou um numero maior, mas com uma falta. Como
resolver tais problemas?” Ela expressou: “Ah, adivinhei... Isso significa que o
resto mais a falta € igual ao segundo numero. (...) Agora sei como resolver tais
problemas”.

O pesquisador pediu que explicasse melhor e ela pronunciou: “(...)
Depois da segunda divisdo obtemos 1 a mais, e isso € porque o resto mais
uma falta constitui exatamente o segundo numero. Pesquisador: “Espere, vocé
nao resolveu esse. Quantos paus e passaros?”. Sonya: “Oh, esqueci... primeiro
1 passaro esta sobrando, entdo ha 2 faltas. Assim, 3 paus e 4 passaros”
(Ibidem, p. 251, tradugao nossa). Para ela, os dados concretos eram, de certa
forma, desnecessarios, ndo os retendo na memadria nem durante a resolugao
do problema.

Sonya resolveu esse problema verbalmente e por meio de
raciocinio légico. Ele também pode ser resolvido com o auxilio de relagbes
algébricas, como a que segue.

Denominando X = numero de passaros € y = numero de paus,
temos o sistema de equacgodes:

y=x-—1 (o numero de paus é igual ao numero de passaros — 1)
{ 2y=x+2 (2 passaros em cada pau € igual ao numero de passaros + 2)
ou
{ Xx=y+1 (0 numero de passaros € igual ao numero de paus + 1)
Xx=2y—-2 (numero de passaros € igual a 2 passaros em cada pau — 2
passaros que ndo estdo no pau que esta sobrando)

Assim, x = 4 passaros e y = 3 paus.



127

Uma possivel interpretagdo do pensamento de Sonya nesse
problema €& que ela considerou as informagdes da quantidade que falta (no
caso, 1 pau que equivale a dois passaros) e o que sobra (1 passaro). Fazendo
a soma 1 + 2 = 3 da o segundo numero, que é a quantidade de paus (y). Para
encontrar a quantidade de passaros podemos utilizar x =y + 1 ou x = 2y — 2,
cujo resultado é 4. Sonya fez esse processo rapidamente sem o recurso da
algebra elementar, entretanto, por meio dela podemos compreender seu modo
de pensar.

Fadiga reduzida nas licbes de matematica — Sonya, além de
muito aplicada e apaixonada por resolver problemas utilizando o raciocinio,
raramente se cansava durante as licdes, exceto os longos célculos que fazia
mentalmente. Até mesmo ligdes prolongadas para a sua idade ndo conduzia
Sonya a fadiga. Para fins experimentais foram elaboradas algumas licdes para
ela de uma 1 hora e meia, sem interrupcdo. Somente no final desse periodo ela
revelou sinais de fadiga, tais como enganos e diminuicado de memodria.

Constituicdo mateméatica da mente — Sonya até certo ponto era
caracterizada por uma inclinagéo distinta para encontrar um significado logico e
matematico em muitos fendmenos da vida. Por exemplo, ela se lembrava de
versos de forma muito insuficiente, no entanto, tentava captar o significado
l6gico do arranjo das palavras em um poema. Lembrava o significado, o tema
de um poema, porém, ao reproduzir o poema frequentemente mudava a ordem
da palavra e o reconstruia logicamente. Enquanto desenhava, esforgava-se
para interpretar dimensdes, relagdes e propor¢cdées matematicamente.

Krutetskii (1968) inseriu Sonya no estilo abstrato-harménico,
porque, embora tivesse um excelente desenvolvimento de conceitos espaciais,
ela n&o gostava de resolver problemas que exigissem esses conceitos.

Ela fez a maioria dos problemas da Série XXV, que envolviam
conceitos espaciais, corretamente e rapidamente, incluindo problemas bem
complexos. Exemplos:

Problema (1): Um lapis € amarrado por uma extremidade, e a
outra toma qualquer possivel posicao no espacgo. Que superficie essa ultima
extremidade descreve? Resposta correta em 3 segundos: “a superficie de uma
esfera” (Ibidem, p. 328, traduc&o nossa).
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Problema (2): Qual € o angulo formado pela intersecgdo das
bissetrizes dos angulos agudos de um triangulo reténgulo isosceles? De
imediato ela respondeu: “Metade de dois angulos que formam 90° quando
somados € 45° e de 2d subtraimos 45° = 135° (lbidem, p. 329, tradugéo
nossa). Ela o resolveu sem apoio visual.

Krutetskii (1968) informou que para Sonya, aparentemente, a
l6gica ou o raciocinio normalmente substituia o apoio de imagens visuais. Ela
nao tinha dificuldades para operar com esquemas abstratos e, por isso, nao
sentia necessidade de liga-los a imagens visuais. As caracteristicas de Sonya
descritas acima eram manifestadas apenas na sua atividade matematica e nao

eram observadas em outras categorias de atividade.

Estilo Pictérico-harmonico

Volodya L. (10 anos) nasceu em Moscou em 1949 (perfil feito

em 1959-60).

Krutetskii (1968) comentou que Volodya era um menino
impetuoso, desorganizado, muito curioso. Era fora do normal. Aos 2 anos e
meio aprendeu a contar até 100 e aos 3 até 1000. Aos 4 aprendeu as
operacoes de adicao e subtracdo com os primeiros 100 niumeros. Aos 5 ou 6
anos ja multiplicava mentalmente numeros de dois digitos e construiu sozinho
uma tabela com quadrados de numeros. Aos 6 operava com fragdes, extraia a
raiz quadrada de qualquer numero e familiarizou-se com as fungdes
trigonométricas, ficando imediatamente fascinado pela trigonometria. Ele
chegou, independentemente, ao conceito de uma média geométrica. Aos 8
anos dominava o sistema binario e outros sistemas de numeracao.

As experiéncias com Volodya L. propiciaram a Krutetskii (1968) a
identificacdo de algumas caracteristicas do seu talento matematico. Ele afirmou
que em certo aspecto Volodya e Sonya possuiam talentos diferentes, e
Krutetskii (1968) apontou as seguintes distin¢des:

e A excelente memoéria de Volodya chamou a atencgado de Krutetskii.
Além de lembrar (como fazia Sonya) modelos generalizados de argumentos,
conclusbes e provas, ele tinha uma oOtima memédria para numeros, e as
relagdes de problemas muito complicados eram retidas por muito tempo. Essa

memoria para numeros era tipica desde a sua infancia. Por exemplo, aos 6 ou
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7 anos ele rapidamente memorizava os numeros dos veiculos que encontrava
ao acaso; lembrava-se e poderia reproduzir o numero de paginas de qualquer
livro entre os 400 volumes existentes na biblioteca de sua casa.

e Volodya era melhor nos calculos do que a Sonya. Durante a
pesquisa ele recorria a técnica de calculo mental rapido, ndo utilizando de
muita argumentagao. Krutestkii (1968) destacou que isso ndo significa que ele
nao sabia como, ou ndo gostava de argumentar logicamente, é que ele preferia
fazer calculos. A seguir, sdo apresentados dois exemplos:

a) Ha 4 caixas de massa. Nove kg foram tirados de cada caixa,
restando em todas elas juntas tanto quanto havia em cada caixa inicialmente.
Quanto de massa sobrou em cada caixa? Sua resolugcao foi: “Devemos
selecionar uma relacido entre dois numeros de forma que um sera 4 vezes o
outro e 9 kg a menos: 1, 10; 2,13; 3,12; ai restou 3 kg” (Ibidem, p. 203,
tradugao nossa).

b) No problema das galinhas e coelhos ele resolveu assim:

Ha tantas galinhas quantos coelhos quase duas vezes. Se todos
fossem galinhas, entdo haveria 70 pés, e se todos fossem coelhos
140 pés. 94 esta duas vezes mais perto de 70 do que de 140.
Tentemos: 20 e 10; 21 e 11; 22 e 12; 23 e 12... 23 galinhas e 12
coelhos (Ibidem, p. 203, tradugao nossa).

Perguntaram-lhe como explicaria esse problema a um amigo mais
jovem e Volodya explanou: “Se todas fossem galinhas, seriam 70 pés. Mas de
fato ha 94 pés. Somando um coelho da + 2 pés. Entao, sdao 12 dessas adigcoes,
quer dizer, 12 coelhos” (lbidem, p. 203, tradugcdo nossa). Ao explicar, ele
mudou sua forma de pensar, assemelhando-se a resolugédo de Sonya.

Tal episédio merece um adendo porque ele evidencia que ao se
resolver um problema temos uma maneira de pensar, porém, o fato de ter que
explicar a alguém implica em uma mudanga de raciocinio. Krutetskii (1968)
apresentou esse fendmeno como uma das dificuldades da pesquisa: pensar ou
resolver em voz alta e explicar a resolucdo em voz alta sdo processos
completamente diferentes.

Skemp (1976, p. 51 e 53) discutiu a diferenga entre fazer alguma
coisa e explicar como se fez. Na opinido dele, explicar um processo de
resolucao pressupde o uso de inteligéncia reflexiva, pois temos que pensar na

tarefa em si, no processo mental envolvido para realizar certa tarefa ou agao.
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Podemos acrescentar ainda que toda pessoa pode mudar seu
estilo se houver necessidade. Isso implica que estilos cognitivos e modos de
representacdo nédo devem ser considerados apenas como aspectos
psicolégicos, como caracteristicas mentais, mas também em termos de
estagios da atividade matematica — descoberta e comunicagdo — e dos
assuntos e conteudos trabalhados.

Krutetskii (1968) ressaltou que Volodya e Sonya gastaram
aproximadamente o mesmo tempo para resolver os problemas, e a mesma
idade fizeram problemas de complexidade e dificuldade idénticas. Sonya
pensava sem pressa, entretanto, normalmente encontrava o caminho certo
imediatamente; Volodya raramente encontrava a resolugédo de imediato, porém,
tinha tempo para fazer varias tentativas, mudando rapidamente de uma
tentativa para outra.

Krutetskii (1968) mencionou outras caracteristicas de Volodya que
foram constatadas na sua resolugao de problemas, tais como:

Reducdo dos passos no processo de raciocinio — enquanto
resolvia problemas matematicos, Volodya reduzia bastante os passos no
processo de raciocinio, e aparentemente esse era 0 modo usual de seu
pensamento. Tinha dificuldades tanto para desenvolver como para explicar
uma resolucdo em sua estrutura completa. As vezes, era possivel adivinhar
como ele pensou, somente durante a resolugao do problema.

Por exemplo, dado o problema: “Dois irmdos vivem juntos e
trabalham na mesma fabrica. Para lvan a viagem ao trabalho leva 30 minutos,
e para Peter 40 minutos. Peter deixou o trabalho 5 minutos antes de Ivan. Qual
0 segmento da viagem em que Ivan alcanga Peter?” (Ibidem, p. 203, tradugéo
nossa).

Volodya o resolveu em 32 segundos, no entanto, muitas vezes
nao conseguiu explicar sua resolugdo. A transcrigdo de sua resolugao é: “Em 5

minutos ele cobre 1 da disténcia, em seguida 1 e o outro so 1 em mais 5
8 4 6

minutos § e o outro 1 Em mais 5 minutos i e § Em 15 minutos, metade
8 3 8 6
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do caminho” (lbidem, p. 203, tradugdo nossa). Somente depois de alguns

esforcos teve sucesso explicando que o seu esquema de resolucio era:

Para os 5 minutos em que somente o Peter estava viajando, ele

cobriu % da distancia. Depois que o segundo 5 minutos expirou, ele

cobriu % ao todo, e o Ivan cobriu % da distancia nesses 5 minutos.

Depois dos préximos 5 minutos terem transcorridos, Peter cobriu um

total de % e lvan % Em outros 5 minutos Peter cobriu g e lvan —

3
6

da distancia, quer dizer, cada um cobriu metade da distancia. Isso
significa que eles se encontraram em 3 intervalos de 5 minutos
depois do inicio do movimento de Ivan, ou na metade do caminho

(Ibidem, p. 204, tradugao nossa).

Pensamento geomeétrico — Volodya, em contraste com Sonya,

confiava espontaneamente em imagens visuais e fazia uso de diagramas

variados. A sua resolucdo para quase todo problema era acompanhada por

uma necessidade de expressar a informacéo visualmente.

O mesmo problema dos dois irm&os \

\

\ | |

mencionado anteriormente foi resolvido por ele
utilizando agora dois segmentos divididos em
intervalos de 5 minutos, como ilustra a Figura 12

(Ibidem, p. 204, tradugdo nossa).

Figura 12 — Representacdo geométrica
por meio de segmentos

No problema Um menino
diz a sua irma: Se vocé me der 8 nozes,
entdo nés teremos um numero igual.

Mas ela responde: Se vocé me der 8

8
nozes, eu terei duas vezes mais. | T 7]
Quantas nozes tinha cada um? (Ibidem, A
p. 204, tradugdo nossa) ele apresentou 32 +8=40

a resolucgéao pelo diagrama da Figura 13.

32+8+ 16 =56

32

Figura 13 — Representacdo geométrica do
Problema das Nozes
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O problema: Um pai tem 35 anos e o seu

filho tem 2. Em quantos anos o pai tera quatro vezes a 33

idade de seu filho? (Ibidem, p. 208, tradugdo nossa)

também foi resolvido mediante um diagrama (Figura

14), sem qualquer argumentagao.

Figura 14 - Representacdo geométrica de um
problema envolvendo idades

Pensamento flexivel — Volodya também manifestou essa
caracteristica. Por exemplo, no problema XllI-A-6 (citado na p. 123 desta Tese)
ele apresentou 3 formas de resolugéo, que sdo analogas a de Sonya descritas
anteriormente. No entanto, encontrou a variante (1) em 30 segundos, a variante
(3) em outros 40 segundos e a variante (2) em mais 20 segundos.

Krutetskii (1968) comentou um pouco da trajetoria escolar de
Volodya durante alguns anos e informou que nas séries posteriores ele
comegou a estudar sozinho secgdes inteiras de Matematica de cursos
universitarios, em particular, Fundamentos da Analise Matematica. Seus
professores e supervisores comentaram que ele estava se desenvolvendo mais
como um analista do que como um gedmetra. Isso significa que, com a idade,
certa reconstrugao da constituicdo matematica da mente de Volodya ocorreu.
Os componentes verbal-légicos do seu pensamento matematico adquiriram um
significado crescente em comparagéo com o visual-pictérico.

Os distintos pensamentos matematicos manifestados pelos
estudantes e os processos de resolugcdo de problemas apresentados no item
1.3 desta Tese revelaram certa predominadncia na forma de pensar
matematicamente. Isso foi mais marcante em Sonya e Volodya. Ambos
dispunham de um bom desenvolvimento dos componentes verbal-logico e
visual-pictérico, contudo, suas opgdes por certos procedimentos foram bem
acentuadas.

Sonya em alguns problemas fez uso de imagens visuais, como,
por exemplo, para provar o teorema da soma dos angulos internos de um
triangulo e o teorema do angulo externo de um triangulo, porém, isso nao era
uma condi¢ao necessaria. Ela até poderia fazé-lo sem apoio visual. Na medida

do possivel, resolvia os problemas, mesmo os de geometria, por meio de um
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pensamento analitico em termos de utilizagdo dos conceitos presentes no
problema e da ldgica.

Volodya também conseguia resolver problemas sem recurso
visual, como no problema das galinhas e coelhos, porém, normalmente
necessitava de imagens, e as preferia muito mais em contraste com Sonya.

Nesse problema os dois o resolveram por meio da argumentagao
e do método aritmético. No entanto, Sonya utilizou um pensamento ldgico —
distribuindo primeiramente os animais com duas pernas, para depois voltar e
distribuir o que faltava, pensando nos animais com quatro pernas. Volodya
adotou uma forma experimental, observando a estrutura dos numeros —
estabeleceu o intervalo entre a quantidade total com duas pernas e a total com
quatro pernas e concluiu que o valor dado no problema (o numero total de pés)
correspondia a quase o dobro do numero de galinhas, comparado com o
numero de coelhos. Mesmo recorrendo a um mesmo método, eles pensaram e
organizaram as informagdes de maneiras diferentes.

Essa diferenga entre os dois pode ser justificada pela
possibilidade de se representar uma mesma situacao de diferentes maneiras,
pela existéncia de varios meios de representacdo e pela diversidade de
pensamento. Assim, a existéncia de certa predominancia na forma de pensar a
Matematica € caracterizada como estilo cognitivo, que pode ser identificado por
meio da representacao escolhida.

1.3.2. Estilos cognitivos mateméaticos em uma

pesquisa exploratéria

Foi realizada uma pesquisa exploratéria para analisar o
pensamento matematico na resolugao de problemas, envolvendo estudantes
da Universidade Federal de Mato Grosso, sendo 09 do Curso de Licenciatura
Plena em Matematica (indicados pelos cddigos de MA1 a MA) e 04 estudantes
do Curso de Ciéncias da Computacgao (indicados pelos codigos de CO4 a COy).
Foi proposto a eles 13 problemas matematicos para serem resolvidos, além de

um questionario com perguntas subjetivas a priori e um questionario a
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posteriori. Entre esses estudantes constatamos a existéncia de certa
predominancia no pensamento matematico durante a resolugao dos problemas.

Tomando como referéncia a classificacdo utilizada por Krutetskii,
os sujeitos dos dois cursos acima mencionados foram inseridos no estilo
harmonico. Por serem universitarios, pressupomos que tiveram acesso, no
percurso escolar, aos diferentes simbolos verbal-légico e visual-pictérico,
podendo fazer uso de qualquer um deles quando necessario.

Os problemas 2, 3 e 4 de nossa pesquisa exploratoria forneceram
indicios de um pensamento matematico caracteristico entre alguns dos sujeitos
pesquisados.

Por exemplo, os estudantes MA3, MAs, MAs e MAg revelaram
certa predominancia na utilizagdo de relagdes algébricas para resolver esses
problemas, evidenciando um pensamento mais analitico. Por esse motivo eles
foram ser inseridos no estilo abstrato-harménico.

Esse pensamento analitico foi confirmado pelos sujeitos MA3 e
MAs no questionario a priori, no qual eles responderam que:

e gostam mais de utilizar o raciocinio matematico;
e gostam de pensar de forma mais analitica;
e a preferéncia € maior pela Matematica Pura.

Os estudantes MAs e MAg, embora tenham utilizado um
pensamento analitico na resolug¢ao dos problemas, responderam o questionario
indicando que:

e gostam mais de resolver problemas matematicos;
e gostam de pensar de forma mais intuitiva;
e a preferéncia € maior pelas ldéias Matematicas.

Outros, como os estudantes MA{, MA, MA4, MA7; e CO3 revelaram
certa predominancia por um pensamento mais experimental, atribuindo valores
e estabelecendo relagbes para fazer comparagdes. Algumas vezes, recorreram
ao auxilio de simbolos visual-pictéricos. Esses estudantes foram considerados
como representativos do estilo pictérico-harménico.

No questionario a priori, os estudantes MA{, MA, MA4, MA7 e CO3

nao responderam as questdes de forma a confirmar seus processos de
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pensamento durante a resolugcido dos problemas, como constatamos no quadro
6:

Quadro 6 - Preferéncias em alguns aspectos da Matematica

G - Gosta de pensar A :
Sujeitos osta mais de forma Preferéncia maior
RPM RA I A IM MP
MA, X X X
MA; X X X
MA, X X X
MA; X X X
COs X X X
LEGENDAS:

RPM: resolver problemas matematicos

RA: utilizar o raciocinio matematico

I: intuitiva

A: analitica

IM: ldéias Matematicas

MP: Matematica Pura

O estudante CO; respondeu que gosta mais de utilizar o
raciocinio matematico e de pensar de forma mais analitica, no entanto, na
resolucdo dos problemas empregou procedimentos de carater experimental.
Em alguns problemas, apesar de reconhecer que existem processos mais
formais, como por exemplo, conceitos da Fisica, uma vez ndo conseguindo
utiliza-los, ndo desistia de resolver os problemas. Sua preocupacado nao era
mostrar que sabia aplicar conhecimentos ja adquiridos. Ele sempre procurava
resolver os problemas, buscando relagdes ou valores numeéricos para compara-
los e obter suas respostas.

Os demais estudantes pesquisados (MAg, CO4, CO, e COy4) ndo
evidenciaram um pensamento tdo predominante de modo que pudessem ser
classificados em um dos dois estilos harménicos. A forma de pensar deles
variou de acordo com os problemas propostos € com os conhecimentos
disponiveis no momento.

A seguir, sdo apresentados os problemas e os respectivos
processos de resolugcdo dos estudantes que fizeram emergir a predominancia

por uma forma tipica de pensamento matematico.
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Problemas

Problema 2: De todos os retangulos que tém o mesmo perimetro,
qual o que tem maior area?

Problema 3: A uma equipe de homens foi atribuida a tarefa de
ceifar dois pastos, um tendo o dobro do tamanho do outro. Até meio dia todos
os homens ceifaram juntos no pasto maior. Depois, a equipe foi dividida em
dois grupos iguais. O primeiro grupo permaneceu no pasto maior e concluiu
todo o trabalho no final da tarde. O segundo grupo foi ceifar o pasto menor,
mas no final da tarde ainda restou uma porcao desse pasto para ceifar. Essa
porcao foi ceifada no outro dia por apenas um homem que trabalhou durante
um dia inteiro. Quantos homens estavam ceifando?

Problema 4: Dois trabalhadores, um mais velho e outro mais
jovem, moram na mesma casa e trabalham na mesma fabrica. Caminhando até
a fabrica o homem mais jovem leva 20 minutos. O homem mais velho percorre
a mesma distancia em 30 minutos. Quando o trabalhador jovem alcangara o

homem mais velho, se esse partir 5 minutos antes do jovem?

Estilo abstrato-harmodnico

Estudante MA3
Problema 2. Ele sabia que a resposta era o quadrado, porém,
precisava demonstrar. Pensou por um tempo. Depois desenhou o retangulo e

escreveu:

Area = x.y, supor x >y,

y O perimetroé x+x+y+y=2(x+y)=P

MA; tentou resolver o problema de forma abstrata. Pensou na
variagéo dos lados do retdngulo. Para manter o mesmo perimetro ele disse: “se
aumenta 1 em y, diminui 1 em x”. Em seguida, escreveu:

“Se aproximar x de y, em 1 unidade temos:
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(x=1), (y+ 1), Area=(x=1)(y+ 1) =xy + x—(y + 1). Se ap6s

aumentar y para y + 1, e diminuir x para x — 1, estes valores forem iguais, entéao
teremos Area = xy + x — (x — 1) = xy + 1. A area aumenta em 1 unidade”.

Porém, ele ndo conseguiu obter uma prova matematica. Apos

outras tentativas de resolugdo sem sucesso ele procedeu da seguinte forma:

Area = x.(g— xj [0 segundo fator surgiu de 2(x+y) = P acima]

A(X) = — x? +% AA
A =0 quando x = 0 ou quando N Ponto de maximo
P P Al - .
-X+—=0-> x=— 4 !
2 i
.- P i
Ponto médio x = 1 > P =4, :
como se trata de um retangulo, F', b >
— — X
os lados sdo todos iguais quando se tem a 4 2

maior area”.

Figura 15 — Representacéo grafica associando os
lados de retangulos com suas
respectivas aress

Durante a resolucédo, ele mencionava que o problema poderia ser
resolvido pelo conceito de funcdo, no entanto, ele ndo se recordava do
procedimento. Por isso, tentou outros processos de resolugdo antes de
resgatar esse por meio de fungdo na qual recorreu a representacédo grafica
(Figura 15).

Problema 3. Comecou a resolucdo desse problema fazendo uma
representacao visual-pictorica (Figura 16 ), que o auxiliou na organizagéo dos
dados, como ilustramos abaixo:

h
b\
A p, 2|A
y —m—

A x homens ceifaram
até meio dia A+h

1 tempo
Figura 16 — Representacdo geométrica dos pastos feita por MA;
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Até meio dia x homens na area 2A

A tarde homens ceifaram A - h

N|X N X

(1 tempo) homens ceifaram A - h

No outro dia: 1 homem ceifou h

H_/

2 tempos

Abaixo o que esta entre colchetes corresponde as construgdes

que ele desenvolveu até chegar ao esquema que registrou na folha.

((H A tempo [ H A tempo)
X — A+h —— 1 X — A+h —— 1
X X
{=—A-h — 1 > < -~ ——A-h —— 1
2 2
1 — h — 2 1 — h — 1
\ L 2
- /
~ ~ X h X h
Ele fezrelagdgo 2 +relacdo 3: —+1 —— A-h+—- > —+1 — A—-—
2 2 2 2

Depois dessas construcdes, ele obteve em sua folha de resolucao

0 esquema que apresentamos a seguir:

([ H A tempo
] x ——A+h — 1
[Registro de MA] §+1 — A—% 1
\ 1 — E -1
2

Em seguida, escreveu:
X—2 A

—+2 A

2x—-4=x+4 = x=8homens



139

[Da terceira relacdo de seu esquema 1 — h concluiu que h = 2,

ou seja, que para fazer a area h seriam necessarios 2 homens, e substituiu

isso na primeira relagédo (x—A+h > x—h — A+th—-h 2> x-2=A)].

Problema 4. Ele tentou primeiramente resolver utilizando conceito
de Fisica, entretanto, obteve um resultado negativo. No préximo encontro,

retomou o problema e o resolveu da seguinte maneira:
0 5 10 15 20
i T

|

|

f I f i
| |

| |

0 ; 10' 15 20’ 25 30’

v Posicado do mais velho em 5 minutos
Posigao do mais jovem

Figura 17 — Representacdo geométrica por meio de segmentos feita por MA;

Se considerarmos o tempo comecgando quando estiverem nessa posi¢ao.

Xz(t) =5V, + Vit V, = §V1
X1(t) = V1t
X1 = X2

5Vo+ Vot =Vt > 1—0V1'|'2V1=V1’l1 > E+g’ll—t Vi=0
3 3 3 3

(10—;jv1=o comVy = 0 > t =10 min

MA; comecou a resolucdo desse problema utilizando relacées
algébricas, porém, nado obteve a resposta correta. Num segundo momento,
partiu de uma representacdo geomeétrica (Figura 17 acima) que o auxiliou na
resolugcado por meio de relagbes algébricas. Essa representagcdo por si so ja
fornecia a resposta, no entanto, aparentemente para ele ndo era suficiente, o
problema tinha que ser resolvido analiticamente.

Essa sua resolugdo confirmou o que Krutetskii mencionou, ou
seja, os representantes do estilo harménico possuem um bom desenvolvimento
dos componentes verbal-logico e visual-pictérico, podendo utiliza-los sem
dificuldades. No entanto, ha uma preferéncia mais acentuada por um ou por

outro componente na resolugdo de problemas. O visual-pictérico vem em
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segundo plano, isto €, ele € empregado quando o verbal-légico ndo é suficiente
em um primeiro momento.

Vale acrescentar que no problema 5, abaixo, ele também
empregou um processo de resolugcdo baseado em conhecimentos
padronizados, uma vez que para resolver o sistema de equacgdes utilizou

escalonamento de matrizes.

Problema 5: No quadro 4 x 4 ao lado, | ¢ * T * |32
cada simbolo representa um numero diferente. Esta | m | Il | ¢ | H
indicada a soma dos simbolos em trés das linhas e | Wl | % ¢ % | 30
trés das colunas. Quais sdo os dois totais que T & | | M |32
faltam? 32 31 31

Escreveu: “Faz-se #=a;n=b; M=c e #* =d".

Definiu dois sistemas com 3 equacgdes e 4 incognitas, utilizando

Linhas e Colunas:

10) L4, C3 e L3 20) C1, (L1— L3) e C3
a+2b+c=32 a+2b+c=32
~<2a+2b=31 Li—Ls ~<2b-2d=2
a+c+2d=30 2a+2b =231

Para resolver os sistemas utilizou inicialmente o processo de

isolar as incégnitas, conforme verificamos na sua resolugao:

a+2b+c=32
~ {2b-2d=2 = b=1+d
2a+2b =31 =
2b 32 3
a+2b+c=
eqs—e ~ > ~{—a+c=1 c=1+a
=% {2a+2b:31 { -

Em seguida, escreveu: a + 2c + b = ? (soma a ser obtida na L;)
2c + % = ? [substituiua + b = %].

Como nao conseguiu encontrar os valores para as letras a, b e c,
optou por utilizar o escalonamento de matrizes aplicado no primeiro sistema.
a+2b+c+0d=32

Assim escreveu: 2a+2b+0c +0d= 31
a+0b+0c+2d=30
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Ele ndo constatou que na terceira equacéao c valia 1 e ndo 0.

c b ad
1 2 1 0]32 1210!32
2 20 Oi 31 2> 0 2 2 0:31 [Trocou as colunas]
100 2130 00 1 2130
1210] 32 10 -10] 1
0 1 1 0/31/2]| [DividiuL,por2] > [0 1 1 0!31/2]|[FezL;-2Ly]
0 012]30 oo12i30
Com isso encontrou que:
c—-a=1
b+a=31/2
a+2d=30

[alguns resultados foram iguais aos obtidos pelo 1° processo,
porém, a terceira equagao estava incorreta pelo erro cometido anteriormente].
Em seguida, escreveu outro sistema com 2 equagbes e 4

a+b+2d=32

incognitas, utilizando L e C4 equagdes ainda ndo usadas:
2c +2d =31

De 2c + 2d = 31 > 2d=31-2c
a+b+31-2c=32 > a+b-2c=1

Daqui por diante, ele resolveu utilizando o processo de
substituicdo nas equacgdes.

Constatamos que na resolugcédo de alguns desses problemas ele
nao teve dificuldades em utilizar representagdes visual-pictéricas, entretanto,
somente as utilizou quando ndo conseguia resolver o problema por meio de

relagcdes algébricas.

Estudante MAg

Problema 2: Primeiramente, tentou resolver esse problema
desenhando os dois retangulos (Figura 18 ) e recorrendo a notacéo formal das
demonstragées geométricas. No entanto, ndo conseguiu resolvé-lo. Em outro

dia o retomou e desenvolveu da seguinte forma:
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Retéangulo 1 Reténgulo 2

C
Figura 18 — Representacdo de um quadrado e de um retangulo feita por MAg

P1=2a+2b=2.(at+b) P, = 4¢
Ai=ab A, =c?
Se P1 = P2
2.(atb)=4c > a+b=2c - c=%
Suponha que A é maior que Ay, entao

(a+b)’

Ar>A, > ab>c? > ab> > 4ab>(a+b)’

SN

4ab>a’+2ab+b> >  2ab>a’+b® que ndo é verdade
poissea=1eb=2, temos:

2.(1.2)>12+2> > 4>3 (falso)

Portanto, a area do retangulo 1 € menor que a area do retangulo 2
(quadrado).

Esse estudante procurou resolver o problema de forma geral,
porém, ndo prosseguiu com a demonstragao até o final, recorrendo a um caso
particular para concluir a resolugédo do problema.

No problema 3, desenhou os dois pastos e utilizou relacées
algébricas para resolvé-lo. E no problema 4 tentou inicialmente aplicar
conceitos de Fisica, no entanto, sem sucesso. Depois, escreveu a razao entre

o tempo de cada trabalhador:

¢ .velho _30 1,5' > acada 1'do velho corresponde a 1,5 do jovem”.
jovem 20'
Essa relagdo ndo o
auxiliou na obtengdo da resposta. Por I\ ’\ ‘ | Jovem
ultimo decidiu desenhar dois segmentos S —— Velho

t=5min t=10min t=15min

(Figura 19).

Figura 19 — Representacdo geométrica por meio
de segmentos feita por MAg



143
MAs nao manifestou dificuldade em recorrer a desenhos, porém,

sempre procurava resolver os problemas por meio de relagdes algébricas.

Estilo pictérico-harmonico
Estudante MA;
Problema 2. Essa estudante definiu o perimetro sendo 16 e

desenhou os retangulos (Figura 20 ) a seguir: 4
5 6 7 4
3 3 of o 1 I:H 4
5 6 4
A=15 A=12 A=7 A=16

Figura 20 — Comparacao de diferentes retangulos de mesmo perimetro

Comparando essas areas, concluiu que o quadrado € o retangulo
de maior area.

Problema 3. Nesse problema, ela ndo fez nenhum desenho.
Depois de algumas tentativas para organizar os dados, embora sem sucesso,
pensou no que ocorreu em cada pasto e expressou isso por meio de equacoes,

como apresentamos a seguir:

a — pastos - H
2
H+ H=2q AR _4a 5 3H-4a > H=24
2 2 2 3
E+1+1= ﬂ—a=— 2> E—a=—2
2 6
4a-ba __12 5 _ga=_12 > a=6
6 6
[SubstituiuanaequagéoH=4?3] > H=% > H=8

Essa resolucdo de MA; evidencia que ela nao tem dificuldades de
pensar de forma analitica e nem sempre necessita de apoio visual-pictérico.
Esse fato também vem reforcar a afirmacdo de Krutetskii quanto a
caracteristica de representantes do estilo harménico, ou seja, ha um equilibrio
entre os componentes verbal-légico e visual-pictérico.

Problema 4. Fez um segmento, escreveu ao lado “distancia € a

mesma” e pensou nessa representacdo. Como estava com dificuldades, a
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pesquisadora sugeriu que fizesse um segmento para cada homem, pensasse
no tempo de cada um e na informagao dos 5 minutos. Com isso, ela desenhou
a Figura 21 e desenvolveu a seguinte resolugao:

Distancia € a mesma.

Tempo Dist.
5 1 x_o
f y Y } | } 4 4 6
i / / i 1 20
| 1 X — X=—
:r 7 f E 6 6
x =3,33

Figura 21 — Representacdo geométrica por_meio de
segmentos feita por MA;

MA, disse: “Se eles saissem juntos, o mais jovem percorreria
3,33”. Com base no desenho escreveu: “‘quando o mais velho tiver caminhado
15 minutos eles se encontram, e o mais novo 10 minutos, ou seja, metade do

caminho”.

Estudante COs3
Problema 2. Iniciou sua resolugédo pelo desenho dos retangulos
da Figura 22 a seguir, no qual revelou a compreensao de que o lado do

quadrado é diferente dos lados do retangulo.
y X

y

X
Figura 22 — Representacdo de um quadrado e um retangulo feita por COs

Escreveu:
yz 2z + 2y = 4x
= 2 + 2_y > = 12 + 1 y > X = ﬂ
4 4 2 2 2
Em seguida, pensou na area do quadrado e escreveu:
2 N _ 22 +2zy+y° (]
4

[Esqueceu de elevar o primeiro membro ao quadrado]
Para concluir a resolugcao do problema, atribuiu medidas para os
lados do retédngulo, sendo 2 e 4. Calculou a area do retangulo [2.4 = 8] e

substituiu as medidas dos lados na funcdo obtida em [1] para a area do
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quadrado, fazendo w =9. Comparou as areas 8 e 9, concluindo que o

quadrado era o de maior area.

Problema 3. Ele leu varias vezes o enunciado do problema e
pensou por muito tempo, indicando dificuldades para representar os dados
fornecidos pelo mesmo. Fez os seguintes registros:

X y = 2X

1° periodo, 2 grupos = > x [> x significa que ceifaram uma area
maior do que o pasto x]. Nesse momento, a pesquisadora, junto com ele,
analisou geometricamente essa sua constatagéo, conforme Figura 23 abaixo.

Em seguida, ele escreveu:
3h

7:2x - PMaior

E:1.2x - PMenor . -
2 3 nitnon
E=EX > ——Zx;tx 2122
h=%x.2 > =4, 2

Figura 23 — Representacdo geométrica dos
pastos feita por CO3

Pensou por mais um tempo sem conseguir encontrar um caminho
para resolver, mesmo com a intervengao da pesquisadora sugerindo para que
pensasse no que aconteceu em cada pasto (numero de homens e periodos
para concluir o trabalho).

Depois, ele disse: “se eu encontrar o quanto 1 homem fez,
encontrarei quantos homens trabalharam”. Pensou mais um pouco e decidiu

atribuir valores para os pastos, sendo 6 e 3, e exclamou:

“Cada % equipe trabalhou ; do pasto maior.

% equipe fez 2 de area. [Considerou ; da area que media 6]

equipe toda fez 4 de area.

Se a equipe tivesse continuado junta teriam feito 8”.
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Problema 4: Nesse problema, o estudante COj identificou que
poderia aplicar conceitos da Fisica, até tentou, porém, sem concluir a
resolugdo. Pensou por algum tempo e, em seguida, estabeleceu uma
comparagao entre os tempos de cada irm&o até conseguir uma igualdade, que
ocorreu em 15 min. Diante disso, ele disse que teria que descontar os 5 min
que o mais velho saiu antes do mais jovem, obtendo 10 min. Suas anotagdes
foram as seguintes:
Velho =30

Jovem =20 — % mais rapido

Trajeto =d
v=td t= Y e d=Y
d t
dy=d Vo Vi LW, Y
t, 30 20
J \%
40 30
0 150
10 - 400 450 [o 10 na frente corresponde aos minutos]
11 - 440 480
12 - 480 510
13 - 520 540
14 - 560 570
15 - 600 600

Ele explicou que definiu 40 e 30 sendo o quanto cada um percorre
em 1 minuto. O 40 surgiu da condigdo estabelecida por ele em que o mais

jovem é % mais rapido que o mais velho (30 +%.30 = 40). Com isso, calculou

algumas distancias percorridas e contadas em passos nos tempos 5 min, 10
min, 11 min, 12 min,..., 15 min, na qual encontrou uma igualdade na distancia
percorrida sendo de 600 passos.

Esses problemas e seus processos de resolucéo revelaram certa
predomindncia por um pensamento matematico, tendo como parametro o
referencial utilizado por Krutetskii (1968), o que pode ser denominado por estilo

cognitivo.
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Krutetskii (1968) apresentou seu resultado sobre talento
matematico na resolugao de problemas, analisado sob a luz dos componentes
de habilidades matematicas, ou seja, baseado em caracteristicas psicoldgicas.
Na verdade, sua obra retratou um estudo do pensamento
matematico e de diferentes estilos cognitivos. O préprio Krutetskii (1968)
concluiu que talento matematico pode ser descrito somente por meio de muitas
habilidades distintas. Isso indica que o pensamento matematico ndo é algo
simples, ao contrario, € muito complexo. Por isso, acreditamos que apenas
uma interpretagdo psicolégica ndo € suficiente para estudar o pensamento
diante de um conteudo matematico. Outros parametros sao necessarios para
construir uma caracterizacdo do pensamento matematico.
Diante disso, no capitulo 2 ampliamos a visdo apresentada por
Krutetskii (1968), buscando outros olhares sobre o pensamento matematico,
que envolvem aspectos como diferentes épocas historicas, contextos culturais
distintos, areas de conhecimento e de aplicagao, bem como diferentes formas

de representacdo na Matematica.
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CAPITULO 2

2. ESTILOS COGNITIVOS E DIFERENTES
CULTURAS NA MATEMATICA

Krutetskii (1968) definiu talento matematico com base em
habilidades matematicas manifestadas durante a resolucdo de problemas. Mas
na Matematica devemos analisar somente sob esse aspecto? Nao!

Problemas matematicos detém a atencdo do homem desde a
Antiguidade, como, por exemplo, os da duplicacdo do cubo, da quadratura do
circulo, que sédo os famosos problemas gregos da época de 500 a.C. Alguns
matematicos tentaram resolvé-los por métodos geométricos, outros por
meétodos algébricos e, as vezes, tentando combinar ambos os métodos.

Alguns problemas tornaram-se objetos de estudo que subsistiram
durante muitos séculos. O que leva as pessoas a investigarem um mesmo
problema durante anos e até séculos? A buscarem uma perfeigcdo na resolucéo
de um problema? E somente a resolucdo que importa? Ou pretende-se
encontrar algo mais?

Um problema matematico pode ser foco de atencédo ou por néo
ser resolvido ou por ndo fornecer uma solucdo satisfatéria. Muitas vezes o que
move algumas pessoas a investigar um problema matematico é a busca pelo
estabelecimento de uma estrutura, de uma lei geral.

Os problemas pressupdem uma mesma concepgao quanto ao seu
significado? Eles despertam a mesma atitude nas pessoas? Gowers (2000),
em um artigo publicado sob o titulo The Two Cultures of Mathematics, afirmou
que nao, ja que a perspectiva de um problema estad relacionada com a

finalidade da Matematica, com 0 que se espera de uma resolucdo de
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determinado problema. E essa finalidade se desdobra em duas culturas na
Matematica, ou seja, 0 interesse maior consiste em solucionar problemas ou
construir e compreender teorias.

A seguir, apresentamos, de forma mais detalhada, essas duas
culturas na Matemética, bem como o contraste entre elas e uma conexao entre

resolucao de problemas e construcéo de idéias gerais.

2.1. Duas Culturas na Matematica

Um problema matematico pode originar pontos de vista diferentes
e provocar reacOes distintas. Tomamos como ilustracdo um problema que foi
enunciado pela primeira vez, sob forma de uma conjectura matematica, em
1852 por Francis Guthrie (1831-1899) que € o teorema das quatro cores:
Quantas cores sdo necessarias para colorir um mapa, com qualquer nimero de
paises, de forma que paises fronteiricos ndo tenham a mesma cor?

Ja havia sido constatado que quatro cores séo suficientes, nao
importando a quantidade de paises envolvidos no mapa, porém, ndo se tinha
uma prova matematica desse fato. Durante mais de 100 anos tentou-se
construir, sem sucesso, tal prova. Nesse problema ndo existem métodos
gerais.

Em 1976, Kenneth Appel e Wolfgang Haken apresentaram uma
demonstracdo desse teorema obtida por meio de uma técnica de prova por
computador. Appel e Haken consideraram seu trabalho como uma
demonstracao definitiva, completa e rigorosa. Argumentaram ainda que o fato
de utilizar o computador ndo implica numa mudanca na concepcédo de uma
demonstracdo matematica. Ele é apenas um instrumento que verifica mais
detalhes em menos tempo do que um ser humano.

Essa demonstracdo ndo convenceu muitas pessoas. Hersh (1985)
foi uma delas e manifestou sua decepc¢éao da seguinte forma:

Quando soube que o teorema das quatro cores tinha sido
demonstrado, minha primeira reacéo foi “Maravilhoso! Como é que
eles o conseguiram?” Eu esperava alguma nova percepcao brilhante,
uma demonstracdo que tivesse em seu ndcleo uma idéia cuja beleza
transformaria meu dia. Mas quando recebi a resposta “Eles o
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conseguiram decompondo-o em milhares de casos, e testando-os
em um computador caso a caso”, senti-me desencorajado. Minha
reacao entdo foi, “Isso mostra que realmente ndo se tratava de um
bom problema” (DAVIS & HERSH, 1985, p. 427-428).

Os pontos de vista de Appel e Haken e de Hersh revelam
diferencas de atitudes frente a resolucao de problemas e ao seu significado.

Para os primeiros, o que importa € a resolu¢cdo do problema em
Si, ou seja, se preocupam com o fato de se conseguir resolver o problema ou
nao, mesmo que para isso sejam utilizadas algumas observacdes particulares,
ao invés de regras gerais.

Em contrapartida, para o segundo — que se enquadra na visao
dos matematicos puros — esse procedimento ndo é suficiente, porque €
necessario obter uma idéia geral que seja aplicavel a outros problemas. Os que
pensam como 0 segundo se preocupam com a constru¢do de teorias gerais.
Ou seja, com o desenvolvimento dos instrumentos intelectuais, com os meios
de pensamento como idéias, regras e métodos que sejam gerais.

Para Hersh, se um problema ndo pode gerar um método mais
geral, entdo, ndo vale a pena pensar nele. Essa atitude pode, no entanto,
conduzir a construcao de teorias vazias, ndo havendo mais preocupac¢ao com a
aplicacao das mesmas.

Assim, diante de um problema matematico podemos ter duas
posturas distintas, dependendo do significado que se atribui a uma resolucao
de problemas. Gowers (2000) discutiu essas atitudes associando-as a duas
culturas existentes na Matematica.

Na opinido dele, essas culturas deveriam ser familiares a todos os
matematicos profissionais. Gowers (2000) se refere a distingcdo entre
matematicos que consideram a resolucdo de problemas como sendo o ponto
central e aqueles que estdo mais preocupados com a construcdo e
compreensao de teorias. Podemos classificar Appel, Haken e Gowers como
solucionadores de problema e Hersh como construtor de teorias.

Gowers (2000) apresentou uma categorizacao, sugerindo que se
alguém nédo tem certeza a que classe de matematicos pertence, deve refletir e

optar por uma das duas afirmacdes seguintes:
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a) A finalidade de se resolver problemas é para compreender melhor a
Matematica (do problema a generalizacéo);
b) A finalidade de compreender a Matematica é para se ter mais
capacidade para resolver problemas (isso se refere a aplicagéo).

A maioria dos matematicos concordaria que ha certa verdade em
ambas as posicdes, enfatizou Gowers (2000). De um lado, nem todos os
problemas sdo igualmente interessantes, e uma maneira de distingui-los €&
demonstrar que eles melhoram nossa compreensdo da Matematica como um
todo. De outro lado, se alguém gasta muitos anos tentando entender uma area
dificil da Matematica, porém, ndo fazendo nada com esse entendimento, ou
seja, ndo lhe atribuindo um significado, ou uma aplicacdo, por que qualquer
outra pessoa se preocuparia?

Embora se reconheca a veracidade dessas posicoes,
provavelmente a maioria dos matematicos ndo concordara igualmente com as
duas posicoes. A titulo de exemplo, Gowers (2000) citou Michael Atiyah e Paul
Erdds que atribuiram pesos diferentes para cada posicao.

Em uma entrevista dada por Atiyah, em 1984, Ihe perguntaram
como selecionar um problema para estudar. Ele comecou respondendo que
parte do principio que existe uma resposta. E comentou que algumas pessoas
dizem “eu quero resolver esse problema”, "Como fago para resolver esse
problema?" (ATIYAH apud GOWERS, 2000, p. 66, traducédo nossa). J& Atiyah
declarou que ndo age assim. Ele s6 se move “ao redor das aguas matematicas,
pensando sobre coisas, sendo curioso, interessado, falando com as pessoas,
estimulando idéias; coisas emergem e eu as sigo” (Ibidem, p. 66, traducéo
nossa). Ou estabelece conexdes com qualquer outra coisa que ja sabe acerca
do assunto, e tenta colocar tudo junto, e as coisas se desenvolvem.

Atiyah relatou que praticamente nunca comec¢ou com qualquer
idéia do que estara fazendo ou para onde vai. Ele sempre esté interessado em
Matematica; seja falando, aprendendo, discutindo e, entdo, perguntas
interessantes simplesmente emergem. Confessou ainda, que nunca comecgou
com uma meta particular, exceto a meta de compreender a Matematica.

Paul Erdds, que deixou para o0 mundo numerosos problemas

fascinantes, bem como solugdes para muitos outros, ndo tinha a preocupacgao



152
direcionada na mesma extensdo com o desenvolvimento de teorias. Porém,
isso ndo significa que Erdés ndo estava tentando entender a Matematica.
Gowers (2000) relatou que muitas pessoas que resolveram um problema de
Erdos confirmardo que tiveram que pensar muito no problema. E foram
conduzidas em direcdes inesperadamente frutiferas, revelando que o problema
era mais divertido do que parecia a principio.

Quando Gowers (2000) classificou o0s matematicos em
construtores de teoria e solucionadores de problema, ele estava se referindo as
prioridades estabelecidas. Isso nao significa que eles sdo exclusivamente
dedicados para uma so6 categoria de atividade matematica.

A Matematica precisa das duas culturas, e ramos diferentes da
Matematica exigem aptiddes variadas, afirmou Gowers (2000). Em alguns
ramos, como teoria de ndmero algébrico ou geometria, parecem ser
importantes, por exemplo, para construir uma consideravel habilidade e
conhecimento do trabalho que outros matematicos estdo desenvolvendo. Como
progresso, temos o resultado de combinacdes inteligentes de uma grande
variedade de resultados existentes.

Gowers (2000) ponderou que:

se alguém seleciona um problema, trabalha nele de forma isolada
por alguns anos e finalmente o resolve, a menos que o problema
seja muito famoso, corre-se um grande risco porque ele poderd nao
ser mais considerado importante (Ibidem, p. 67, tradug&o nossa).

Ele acrescentou que a outra extremidade do espectro €&, por
exemplo, teoria de grafos, na qual um grafo pode ser rapidamente
compreendido. Nao se chegara a qualquer lugar em teoria de grafo sentando-
se numa poltrona e tentando entender melhor essa teoria, ressaltou Gowers
(2000). Nem é necessario ler muito da literatura antes de abordar um problema.
E util saber algumas das técnicas mais importantes, no entanto, os problemas
interessantes tendem a ser abertos porque as técnicas estabelecidas nao
podem ser facilmente aplicadas.

Outro ponto que Gowers (2000) destacou se refere ao assunto,
pois 0s assuntos que despertam o interesse dos construtores de teorias estao,
atualmente, muito mais em moda do que agqueles que atraem o0s

bY

solucionadores de problemas. Mateméticos ligados a “construcdo de teorias
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consideram freqiientemente o que eles estado fazendo como o nucleo central da
Matematica” (Ibidem, p. 67, traducdo nossa). Assuntos referentes a
combinatorios eles julgam como algo periférico e sem relevancia especial para
0s principais propésitos da Matematica.

Essa atitude nos remete ao depoimento de Hersh, citado
anteriormente, quanto a demonstracdo do teorema das quatro cores, ou seja,
um problema sé é interessante na Matematica se dele originarem teorias
gerais.

O objetivo de Gowers (2000) com esse artigo era defender alguns
dos assuntos menos populares contra criticas que comumente sao feitas. Ele
esclareceu que dedica uma maior atencéo para combinatério, pois € a area que
mais conhece. No entanto, o que ele afirmou ser aplicado as outras areas. A
palavra "combinatorio”, utilizada por ele, se refere aos problemas que podem
ser resolvidos por métodos apropriados e principios heuristicos de ampla
aplicabilidade. Normalmente nesses problemas muitas idéias importantes néo
aparecem na forma de teoremas precisamente declarados.

Devemos chamar a atencédo para o fato de que Gowers (2000)
demonstrou que ha algo mais por tras dessas diferencas do que tendéncias
psicolégicas ou gostos individuais. Os matematicos que se preocupam com
combinatérios geralmente tém como prioridade a resolucdo de problemas. E
muitos problemas para serem resolvidos precisam de um pensamento intuitivo
e contextual ou situado, de uma observacdo ampla e nitida da situacdo, de
uma experiéncia concreta, em vez de regras e estratégias gerais, pois 0S
dados s&o mais importantes do que as leis gerais.

Por exemplo, num jogo de cartas a distribuicdo das mesmas é
determinante. O mesmo pode ocorrer na area de combinatorios, na data
analisys ou na teoria dos numeros. "Em Matematica, o contexto obscurece a
estrutura. Em Analise de Dados, o contexto fornece o significado", escreveram
Moore e Cobb (MOORE & COBB, 2000, p. 615).

Gowers (2000) indagou: Por que o assunto relativo a resolucéo de
problemas deveria ser menos considerado do que os de cunho teorico? Para
buscar uma resposta a essa pergunta ele levantou outra: O que faz uma parte

da Matemética mais interessante do que outra?
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Gowers (2000) expds a opinidao de Atiyah sobre esse ponto.
Atiyah declarou que tanta Matematica € produzida que é dificil que tudo possa
ser lembrado. Diante disso, os processos de abstracdo e generalizacdo séo
importantes como um meio de dar sentido a um grande ndmero de dados
(provas de teoremas individuais) e de viabilizar que pelo menos alguns deles
podem ser repassados.

Atiyah alegou que por esse motivo, 0s resultados que
permanecerem deverdo ser organizados coerentemente e explicados de forma
econdmica para futuras gera¢des de matematicos.

Para muitos, combinatorio corresponde a um grande numero de
problemas e resultados isolados, e, nesse sentido, pode ser uma desvantagem
continuou Atiyah. Cada resultado pode particularmente exigir muita
simplicidade, porém, “pessoas engenhosas existem e geracdes futuras de
combinatorialisticos nao terdo tempo ou inclinacdo para ler e admirar mais do
que uma fracdo minuscula de sua producdo” (GOWERS, 2000, p. 68, traducéo
nossa).

Gowers (2000) concordou em parte com a opiniao de Atiyah. Ele
confirmou que € raro encontrar na area de combinatorios uma proposicao muito
geral que possa inserir um grande numero de resultados existentes em seu
proprio contexto. E também verdadeiro que muitos dos resultados provados por
combinatorialisticos estdo um pouco isolados e poderdo ser completamente
esquecidos. Contudo, é falso afirmar que ndo existe nenhuma estrutura
referente a0 assunto. Muitos matematicos acreditam que a area de
combinatoérios se reduz a uma colecdo mesclada de problemas e resultados
particulares, e que os principios organizados sao menos explicitos.

Se 0s processos de abstracdo e de generalizacdo, que sdo tao
importantes em Matematica, sdo de uso limitado em combinatdrio, entdo como
pode o assunto ser transmitido para geragOes futuras? questionou Gowers
(2000).

Para refletir sobre essa indagacdo Gowers (2000) fez outra
pergunta: “Quais sdo as provaveis exigéncias dos combinatorialisticos do
futuro?” (Ibidem, p. 68, traducdo nossa). Sua prioridade provavelmente é

resolver problemas. Nesse caso, seu interesse em um dos resultados de hoje
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estara vinculado a se, compreendendo os problemas, eles melhorardo sua
propria habilidade para resolvé-los. E isso conduz para o centro do assunto. As
idéias importantes na area de combinatorio, geralmente, ndo aparecem sob a
forma de teoremas declarados, porém, mais freqientemente sob principios
gerais de ampla aplicabilidade.

Com essa discussdo, Gowers destacou a importancia de
pesquisar assuntos que nao conduzem as teorias gerais, como problemas
combinatdrios, pois ndo devemos nos restringir a apenas uma abordagem da
Matematica.

Podemos ressaltar que na cognicdo, as duas culturas sé&o
interdependentes, isto €, uma pertence a outra. De um lado, um problema além
de ser resolvido pode dar origem a idéias gerais, sem ser necessariamente
uma teoria geral. De outro lado, um problema pode ser classificado se ele
pertencer a uma classe de problemas, ou seja, se uma idéia geral se aplica a
uma classe de problemas.

Essa reflexdo das duas atitudes € importante para o ambito
escolar, no qual se tem uma predominancia na resolugcdo de problemas,
enfatizando meétodos gerais. Os estudantes, por exemplo, na resolucdo de
equacdes, simplesmente aplicam o algoritmo padronizado sem pensar no
problema, sem se perguntar se existe solugao.

No caso de (9 — 4), se conhecemos 0s nUmeros naturais e suas
operacbes temos uma resposta. JA no célculo (4 — 9) se considerarmos
somente 0s numeros naturais, ndo ha solucdo. Nesse caso, em qual campo
numérico temos uma solucdo? O mesmo ocorre com a equacdo (x> + 1), em
que sentido existe solugdo? Os estudantes ndo fazem tais questionamentos,
apenas repetem os modelos apresentados pelo professor.

Duas atitudes também podem ser observadas em jogos. Por
exemplo, o jogo de paciéncia Spider no computador pode provocar duas
reacfes: uma é simplesmente jogar, e uma vez ndo conseguindo vencer, parte-
Se para uma nova jogada; outra € repetir a mesma jogada varias vezes com o
intuito de tentar vencer, estudando varias possibilidades que permitam avancar

em cada jogada.
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Outro jogo é o NIM, também disponivel no computador, no qual
podemos jogar infinitas vezes. Contudo, quando percebemos uma estrutura no
jogo, dada pelo sistema binario, determinamos uma teoria que possibilita
elaborar estratégias para qualquer jogada. Porém, com iSso corremos 0 risco
de perder o estimulo para jogar, ja que é possivel ganhar quase todas as
partidas.

Atitudes diferentes também foram percebidas ja na Antiguidade. A
titulo de exemplo, podemos comparar Speusippus e Meneachmus. Os
Elementos de Euclides apresentaram tanto problemas de construgbes
geomeétricas com régua e compasso como de demonstracdo de teoremas.

Com base nisso, alguns, como o0s seguidores de Speusippus,
denominaram “todas as proposi¢oes de ‘teoremas’, considerando ‘teoremas’
como designacdes mais apropriadas do que ‘problemas’ para os objetos das
ciéncias teoricas, desde que essas ciéncias lidam com coisas eternas” (Otte,
2003b, p. 6, traducédo nossa). Ja os matematicos da escola de Meneachmus
afirmaram que todas as investigacdes eram problemas.

Otte (2003b) informou que Proclus, em seus Commentarious aos
Elementos de Euclides, mencionou que as duas posi¢cdes estavam corretas. De
um lado, a escola de Speusippus estava certa porque o0s problemas de
Geometria eram de uma categoria diferente daqueles tratados pela mecanica.
De outro lado, sem entrar no assunto nao havia descoberta de teoremas.

Para distinguir essas duas culturas sob mais uma perspectiva

I*® em um labirinto.

tomamos como exemplo um experimento menta

Imagine estarmos no meio de uma floresta. Se quisermos sair
dela, como devemos proceder? Podemos andar aleatoriamente adotando a
estratégia da tentativa e erro, porém, ha o perigo de caminhar em circulos.
Para evitar isso, utilizamos um meio simples que é definir uma direcdo, com o
auxilio de uma bussola, e seguimo-la constantemente. Se nos depararmos com
uma arvore, viraremos a direita e a contornaremos, sempre nos mantendo a
direita dela, até que possamos retomar a direcao definida inicialmente.

Agora supondo que, no lugar dessa floresta, estejamos num

complicado labirinto. Nesse caso, esse simples algoritmo nem sempre
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funcionaria, e provavelmente terminariamos andando em circulos. Para que
iISso ndo ocorra, além da bussola, necessitaremos de um segundo instrumento
que possibilite contar nossas voltas completas. Esse algoritmo aperfeicoado,

chamado de algoritmo da certeza, pode ser formulado do seguinte modo:

1. Escolha uma direcao inicial arbitraria, chame-a de ‘norte’ e vire-se
para essa direcao.

2. Va4 em direcdo ao “norte” em linha reta até encontrar um obstaculo.
3. Vire a esquerda até que esse obstaculo esteja a sua direita.

4. Contorne esse obstaculo, mantendo-o a sua direita até que a volta
total (incluindo a volta inicial do passo 3) seja igual a zero (OTTE,
1993, p. 286).

Diagrama A Diagrama B Diagrama C

Diagrama A — E um esbogo do primeiro algoritmo em funcionamento.

Diagrama B — Indica um problema para o primeiro algoritmo, evidenciando
sua fragilidade. A tartaruga andara em circulos
eternamente, procurando retornar para o “norte”.

Diagrama C — O algoritmo da certeza faz com que a tartaruga saia da
armadilha, por ndo fazer uma volta completa.

O algoritmo da certeza permite que se saia do labirinto
independentemente de sua construgdo. No entanto, ele n&o propicia o
conhecimento do labirinto, pois ele ndo explica nada. Com ele ndo podemos
construir o mapa do labirinto.

Podemos considerar que o pensamento algoritmico € o conhecer
sem a percepcdo. O algoritmo resolve o problema, em que o importante é
encontrar a saida, porém, ndo fornece nenhuma idéia para a descricdo desse

labirinto. Para fazer um mapa do labirinto € preciso descrevé-lo. Se féssemos

'8 Esse experimento consta no livro de Michael Otte (Otte, 1993, p. 285-286).
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colocados novamente nesse labirinto, teriamos que utilizar de novo o algoritmo.
Isso pode ser comparado a uma “maquina cega” (Ibidem, p. 287).

Resolver um problema normalmente significa representa-lo para
que a resolucéo se torne clara. O mapa seria uma representacdo do labirinto.
No pensamento tedrico o importante é elaborar um plano para encontrar a
saida.

Por isso, diante de um problema, a Matematica Pura no século
XIX (a Matemética tedrica, aquela que se separava das aplicagbes e da
Ciéncia Natural e pretendia se dedicar somente a honra do espirito humano),
em vez de mergulhar na busca de uma solucdo, comecava com a pergunta:
Sera realmente possivel resolver esse problema?

Abel, um dos primeiros que tomou essa atitude tedrica, fazia
indagacdes como essa, e a citou em sua memoria On the Algebraic Resolution
of Equations, de 1826. Antes de resolver uma equacao, questionava se tal
relacdo era possivel. O objetivo primordial era pensar no problema antes de
resolvé-lo.

Um mapa corresponde a perspectiva do olho de um péassaro.
Dessa forma, a teoria proporciona a libertacdo do algoritmo. Para Otte

A Matematica teodrica tenta relacionar-se as “coisas mesmas”, pois
uma idéia tedrica pode servir na solucéo de muitos e diferentes tipos
de problemas e, por essa razdo, estard ligada a muitos tipos de
representacdes (Ibidem, p. 287).

A opcao por utilizar o algoritmo da certeza pode ser comparada
com a atitude de resolver problema, sem se preocupar com algo mais geral.
Em contrapartida, a opcdo por representar o labirinto por meio de mapa
corresponde a atitude de construir uma teoria. Ele permite encontrar a saida
mesmo sem estar no interior do labirinto. Contudo, o0 mapa é geral apenas para
esse labirinto, uma vez que um mapa representa um labirinto particular.

As atitudes das duas culturas na Matematica, de acordo com
Gowers (2000), estdo vinculadas as prioridades estabelecidas em um dado
momento. Solucionar problemas e construir teorias sdo ac¢des incompativeis?
N&o! Existem problemas em que elas séo interdependentes, como podemos

constatar no proximo item.
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2.1.1. Conexéao entre resolucao de problemas e idéias

gerais

Otte (2003a) no artigo Does Mathematics Have Objects? In What
Sense? fez uma reflexdo acerca da atividade cognitiva, evidenciando que ela
poderia ser descrita como um sistema de objetos e meios, e a dialética de

objetos e meios poderia ser resumida como segue:

e Objetos e meios de cognicao estdo relacionados com atividade
matematica. Matematica ndo pode proceder de uma orientacdo exclusiva para
métodos universais, formais. Matematica também forma conceitos especificos

planejados para nos ajudar a compreender fatos matematicos.

e Objetos e meios ndo estao apenas relacionados, também podem
estar em oposicdo. Objetos ou problemas séo resistentes a cognicdo. Eles ndo
produzem 0s meios para suas proprias solucoes.

Otte (2003a) concebeu Objeto como sendo qualquer problema e
meio como qualquer coisa que pareca apropriada para realizar a mediacéo
entre o sujeito e o objeto de cognicdo, qualquer idéia que possa ajudar a
resolver o problema e qualquer representacédo dessa idéia.

Idéias fundamentais e conceitos tedricos sdo auto-referentes, ou
seja, eles mesmos e, pelo menos em parte, organizam e articulam o processo
de seu préprio desenvolvimento, ressaltou Otte (2003a).

Otte (2003a) continuou, na Matematica, entender uma idéia ou um
conceito significa aplica-lo e desenvolver uma teoria. Essas idéias séao,
entretanto, a0 mesmo tempo o0 comeco e a base do desenvolvimento. Isso
significa que elas precisam ser intuitivamente impressionantes, devendo
motivar e guiar a atividade, bem como orientar a representacgéo.

Cada problema tem uma estrutura especifica. Uma resolucéo
pode desenvolver idéias gerais que provavelmente serdo aplicadas a outros
problemas e poderdo se tornar independentes dos mesmos. Em outras
palavras, as idéias sdo descontextualizas porque sao aplicaveis a outros

contextos ou problemas.
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Ha problemas nos quais podemos identificar, de forma mais

nitida, certa interdependéncia entre resolucdo de problemas e construcdo de

teorias, uma vez que € pouco provavel que exista um problema totalmente

novo. Todo problema tem um aspecto geral, caso contrario, seria sem solucgéo.

Polya (1978) evidenciou esse fato ao mencionar que o0s problemas

matematicos ndo estao isolados, havendo sempre algum vinculo que pode ser
estabelecido.

No entanto, é preciso ressaltar que algumas idéias podem ser

aplicadas em alguns problemas, porém, ndo em todos. Para indicar certa

conexdo entre resolucdo de problemas e teorias ou idéias gerais, sao

desenvolvidos alguns exemplos, como acompanhamaos a seguir.

Caso A: Problema da corda e o problema do epicicldide

O problema da corda proporciona uma discussdo de dois
procedimentos de resolugéo: o indutivo e o axiomatico. Tais procedimentos sdo
ao mesmo tempo contrastantes e dependentes entre si. Otte (2003a)
mencionou que duas diferentes idéias podem ser decisivas na resolucédo de um
problema particular e assim, parecer como equivalentes nesse sentido.
Contudo, outro problema pode elucidar a sua diferenca. Para evidenciar tal

diferenca € apresentado na sequéncia o problema do epicicléide.

1 — Problema da corda'®: Imagine uma corda ao redor da circunferéncia
da Terra, que para essa proposta sera considerada como uma esfera
perfeitamente lisa, com seis mil quildometros de raio.

De acordo com Papert (PAPERT apud OTTE,
2003a), alguém sugeriu colocar a corda acima da Terra,
utilizando postes de 2 metros de altura (Figura 24). Isso
implica que a corda deveria ser mais comprida. A discusséo

girou em torno do comprimento adicional da corda.

Figura 24 — Representacdo da corda
ao redor da Terra

19 problema selecionado do livro de S. Papert “Mind-storms” Basic Books, 1980 e citado por M.
Otte no artigo publicado na Synthese 134, Kluwer Academic Publishers, 2003a.



161

Muitas pessoas que cursaram a escola secundaria sabem como

calcular essa resposta. Porém, antes de fazé-lo ou de continuar a leitura tentam

adivinhar: a corda é aproximadamente mil quildbmetros mais comprida; ou cem
mil quildmetros, ou dez mil quildometros?

Para resolver esse problema, Papert

A . [
propds utilizar inicialmente uma versado simples, que
€ a versao linear, na qual consideramos nesse
problema uma terra quadrada (Figura 25). Otte
. J

(2003a) denominou esse processo de Cur (idéia de

curvatura).

Figura 25 — Representacdo da Terra quadrada
e da corda ao redor da mesma

Papert (PAPERT apud OTTE, 2003a) mencionou que essa versao
linear € uma boa regra geral para simplificar o problema. Assim, aumentando o
lado do quadrado ndo se muda a quarta parte do circulo — que se encontra nos
quatro vértices do quadrado menor — de forma que a corda extra necessaria
para aumentar a corda da terra numa altura h € a mesma, tanto para uma terra
guadrada muito pequena como para uma muito grande. Isso resolve o
problema. Portanto, 0 aumento da corda necessaria é (2xz.h).

O proprio Papert destacou que a finalidade de se trabalhar com o
problema néo é para obter a resposta certa, e sim, para contemplar o conflito

existente entre diferentes maneiras de pensar no problema.

De uma forma diferente,

e talvez mais coerente, Leibniz

poderia sugerir uma versao linear

como ilustra a Figura 26.

Figura 26 - Representacao da Terra em termos
de um quadrado
Essa versdo de Leibiniz
propicia proceder indutivamente do
quadrado para o octégono, conforme

Figura 27.

Figura 27 - Representacdo da Terra em termos
de um octégono
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Na verdade, ambas as resolugbes indicam que suas idéias
apontam para o fato de que o tamanho da terra ndo faz diferenca para a
quantidade extra de corda necessaria, 0 que eventualmente resolve o
problema. Mas a primeira resolveu com base em uma foérmula, enquanto a
segunda criginou diretamente da linearidade.

Assim, as duas idéias, que sdo chamadas por Otte (2003a) de Cur
(a idéia de curvatura) e Lin (a idéia de linearidade) respectivamente, parecem
equivalentes com respeito ao problema em questao. %

Podemos chamar a pequena distancia
do centro ao perimetro de: o raio desse poligono.
Aumentando o raio para h, aumenta o0 comprimento
do perimetro para o perimetro de um poligono

regular semelhante de raio h (Figura 28).

Figura 28 - Identificacdo de poligonos
regulares semelhantes

Essa é a linearidade da fungdo representada pela forma
geométrica em si. O todo é a soma das partes: se 0 raio aumenta de x para
(x+h) o perimetro aumenta de f(x) para f(x) + f(h).

Temos f(x + h) = f(x) + f(h) e f(0) = 0. O perimetro de um poligono
€ uma funcéo linear de seu raio. E o principio de continuidade fornece o
mesmo resultado para o circulo.

O interessante, informou Otte (2003a), € que podemos verificar
esse fato diretamente das figuras geomeétricas. Podemos constatar visualmente
gue o aumento do perimetro € novamente representado por um poligono de
mesma forma. Para derivar outra, uma representacdo da funcéo linear mais
construtiva do que descritiva, Leibniz indicou o fato de que a forma do poligono
ndo mudou ao colocar a corda ao redor dos postes (isto €, aumentando os
raios para h), ou seja,

f(x+b) f(x) _ constante e y=f(x) =c.x
X+b X

Otte (2003a) fez a ressalva de que as potencialidades da idéia
Cur de Papert podem somente ser apreciadas quando consideramos a

expressao algébrica y = ¢. x como a nova e relevante forma. Em contraste com
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Leibniz temos a mesma funcéo linear para todos os modelos de terra (em que
o perimetro pode ser qualquer curva fechada lisa sem interseccao).

O fator de proporcionalidade 1.2z produz o numero de circulos
completos que a ponta dos postes estende-se quando segue a curva. Assim, 0
valor alternativo de ¢ seria n . 2z (n sendo qualquer namero inteiro) e da
descontinuidade da distancia se entende que pequenas deformacdes da curva
nao poderiam mudar o valor de c.

Otte (2003a) destacou que o objeto geométrico é o campo vetorial
ao longo da curva e ndo a curva. O numero inteiro n € mais usualmente
chamado de indice do campo vetorial referente a curva. O indice ndo mudaria
contanto que deformacfes da curva ndo passassem por um zero do campo
vetorial.

Ambas as abordagens resolvem o problema 1 e desse ponto de
vista parecem equivalentes. A seguir, € apresentado um segundo problema em

gue constatamos que as idéias Cur e Lin ndo sédo equivalentes.

2 — Problema do epicicléide?®. Consideremos um pequeno circulo que
gira, sem deslizar, ao redor de um circulo maior (podemos pensar neles como
se fossem engrenagens). O raio do circulo maior € trés vezes o tamanho do
raio do circulo menor. Quantas vezes vemos o circulo menor girar?

Davis (DAVIS, apud Otte, 2003a) informou que os especialistas
aparentemente raciocinam assim: se o raio do circulo maior é trés vezes maior,
nesse caso, 0 perimetro € trés vezes maior. “Girando sem deslizar” significa
gue os comprimentos do arco serao iguais. Desde que o comprimento do arco
S € o produto do raio vezes o angulo central, o angulo do circulo menor deve
ser trés vezes tdo grande quanto o angulo do circulo maior. Porém, o angulo no
circulo maior deve aumentar em 27, logo o angulo no circulo menor deve
aumentar em 3x2z =67z, € 0 circulo menor gira trés vezes. Essa resposta é
errada.

Constatamos que 0s especialistas tentaram utilizar a idéia Lin,

gue nado conduziu a resposta correta. Quais resultados a idéia Cur poderia

produzir? Assim, substituimos o circulo maior por um quadrado.

% Esse problema encontra-se no livro Learning Mathematics de Robert Davis (1984).
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Podemos verificar na Figura 29 que nos quatro cantos o circulo
menor gira sem progredir, ao longo do perimetro da
figura maior. Por substituir o circulo maior pelo

guadrado somos incapazes de perceber que duas

diferentes rotacdes sao sobrepostas no movimento
do circulo menor. Como ele gira em um angulo de 90°
em cada um dos quatro cantos, compreendemos que

a resposta correta seria quatro vezes!

Figura 29 - Representacdo da rotagdo do circulo
menor por meio da idéia Cur

O ponto central do circulo menor
descreve um epicicléide, que tem trés “folhas” (Figura
30). Isso é o0 que a idéia Lin explicita. Os especialistas
devem ter usado essa idéia e se desviaram dela
porque negligenciaram a curvatura, ou seja, as duas
diferentes rotacdes do circulo menor, que também séo

sugeridas por Davis.

Figura 30 - Representagao da rotacao do circulo
menor por meio daidéia Lin

Davis escreveu: Os especialistas aparentemente raciocinaram que
se o raio do circulo grande é trés vezes maior, entdo, o perimetro € trés vezes

maior.

Pela Figura 30, baseada na idéia Lin exposta anteriormente,
concluimos que o circulo menor gira trés vezes. Que é a resposta errada!

Otte (2003a) concluiu que, da mesma forma como na analise do
problema 1 de Papert, essa apresentacdo do problema 2 é influenciada pelo
interesse tradicional nas formulas. As alternativas Leibinizianas, em contraste,
estdo mais interessadas na estrutura relacional e nos objetos intuitivos.

Em termos da mera resolucdo do problema 1, ndo ha diferenca
entre os dois procedimentos. No entanto, em termos gerais essa diferenca é

acentuada.
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Esse problema € interessante porque evidencia algumas

limitacbes do pensamento tedrico, mais precisamente, do sistema axiomatico.

O problema tem o seguinte enunciado:

Ha duas torres altas. Um homem parado na base da
torre mais alta mede o angulo de elevagdo ao topo da torre mais
baixa e encontra como medida um angulo de 40°. Ele caminha na
direcdo da torre mais baixa e, quando chega a sua base, nota,
olhando para tras, que o angulo de elevacéo da torre mais alta € 70°.
Porém, ele continua indo na mesma direcdo até perceber que 0s
topos das duas torres estdo alinhados. Essa linha estd a um angulo q
na horizontal. A situagdo é representada na Figura 31, com AD e BE
sendo as torres. Qual é o valor de q? (GOLDSTEIN, 1996, p. 80,

traducao nossa). D

Goldstein (1996) apresentou esse
problema a varios matematicos, dando-lhes cerca
de um minuto para pensar. Eles ndo encontraram
o valor de g, no entanto, indicaram qual método
era aplicavel ao problema. Assim, duas respostas
surgiram: (i) ndo h& informacdo suficiente para

obter uma uUnica solucéo; (ii) o problema pode ser

resolvido de forma ndo computacional, isto €, sem O

. L. A
utilizar tabelas matematicas.

B C

Figura 31 Representacdo geométrica do
problema das torres

Tanto (i) como (i) estdo errados, alegou
Goldstein (1996). Para explicar sua afirmacao ele
forneceu uma prova de que o problema nédo é resolvivel
por intermédio de métodos ndo computacionais e que um
outro problema aberto emergira dessa prova.

Sua prova consistiu no seguinte:

Construa uma reta EF paralela a AC,
cortando AD até F. Seja o comprimento de AB indicado
por x (Figura 32). Com base nos valores numeéricos do

problema, temos: AF = BE = x.tan40° e AD = x.tan70°.

D
Fr.\> E
A B C

Figura 32 - Construcdo geométrica auxiliar para
desenvolver a prova matematica
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Assim, DF = AD — AF = x.(tan70° — tan40°).
Portanto, como EF = AB = x e g = FED, o valor de q é:
g = tan™(tan70° — tan40°) = 62,345°.

Em geral, para valores inteiros de a e b, o valor de tan™(tan a —
tan b) serd ndo-inteiro (por causa da natureza transcendental da funcgéo
tangente). Ou seja, quando BAE e ABD tém valores inteiros, q sera nao-inteiro.
Consequentemente, g ndo pode ser obtido por métodos ndo computacionais.

Goldstein (1996) reconheceu que esse nao era um argumento
dedutivo, porém, afirmou que a prova estava convincente. Ele perguntou: Por
qué? Uma de suas explicacées residiu no fato de que nem todas as
proposicdes ou verdades podem ser deduzidas.

Ele citou os cientistas da computacdo e suas dificuldades para
formalizar o conhecimento de senso-comum na notacao da logica de primeira-
ordem. Com isso, estdo considerando como errbnea a suposicao de que
grande parte da argumentacgao seja dedutiva.

Em sintese, Goldstein (1996) quis, com essa discusséo,
evidenciar que explicacdes matematicas vao além do que se pode alcancar por
procedimentos de provas formais. Ou seja, ndo € porgue ndo conseguimos
desenvolver uma prova com recursos do sistema axiomatico que devemos
descartar um problema, ou considera-lo desinteressante, como opinou Hersh
(1985).

Nesse sentido, Goldstein e Gowers tém a mesma opinido, ja que
para eles problemas abertos ou problemas combinatérios podem consistir em
um campo de investigacdo matematica muito frutifera.

Na verdade, as duas culturas na Matematica ndo sao excludentes
e podem ser vistas como complementares. Deve haver um equilibrio entre
solucionadores de problemas e construtores de teorias.

N&o devemos ter em mente apenas a resolucdo de um problema,
sem almejar a aprendizagem de algo novo. Também n&o podemos nos
restringir somente a construcdo de teorias, correndo o risco de transforma-las
em teorias vazias, sem aplicacdes. Um matematico, mesmo preferindo a

resolucdo de problemas, teria que apreciar o valor das idéias gerais e
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vislumbrar a generalizagdo. Construir somente teorias sem resolver problemas
especificos caracterizaria mais um filésofo do que um matematico.

O pensamento matematico para Gowers (2000) esta associado as
areas de conhecimento em que algumas sao mais propicias ao
desenvolvimento de teorias gerais e outras ndo. Gowers (2000) apontou
diferencas existentes no interior da propria matematica, ou seja, que ha
pensamentos distintos até mesmo entre 0s matematicos puros.

A matematica foi caracterizada em seu artigo para uma
complementaridade entre generalizagdo e aplicagdo. Krutetskii em alguns
momentos também apontou essa complementaridade. Ele fez uma pesquisa
com professores e os itens indicados por eles (em 90%) como 0Ss mais
importantes foram generalizacdo e aplicagdo de idéias gerais, em termos de
provas formais e de resolucao de problemas.

Gowers (2000) elucidou a existéncia de duas -culturas na
Matematica, que estdo associadas as areas de conhecimento. Sera que a
diferenca na forma de pensar a Matematica é algo que ocorreu recentemente?
A seguir, sdo apresentados alguns relatos histéricos que auxiliam a resposta

dessa questao.

2.2. Estilos Cognitivos e a Historia da Matematica

Maneiras diferentes de pensar e de representar usando a
Matematica ndo é algo contemporaneo. Isso pode ser verificado na propria
evolucdo do conhecimento matematico. Na Histéria da Matematica podemos
encontrar certas diferengas na forma de pensar, tendo como referéncia a
cultura, a regido e o conhecimento disponivel. Temos momentos em que, por
exemplo, ora a Geometria ora a Algebra guiava a construcdo de teorias
matematicas.

Alguns estudiosos abordaram o pensamento matematico focando
a Histéria da Matematica. Tomamos como referéncia as idéias expostas por
Jules-Henri Poincaré (1854-1912) e Pierre Boutroux (1880-1922).
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2.2.1. Poincaré e pensamentos matematicos distintos

Poincaré fez doutorado em Ciéncias Matematicas. Como
professor lecionou as disciplinas de Fisica, Matematica, Calculo das
Probabilidades, Astronomia, Mecéanica Celeste e Eletricidade Teorica.

Publicou cerca de 500 trabalhos, sobretudo em Mecéanica Celeste,
Fisica, Eletricidade e em todas as areas da Matematica, pura e aplicada.
Escreveu vérios livros, dentre eles La valeur de la science, com primeira
publicacdo em 1905, que € uma coletanea de alguns de seus artigos. Em 1995
foi editada uma traducé&o do francés para o portugués desse livro.

No capitulo I, denominado “A Intuicdo e a Logica na Matematica”,
Poincaré (1905) descreveu duas formas distintas de pensamento que 0s
matematicos geralmente manifestam, e que € possivel constatar isso ao
estudar as obras tanto dos grandes como dos pequenos matematicos. Ele
identificou entre matematicos duas tendéncias opostas ou dois espiritos
inteiramente diferentes, em que uns sdo guiados pela logica e outros pela
intuicao.

Desde o inicio do século XIX, uma discussdo acerca do contraste
entre intuicdo e logica no pensamento matematico havia sido proposta.
Poincaré destacou que a intuicdo era indispensavel para criar novas
generalizagcbes, produzir hipéteses férteis enquanto que a logica e a prova
rigorosa serviam para justificar e estabelecer fundamentos solidos do
conhecimento matematico.

Até recentemente, tanto na Filosofia como na Matematica
dominavam o interesse no rigor e nos Fundamentos Logicos da Matematica.
Isso trouxe grande desvantagem para a Educacdo Matematica e para todas as
teorias que centravam a atencdo em como O pensamento matematico se
desenvolve no ser humano.

Em sua caracterizacdo referente as duas tendéncias do
pensamento matematico Poincaré (1905) acrescentou que nao era 0 assunto
gue os matematicos estudavam que determinava uma ou outra tendéncia de
pensamento, no entanto, era a propria natureza de seu espirito que 0s

tornavam logicos ou intuitivos, e faziam uso desse espirito quando estudavam
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algo novo. Ele chamou os légicos de analistas e os intuitivos de gebmetras e
afirmou que uns podiam permanecer analistas mesmo quando abordavam a
geometria, e outros podiam permanecer gebmetras mesmo estudando “analise
pura” (POINCARE, 1995, p. 13).

Poincaré (1905) afirmou que também n&o era a educacdo que
influenciava as tendéncias, porque “o individuo nasce matematico, ndo se torna
matematico, e parece também que nasce gedmetra ou nasce analista” (Ibidem,
p. 13).

Para exemplificar a dltima afirmac&o Poincaré (1905) comparou
dois personagens da Ciéncia francesa, Bertrand e Hermite. Os dois foram
estudantes da mesma escola na mesma época, tiveram a mesma educacao, as
mesmas influéncias e, no entanto, eram completamente diferentes, tanto nas
obras escritas como no ensino e no modo de falar. Bertrand enquanto falava
estava sempre em acao, via e buscava representar as figuras que estudava,
desenhando-as por meio do gesto, agindo de forma intuitiva. J& Hermite agia
como se seus olhos parecessem “fugir ao contato do mundo; ndo é fora, é
dentro que procura a visdo da verdade” (Ibidem, p. 14).

Para ilustrar as duas tendéncias no pensamento, Poincaré (1905)
citou dois matematicos: Méray e Félix Klein. Méray queria demonstrar que se
pode sempre subdividir um angulo. Poincaré indagou: “Quem duvidara que um
angulo pode sempre ser dividido em um numero qualquer de partes iguais?”
(Ibidem, p.13-14). Com base na intuicdo direta acredita-se que isso seja
verdadeiro. Entretanto, Méray ndo acreditava nessa intuicdo. Para ele, essa
proposicdo ndo era evidente e a sua demonstragdo ocupava muitas paginas,
fundamentando-se na ldgica.

Em compensacao, Klein estudando uma das equacfes mais
abstratas da teoria das funcdes desejava saber se numa determinada
superficie de Riemann sempre existia uma fungdo que admitia singularidades
dadas. Para desenvolver esse estudo, ele substituiu a superficie de Riemann
por uma superficie metalica na qual a condutibilidade elétrica variava de acordo
com certas leis. Colocou dois de seus pontos ligados com os dois polos de uma

pilha. Sua hipotese era que a corrente deveria passar e a forma como essa
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corrente se distribuisse na superficie definiria uma funcao, cujas singularidades
seriam aguelas que foram previstas pelo enunciado.

Poincaré (1905) comentou que Klein desenvolveu seu estudo de
forma intuitiva. Mesmo nao fornecendo uma demonstragao rigorosa, ele se deu
por satisfeito com alguma certeza moral.

Poincaré (1905) mencionou ainda 0s matematicos alemaes
Weierstrass e Riemann que estabeleceram a teoria geral das funcdes.
Weierstrass reduziu a Analise Matematica a um prolongamento da Aritmética,
sem usar nenhuma figura em suas obras. Riemann fez uso da Geometria, e
“cada uma de suas concepcbes é uma imagem que, uma vez compreendido
seu sentido, ninguém pode esquecer” (Ibidem, p.15).

Poincaré (1905) destacou que essa diferenca entre tendéncias é
perceptivel até mesmo entre os estudantes nas escolas. Alguns gostam de
resolver os problemas por meio da anélise, sendo incapaz, ou nao
necessitando de uma visualizacdo geométrica. Outros os resolvem recorrendo
a Geometria, cansando-se ou evitando muitas vezes os longos calculos.

Apesar de diferentes ele confirmou que ambas as categorias de
pensamento eram igualmente importantes para o progresso da Ciéncia. Tanto
a analise quanto a sintese tinham um papel legitimo.

Poincaré (1905) constatou algo surpreendente, relatando que na
leitura de Obras Matematicas antigas temos a impressdo que todos foram
intuitivos, e “contudo a natureza € sempre a mesma” (Ibidem, p. 15). Como
explicar essa impressao? Poincaré (1905) afirmou que com o passar do tempo
mudancas ocorreram, porém, ndo foram os espiritos que mudaram, e sim a
propria intuicdo. Ele ressaltou que para evitar as ilusdes da intuicdo, uma
evolucéo foi criada, comecando com o rigor sendo inserido nas definicdes. Isso
ocorreu porque durante um longo tempo, muitos dos objetos estudados pelos
matematicos eram mal definidos, exigindo grandes esfor¢os dos légicos.

Um dos exemplos que ele utilizou para explicar a mudanca da
intuicdo foi o da continuidade. Ele comentou que atualmente sabemos que
existem funcbes continuas desprovidas de derivadas. Nossos antepassados
com base na intuicdo diriam: “E evidente que toda fung¢do continua tem uma

derivada, ja que toda curva tem uma tangente” (Ibidem, p. 16).
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Poincaré (1905) questionou: “Como pode a intuicdo nos enganar
a tal ponto?” (Ilbidem, p. 16). E explicou que quando imaginamos uma curva,
ndo podemos representa-la sem espessura; assim como quando
representamos uma reta, admitimos certa largura. Entretanto, essas linhas nao
tém espessura, e ao imagina-las cada vez mais finas, aproximam-se do limite.
No entanto, esse limite jamais sera atingido. Podemos sempre representar
essas duas faixas estreitas — uma retilinea e outra curvilinea — numa posicéo
qgue as duas se invadam ligeiramente, sem se cruzarem. Poincaré (1905)
alertou que sem o auxilio de uma analise rigorosa podemos concluir que uma
curva sempre tem uma tangente. Isso conduz a necessidade de ir aléem da
intuicdo, estabelecendo-se um maior rigor na Matematica.

Poincaré destacou que até 1905 a Analise se restringiu a
abordagem dos numeros inteiros, ou sistemas finitos ou infinitos de nimeros
inteiros, conectados entre si por um conjunto de relacbes de igualdade e
desigualdade. Assim, a Matematica foi aritmetizada e a uUnica intuicdo
matematica que permanece € a intuicdo dos numeros.

Ele alegou que a intuicdo é necessaria, porém, ndo pode ser
aguela baseada nos sentidos, tendo em vista que “os sentidos logo se
tornariam impotentes” (Ibidem, p. 18).

A titulo de exemplo ele citou Poncelet (1788-1867) que concebeu
o principio de continuidade como sendo “O que é verdadeiro para uma
quantidade real (...) deve sé-lo para uma quantidade imaginaria; o que €
verdadeiro para a hipérbole, cujas assintotas sao reais, € portanto verdadeiro
para a elipse, cujas assintotas sdo imaginarias” (Ibidem, p. 18).

Poincaré (1905) considerou Poncelet como um dos espiritos mais
intuitivos deste século, entretanto, ressaltou que Poncelet ndo estabeleceu
esse principio respaldado no testemunho dos sentidos.

Diante disso, Poincaré (1905) afirmou que existem varias
categorias de intuicdo: a) o apelo aos sentidos e a imaginacdo; b) a
generalizacdo por inducdo, baseada nos procedimentos das ciéncias
experimentais; c¢) a intuicdo do numero puro, que consiste no raciocinio por
recorréncia, e que, na sua opinido, “pode engendrar o verdadeiro raciocinio

matematico” (Ibidem, p. 19).
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Ele assinalou que as duas primeiras intuicbes ndo podem dar a
certeza desejada, somente a terceira, por acreditar que ninguém duvidara da
aritmetica.

Em outro livro intitulado A Ciéncia e a hipétese, de 1902, ao
discutir a natureza do raciocinio matematico, Poincaré explicou porque atribui
tanta importancia ao raciocinio por recorréncia. Esse raciocinio possibilita
resumir, em uma unica férmula, uma infinidade de silogismos. Para esclarecer,
apresentamos alguns silogismos hipotéticos:

O teorema € verdadeiro para o numero 1.

Ora, se é verdadeiro para 1, € verdadeiro para 2.

Logo, é verdadeiro para 2.

Ora, se é verdadeiro para 2, € verdadeiro para 3. ]

Logo, é verdadeiro para 3, e assim por diante (POINCARE, 1984,
p. 26-27).

Ele comentou que a conclusdo de cada silogismo serve de
premissa maior para o proximo. Essa sequéncia de silogismos, que néo teria
fim, pode ser reduzida, isto é, as premissas maiores de todos os silogismos
podem ser expressas por uma Unica férmula: se o teorema é verdadeiro para n
—1,0éparan.

Podemos verificar se o teorema € verdadeiro, considerando
alguns numeros. Por exemplo, para mostrar que é verdadeiro para o nimero 8,
basta estabelecer os 7 primeiros silogismos. O nimero pode ser bem maior e
ainda seria possivel atingi-lo analiticamente. No entanto, por mais que se tente
verificar a veracidade de um teorema com casos particulares, jamais se
chegara ao teorema geral, aplicavel a todos 0s numeros, ja que para isso seria
necessario “transpor um abismo que a paciéncia do analista (...) nao
conseguiria nunca transpor” (lbidem, p. 27).

Diante disso, Poincaré (1902) afirmou que o raciocinio por
recorréncia € o unico instrumento que possibilita uma passagem do finito para
o infinito, pois dispensa verificacdes extensas e monétonas, que se tornariam
impraticaveis. Devemos acrescentar que o principio da recorréncia ndo é um
principio l6gico, pois na logica de primeira ordem 0 numero de premissas
precisa ser finito (principio da compacidade da logica classica).

Outro ponto discutido por Poincaré (1905) se refere a realidade,
em que todos buscam conhecé-la. Ele perguntou: E o que é a realidade?
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Para responder a essa indagacgao ele repousou sua reflexao na
demonstracao, levantando outras perguntas: Na Matematica, quando um légico
desenvolve uma demonstragcdo por meio de uma série de operacdes
elementares e alguém examina cada passo e conclui que todos estédo corretos,
iISso garante a verdadeira compreensao da demonstragéo? O fato de conseguir
pela memoaria reproduzir uma demonstracao na seqiiéncia correta € sinbnimo
de compreensao?

Poincaré (1905) respondeu que isso ndo garante o conhecimento
da realidade por completo. Afirmou que a Andlise Pura fornece uma quantidade
de procedimentos diferentes e confiaveis, no entanto, indagou, qual deles € o
melhor? Quem nos dird qual deles escolher?” Ele relatou que € a intuicdo que
pode nos guiar, ela “é necessaria ao explorador para que possa escolher sua
rota”. E concluiu que “a légica e a intuicdo tém cada uma seu papel necessario.
Ambas s&o indispensaveis” (POINCARE, 1995, p. 22-23).

A logica é o instrumento da demonstracdo e a intuicdo é o
instrumento da invengéao.

Poincaré (1905) comentou que os analistas também sao
inventores, porém, ndo utilizam a intuicdo baseada nos sentidos e na
imaginacdo e sim, na intuicdo de namero puro e das formas logicas, alegando
que € essa intuicdo que permite ndo s6 demonstrar, mas também inventar. Ele
alegou que o matemético ndo deve deixar de ser intuitivo, contudo, deve saber

usar essa intuicao.

2.2.1.1. Discutindo algumas idéias de Poincaré

Poincaré (1905) foi o primeiro a distinguir, desse ponto de vista,
duas categorias de matematicos, de acordo com o processo predominante no
pensamento matematico. No entanto, ndo esta correto considerar como
sinbnimos o0s conceitos do estilo intuitivo e estilo geomeétrico, como fez
Poincaré (1905), embora com reservas. Ele mesmo reconheceu que 0s antigos
parecem ser intuitivos, mas foram analistas. Para ele, intuicdo se apresenta de
modos diferentes. Como um processo quase inconsciente, de captacao

imediata de conexdes essenciais e relacdes, e como um processo relacionado
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a componentes pictéricos para conceitos espaciais. Esses dois esquemas
poderiam ter sido bem separados.

Ao lermos o primeiro capitulo de Poincaré (1905) verificamos uma
contradigdo, pois num primeiro momento, ele afirmou que era a prépria
natureza do espirito que tornava os matematicos l6gicos ou intuitivos e, num
segundo momento, ele mesmo se surpreendeu declarando que ao lermos as
obras dos antigos tendemos a classifica-los como intuitivos, embora muitos dos
gedmetras foram analistas. A titulo de exemplo ele citou Euclides que
desenvolveu uma estrutura cientifica em que seus contemporaneos, a
principio, ndo poderiam encontrar defeito. Euclides axiomatizou a geometria e,
por isso, foi considerado um légico.

Por que a Geometria foi utilizada por Poincaré (1905) para esta
comparacdo? Porque na Antiguidade a Matematica era reduzida
essencialmente a Geometria, ou seja, a Matematica se referia as teorias
geomeétricas. Até o Renascimento a Aritmética era uma arte pratica. Somente a
Geometria era realmente uma arte filosofica.

Ele também mencionou Poncelet classificando-o como “um dos
espiritos mais intuitivos deste século” (POINCARE, 1995, p. 18). Nessa
afirmacdao ele ndo quis afirmar que alguns usam de intuicdo e outros nao.

Poncelet foi um matematico moderno que forneceu grandes
contribuicbes no campo da geometria projetiva. Nao tratava da aritmetizacao
da Geometria, ao contrario, quis criar uma geometria anti-cartesiana.
Grassmann também. Eles explicitamente afirmaram que o que Descartes fez,
substituindo objetos geométricos por formulas aritméticas ou algébricas, foi
esconder o carater do pensamento geométrico, destruindo a relagdo entre o
método e o objeto na area da Geometria.

Parece um paradoxo o fato de alguém ser ao mesmo tempo
intuitivo e moderno. Poncelet admitia que precisamos da intuicdo, porém, de
uma intuicdo das relagbes e nao a intuicao referente aos objetos, como na
Antiguidade. Na Geometria de Poncelet ndo existiam objetos, somente
estruturas relacionais. Por isso sua teoria foi a primeira fonte para a axiomatica
moderna e objetivava a construcao de teorias. Na axiomética antiga, tinham-se

0S objetos e depois as caracteristicas, e as relagbes entre os objetos eram
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descritas por meio dos axiomas. Na axiomatica moderna, temos a estrutura das
relacdes.

Poncelet foi engenheiro e, em virtude da profisséo, fazia uso de
aplicacfes da Matemética. Se considerarmos que a intuicdo esta relacionada
com a aplicacao, e a resolucao de problemas € uma forma de aplicacdo, nesse
caso, Poincaré tinha razdo ao considerar Poncelet um intuitivo.

Constatamos que pessoas como Poncelet, Grassmann e Hilbert
sao considerados modernos por destacar a importancia do pensamento
relacional e das estruturas axiomaticas, enquanto pessoas como Poincaré e
outros, que se dedicaram a aritmética, trabalham da mesma forma como os
antigos, apenas mudaram de campo, ou seja, da Geometria para a Aritmética.

Como Poincaré resolveu essa contradicdo? Ele mantinha a
posicdo de que a natureza era sempre a mesma, ser um matemético I6gico ou
intuitivo é inerente ao sujeito. As Obras Matematicas antigas nos induzem a
pensar que todos parecem intuitivos, quando na verdade foram analistas, isso
sugere que as obras e a interpretacdo do leitor sdo os responsaveis por tal
contradigéo.

Otte (1993, p. 304), quando discutiu em seu livro intuicdo e logica
em Matematica, de certa forma contrapds Poincaré (1905) quanto a questao da
natureza. Otte (1993) mencionou que 0s matematicos ndo sado formados s6
pela natureza, e sim, pela historia cultural e social, pelo desenvolvimento da
Matematica, pelas experiéncias com a atividade matematica e pelo conteudo
envolvido.

Como o0 pensamento ndo muda nem um pouco quando o
contetdo muda? Como imaginar um pensamento sem contetdo? E dificil
imaginar que nao existe uma conexdo direta entre pensamento e conteudo,
tendo em vista que qualquer mudanca no conteudo implica conseqientemente
numa mudanga na maneira de pensar.

O proprio Poincaré (1905), com o exemplo da continuidade,
evidenciou que, até um determinado momento, se acreditava que toda funcéo
continua tinha uma derivada porque toda curva tem uma tangente. A analise

provocou uma mudanca na intuicdo e na forma de conceber o conteldo
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matematico e, com isso, influenciou o pensamento, pois se descobriu que a
intuicdo ndo dava conta de explicar esse fato matematico.

A historia é produzida pelo homem, e assim, o desenvolvimento
influencia o pensamento dos sujeitos. O estilo e as obras das pessoas
contribuem para o desenvolvimento da Ciéncia e, consequentemente, da
Matematica e, nesse sentido, sdo objetivamente importantes.

Para justificar essa idéia tomamos como referéncia Otte (1993),
que comentou a posicao da Filosofia marxista. Seguidores dessa Filosofia
afirmavam que “os grandes homens, que formaram os nucleos histéricos para
profundas mudancas sociais ou invencgdes, sdo, num certo sentido, irrelevantes
para as modificacbes que desencadearam”, pois se acredita que alguém
devera tomar a iniciativa, ndo importando quem (OTTE, 1993, p. 76).

Em contraposicao, Otte (1993) assegurou que, na verdade,
importa quem comeca uma tendéncia, e para exemplificar citou os cientistas
Wallace e Darwin, escrevendo que:

Se tivesse sido Wallace em vez de Darwin, teriamos hoje uma teoria
da evolucdo bem diferente. Todo o movimento da cibernética
poderia ter ocorrido cem anos mais cedo, em virtude da
comparacdo de Wallace entre a maquina a vapor como regulador e
0 processo da selegdo natural (Ibidem, p. 76).

Esses argumentos podem exemplificar o fato de que estilos
cognitivos e formas de representagdo ndo sdo apenas caracteristicas
psicologicas de pessoas, mas influenciam a evolugéo histérica da Ciéncia e do
conhecimento. Eles podem ainda explicar o fato de hoje em dia a maioria das
pessoas serem analistas, enquanto que antigamente se tinha a maioria como
intuicionista. Muitas pessoas tiveram acesso a escola e isso pode influenciar na
forma de pensar, tendo maior predominancia o processo analitico. A realidade
da Matemética € a atividade praxis e os estilos cognitivos sdo aspectos ou
etapas dessa atividade.

Poincaré (1905) mencionou que a Matematica foi aritmetizada.
Mas por que surgiu a aritmetizacdo? Ele informou que como a intuicdo nao era
suficiente para o desenvolvimento da Mateméatica estabeleceu-se um rigor, e

isso deu origem a aritmetizacdo da Matematica.
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Temos assim dois movimentos marcantes na Historia da
Matematica, a aritmetizacdo e a axiomatizacdo, criando um contraste. A
axiomatizacdo se baseia em premissas (proposi¢cdes que se admitem como
verdadeiras), geralmente ndo formalizadas logicamente, no entanto, utilizadas
para se deduzir uma teoria ou um sistema légico ou matemético. E a
aritmetizacdo se utiliza dos objetos, que sdo os numeros estabelecidos por
relacdes e propriedades.

O que significa estilo axiomatico e estilo aritmético? No axiomético
pensa-se de forma logica se = entdo, seguindo-se um método. E no aritmético
utiliza-se o pensamento numérico, a intuicdo ou experimentacao.

Para Otte (1993) a aritmetizacdo envolve dois aspectos:

1) a atitude de transformar uma propriedade intuida ou observada
de um objeto numa definicdo daquele objeto;

2) somente aquelas definicbes que tinham significado real poderiam,
em JUltima instancia, ser manipuladas em termos aritméticos
(Ibidem, p. 306-307).

A primeira axiomatizagéo foi feita por Euclides (330 a.C-260 a.C)
e a segunda foi feita por Peano (1858-1932), na segunda metade do século
XIX. Existia muita controvérsia no que se refere a axiomatizacao.

Por exemplo, as analises de Hilbert (1862-1943) foram
estimuladas exatamente porque a logica apresentada na axiomatica de
Euclides parecia defeituosa. Os axiomas sdo os fundamentos para a
Matemética e os teoremas sé@o derivados dos axiomas. Isso era verdadeiro
para Euclides, pois ele distinguia axioma de teorema, ja Hilbert ndo fazia tal
distincdo. Porém, isso ndo pode ser interpretado como se Euclides aceitasse
coisas intuitivamente que atualmente deveriam ser analisadas.

Em 1879, Peano estabeleceu os axiomas, admitindo trés
conceitos primitivos: numero natural, zero e sucessor, relacionados entre si por
cinco axiomas. Otte (2001) explicitou os 5 axiomas de Peano como sendo:

(1) 0 é um namero.

(2) O sucessor de qualguer nimero € um numero.

(3) Dois numeros ndo tém 0 mesmo sucessor.

(4) 0 n&o € sucessor de nenhum numero.

(5) Qualquer propriedade que pertence a 0, e também ao sucessor
de todo numero que possui a propriedade, pertence a todos 0s
nimeros (OTTE, 2001, p. 18, traduc&o nossa).
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A estrutura dos axiomas da uma teoria acerca dos numeros. Os
axiomas fornecem relacdes por meio de propriedades. Porém, a critica que
normalmente se faz é que os axiomas nao sao suficientes para explicar o que &
exatamente um namero.

Quando desejamos construir uma teoria, buscamos um teorema
mais importante, levantamos as premissas. Assim sdo escolhidos os axiomas
atualmente, os que servem para deduzir todos os teoremas de uma teoria. E no
sentido do instrumentalismo.

Poincaré (1905) ndo € o Unico que se posiciona contra a anélise e
a identifica com o método axiomatico. Russell (1954) tem opinido similar a ele,
na medida em que alega que a teoria axiomatica sozinha nao oferece
descrigbes completas no campo dos objetos.

Ambos consideram o pensamento axiomatico ou 0 pensamento
relacional insuficiente para caracterizar os nameros, porque oS axiomas nao
dizem o que € um namero. Na opinidao deles, nUmero € uma coisa absoluta e
nao relacional.

Na axiomatica, se ha apenas as estruturas das relacdes, ndo se
tem uma escala absoluta. Como podemos medir uma mesa em termos de
centimetros, polegadas e outras medidas? A estrutura sera a mesma, apenas a
unidade de medida se diferenciara. Nesse caso, o valor que representa a mesa
sera diferente.

Russell (1954) (RUSSELL apud OTTE, 2001), para sua reflexdo
critica, também tomou como exemplo os axiomas de Peano, e sugeriu que em
vez de estabelecer “0”, “nimero” e “sucessor” como termos dos quais sabemos
o significado, mesmo ndo podendo defini-los, podemos deixa-los
representarem quaisquer trés termos que verifica 0s cinco axiomas de Peano.
Assim, eles seriam variaveis.

A abordagem axiomética expressa a aritmética ndo sobre coisas
existentes no sentido concreto, e sim sobre relagcdes gerais ou objetos ideais.
Russell (1954) criticou que isso ndo permite que saibamos como aplicar o
sistema formal e sua explicacdo baseou-se em dois motivos. Primeiro, nédo
permite saber se ha alguns conjuntos de termos que verificam os axiomas de

Peano. Segundo, desejamos que 0s numeros sejam utilizados para contar
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objetos comuns, e isso exige que 0s numeros tenham um significado definido e
nao somente certas propriedades formais.
Russell (1954) concordou com a definicdo de niamero dada por
Frege, em que:

(...) termos primitivos séo substituidos por estruturas légicas, em
que é necessario provar que eles satisfazem as cinco proposi¢oes
primitivas de Peano. Esse processo € essencial para relacionar
aritmética com légica pura (...) (OTTE, 2001, p. 19, traducéo
nossa).

A Logica € interpretada de um modo totalmente realistico.

Essas declaracbes sugerem que tanto Poincaré como Russell se
preocupavam com aplicacbes da Matematica e esse fato pode ser associado
com a atitude de matematicos que se interessam por resolugéo de problemas.

A diferenca entre Russell e Poincaré se refere a uma mudanca de
intuicdo. Russell considerava a intuicdo da estrutura e Poincaré a intuicdo do
namero puro.

O assunto realmente ndo é mais se € intuicdo ou nao, e sim, se &
pensamento relacional ou ndo. Pensamento relacional se refere as relacdes
entre 0s objetos, ja 0 pensamento instrumental ao o que posso fazer, ou como
aplicar. Resolver um problema tem um sentido instrumental porque ha uma
preocupacdo com a aplicacdo de conhecimentos, de métodos, etc. Na
modernidade, temos um novo entendimento da axiomatica. A Matematica foi
aritmetizada.

Quando Poincaré (1905) apresentou trés intuicbes diferentes ele
alegou que somente a terceira garante a certeza. No entanto, devemos
ressaltar que ela também ndo garante a certeza, como revelou a aritmética
nao-standard de Skolem, na qual ele investigou o que aconteceria se o 5°
axioma de Peano fosse desconsiderado. Verificou que nesse caso obtemos um
outro resultado, chegando a uma outra categoria de nimero.

A andlise nao-standard introduziu os numeros infinitos,
aumentando a quantidade dos nimeros naturais, ou seja, 0S humeros naturais
acrescidos de funcdes, como verificamos abaixo:

1,2,3,4,..., w, o +1, w +2

Skolem evidenciou que existem estruturas aritmeéticas diferentes.
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O 5° axioma de Peano é semelhante ao axioma das paralelas de

Euclides, pois temos implicita a questdo dos infinitos. Assim, existe um

paralelismo entre a Geometria e a Aritmética, tendo em vista que na Geometria

também ocorreu situagdo semelhante a da Aritmética. A mudanca na

interpretacéo do axioma das paralelas de Euclides conduziu a uma concepgao
diferente da Geometria, dando origem as Geometrias ndo-euclidianas.

Os axiomas, na verdade, também ndo garantem essa certeza tao

desejada, pois eles podem ser interpretados de diferentes maneiras, resultando

em teorias diferentes. Esse paralelismo depbe contra a opinido de Poincaré,

gue acreditava que a intuicdo pudesse auxiliar na busca da certeza.

Poincaré (1905) afirmou que houve mudanca na intuicdo e ndo no

espirito humano. No entanto, o que mudou foi o fundamento da Matematica.

Antigamente a Matemética era concebida como um conhecimento
que vinha do exterior. Por isso a Geometria foi, durante muito tempo,
considerada como o método mais apropriado, porque ela abordava o espaco
fisico, sendo o reflexo de aspectos do mundo externo. No entanto, isso pode
nos enganar, pois nem sempre podemos perceber tudo do mundo. Além disso,

as pessoas tém percepcoes diferentes do mesmo aspecto exterior.

Atualmente, a Matematica é concebida como a expressao do
pensamento do homem, um conhecimento interno, um reflexo das estruturas
mentais. Hoje, 0 que importa sdo 0s numeros e a aritmética, de onde as teorias

derivam, e que para Poincaré o fundamental é a intuicdo do numero puro.

Em sintese, Poincaré (1905), quando elucidou dois pensamentos
matematicos distintos, oscilou entre associa-los a natureza das pessoas e as
épocas da Historia da Matematica (mudanca da intuicdo). Parece que ele

admitia que o pensamento matematico nao se restringia apenas a um aspecto.
Nao foi somente Poincaré (1905) que discutiu 0 pensamento

matematico. Boutroux e sua analise historica sobre a mudanca no pensamento

matematico foram motivos de interesse no proximo item desta Tese.
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2.2.2. Boutroux e pensamentos matematicos na

Historia

O francés Pierre Boutroux (1880-1922), filho do famoso filosofo da
Ciéncia Emile Boutroux e sobrinho de Henri Poincaré, descreveu formas de
pensamento distintas tendo como parametro a Histdria da Matematica, ou seja,
o desenvolvimento da Matematica.

Em seu livro L’idéal Scientifique des Mathématiciens, publicado
em 1920, mais precisamente no capitulo 1V, identificou dois pontos de vista, ou
duas tendéncias distintas, que se fizeram presentes no desenvolvimento do
pensamento matematico. Ele, pensando em termos conceituais, fez uma
categorizacdo de diferentes estilos matematicos, tomando como parametro a
Historia da Matemaética.

Para sua analise, Boutroux (1920) considerou o periodo
compreendido entre a Antiguidade grega e o século XIX e o dividiu em trés
partes:

a) Platao (429-348) — Euclides (c. 330 a.C-260 a.C);
b) Descartes (1596-1650) — Leibniz (1646-1716);
c) Bolzano (1781-1848) - Cantor (1845-1918), que séo

representantes da Matematica Moderna do inicio do século XIX.

Embora tenha identificado esses trés periodos, Boutroux agrupou
(a) e (b), por considerar que ambos se dedicaram a Matematica sintética e
eram regidos por uma harmonia pré-estabelecida entre objeto e método. E os
distinguiu de (c) por uma ruptura na forma de desenvolver a Matematica, ou
seja, uma quebra na harmonia entre objeto e método.

A ruptura na Historia da Matematica, que ocorreu no inicio do
século XIX, foi caracterizada por Boutroux (1920) com base em dois eventos
(BOUTROUX apud OTTE, 2003c, p.13-14):

a) A Matematica passou de uma Ciéncia sintética para uma
Ciéncia analitica, baseando-se apenas no pensamento conceitual.

b) Houve a quebra da harmonia entre 0os meios e 0s objetos da

Matematica.
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Em Euclides e Descartes havia harmonia entre objeto e método,
porém, eram atribuidos pesos distintos.

A ruptura entre objeto e método foi causada pela aritmetizacdo da
Matematica, que é a principal caracteristica da Matematica Moderna. A
aritmetizacdo pensa em termos de objeto, que sdo os numeros e as suas
propriedades, e a axiomatizacdo pensa por meio do meétodo. Antigamente
havia uma maior unidade entre método e objeto ou representacdo. Hoje a
Matematica perdeu essa unidade.

Para entender melhor a trajetéria do pensamento matematico,
quais mudancas ocorreram e os fatores que as provocaram, Boutroux (1920)
resgatou a concepcao de Ciéncia da Antiguidade.

Ele informou que antes, o0 sabio se restringia a fazer
constatacdes. Para Platdo, o sdbio ndo observava em volta de si apenas com
seus olhos — a visdo ndo permite atingir os objetos sensiveis satisfatoriamente
— porém, utilizava a visdo intelectual que possui o entendimento e que lhe
possibilita apreender as verdades matematicas essenciais. Dessa forma, sao
identificadas as propriedades harmoniosas do mundo dos numeros e das
figuras, tais como as grandezas mensuraveis, em que se efetua a sintese da
quantidade e da figura, a reunido da Aritmética com a Geometria.

No entanto, a Ciéncia tida como contemplativa sofreu alteracéo,
provocada pela difusdo da Algebra, e passou a ser uma Ciéncia construtiva,
dando origem a um método e um ponto de vista completamente novos.

Depois dessa alteracao, a tarefa do matematico mudou, explicou
Boutroux (1920). Partindo de elementos simples, de associa¢cbes cada vez
mais complexas ele construia a edificacdo da Ciéncia. Ele ndo se preocupava
em interpretar e utilizar as teorias elaboradas, ficando esse aspecto sob
responsabilidade dos praticos. O matematico da escola algebrista atribuia
menos valor as teorias construidas e aos resultados obtidos do que ao método
utilizado. Sua intengdo nao era conhecer os fatos novos, e sim aumentar seu
poder criativo e seus meios de construtor, aprimorando cada vez mais seus
processos.

Boutroux (1920) destacou que o0s proprios progressos da
Matematica algébrica ndo deixariam de originar certas dificuldades e de
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conduzir a uma reacdo. Uma das maiores dificuldades foi a resolugdo de
equacdes. Mesmo antes que essa Matematica concluisse o desenvolvimento
de seus métodos e que a edificacdo da Ciéncia fosse estabelecida em bases
l6gicas rigorosas, um desconforto fez tendéncias novas se manifestarem.

A concepcdao algebrista tinha como norma que a Matematica ideal
se reduziria a uma sintese algébrico-l6gica, conduzida por regras arbitrarias.
Contudo, os matematicos do fim do século XIX ndo puderam mais aceitar tais
normas.

Por outro lado, o matematico ndo conseguia construir no vazio, no
fundo ele vislumbrava que suas teorias fossem aplicaveis a Geometria e a
Fisica, salientou Boutroux (1920). Contudo, essas Ciéncias exigiram do sabio o
estudo de relagbes matematicas que ndo podiam ser reduzidas as
combinacdes algébricas. E para justificar e hierarquizar as teorias, assim como
discutir as hipoteses vinculadas as teorias, para aperfeicoa-las e enriquecé-las
era preciso utilizar outras operacdes do espirito que ultrapassassem a pura e
simples combinacéo logica.

Diante da viabilidade de se construir Ciéncias ficticias
infinitamente diversificadas, pautadas nas definicbes e nos postulados
arbitrarios, uma escolha deveria ser feita entre as inumeraveis construcoes que
se podia desenvolver. Assim, no trabalho do matemético, que era composto por
seleg¢do das idéias e demonstragdo, a primeira adquiria maior importancia em
relacdo a segunda, acrescentou Boutroux (1920).

Constatamos que a concepcao sintética da Matematica perdeu o
carater de absoluta e Boutroux (1920) comentou que para saber se essa
concepcao foi substituida por outra e se novas idéias, novos principios de
pesquisas foram estabelecidos, era necessario analisar o aspecto atual da
Ciéncia Matematica [vigente na década de 1920].

Para tanto, ele ressaltou que o que chama a atencdo quando se
compara a Matematica até 1920 com a de épocas anteriores € a grande
diversidade e o aspecto inesperado dos caminhos e dos desvios em que essa
Ciéncia se engajou, bem como a desordem aparente na qual ela caminhou.
Boutroux (1920) acentuou que a bela unidade que Euclides deu a geometria e
gue Descartes conferiu a algebra, parece néo ter chance de ser preservada.
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Com o objetivo de ilustrar essa diversidade, Boutroux (1920)
utilizou a impressdo de um ndo matematico acerca da Matematica. Ele
comentou que quando um observador do movimento cientifico de hoje analisa
uma obra de um mateméatico ele ndo procura observar a harmonia dos
resultados, nem a seguranca e a simplicidade do método, e sim a
engenhosidade, a flexibilidade que o autor a todo instante utiliza para atingir
seus fins. Na Matematica contemporanea ndo temos mais meétodos fixos,
porém, temos uma gama infinita de pontos de vista.

Boutroux (1920) destacou que o matematico provavelmente
desenvolveu seu estudo com a preocupacdo de chegar a resultados
interessantes, fecundos e obter sucesso. Porém, ele alertou que se nos
restringirmos ao dominio da Andlise Pura o sucesso pode ndo ser satisfatério.
Diante disso, o matematico deve dirigir sua atividade, reportando-se a sua
intuicdo, esperando que ela Ihe indique novos caminhos. A invencdo, nas
Ciéncias de uma forma geral, consiste na descoberta de um ponto de vista
novo para classificar e interpretar os fatos.

Diante da possibilidade de construir infinitas teorias tendo
inUmeras direcdes a percorrer, 0 matematico moderno nao podia mais olhar a
Ciéncia como o resultado puro e simples de suas constru¢cdes, como fazia o
algebrista do século XVII. Seu trabalho adquiriu uma fisionomia que se
diferenciava das “especulacdes dos antigos geOmetras e dos algebristas”
(BOUTROUX, 1920, p. 193, traducdo nossa).

Boutroux (1920) afirmou que ha semelhanca entre a concepcéo
grega da Matematica e a concepcdo contraria dos algebristas sintéticos.
Ambas supdem uma harmonia pré-estabelecida entre o objeto e o0 método da
Ciéncia Matematica, ou seja, entre 0s objetos que ela persegue e os
procedimentos que permitem atingir esses objetos.

Nesse caso, na Geometria euclidiana, as mesmas propriedades
gue eram procuradas enquanto fins, como belas e harmoniosas, faziam
também o papel de intermediarias “conduzindo as propriedades mais distantes;
todo teorema era, as vezes, um objeto e um instrumento de pesquisa” (Ibidem,

p. 193, tradug&o nossa).
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Na Matematica contemporanea essa harmonia desapareceu

quase que completamente, informou Boutroux (1920). E explicou que é porque

quando se propfe um problema €& quase impossivel prever quais sdo 0s

processos que permitirdo resolvé-lo. Por outro lado, qualquer ruptura que haja

no mecanismo de sua arte, 0 mateméatico ndo identifica explicitamente quais

sdo os problemas nos quais pode aplicar essa arte. Temos assim, 0 que
Boutroux descreveu como:

esse ndo € necessariamente o mesmo homem que é, na
Matemética, um inventor original e um habilitado técnico; as
qualidades que fazem de um inovador perspicaz, capaz de
descobrir, e de outro um mestre da demonstracdo, acabaram,

parecem eles, ser os mesmos (Ibidem, p. 194, traduc&o nossa).

Devemos fazer uso do aparelho demonstrativo, porém, ele
fornece um ponto de vista parcial dos fatos que a Matematica persegue, sendo
necessario nao se limitar a ele, completou Boutroux (1920).

Quando discutiu a objetividade dos fatos matematicos, Boutroux
(1920) afirmou que sob as formulas e deducdes matematicas estdo implicitas
nocdes objetivas, contudo, essas nog¢des nao sdo de origem exploratoria.

Ele comentou que o pensamento dos matematicos ndo recebeu
muita influéncia das doutrinas que se fizeram presentes na historia da
humanidade, como, por exemplo, a doutrina empirista. Porém, o mesmo nao
ocorreu com as idéias filosoficas.

Boutroux (1920) relatou que os fundadores da Ciéncia grega
sempre procuravam se manter afastados do empirismo. A mesma atitude se
fez presente em Descartes e Leibniz. Os algebristas puros tinham como
principal preocupacdo seguir os principios de sua arte, se desprendendo da
natureza dos elementos que eles combinavam e, com isso, ndo se
caracterizavam nem como empiristas e nem como pertencentes as doutrinas
contréarias.

No final do século XIX, alguns matematicos com tendéncias
filosoficas discutiam aspectos da origem das nocdes matematicas com enfoque
cientifico rigoroso, como uma forma de negar a doutrina dos empiristas.

Boutroux (1920) fez algumas consideragoes:
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e as no¢Bes mateméticas ndo sdo provenientes no mundo sensivel e
nao sdo um produto da abstracéo pura;

e as proposi¢cdes matematicas ndo seriam vistas como objetivas, pois
nenhuma experiéncia fisica poderia revelar a verdade ou a falsidade de seus
postulados.

No entanto, reconheceu que isso nao significa que a Ciéncia
Matematica seja independente da experiéncia, uma vez que, de acordo com
Poincaré, a maioria das teorias matematicas seria concebida por reflexdes de
origem experimental. Entretanto, para Boutroux (1920) isso ndo € uma questédo
de necessidade, porém, ocorre por motivos acidentais.

Boutroux (1920) reconheceu que no intuito de se construir uma
Matematica que fosse aplicavel a outras ciéncias e que estivesse em
consonancia com as condi¢bes do conhecimento humano, era preciso, diante
de uma diversidade de sistemas de postulados teoricamente possiveis, fazer
escolhas. E essas escolhas eram conduzidas pela experiéncia dos sentidos.
No entanto, Boutroux (1920) afirmou que nao era essa escolha que fornecia
aos postulados e as nog¢fes da Ciéncia um carater de objetividade.

Ele relatou que a doutrina pragmatista tentava explicar o papel da
escolha na edificacdo das teorias matematicas e era em funcdo de uma “série
de escolhas sucessivas entre varias constru¢cdes possiveis que obteriamos
uma Ciéncia adaptada as nossas necessidades praticas” (Ibidem, p. 199,
traducdo nossa).

Boutroux (1920) salientou que essa explicacdo ndo abrange todos
0S casos, bastando pensar nas condigbes nas quais repousa a escolha do
matematico, tendo em vista que essa escolha intervém tanto na determinacdo
das definicdes e dos postulados, como nas teorias as mais derivadas e as mais
elevadas da Matematica — aquelas cujo caminho a percorrer € mais incerto.

Instaura-se assim um conflito quando se pretende estabelecer
uma Ciéncia “cbmoda” e “adaptada” as necessidades, apontou Boutroux
(1920). Cémoda e adaptada ndo na visédo atribuida pelos pragmatistas, porém,
comoda no sentido de estar em conformidade com nosso espirito e bem

adaptada as condi¢des nas quais se exerce a atividade intelectual matematica.
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Boutroux (1920) alegou que apesar do esforco do matematico em

tentar constituir uma Ciéncia comoda, ela n&do era suficiente, e que o método

matematico melhor adaptado as necessidades intelectuais era o da algebra.

Em sua opinido, existe uma “contradicdo entre as exigéncias desse método e

algumas especulacdes que se impdem ao espirito do matematico”, provocando
assim um conflito (Ibidem, p. 201, traduc&o nossa).

Ele considerou a existéncia de fatos matematicos sendo

independentes da construcéo cientifica e para justificar isso escreveu que:

O fato matematico é independente do vestuéario l6gico ou algébrico
sob o qual buscamos representa-lo: de fato a idéia que temos é
mais rica e mais plena que todas as definicbes que podemos dar,
gue todas as formas ou combinacdes de signos ou de proposicoes
pelas quais nos € possivel exprimir. A expressdo de um fato
matematico € arbitraria, convencional. Em compensacao, o fato em
si, quer dizer a verdade que ele contém, se impde ao nosso espirito
alheio de toda convencéo (Ibidem, p. 203, traducdo nossa).

Diante disso, Boutroux (1920) afirmou que as férmulas algébricas
e as combinacgdes logicas ndo eram suficientes para abarcar o objeto na sua
totalidade. Eram apenas uma linguagem que traduzia um conjunto de nogdes e
de fatos objetivos.

Constatamos, de forma marcante, a caracterizagdo de estilo
cognitivo quando Boutroux comentou que os algebristas e os légicos estédo
certos ao ver a Matematica como um sistema algébrico-l6gico, pois € dessa
maneira que se apresentam as teorias ja construidas. E, como consequéncia, €
sob essa forma que se tem destinado esforcos para exprimir os fatos novos
que sédo incorporados na Ciéncia. Temos uma influéncia do sistema algébrico-
l6gico nos trabalhos dos matematicos, huma tendéncia que se configura pela
experiéncia.

De acordo com Boutroux (1920), a beleza e a solidez de uma
teoria eram reconhecidas pela simplicidade e precisdo das definicbes e dos
postulados e pela sequéncia rigorosa e bem ordenada das deducbes e das
constru¢des. Mas ao estudarmos os fatos matematicos, descobrimos que eles
sdo totalmente indiferentes a ordem na qual sdo obtidos. Ele destacou que
para conhecé-los era necessario empobrecé-los, no sentido de olha-los

parcialmente. Isso significa que os fatos matematicos ndo poderiam ser
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expressos na sua totalidade por meio da linguagem algébrico-l6gica, o que
reforca sua opinido exposta acima.

Boutroux (1920) acrescentou que para inserir a realidade
matematica (fatos matematicos) no modelo algébrico-l6gico era preciso
esculpi-la, dividi-la, conformar-se em penetra-la parcialmente e sob um
determinado angulo, até mesmo em retoma-la de um outro modo. Como
consequéncia, temos a variabilidade, a indeterminacdo, o aspecto sempre
provisério das teorias. Um fato matematico sé poderia ser compreendido
completamente, se pudesse ser abordado por uma infinidade de pontos de
vistas diferentes e multiplicar, sem limites, o nimero de combinac¢des algébrico-
|6gicas possiveis.

Com base nessa concepcao, o ponto de vista do sabio tendia a se
distanciar do ponto de vista sintético dos ldgicos e algebristas, completou
Boutroux (1920). O matematico desenvolvia seu trabalho vislumbrando sempre
obter uma sintese. No entanto, isso deixava de ser o ponto central nas
preocupacdes do sabio, considerando que o que era tido como primordial no
trabalho de descoberta era a analise.

Essa alteracdo implica numa mudanca de atitude do matematico e
Boutroux (1920) revelou isso quando relatou que desde o século XV ou XVI o
matematico foi especialmente um construtor, um generalizador. Porém, agora
ele tornou-se um estruturador, que analisa, de forma semelhante ao quimico,
uma matéria desconhecida, infinitamente complexa.

Boutroux (1920) continuou sua comparacao tendo o século XIX
como o marco para a mudanca. Antes, 0 que interessava ao matematico eram
as demonstragdes, 0s processos e 0s sucessos do calculo. Os resultados e as
combinacdes alcancadas podiam diferir em todos os sentidos e serem infinitas.
Para a Ciéncia, bastava haver uma unidade no método.

Depois, o interesse do matematico estava centrado no resultado e
era 0 que dava a obra sua unidade. Os artificios da demonstracdo eram
apenas os trabalhos de arte sem os quais, parece que nao se sabia perseguir.

Boutroux (1920) ressaltou que ha certa similaridade entre a

concepcao atual [até 1920] e a dos gregos (de Platdo e dos gedmetras
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contemplativos da Grécia). Porém, existe, entre nossas concepc¢des e a dos
pensadores gregos, uma diferenca fundamental.

Para os Gregos, a Ciéncia Matematica era antes de tudo una e
harmoniosa, esclareceu Boutroux (1920). A dualidade que se vé hoje, a
oposicdo da matéria e da forma, na qual repousa a presente idéia de
objetividade, ndo poderia ser admitida pelos antepassados. E o sistema de
Euclides, tende a fazer deduzir o acordo que reina entre as verdades
perseguidas pelos matematicos e os meios empregados para atingi-las. Dessa
forma, para os Gregos, as no¢cdes mateméaticas estudadas eram as imagens
fieis das idéias que elas representavam. Assim, para orientar seus trabalhos
numa boa direcdo, 0 matematico tinha apenas que pesquisar o0 que era simples
e 0 que era belo.

Em contrapartida, entre os modernos — que n&o acreditavam mais
em uma harmonia pré-estabelecida entre a matéria e a forma das teorias — o
trabalho do pensamento matematico adquiriu uma caracteristica diferente. O
objetivo era de apreender, de forcar um objeto que resistia. Com isso, a
preocupacao central ndo era fazer uma obra “bela”, e sim perseguir o resultado
desejado, empregando para isso 0S meios e os artificios mais variados.

Boutroux (1920) acentuou que a pesquisa cientifica nao seria
mais uma contemplacdo passiva, ao contrario, seria uma industria ativa,
“utilizando todos os procedimentos que o0s progressos dos métodos algébricos
e logicos venham colocar a disposicdo do matematico” (Ibidem, p. 213,
traducdo nossa).

Para Boutroux (1920), a Matematica Moderna passou a ser tao
ampla, tdo complexa que se tornou desprovida de representacdes, ou seja, ndo
havia mais ligacdo entre objeto e representacdo. A construcdo de teorias era
permeada por uma variabilidade, por uma indeterminacdo e possuia um
aspecto sempre provisorio.

Em outras palavras, no pensamento moderno hd uma flexibilidade
de troca de representacdo. Simbolos tém um sentido fixo e os objetos tém suas
expressdes semioticas variadas.

Com o intuito de exemplificar essa mudanga tomamos como

referéncia Otte (1993) que apresentou a necessidade da Matematica avancar



190
com as concepcdes predominantes até o século XVII e assim resolver “a
conexdo entre o conceito de funcdo e sua representacdo simbdlica ou
descricéo estrutural” (OTTE, 1993, p. 231).
Otte transcreveu o que Lobatschewsky (1793-1856) escreveu no
ano de 1834 acerca desse assunto, como se segue:

A definicdo geral exige que uma funcdo de x seja um numero para
cada x dado, e que ela varie progressivamente com x. O valor de
uma funcéo pode ser dado por uma expressao analitica, ou por uma
condicdo que forneca um meio de verificar todos os numeros e
escolher um entre eles; finalmente pode existir a dependéncia, mas
permanecendo todavia desconhecida (Ibidem, p. 231).

Otte (1993) acrescentou que nessa descricdo definitoria, embora
aparentemente supérflua, devemos destacar “a enumeracdo das diferentes
modalidades, pelas quais uma correspondéncia funcional poderia ser dada”
(Ibidem, p. 231). Ou seja, evidenciamos uma heterogeneidade e pluralidade
que norteiam a “formacao do conceito abstrato-teérico de fungéo pelo processo
de definicdo por abstracédo” (Ibidem, p. 231-232).

O que Poincaré e Boutroux tém em comum? Ambos discutem a
intuico na Matematica. Poincaré (1905) acredita que a Matematica s6 pode
construir coisas novas por intermédio da intuicdo do numero puro. A logica por
si s0 ndo gera novas descobertas e Boutroux (1920) destaca a presenca da
intuicdo no desenvolvimento da Matematica. Ela permeou o pensamento de
matematicos desde Platdo, no entanto, sendo concebida de diferentes
maneiras.

Para Platdo “A verdadeira Ciéncia das idéias ndo seria a
Matematica humana; e sim um tipo de meta-matematica cujo método seria
puramente intuitivo” (Boutroux, 1920, p. 218, traducdo nossa).

Boutroux (1920) informou que alguns matematicos modernos,
assim como os Platénicos, reconheceram que as no¢des matematicas podem

ser obtidas de duas maneiras: por intuicdo e por raciocinio.

A intuicdo precede a demonstracdo, e é ela que inspira e dirige
nossos trabalhos nos mostrando confusamente quais sdo os fatos,
quais sdo as propriedades, que podem e devem ser objeto de
nossos estudos. Em compensacdo, somente o0 conhecimento
demonstrativo nos permite introduzir esses fatos nas teorias
cientificas, uma vez que sem ele nenhuma deducdo, nenhuma
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construgédo logica, portanto, nenhuma teoria é legitima nem mesmo
possivel (Ibidem, p. 214-215, traducdo nossa).

ApOs varios séculos de abandono, a doutrina intuicionista renasce
e se moderniza na filosofia de Descartes, assinalou Boutroux (1920). Para
Descartes, a intuicdo n&o se consistia na crengca dos sentidos ou nos
julgamentos enganadores da imaginagéo. O conhecimento intuitivo para ele era
uma espeécie de experiéncia supersensivel, a qual a imaginacdo e o sentido

nao faziam parte.

Boutroux (1920) acrescentou ainda que o sabio moderno nao
vislumbrava compreender completamente em que consiste e em quais
condigfes a intuicdo pode agir. As verdades matematicas ndo eram originadas
de fatos experimentais, nem dos resultados de constru¢cdes ou deducdes
l6gicas. Assim, elas supunham um modo de ver que ndo se confundia nem
com a experiéncia dos sentidos, nem com o raciocinio.

Poincaré é mencionado por Boutroux (1920, p. 215-216), no que
se refere a intuicdo. Boutroux (1920) relatou que, nos primeiros escritos,
Poincaré utilizou a palavra intuicdo no sentido de intuicdo sensivel e classificou
Klein como um intuitivo porque ele se utilizava do gesto para pensar. Ja
Hermite foi considerado um légico, assim como Méray e Weierstrass.

Posteriormente, Poincaré optou pela intuicdo supersensivel, e
com isso, mudou sua classificacdo inicial dos matematicos. Dessa forma,
Hermite passou a ser um intuitivo, pois era um dos pesquisadores que mais
recorreu a viséo intelectual direta denominada intuicao.

Boutroux (1920) considerou a mudanga no pensamento
matematico de sintético para analitico, ocorrida no século XIX, sendo motivada
pelas épocas historicas. Algumas descricbes das mudancas no pensamento
apresentadas por ele revelaram estilos cognitivos distintos. O que hoje
parecem ser dois estilos cognitivos, antigamente eram duas concepg¢des
diferentes de Matematica, formas diferentes de conceber e construir a
Matematica. Ndo se pensava na Matematica axiomatizada. Antigamente existia
uma correspondéncia entre estilos cognitivos e modelos de Matematica.

Atualmente esse relacionamento é bem variavel.
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Os estilos se manifestaram distintamente porque hd uma estreita
ligacdo das exigéncias da Ciéncia e da sociedade, das necessidades
prementes em cada época da historia, da cultura, do conhecimento envolvido e
disponivel. Essas mudancgas foram caracterizadas pela prépria evolucado da
Matematica, e isso revela que o pensamento matematico ndo € influenciado
apenas pela natureza do sujeito, como afirmou Poincaré, mas também pelo
contexto.

Para comparar diferentes pensamentos matematicos na Historia,
citamos Newton (1642-1727) e Leibniz (1646-1716). Eles foram caracterizados
por pensamentos matematicos distintos que permearam suas realizacOes
matematicas. Tal distincdo € mais acentuada nos trabalhos na area de Célculo.

O calculo infinitesimal teve sua origem nas especulacdes
filosoficas dos antigos gregos e se estendeu até o século XVII, quando
“mudancas significativas ocorreram — tanto na quantidade de trabalho realizado
qguanto na natureza dos métodos” (BARON, 1985, p. 5).

A variedade de obras produzidas exigiu que se estabelecesse
uma estrutura unificada e organizada, para que teoremas gerais pudessem ser
apresentados e depois obtidos resultados especiais.

Dentre os matematicos que se ocuparam da tarefa acima
mencionada, destacam-se Newton e Leibniz. Baron (1985) informou que
Newton, em Cambridge, estendeu e unificou vérios processos de calculo;
Leibniz, em Paris, os uniu por meio de uma notacao eficaz e de um novo
calculo operacional. Ambos desenvolveram o Calculo mediante o estudo de
curvas e suas equacdes, em que se tinham quantidades variaveis.

A diferengca entre eles consistiu na forma de conceber as

quantidades variaveis. Baron (1985) assinalou que:

Newton considerou as variaveis dependentes do tempo. Ele aplicou
conceitos de movimento; as variaveis foram consideradas como
quantidades fluentes. Estes s&o conceitos (...) cinematicos.
Formulados numa teoria moderna poderiamos dizer que Newton
considerava todas as variaveis como funcéo do tempo.

Leibniz considerava as variaveis como percorrendo seqliéncias de
valores infinitamente préximos. No seu calculo ha pouco uso de
conceitos de movimento (Ibidem, p. 70).
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Newton utilizava uma intuicdo direta do tempo, pensando no
sentido concreto por meio de metaforas. Ele tinha um pensamento geométrico,
intuitivo. Ja Leibniz pensava por meio de sistemas de signos e de calculos
algébricos e ndo em termos de processos reais, e era regido por um
pensamento analitico.

O fato de o matematico ter que, em determinados momentos,
fazer escolhas diante de uma variedade de caminhos, evidencia que essas
escolhas sdo guiadas ndo soO pela intuicdo ou pela experiéncia dos sentidos,
como mencionou Boutroux (1920), mas também pelo estilo cognitivo adotado

pelo matematico e pela representacdo empregada.

2.2.3. Construindo algumas relagcdes entre as duas
culturas na Matematica e pensamentos matematicos

distintos

Pensando nas duas culturas na Matematica, ou seja, resolver
problemas ou construir teorias, podemos ressaltar que a necessidade da
intuicdo e da aplicacdo. Porque nas teorias, as relacdes ja estdo explicitas nas
definicbes, nos axiomas e nas regras. Na aplicacao € o oposto, a realidade néo
se encaixa nas definigdes, pois as relacbes ndo estao claramente enunciadas.

Antigamente foi explicado o fato de que ndo podemos definir
ponto, reta, plano, porque isso s6 pode ser percebido intuitivamente. O mesmo
ocorre em uma distribuicdo de cartas em que temos que analisar a situacéo
para saber como resolver. Precisamos da intuicdo porque os dados séo
diferentes a cada distribuicdo das cartas. Em uma situagcdo de aplicacéo
também é fundamental o seu uso.

Nesse sentido, Russell e Poincaré tinham razdo, porque na hora
da aplicacdo ndo basta apenas conhecer toda a estrutura axiomatica, mas
também ter uma intuicdo das relagcfes entre os campos dos objetos em que se
quer aplicar e a Aritmética.

Desse ponto de vista temos uma vinculacdo entre as duas

culturas na Matematica e pensamentos matematicos distintos, porque tem a
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ver com o problema de aplicagéo, ou seja, com a matematizacao. E resolver
problema € algo similar porque para resolvé-lo faz-se necessario aplicar a
Matematica que conhecemos em uma situacao particular.

Na matematizagdo, temos, de um lado, instrumentos
matematicos, teorias, regras, métodos que conhecemos e, de outro, uma
realidade, um problema, um fenébmeno, ou uma &area que pretendemos
matematizar — como Newton matematizou a Fisica — que ndo esta delimitada,
gue se apresenta ainda de forma desorganizada.

O interesse pela intuicdo est4 associado com o problema das
fronteiras da Matematica e com o fato de que a Matematica deve ser aplicada,
introduzida e crescente.

Podemos ainda salientar que as duas culturas na Matematica e os
dois pensamentos matematicos distintos apresentam pontos que denotam
certa dependéncia e independéncia. Por um lado, sdo dependentes se
considerarmos que as duas culturas na Matematica sdo definidas em termos
de pensamentos distintos. Por outro lado, as duas culturas sao independentes
porque estéo relacionadas com 0s seguintes aspectos:

a) Tem a ver com a pessoa, que podemos associar com estilos
cognitivos. Estilos cognitivos podem ser diferentes como foi exemplificado por
Krutetskii. Um mesmo problema pode ser desenvolvido de maneiras
diferenciadas de acordo com a preferéncia do sujeito pelos métodos e
conhecimentos disponiveis. Sonya tinha um pensamento conceitual verbal,
usava de analise nas suas resolucbes dos problemas enquanto Volodya
pensava nos padrbes dos dados, nas estruturas, como no problema das
galinhas e coelhos.

b) Tem a ver com a area de conhecimento. Por exemplo, a area
de Estatistica € mais propicia a ser uma area aplicada voltada, em grande
parte, para resolucdo de problemas. Nos problemas combinatérios ndo temos
teorias gerais que podem ser aplicaveis em contextos variados, o que temos
sdo métodos para resolver situacdes ou problemas particulares.

c) Tem a ver com o estado de desenvolvimento da area de
conhecimento, pois ele influencia as duas culturas na Matematica. Temos a

intenc@o de resolver problemas? De desenvolver idéias universais ou teorias?
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Algumas areas propiciam essas opc¢odes, outras ndo. Quando ndo podemos
construir idéias gerais temos apenas a resolucao de problemas especificos.

Por exemplo, a teoria dos niameros ndao tem métodos gerais. O
que importa s&o os dados e, nesse caso, a intuicdo tem um papel fundamental.
Na teoria dos numeros temos a contribuicdo de Gauss com a congruéncia dos
nameros pares. NUumeros pares sdo aqueles que deixam o mesmo resto no
modulo 2.

Gowers, Poincaré e Boutroux com seus pontos de vista
diferenciados acentuaram gue o pensamento matematico recebe influéncias da
natureza de uma pessoa, das areas de conhecimento, do contetudo envolvido,
da historia cultural, social e do desenvolvimento da Matematica.

O proximo item apresenta uma discussédo referente ao aspecto
didatico presente nos livros de Matematica, pois eles também influenciam o
pensamento matematico. Nesse caso, a representacao ou signos tem um papel
essencial. A representacao é fundamental em qualquer area de conhecimento,
no entanto, € maior em algumas areas do que em outras.

Por exemplo, a Biologia pode ser estudada por meio de uma
pesquisa no campo, pois 0s objetos da Biologia estdo disponiveis no ambiente.

Em contrapartida, na Matematica os objetos sdo os textos, os
livros didéaticos e a apresentacdo do professor, havendo um simbolismo e uma
formalidade bem maior. Nesse sentido, a representacdo ou signos Sao

essenciais.

2.3. Estilos cognitivos e formas de representagcao na

Matematica

Para discutir alguns aspectos da representacdo na Matematica
tomamos como referéncia a definicdo de signo fornecida por Peirce (1839-
1914). Um signo é qualquer coisa

que esta relacionada a uma segunda coisa, seu objeto, com
respeito a uma Qualidade, de tal maneira a trazer uma Terceira
coisa, seu interpretante, em relagdo ao mesmo Objeto, e de tal
maneira a trazer uma Quarta em relacdo aquele Objeto, da mesma
forma, ad infinitum (PEIRCE apud OTTE, 2001, p. 24).
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A diferenca entre objeto e signo é que o primeiro se refere a si

mesmo e 0 segundo representa outra coisa diferente — 0 objeto. A definicdo de
signo de Peirce pode ser ilustrada por meio de uma estrutura triadica (Figura

33) em que temos a relagdo entre objeto, signo e sujeito interpretante.

Signo
[

Objeto Interpretante

Figura 33 - Relacéo entre objeto, signo e interpretante

Nessa triade esta implicita uma estrutura recursiva em que o0
signo é considerado também como um processo e ndo somente uma “coisa”,
ou seja, “signo dentro do signo, dentro do signo, etc. ad infinitum" (PEIRCE
apud OTTE, 2001, p. 24).

Peirce dividiu os signos em icone, indice e simbolo. icone “exibe
sua similaridade ou analogia com o tema do discurso”. indice, “como um
pronome demonstrativo ou relativo, forca a atencédo para o objeto particular
intencionado, sem descrevé-lo”. Simbolo corresponde ao “nome geral ou
descricdo que da significado ao seu objeto por meio de uma associacdo de
idéias ou conexao habitual entre 0 nome e o carater significado” (PEIRCE apud
OTTE, 2001, p. 25).

Essa definicho de signo revela uma grande dinamica e
flexibilidade nas relacbes entre objeto, idéia ou pensamento e sujeito
interpretante, pois ndo existe um pensamento sem signos. Por outro lado, ndo
podemos identificar o pensamento ou conhecimento com suas representacoes,
pois ndo ha uma ligacdo mecanica, absoluta. Ou seja, 0 pensamento ndo €

idéntico a representacao.
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Por exemplo, a Figura 34 reversivel
€ um coelho ou um pato? Nao € coelho e nem
pato, porém, poderia ser ambos! Do ponto de °
vista semidtico a figura do pato-coelho ndo tem
significado definido, nem estrutura definida.
Depende do interpretante, pois um interpretante

pode ver um pato e outro pode ver um coelho.

Figura 34 - Figura reversivel pato-
coelho

As duas visbes do pato-coelno sdo momentaneamente
exclusivas, pois os dois animais ndo podem ser vistos simultaneamente.
Porém, podemos voltar de um para outro sem dificuldade.

Outro exemplo encontra-se em Otte (1993) que ao discorrer sobre
a intuicdo citou o ponto de vista de Wertheimer referente a resolucdo de um
dos paradoxos de Zendo.

Uma solucédo € desenvolvida por meio da convergéncia de uma
série geométrica dada por S = 1 + a + a® + ..., em que multiplicamos essa série

por a e depois efetuamos a diferenca de uma pela outra, ou seja:

aS:a(1+a+a2+__,) e S_aS:louS:ﬁ

Wertheimer criticou esse processo, alegando que ele fornece um
resultado, porém somente a manipulacdo de simbolos ndo é suficiente para dar

a compreensdo de como essas séries [continuas] aproximam-se de
um certo valor em seu crescimento. Uma compreensao real ocorre
considerando o0 que ocorre com o crescimento destas séries e 0 que
deriva da lei desse crescimento, tendendo, assim, ao limite (OTTE,
1993, p. 298).

No apéndice de seu livro Productive Thinking, de 1945,
Wertheimer reapresentou essa resolugdo utilizando-se de significados de

alguns conceitos, como, por exemplo, fracdo. Ele enfatizou que “se quero

o o 1
compreender, eu devo compreender desde o0 inicio 0 que o0 primeiro termo —
a

significa enquanto uma parte de seu todo” (WERTHEIMER apud OTTE, 1993,
p. 298).
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Otte (1993) explicou que Wertheimer se baseou em uma
abordagem fundamentalista, uma vez que reduziu um problema relativo a um
conceito A (séries) ao significado de um outro B (fracdes). Wertheimer procurou
explicar cada etapa da resolugcdo buscando os fundamentos que respaldam
cada uma. Porém, ndo devemos tentar detalhar ou fundamentar cada passo
dado na Matematica porque ja temos a nossa disposicado representacdes ou
simbologias que sdo padronizadas e auxiliam, por exemplo, na resolucéo de
certos problemas. Nao devemos sempre recomecar como se ndo houvesse
nada para ser utilizado. Na verdade, precisamos concentrar esforgos para criar
coisas novas na Matematica.
Otte (1993) acrescentou que a primeira resolucdo apresentada

estaria inserida em uma abordagem complementarista por acentuar

0s aspectos simétricos das relagbes concebiveis entre A e B.
Podemos, por exemplo, interpretando uma fragéo periodica decimal
(B) como uma série geométrica (A), provar diretamente que essas
fracdes decimais sdo nimeros racionais (OTTE, 1993, p. 299).

Nesse exemplo de Wertheimer ha duas nog¢6es, nimero racional-
decimal periodico e série geométrica. A facilidade de um processo ou outro
depende da pessoa, cujo entendimento varia de uma para outra.

Esse exemplo ilustra a insuficiéncia do ponto de vista psicolégico.
Wertheimer era um psicAlogo e por isso sempre pensava na estrutura da mente
e essa estrutura impunha uma hierarquia no conhecimento. Ele achava que
havia alguns conhecimentos mais profundos, mais basicos, mais proximos do
entendimento do insight, e outros mais distantes.

Algumas pesquisas mostraram que imagens ou icones sao muito
mais dificeis. Por exemplo, a figura pato-coelho é considerada muito ambigua
na sala de aula, por isso a Matematica escolar é muito dominada pela Algebra.
Muitos professores gostam da Geometria, no entanto, ela é pouco ensinada e
as representagfes geomeétricas ndo sdo muito utilizadas. Um professor, as
vezes, busca o mais rdpido possivel uma formula para representar um fato
matematico em vez de um desenho ou uma imagem (icone).

A crenca de que existe hierarquia na Matematica esta colocada

em davida pelo ponto de vista semidtico, porque o conhecimento sempre tem
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que ser representado. E a relacdo de uma pessoa com certo conhecimento é

influenciada pela sua relacdo com as formas de representacao.

2.3.1. Algumas formas de representacdo na

Matematica

Uma contribuicdo para o estudo da representacéo é fornecida por
Otte (1986), no artigo What is a text?, referindo-se ao aspecto didatico. Ou
seja, ele fez uma andlise de alguns livros textos de Matematica e as
representacodes utilizadas nos mesmos, fornecendo uma interpretacéo do ponto
de vista da complementaridade.

Para Otte (1986), o texto é concebido como uma
complementaridade de funcdo comunicativa, de um lado, e estruturas de
significados, de outro. Palavras e texto ndo tém significados fora de um
contexto.

Otte (1986) comentou que muitos estudiosos da literatura
debateram nas Ultimas décadas a questéo: E o texto ou o leitor que é a fonte
de significado? Alguns deles acreditam que € o leitor, e ndo o autor do texto,
quem cria o significado. Nesse caso, o texto € considerado como interpretagcédo
subjetiva.

Quanto a esse assunto, Otte (1986) destacou que o texto pode
servir somente como uma fungdo comunicativa, contanto que o leitor acredite
no significado objetivo do texto.

E admitir que o texto € uma fungcdo comunicativa corrobora com a
teoria psicoldogica de significado, ou seja, esta vinculada a questdo “O que
realmente significava para o autor?” (OTTE, 1986, p. 176, tradugcdo nossa).
Isso equivale a ndo mais considerar o leitor como fonte de significado.

Otte (1986) acrescentou que:

texto como funcdo comunicativa ou interpretacdo subjetiva versus
texto como estrutura materializada puramente objetiva representam
dois aspectos da cognicdo que ndo podem convenientemente ser
trazidos juntos ao mesmo tempo. Como esse dilema pode ser
resolvido? (Ibidem, p. 177, traducdo nossa).
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A solucdo proposta por Otte (1986) envolveu a adogédo do

conceito da complementaridade.

2.3.1.1. A complementaridade entre texto e atividade

matematica

Para responder a indagacao acima, Otte (1986) argumentou que
textos ndo contém a realidade como um todo, ou seja, o pré-requisito de
conhecimento e aprendizagem se fundamenta na “experiéncia simultdnea de
conhecimento e seu uso, sua aplicacdo” que € fornecida pela cooperagdo
social (Ibidem p. 177, traducdo nossa). Textos de certa forma substituem essa
cooperacdo, no entanto, eles estdo delimitados no espaco. Otte (1986)
acrescentou que processos subjetivos necessitam da possibilidade para uma
reflexdo construtiva fornecida pelo produto delimitado.

Na opinido dele, os textos sao Uteis justamente por ndo conterem
a realidade como um todo, cumprindo uma funcao produtiva somente com base
em uma perda seletiva de detalhes. A construcdo de textos deve ser uma
andlise da realidade e uma abstracdo, porém, isso funcionaria apenas “se a
distincdo entre modelo e objeto, entre teoria e realidade fosse
permanentemente observada” (Ibidem, p. 178, traducdo nossa).

Diante da impossibilidade de um texto conter a realidade na sua
totalidade, Otte (1986) estabeleceu dois termos: “textual structure and activity”**
(Ibidem, p. 178). O texto € tido como uma estrutura que precisa ser
acompanhada por atividade, pois sem atividade ndo podemos compreender o
significado de um texto e ele ndo pode exercer fungbes cognitivas. Ou seja,
novamente uma complementaridade. De um lado, parece para a imaginacao do
leitor um contexto real. Palavras ou frases ndo tém sentido fora de um
contexto. De outro lado, textos sédo instrumentos ou fungbes da atividade das
pessoas.

Otte (1986) reforcou que

Se eu descrevo o texto como uma funcdo de atividade ou
comunicagao todas as diferenciagbes estruturais evaporariam

2L Estrutura textual e atividade.
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rapidamente, seriam relativizadas e se tornariam virtualmente
dependentes (dependentes de intencdes) (lbidem, p. 178,
traducdo nossa).

No que se refere a complementaridade, Otte (1986) esclareceu
gue esse conceito foi desenvolvido na Fisica como uma conseqiéncia da
dificuldade de se encontrar uma distingcao objetiva e absolutamente fixa entre o
sujeito cognoscente e o objeto sob consideracao.

Abbagnano (2000) trouxe algumas definicbes para o termo
complementaridade, uma delas €& baseada na Geometria em que “(...)
denominam-se complementares dois conceitos opostos que se corrigem
reciprocamente e se integram na descricdo de um fendmeno”. A outra €
baseada na Fisica, cujo principio de complementaridade foi elaborado por Bohr
e “exprime a incompatibilidade da mecanica quantica com a concepgéo
classica de causalidade” (ABBAGNANO, 2000, p.156).

Otte (1986) acrescentou que a complementaridade nao indica um
déficit, ao contrario, caracteriza-se especialmente como uma ajuda na medida
em que uma abordagem unilateral ndo € produtiva. A unilateralidade deve ser
relativizada para ser produtiva e “so as to avoid running into blind alleys” (para
evitar encontrar ruas sem saida) (OTTE, 1986, p. 178, traducdo nossa). Ele
afirmou que o principio da complementaridade considera essa dupla exigéncia.

Otte (1986) destacou a necessidade de utilizarmos livros didaticos
de Matematica, juntamente com atividades matematicas. Havendo essa
complementaridade podemos viabilizar o desenvolvimento do pensamento

matematico associado a experiéncia do estudante com a Ciéncia Matematica.

2.3.1.2. Formas de representacdo em textos de

Matematica

Outro ponto que Otte (1986) discutiu nesse artigo se refere a
relacdo entre conhecimento e suas representacfes, em que se tem implicito o
papel dos sistemas simbdlicos nos textos.

De um lado, o conhecimento, presente nos textos, esta associado

a representacdes simbdlicas e os sistemas de signos ou simbolos sé&o
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indicadores de aspectos do conhecimento. De outro lado, a dinamizagao da
relacdo entre conhecimento e representacdo simbolica € uma fonte basica de
insight — por exemplo, traducdo da linguagem cotidiana para a linguagem
formal, das representacdes geométricas para os simbolos algébricos, etc.

Tomando como referéncia a perspectiva de fazer Matematica,
devemos identificar dois niveis essenciais: a) signos e simbolos — que se
referem a modelos, imagens, etc; b) procedimentos - maquinas,
transformacdes, etc. E as conexdes entre esses dois elementos séo flexiveis,
variando de acordo com o texto.

Qualquer texto em Matematica exige diferentes atividades,
afirmou Otte (1986). E apontou que uma das grandes desvantagens nos livros
textos de Matematica é que eles néo refletem a diversidade de aplicagcbes
textuais na correspondente diferenciacdo de sua estrutura.

Ao focalizar formulas matematicas constatamos que existe uma

relacdo entre a representacéo e o procedimento, por exemplo:

1+2+3+4+5+6="7; 1+2+...46=7? e 26:/:?
i=1

Embora essas trés representagcfes sejam matematicamente
equivalentes, Otte (1986) mencionou que psicologicamente sao diferentes.
Cada uma das trés determina diferentes processos de resolucao.

Na primeira, todas as informagdes estado visiveis, basta calcular. A
segunda e a terceira situagfes correspondem a representa¢cfes cada vez mais
abreviadas, exigindo procedimentos distintos, ja que as informacgdes ndo estéo
tdo completas ou visiveis. Na ultima, é necessario um conhecimento ainda
maior, que é do simbolo do somatério e a interpretacdo de seu significado.
Além do fato de que a terceira pode ser generalizada, isto €, ao invés de n = 6,
pode tender ao infinito (n = o).

Otte (1986) acrescentou que visualiza¢des pelo significado de tais
diagramas indicam a complementaridade de estrutura (forma) e funcéo
(atividades, procedimentos, etc).

Ele tomou como exemplo a formula da area de um triangulo e
analisou a maneira como os livros didaticos de Matematica apresentam essa

férmula. O objetivo era evidenciar que 0s aspectos complementares nao
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estavam estritamente ligados e que os sistemas simbolicos diferentes
forneciam os fundamentos para o carater variavel dessa ligacdo. A seguir,
apresentamos a analise de Otte (1986).

Caso 1: A area A de um triangulo é dada pela metade do produto
da base pela altura relativa a base: A = bh .
2
Entre o texto verbal e a férmula, o0 que chama mais a atencéo € a
férmula. Isso pode induzir uma pessoa a pensar que a area do triangulo se
resume a regra de célculo, sem se interessar com as relagbes e o significado
da frroyl. ... c

Caso 2: A area de um

triangulo é metade de sua base b vezes a

altura relativa a essa base.

Figura 35 - Desenho de um tridngulo e sua respectiva
altura, enquanto distancia entre duas
retas paralelas

.b.hg

>
I
N |-

Nesse caso 2, o texto verbal aparece como um simples apéndice
para uma formula, que também n&o é interpretada, tendo maior destaque o
simbolo visual.

Caso_3: Ao cortar um paralelogramo, dois triangulos de mesma
base e mesma altura sdo obtidos, porém, ambos tém metade da superficie do

paralelogramo.

Superficie dos triangulos = = . base . altura

N |-

-1
2

O caso 3 é considerado um método pedagdgico mais consistente,

A b.h

que tenta justificar a férmula partindo de um paralelogramo. No entanto, para
iISso, € necessario apresentar primeiramente as caracteristicas do
paralelogramo e como determinar sua area. Nesse exemplo, temos a idéia de
construgcdo da formula da &rea do triangulo, porém, ndo é utilizado nenhum

diagrama.
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A== bh
Caso 4: Para encontrar a 2 \
1
area de um triangulo, multipliqgue a A b.h 'h
= — 1
base e a altura. Entdo, considere 2 I

b
metade do produto.

Figura 36 — Desenho de um tridngulo e sua
respectiva altura
Otte (1986) mencionou que no caso 4, os sistemas simbdlicos
algébrico-grafico e o verbal-numérico poderiam indicar papéis complementares,
com a apresentacado verbal acentuando o aspecto algoritmico e a apresentagao
algébrica enfatizando o aspecto holistico e ideografico®.
Outro exemplo exposto por Otte (1986) € o da propriedade
distributiva da adicdo em relagdo a multiplicagéo.

Os professores, ao
discutirem essa propriedade, muitas .

vezes preferem  atribuir  valores

a b

(@a+b).c=a.c+b.c

numéricos em vez de aborda-la

geometricamente (Figura 37 ).

Figura 37 — Representacdo geométrica da
propriedade distributiva

Ao tecer algumas conclusdes desses exemplos, Otte (1986)
destacou que eles nos conduzem “(...) a assumir dois codigos que pareceriam
estar ligados com a ordem temporal linear do processo, de um lado, e com a
multidimensionalidade contemporanea de visualizacdo ideografica, de outro”
(OTTE, 1986, p. 184, tradugéo nossa).

E completou que ao mesmo tempo, tal designacao nao pode ser
estabelecida como absoluta, “mas em todas as dimensdes da atividade
cognitiva e da interacdo social” (Ibidem, p. 184, traducdo nossa). Ele concluiu
que a idéia de texto como uma funcdo social e a orientagdo de expressa-lo
estado relacionadas diretamente com a preocupacao de manter o controle, seja

pela escola ou pela sociedade.

2 Representacao das idéias por meio de sinais que reproduzem objetos concretos. Sistema de
sinais constitutivos de escrita analitica.
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Com base nessa discusséo acerca das representacoes, podemos
afirmar que o0s signos ou meios de expressao utilizados determinam o
pensamento? Eles sdo adequados ou sdo menos apropriados?

N&o existe uma representacdo matematica sem alguns elementos
visuais, ou seja, sem usar icones, porque a Matematica é um pensamento
relacional, e sao eles que podem dar indicios das caracteristicas do
pensamento de uma pessoa. Os simbolos visuais sdo ambiguos, nédo ha
determinacao precisa, porém, ndo ha pensamento sem simbolos, nesse caso,
h& uma relagéo intrinseca.

Nesse artigo Otte (1986) também teceu comentarios sobre os
diferentes modos de empregar a visualizacdo. Para isso, distinguiu dois
aspectos: visualizacdo algoritmica e visualizacdo ideogréfica, que
correspondem de alguma maneira a terminologia linguistica no sentido literal e
compreensao metafdrica. Ele colocou que o modo de representacéo
geomeétrico-visual em si ja contempla esses dois aspectos.

Uma comparacao entre duas visualizagcfes algoritmicas por meio
de dois diagramas é feita por Otte (1986).

A primeira, referenciada em Knuth (KNUTH apud OTTE, 1986, p.
195), associa visualizacdo algoritmica com uma ordem de duas ou trés

dimensdes do espaco geométrico, conforme descrevemos a seguir.

., (Mm+n m+n _ _ _
Por exemplo, ha = caminhos diagonais em um
m n

retangulo com grades de lados m e n.

Cortando as grades pelos eixos variaveis e contando os caminhos
nos quais eles cruzam o corte, derivam-se varias identidades significantes. Otte
(1986) destacou que a “atividade cognitiva estd duplamente determinada,
primeiro por si s6 como um processo guiado por regras, e segundo pelo objeto
fornecido na visualizagdo, e isso fica particularmente claro no exemplo

apresentado na Figura 38 a seguir (Ibidem, p. 195, traducdo nossa).



206
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Figura 38 - Visualizacéo algoritmica envolvendo dimens8es do espago geométrico

Em contrapartida, a visualizacdo algoritmica da equacdo na
Figura ja& € menos clara e Otte (1986) explicou que € porque usa virtualmente
apenas o espaco vazio, em que a reflexividade € indiferente nas relacbes entre
dois pontos no espaco. Ou seja, podemos considerar um ou outro ponto no
espacgo geometrico, ndo havendo pontos privilegiados.

Dada a equacéo ((x + 2) . 5—-10) : 4 = 100 e o diagrama a seguir
(Figura 39 ):

X 100

-2 ) +10 4

Figura 39— Visualizacao algoritmica de uma equacgao do primeiro grau

Fazendo as operagdes inversas obtemos o valor de x da seguinte
forma: (100.4+10):5-2=x > x =80

Otte (1986) indagou: “E a simples seta, sem qualquer defini¢céo
adicional, um operador, quer dizer algo subjetivo, ou significa uma relacao,
quer dizer algo que é também determinado realisticamente?” (Ibidem, p. 195,
traducao nossa). Ele concluiu que pela falta de defini¢cdo, tal diagrama conduz
a uma concepcao reducionista do algoritmo.

A percepcéo visual esta relacionada ao objeto em si e ndo aos
dados percebidos, completou Otte (1986). Um conceito matematico ndo é uma
coisa empirica. Conceitos matematicos sdo compostos por relacdes entre
coisas e ndo substancias.

Para Otte (1986), a complementaridade de objetos e operacéo,
estrutura e processo ou metafora e algoritmo € essencial na Matematica.

Noc¢Bes como funcdo ou equacao tem importancia ha Mateméatica porque “elas
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incorporam essa dupla posicdo de uma maneira muito pronunciada” (Ibidem, p.
196, traducéo nossa).

Metaforas sdo essenciais para o pensamento teérico. No entanto,
Otte alertou que deve haver fases com oportunidades limitadas de orientac&o
de atividade e controle.

Com um exemplo — conceber uma equacdo como sendo uma
balanca — Otte (1986) revelou a fragueza de certo uso metaforico da
visualizacao. Ele destacou que a metafora a equagdo € uma balanga ndo € um
diagrama operacional, mostrando regras para resolver equagoes.

Essa frase metaférica ndo reduz o aparentemente abstrato e geral
(equacao algébrica) ao aparentemente concreto e empirico (a balanca) em um
processo de reducgdo e ilustracdo visual, mas é ao contrario. Otte (1986)
explicou que a balanca permanece uma metafora altamente geral de interacédo
ou “interplay” (reciprocidade), ou simétrica e dissimétrica. Nessa frase, o geral,
ou universal, é utilizado para explicar o particular, bem como a dinamica para
explicar o estatico.

A balanga, como metafora visualizada (ou Vvisualizacdo
ideografica) compreende a conexao entre o sentido e o significado, assim como
entre diferentes formas de conhecimento. Na verdade, ha muito mais coisas
por trds dessa representacdo da balanca, como, por exemplo, fundamentos
fisicos, pois ela envolve forca, peso, movimento, etc.

Essa reflexdo nos conduz a concluir que a representacdo tem um
papel fundamental na Matematica, ja que ndo ha representacdo matematica
sem alguns simbolos visuais. Entretanto, devemos desenvolver um sentido
critico que possibilite optar por representacdes adequadas a cada situacgao.
Devemos evitar representacdes ou visualizacbes ideograficas que
desenvolvam um carater artificial na Matematica, como é o caso da balanca.

Os livros textos em Matematica sdo importantes, porém, devem
ser permeados pela atividade matematica para que o aluno possa interagir com
o texto e desenvolver sua experiéncia com a Matematica.

Para ilustrar como a representacdo pode dar indicios das

caracteristicas do pensamento de uma pessoa e retratar seu relacionamento e
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experiéncias com a Matematica, a seqguir, sdo apresentados trés exemplos

obtidos por Kurz em uma pesquisa empirica na area de Calculo.

2.3.2. Estilos cognitivos e diferentes representacoes

naresolucdo de um problema de Calculo

No intuito de tornar mais nitida a reflexdo referente ao
pensamento mateméatico e a representagdo, apresentamos na seqiéncia 0s
resultados de uma experiéncia de pesquisa em Matematica com trés
profissionais de diferentes disciplinas académicas.

Kurz®® (1997) desenvolveu uma pesquisa na qual apresentou um
problema da &rea de Célculo, envolvendo equacao diferencial ordinaria de 12
ordem, a trés entrevistados: um era professor de Matematica, outra era
professora de Quimica e o terceiro era professor de Fisica.

Para destacar a importancia da representacdo na Matemética e
de como ela pode fornecer indicios de estilos cognitivos, que podem estar
associados com a formacdo académica e com a experiéncia da pessoa,
apresentamos o problema utilizado por Kurz, que é conhecido como o

problema do frasco, cujo enunciado traduzido por Nascimento (2000) é:

Um frasco contém 10 litros de agua e estd sendo adicionado uma
solucdo de sal que contém 0,3 kg de sal/litro. Esta solucdo de sal
estad sendo colocada numa razéo de 2 litros/minutos. A solugéo
resultante estd sendo misturada e drenada simultaneamente, e a
mistura é drenada de tal maneira que o frasco contenha, em todo o
tempo, sempre 10 litros. Qual a quantidade de sal no frasco ap6s 5
minutos? (NASCIMENTO, 2000, p. 59).

De acordo com Kurz, esse problema pode ser representado de

trés maneiras diferentes:

Notacdo Newtoniana:
X=X, — X, =0,6-0,2x

na qual x indica a quantidade de sal em quilos

? Tese de Doutorado de Kurz (1997) citada na Dissertacdo de Mestrado de Nascimento
(2000).
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Notacao Leibniziana:

dx _dx;, X

dJt  dt  dt

na qual x indica a quantidade de sal em quilos

=0,6-0,2x

Notacdo de Derivada:

f'(t) =lim gin(t + At) — gm(t) —lim gout(t + At) — goul(t) = lim w

=0,6-0.2f
At—0 At At—0 At At—0 At

naqual g,,, 9,, € f sao funcdes reais.

Como resultado, Kurz constatou que o0s trés especialistas
utilizaram diferentes representacdes para obter a solugdo do problema. E
essas foram analisadas e comparadas, sob o enfoque da abordagem historico-
cognitiva, procurando estabelecer um vinculo entre a pratica representacional
do Calculo Diferencial do presente com o desenvolvimento historico do Calculo.

Segue abaixo as representacdes adotadas por cada um dos entrevistados.

2.3.2.1. O MATEMATICO

O matematico era um jovem que atuava no estudo da Analise
Matematica e membro de uma faculdade em nivel de doutorado.

Ele resolveu o problema em 25 minutos, modelando-o por meio
de uma equacao diferencial. Sua resolucao foi apoiada por uma representacéo
pictorica que pudesse retratar a situacao fisica do problema. Assim, o frasco foi
representado por um retdngulo e a solu¢@o que entrava e saia, por setas.

Ele considerou intervalos de tempo de 1 minuto, de 30 segundos
e de 15 segundos e, com isso, descobriu que a razdo que entrava era
constante. Depois, sua indagacdo, passou a ser a que razdo pode sair o
liquido? O que o conduziu a elaboracédo da equacéo diferencial. A seguir tem-

se a reproducdo do algoritmo de resolucao desenvolvido pelo matematico.
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% =, apds 1 minuto. Adicione 2 litros de solugéo de sal e retire 2
litros de 4gua pura ap6s 1 minuto.

1° minuto: adicione 2 litros/min. 1 min. 0,3kg de sal/litro = 0,6 kg

Foi adicionado 0,6 kg de sal apds 1 minuto.

30 segundos: adicionou 2 litros/min. 0,5 min. 0,3 kg de sal/litro =
0,3 kg de sal

30 seg. — 60 seq.: foi adicionado 0,3 kg de sal

A quantidade de sal que saiu nos primeiros 30 seg.:

Em 30 seg., 0,3 kg de sal/10 litros = 0,03 kg de sal/litro

Assim, 2 litros de solucdo de sal que se perde/min x 0,5 min = 1
litros de solucéo de sal que se perde.

Entdo, 0,03 kg de sal/litro x 1 litro = 0,03 kg =» total de sal que sai
Logo, o total aproximado de sal que permanece no frasco apés 1
minuto é 0,57 kg.

Entdo, a razdo de sal que entra é:

0,3 kg de sal/litro x 2 litros/min = 0,6 kg de sal que entra/min

a razao de sal que sai é:

2 litros/min x X kg salllitro = 2X kg de sal/min, onde X é a

concentracdo por litro da solugdo salina. [aqui o matematico
cometeu um erro, pois ndo percebeu que a solugdo saia do frasco
numa mesma razdo em todo tempo, isto é, como no frasco continha

sempre 10 litros, logo deveria sair 2 litros/min X X kg de sal/10 litros

= 0,2 X kg de sal/min]
Sua equacao diferencial:

X _0,6-0.2x > L:j
dt 0,6 —0,2x
t= —iln(o,e—o,zx) = In(0,6—0,2x)_% 1
2 J0,6-0,2x
1 1 g
5= Inmze5 :W:e '=0,6-0,2x
06— 10

e -06=-02x=x= —total =3 - 5e

(NASCIMENTO, 2000, p. 66).

kg de sal

De acordo com Nascimento, Kurz (1997) concluiu que a
representacdo e o procedimento utilizado pelo matematico era similar a
adotada por Leibniz. O matemaético utilizou intervalos finitos de tempo, embora
pudessem ser considerados intervalos infinitamente pequenos ou diferenciais,
como o fez Leibniz.

Nascimento (2000) relatou que Newton e Leibniz estudavam
guantidades variaveis, porém, concebidas de forma diferente. As gquantidades

variaveis para Leibniz variavam com base em uma sequéncia de intervalos



211
infinitamente fechados, enquanto Newton pensava no calculo fluxionario

variando no tempo.

2.3.2.2. A QUIMICA

A guimica atuava na area de Fisico-quimica e era membro do
Departamento de Quimica de uma faculdade em nivel de doutorado.
Desenvolvia pesquisas e ja havia publicado varios artigos.

Ela chegou & solugdo do problema em 40 minutos, porém, nao
modelou o problema fisico por intermédio de uma equacao diferencial, e sim,
respaldando-se em um procedimento construtivo, usando simulacoes.

Seu primeiro questionamento foi: “O que seria a concentragcdo em

equilibrio e quanto tempo levaria para chegar a este estado?” (Ilbidem, p. 69).

Tal indagacao a A Concentracio de sal kg/litro
conduziu para uma
representacdo grafica (Figura 225
40), na qual a ordenada 02
representava a concentracéo 0.15
em kg/litros e a abscissa o 835

tempo (em minutos). 5 10 15 20 25 30 35 t?min)

Gafico que representa a concentracdo de sal no
frasco ao longo do tempo

Figura 40 - Representagdo gréafica associando a
concentracdo de sal na solugdao e o
tempo

O processo de resolucdo da quimica consistiu em transformar a
variacdo de sal no frasco em movimentos continuos, e isso foi feito por meio de
um gréafico no tempo. Por esse motivo Kurz atribuiu a representacéo da quimica
como sendo uma representacdo Newtoniana, j& que Newton considerou as
guantidades matematicas como deslocamentos de objetos geométricos.

2.3.2.3. O FISICO

O terceiro entrevistado era um fisico tedrico, de fama internacional
em virtude de suas contribuicbes na area em que atuava. Ensinava Fisica na

graduacdo e na pos-graduacdo em mestrado, na faculdade em que trabalhava.
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Resolveu o problema proposto em 50 minutos. Sua resolucao foi

considerada por Kurz como sendo perfeita, pois “utilizou um modelo

matematico adequado para representar o modelo fisico dado pelo problema.

(...) O conceito de funcdo e o conceito de derivada foram essenciais para a
resolucao do problema” (Ibidem, p. 73).

O fisico definiu x para a quantidade de sal que havia no tanque

(variavel dependente). Ao escrever a equacgao, constatou que o lado esquerdo

da igualdade tinha que ser composto pela derivada de x (representada em

notagdo Newtoniana). Enquanto o lado direito era composto pela

representacado que indicava a quantidade que entrava menos a quantidade que

saia. Para resolver a equacdo, descreveu-a utilizando a notacdo Leibniziana

(quociente de diferenciais) e prosseguiu com uma separagao de variaveis.

Nascimento (2000), com base em Kurz, descreveu o processo de

resolucao desenvolvido pelo fisico como sendo o seguinte:

Quadro 7 — Processo de resolucédo do problema pelo fisico

Qual a quantidade de sal que esta sendo
adicionada?

Em 10 litros de 4gua foi adicionado (...) sal.
3 kg de sal foi adicionado

10 litros de agua fluia

entrava
1,5 kg saia ...

X = quantidade de sal no tanque em kg.
X =0,6kg/min —

X =0,3.(2) - X(2)
10

X =0,6 —0,2x

dx

—=0,6 - 0,2x
dt

L\ S
0,6 -0,2x

y=0,6-0,2x

dy =- 0,2 dx
Ay

Iny=-0,2t

|nmﬁ—02@§3=—Q2%

-0,2t

y==¢

(10/20) metade da concentragdo da mistura que

0,6 —0,2x = %%
—02x=e"?"_0,6
0 6 _ efo,Zt

02

A partir deste ponto, mudou seu
procedimento para o seguinte;

n20-92X_ 6ot
0,6

06-02 __ o

0,6
0,6 —0,2x = 0,6 %%
3-x=3e %%
3-3e %% =x
x(t) = 3(1— e’O'Zt)
t > o
X >3

t=0,x=0
assim, x(5) é dado por:

ua:s(l—e“ﬂ“)zal—e4)

=1,896kg
Solugao obtida pelo fisico.

Fonte: Nascimento, 2000, p. 76.
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O esquema de derivada utilizado pelo fisico possibilitou-lhe fazer
a transicao entre a nocado de derivada e de taxa, assim como entre a notacéo
Newtoniana e a notacdo Leibniziana, enquanto resolvia a equacao.

Esses trés exemplos evidenciam que a representacdo nha
Matematica é determinante e orientadora no processo de resolugdo de
problemas, contudo, ndo é absoluta, jA& que ndo ha apenas uma Uunica
representacado que permite resolver um problema.

Constatamos que Kurz (1997) apresentou distintos pensamentos
matematicos na resolucdo de um problema de calculo e evidenciou que a
compreensao do problema, a representacdo do mesmo e 0S processos de
resolucao foram distintos e associados as areas do conhecimento (formacao
académica) e as experiéncias profissionais das pessoas. Podemos verificar
gue todos os trés podem ser inseridos no estilo harménico, mencionado por
Krutetskii. No entanto, a quimica recorreu a uma representacao grafica para
simular o problema, ou seja, utilizou de meios visual-pictorico. Como essa
pesquisa ocorreu mediante um unico problema, ndo podemos classifica-los
como representativos de um ou outro estilo harménico.

Em outras palavras, o matematico procurou utilizar conceitos do
Céalculo Diferencial, que esta ligado com sua propria pratica, pois ele era um
matematico que trabalhava com Analise. A quimica fez uso de conhecimentos
de sua pratica para resolver o problema, como, por exemplo, a busca do
estado de equilibrio da solucdo e a construcdo do grafico no tempo que
retratasse tal situacdo. O fisico, assim como a quimica, empregou conceitos
internalizados para resolver o problema proposto. Ele utilizou ndo apenas a
Derivada, mas também o tempo derivado que é uma terminologia adotada
particularmente pelos fisicos, ja que esse termo nao consta nos Dicionarios de
Matematica.

O capitulo 2 da presente Tese de Doutorado evidenciou que o
pensamento matematico € muito complexo, por isso nao é resultante apenas
de caracteristicas psicolégicas individuais ou da natureza da pessoa, porém, é
ainda influenciado pelos seguintes aspectos:

e pelas areas de conhecimento e pelo contetudo envolvido;

e pela historia cultural e social;
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e pelo desenvolvimento da Matematica;
e pelos livros textos em Matemética;
e pelas experiéncias com a atividade matemaética; e

e pelos estilos cognitivos, que ja foram mencionados no capitulo 1.

Se a atividade matematica for a resolucdo de problemas, que
outros fatores podem influenciar o pensamento matematico? Como a
representacdo influencia o entendimento e o desenvolvimento da Matematica?
O capitulo 3 trata de algumas categorias de problemas matematicos e da
resolucdo dos mesmos, em que destacamos o papel da representacdo

matematica. Isso fornecera subsidios para responder essas questdes.
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CAPITULO 3

3. RESOLUCAO DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Na formalizagdo padrao da Matematica ndo podemos expressar a
distingao entre situagao problematica, representagdo do problema ou pergunta
e problema matematico. A pergunta deveria ser formulada de forma que
possibilitasse a mediagdo entre a situacdo problematica e um problema
viavel**,

Por exemplo, na escola, quando um professor propde um
problema matematico, ele ainda ndo € um problema para o aluno, mas é uma
situacdo problematica porque, as vezes, o aluno nem entende o que lhe foi
apresentado. Ele apenas sabe que tem que resolver algo e de alguma forma.

O mesmo ocorre com um texto, que para entendé-lo precisamos
de uma interpretacao, que por sua vez € baseada em uma analise do texto. Ele
ainda n&o é um problema, e sim, uma situag&o problematica. Um problema (ou
mais de um) surgira na interpretacdo do texto, que consiste em fornecer uma
perspectiva do mesmo.

Nesse processo, diferentes pessoas podem analisar de maneiras
distintas a situacao problematica, pois, dependendo da inten¢cdo da pessoa, de
seu interesse, de sua experiéncia, de seu conhecimento, de sua intuicdo, do
seu talento e dos instrumentos disponiveis, certa perspectiva ou representacao
pode ser melhor do que outra.

Sabemos que, muito frequentemente, a resolucdo de um

problema depende de um amplo grau na escolha de uma representacao

24 Essa distingdo é exposta por Otte (1973) no artigo intitulado Mathematik an der

allgemeinbildenden Schule, Probleme im Mathematikunterricht.
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adequada. No entanto, ndo podemos em geral distinguir, com antecedéncia e
em termos estatico formal, o que sabemos do que ndo sabemos. Nao podemos
determinar as fronteiras de nosso conhecimento sem formular novos
problemas. Certamente seremos capazes de formular novas perguntas.

Como saber, entretanto, se essas perguntas fazem algum
sentido? Como saber se elas podem ser transformadas em bons problemas e
como fazer isso? Para saber tais coisas, devemos ser capazes de atravessar
as fronteiras de nosso conhecimento ou determina-las em termos positivos, o
que parece meio impossivel.

Hilbert (1900) justificou seu programa original de meta-
matematica afirmando que qualquer pergunta matematica, claramente
formulada, deve ter uma resposta. Entretanto, isso ndo é verdade. Muitas
vezes podemos formular um problema matematico sem resolugdo. Por
exemplo, a equacao x? + 1 =0 n3o tem solugcdo no campo dos numeros reais.
Historicamente, sua solucdo somente se tornou possivel depois da invengao
dos numeros imaginarios (ou complexos) pelo matematico Gauss, no século
XVIIIl. A resolugdo para essa equagao, e muitas outras, foi viabilizada com a
ampliagdo dos conjuntos numéricos.

Devemos generalizar o tempo todo e a generalizagdo exige o que
Piaget denominou de abstragcédo reflexiva, que é a abstracdo da atividade
matematica, em vez de objetos pré-determinados (BETH & PIAGET, 1961).

No entanto, a atividade matematica deve iniciar e ganhar
dindmica e orientagdo de alguma forma. Kant (1994), baseado em sua
epistemologia critica, afirmou que para ganharmos experiéncia por meio da
atividade, algo mais €& exigido além do que meramente experimentar
passivamente uma situacdo problematica. Nenhuma teoria é determinada
somente por dados. E a resolugao de qualquer problema matematico nao-trivial
requer muito conhecimento e métodos extras que, frequentemente, parecem
nao ter nada em comum com a pergunta elaborada. Quase nenhum problema
ou situacao problematica produz os métodos ou o conhecimento para sua
resolucao por si so.

Boutroux (1920) fez dessa afirmacdo uma das caracteristicas da
Matematica Moderna. Ele escreveu que o programa de fundamentacdo de
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Hilbert foi frustrado pelo teorema da incompletude de Godel, como foi
frequentemente comentado. A situagdo pode, entretanto, ser mais dificil e
errada ao assumir que toda a Matematica, conhecida ou nao, pode ser
formalizada com a teoria axiomatica dos conjuntos. Essa afirmag&o ndo apenas
implica alegar que Matematica esta completa ou mapeada em principio,
embora muitos detalhes devam ser preenchidos e muitas perguntas devam ser
ainda respondidas, mas deveria também exigir que podemos claramente
afirmar que ainda nao sabemos. Finalmente, € necessario que qualquer
pergunta matematica imaginavel seja formulada em termos da teoria
axiomatica dos conjuntos.

Havendo interesse no momento com a resolucdo de problemas,
nos sentimos induzidos pelas consideragcdes anteriores, ao introduzir uma
distingdo conceitual entre situagdo problematica, pergunta e problema.

A pergunta formulada pelo solucionador do problema pode ser
uma representagcdo mais ou menos adequada da situacdo problematica. A
situagao problematica € algo complexo e indefinido e ela pode gerar problemas
e estimular resolugdes dos mesmos, que, a primeira vista, ha pouco a fazer
com a pergunta formulada ou a situagao problematica, como foi percebida e
talvez ela seja respondida de modo meramente indireto e muito complexo.

A relagcdo entre situagcdo problematica experimentada e o
problema trabalhado é o que determina principalmente a dindamica da atividade
do solucionador do problema.

Essa relagdo pode ser sintetizada na forma de uma triade,

conforme Figura 41.

Representacao de problem@

@tuagéo probleméti@/\{ Problema(s) )

Figura 41 — Relacéo entre situacdo problematica, problema e representacéo

Otte (1973) ressaltou que a representacdo é caracterizada como
mediadora entre a situagdo problematica e o(s) problema(s) formulado(s). Os
elementos de uma mediacdo dessa forma podem ser varios, dentre eles, o

conhecimento (como as teorias matematicas) e os sistemas simbodlicos. A
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representacdo € mais do que uma lingua, ou um simbolismo, &€ também uma
semantica, uma forma de enxergar as coisas.

Muitas vezes € preciso construir uma representagdo que possa
traduzir uma situacado problematica em um objeto matematico ou um teorema.
Tudo o que faz a mediagao entre situacao problematica e problema chamamos
de representagcdo da situagdo problematica, que é transformada em um
problema.

Os dois exemplos, a seguir, podem ilustrar a distingdo entre
situacao problematica, problema e representacao.

Problema da mosca: Dois ciclistas andam em direcido oposta.
Depois de 5 horas eles se encontram. Junto com o primeiro ciclista parte uma
mosca, que esta localizada em seu nariz. Porém, ela voa mais rapido do que
os ciclistas. A mosca sai do nariz do primeiro ciclista e toca no nariz do
segundo e, em seguida, retorna para o nariz do primeiro. Ela faz essa viagem
varias vezes. Quantos quildbmetros a mosca percorre até os ciclistas se
encontrarem no meio do caminho?

Se tentarmos resolver esse problema simulando as idas e vindas
da mosca, isto €, se olharmos apenas para o fenbmeno, teremos um raciocinio
infinito, porque a distancia inicial entre os ciclistas n&o foi delimitada. E preciso,
entdo, formular um problema: Qual a velocidade do homem e da mosca?

Considerando que o homem se movimenta a uma velocidade de
10 km/h e a mosca a 15 km/h podemos, entdo, contar. Supondo que a
distancia inicial entre os ciclistas € de 100 km, depois de 5 horas eles se
encontram e a mosca ndo tera mais tempo para voar. Isso significa que ela
ficara voando durante as 5 horas. Assim, ela percorrera 5 h x 15 km =75 km/h.

Ao estabelecermos as velocidades do homem e da mosca ficou
mais facil escolher a representagao, por meio de calculo aritmético, para obter
uma resposta.

Problema do café e do leite: Uma pessoa coloca todo o café em
seu copo e outra coloca todo o leite em outro copo. Em seguida, mudam de
idéia. A primeira pessoa quer um pouco de leite e a segunda quer um pouco de
café. Como n&o ha um terceiro copo, alguém tem que comegar a misturar os

dois liquidos. Assim, a segunda pessoa mistura um pouco de café em seu copo



219
e devolve parte dessa mistura para a primeira pessoa. A primeira volta a
devolver mais um pouco da ultima mistura. No inicio e no fim, ambas tém a
mesma quantidade de liquido nos copos. Pergunta: Ha mais leite no café? Ou
mais café no leite? Ou sao iguais? Se s&o iguais, por qué?

Um estudante normalmente explicaria: em um copo havia leite
puro. Quando se acrescenta o café e a pessoa devolve, ja € uma mistura. No
segundo copo tem mais leite do que café. Esse € o raciocinio comum.

As diversas misturas realizadas alterariam a quantidade de
moléculas dos liquidos? Nao devemos pensar nas misturas de forma isolada. E
necessario abstrair e passar a pensar que se as quantidades eram iguais no
inicio, depois da troca, cada molécula que foi tirada de um copo foi substituida
pela molécula do outro, caso contrario, ndo poderiam ser iguais. Entdo devem
ser iguais, mesmo tendo leite puro em um copo e leite misturado no outro.

Os exemplos apresentados ndo evidenciam muita matematica,
entretanto, revelam um aspecto muito geral e importante. Sdo problemas que
ilustram que matematizar significa transformar um fendbmeno complexo, um
processo ou um acontecimento em uma estrutura estatica.

E preciso buscar fundamentos que transformem o mundo real —
no qual ha fenbmenos que sempre se movimentam, se modificam — em um
mundo estatico da Matematica. Esse processo € denominado de
substantivacdo. A substantivacdo é a caracterizacdo mais profunda e
importante da Matematica Moderna, que teve sua origem em Platao.

A matematizagao é caracterizada por dois aspectos:

1. Transformar um processo ou uma atividade em um objeto estatico

(substantivagéo);

2. Representar esse objeto em uma maneira inesperada, as vezes. Por
exemplo, colorir um tabuleiro de xadrez de uma forma adequada que
permita contar melhor as possibilidades da pavimentagédo utilizando k-

minos?.

% Os k-minds correspondem a figuras geométricas formadas pela jungdo de quadrados
unitarios, por exemplo, dominé (2 quadrados), triminé (3 quadrados), tetramind (4 quadrados),
etc.
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Esses sdo dois processos fundamentais, além do conhecimento
da area especifica, ja que é preciso saber calcular, equacionar, que sao 0s
instrumentos matematicos. Podemos pensar que resolver problema significa
matematizar, porque temos implicitas essas caracteristicas.

Considerar o problema como um objeto da atividade matematica &
resultado da convicgao que, as vezes, pode haver diferenca entre as maneiras
COmo uma pessoa enxerga a situagao problematica e o conteudo da prépria
atividade matematica. As pessoas normalmente n&o sao totalmente
conscientes do que estdo fazendo. Em grande parte o proprio pensamento é
um pensamento intuitivo e implicito.

Na Matematica a experiéncia e a maturidade do pensamento de
uma pessoa tém um grande peso, porém, nem sempre ela consegue
representar explicitamente essas experiéncias e intuigdes.

Um exemplo desse fato ocorreu com Poincaré. Ele, Krutetskii e
outros matematicos escreveram sobre o fendmeno de uma solugao repentina.

Poincaré comentou que, na época em que estava no exército,
pensava muito a respeito de alguns problemas que ele ainda n&o tinha a
solucdo. Ao concluir o servigco militar, imediatamente obteve a solucéo. Isso
ocorreu porque ele pensava nos problemas matematicos, estava em constante
atividade cognitiva e, muitas vezes, sem mesmo ter consciéncia disso.

A representacdo tem uma funcdo de destilar ou abstrair, da
situagdo problematica, alguns aspectos ou formas que possibilitam realizar
uma atividade matematica. A complexidade pode proibir que o pensamento se
refira diretamente a realidade; por esse motivo sdo importantes os processos
de abstracdo, de simplificagdo, de modelagem, etc.

No capitulo 2 desta Tese destacamos a importancia de se
complementar os livros didaticos com a atividade matematica, pois os livros
também ndo se referem diretamente a realidade, ou seja, eles ndo contém a
realidade como um todo. Nesse caso, a atividade € que pode fornecer o
significado de um texto, possibilitando que ele exerga suas fungdes cognitivas,
dentre elas a de divulgar conhecimentos e suas representacoes.

Dentre as varias categorias de problemas matematicos, trazemos

duas delas para a nossa discussao, caracterizando, portanto, as duas partes
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desse capitulo. Na primeira, apresentamos alguns problemas matematicos que
podem ser resolvidos de maneiras diferentes. Nesse caso, o lado subjetivo se
revela de forma mais evidente, pois distintas perspectivas podem ser

consideradas na situagao problematica, originada pelos problemas propostos.

Na segunda parte, tratamos de resolugdo de problemas e
construgéo de idéias gerais. Esse € um assunto muito importante porque ja na
Antiguidade havia distingdo entre Geometria e Algebra, em termos de
resolucao de problemas.

A Geometria ndo dispunha de métodos gerais para resolver os
problemas ou para desenvolver provas geométricas. Cada caso era um caso
particular e o processo de demonstragao poderia ser bem distinto em cada um
deles. Os modernos, dentre eles Descartes, argumentavam que os
matematicos da Antiguidade tinham muita engenhosidade, porém, todas as
resolugdes, particularmente as da geometria, eram tdo especificas que
pareciam truques, nao havendo como generalizar.

A idéia da modernidade, sobretudo da algebra, foi fornecer um
método geral, uma maquina para resolver problemas. Hoje é possivel
equacionar problemas de diversas areas de conhecimento.

Historicamente havia pessoas que gostavam mais de problemas
que pudessem ser generalizados, que produzissem métodos para ser utilizados
e resolver outros problemas. Enquanto outras pessoas nao tinham esse
proposito tdo acentuado, a preocupacao era resolver problemas, mesmo que
fossem casos particulares.

Isso nos remete a distincdo das duas culturas na Matematica,
exposta por Gowers (2000), e que ainda se faz presente nos dias atuais, pois
ele mesmo apontou que no coragao da Matematica Pura também temos essa
distingdo. Ou seja, temos areas como Combinatorios, que possuem poucos
teoremas universais; a maioria deles s&o problemas singulares, como era na
Geometria da Antiguidade.

A seguir, expomos alguns problemas matematicos e seus

possiveis processos de resolucao.
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3.1. Estudo de alguns problemas matematicos

Existem problemas matematicos que possibilitam a utilizacdo de
diversos processos de resolucdo. Por esse motivo, podem proporcionar a
identificacdo de certas preferéncias no modo de representacdo, que esta
vinculado ao aspecto subjetivo, e, consequentemente, podem evidenciar estilos
cognitivos.

Por outro lado, alguns problemas, dependendo da representagao
escolhida, podem apenas ser resolvidos, obtendo uma resposta, ou eles
podem originar idéias ou teorias gerais. No entanto, temos casos em que uma
idéia ou uma representacao pode ser utilizada em um problema de forma
satisfatoria e revelar-se insuficiente para resolver outra situacdo, como ocorreu
no problema da corda, apresentado no capitulo 2 desta Tese, p. 160. Foram
utilizadas duas representacdes, uma associada ao processo indutivo e outra ao
axiomatico, e chegamos a duas solugdes distintas para o problema. Cada uma
delas tem um valor instrumental diferente.

As duas partes desse capitulo tratam dessas duas categorias de

problemas, como acompanhamos a seguir.

3.1.1. Problemas matematicos com diferentes

maneiras de resolver

Muitos problemas matematicos podem ser resolvidos por
diferentes processos, que sao desencadeados pelos problemas formulados
pelas pessoas e pelas representacdes escolhidas.

Em uma representagdo temos implicita a experiéncia, o
conhecimento e até mesmo a preferéncia de uma pessoa por certas
representacoes.

Davis (2001) cita um exemplo em que a experiéncia com a
atividade matematica e a utilizacdo de uma representacdo adequada foi

importante na resolugdo de um problema.
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Qual inteiro positivo N que em notacao de congruéncia da teoria dos
numeros & expresso por

N=1 (mod2)

N=2 (mod3)

N=3 (mod4)

N=4 (mod5)

N=5 (mod 6) (DAVIS, 2001, p. 206).

Esse problema foi proposto a S., um professor de Matematica de
uma Universidade, e a K., uma estudante de 16 anos considerada a melhor
solucionadora de problemas. K., porém, ndo conseguiu resolvé-lo.

O professor S. o resolveu imediatamente. Ele estranhou o fato de
K. ndo resolver o problema proposto porque sabia que K. era melhor
solucionadora de problemas do que ele. Depois ele se lembrou de que no
mesmo dia havia resolvido um problema de Algebra (em que um polinémio P(x)
dividido pelo polinbmio Q(x) deixa resto 1) por meio de uma representagéo
similar & que ele utilizou. O problema de Algebra ainda estava de algum modo
na mente de S. Quando K. contestou sua resolugdo, S criou um problema

modificado:

(

(mod 3)

(mod 4)

(mod 5)

(mod 6) (Ibidem, p. 207).

=<
T T TR T

O professor S. explicou que se M é dividido por 2, ou por 3, ou por
4, ou por 5, ou por 6, o resto, em qualquer caso, sera sempre 1. Isso significa
que M tem um a mais do que o Minimo Multiplo Comum de 2, 3,4, 5 e 6.

M=MMC (2,3,4,5,6)+1=60+1=61.

S. continuou relatando que o problema N seria mais ou menos o
mesmo, ou seja, em vez de deixar restos 1, ele deixa restos de 1 negativo.

N=MMC (2,3,4,5,6)—1=60-1=59.

O professor S. tinha em sua memdria uma boa representagao
para o problema M e a aplicou e a transferiu para a resolucdo do problema N.
Davis (2001) destaca que a busca por representacbes pode tornar certos
problemas especificos muito faceis. E acrescenta que representar um problema

ja é mais da metade da resolugdo do mesmo.
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A seguir, apresentamos alguns exemplos de problemas

matematicos que podem ser resolvidos por meio de diferentes representacoes.

(1) Dois trabalhadores, um mais velho e outro mais jovem, moram
na mesma casa e trabalham na mesma fabrica. O homem mais jovem leva 20
minutos caminhando até a fabrica. O homem mais velho percorre a distancia
em 30 minutos. Quando o trabalhador jovem alcangcara o homem mais velho,
se o ultimo partir 5 minutos antes dele? (PERELMAN, 1979, p. 52 e 56-57,
tradugao nossa).

Esse problema pode ser resolvido de cinco diferentes maneiras.
As duas primeiras por intermédio da aritmética, a terceira por meio de um
quadro e de fragdes da distancia, a quarta por meio de segmentos e a quinta
pelo conceito de proporcionalidade. Esses s&o conceitos especificos da
Matematica; o problema pode ainda ser resolvido por meio de conceitos da

Fisica, que nao serao apresentados nesse capitulo, e sim no capitulo 4.

» Resolucdo A: Em cinco minutos o trabalhador mais jovem percorre % do

caminho e o mais velho % Ou seja, %—%z% menos do que o trabalhador

mais jovem.

Como o homem mais velho estava % do caminho a frente do

trabalhador mais jovem, o ultimo o alcangara depois de %+%:2 intervalos

de 5 minutos, ou seja, em 10 minutos.

» Resolucéo B: Para chegar a fabrica, o trabalhador mais velho precisa de
10 minutos a mais do que o jovem (30" — 20’ = 10’). Se ele sair de casa 10
minutos antes, ambos chegardo no local ao mesmo tempo. Se o trabalhador
mais velho sair apenas 5 minutos antes, o homem mais jovem o alcangara na
metade do caminho para a fabrica, ou seja, 10 minutos antes (desde que ele

leve 20 minutos para percorrer a disténcia toda).

» Resolugdo C: Podemos pensar na distdncia da casa até a fabrica sendo

percorrida, considerando intervalos de 5 minutos. Assim, temos o Quadro 8:
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Quadro 8 — Comparacao entre as distancias percorridas por cada irméo em intervalos de
5 minutos

Mais velho Mais jovem

5 min 2> % da distancia

+ 5 min > 2 da distancia 5 min > l da distancia

+ 5 min > § =1 do caminho + 5 min 2> g =J do caminho
6 2 4 2

Resposta: Se encontrardo na metade do caminho apés 10 minutos

» Resolugdo D: Desenhamos dois segmentos de medidas iguais (mesma

distancia), um para cada irmao. Em cada 2

segmento, consideramos o tempo gasto \{

1
\‘Z ' Jovem
no percurso dividido em intervalos de 5 \ \ | L
NN ' —1Velho
2 3

[
1
6 6 6

minutos (fracbes da distancia com base

no tempo) (Figura 42 ).

Figura 42. Representacdo geométrica por meio de
segmentos

Assim, o percurso do jovem contém 4 intervalos de 5 minutos (20
mintos) e o trabalhador mais velho, 6 intervalos de 5 minutos (30 mintos). Com
essa representacdo de segmentos visualizamos que os dois homens se
encontrardo na metade da distancia, depois de dois intervalos de 5 minutos,

que correspondem a 10 minutos.

» Resolucéo E: podemos ainda resolver esse problema aplicando o conceito

de proporcao, em que temos:
e 20
Jovem percorre a distancia x em T

Velho percorre a mesma distancia x em %
+

Como a distancia x percorrida € a mesma, podemos estabelecer a
igualdade:

20 _ 30 -> 30t=20t+100 > 10t=100 -> t=10min

t t+5
(2) A uma equipe de homens foi atribuida a tarefa de ceifar dois

pastos, um tendo o dobro do tamanho do outro. Até meio dia, todos os homens

ceifaram juntos no pasto maior. Depois, a equipe foi dividida em dois grupos
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iguais. O primeiro grupo permaneceu no pasto maior e concluiu todo o trabalho

no final da tarde. O segundo grupo foi ceifar o pasto menor, entretanto, no final

da tarde ainda restou uma por¢cao desse pasto para ceifar. Essa porcao foi

ceifada no outro dia por apenas um homem que trabalhou durante um dia

inteiro. Quantos homens estavam ceifando na fazenda? (PERELMAN, 1979, p.

227-229, tradugao nossa).

> Resolucdo A: Esse problema pode ser resolvido por meio da Algebra

elementar, estabelecendo sistema de equagdes construidas a partir de uma

representacdo geométrica, conforme Figura 43 .
2X X
| | |

H H/2 H/2

| [ [
Y2 dia Y dia Y2 dia V2dia

Figura 43 - Representacio geométrica e Algebra elementar

H+ﬂ=2x H+E=2(ﬂ+2)
2 2 2
H H
§+2=x H+§=H+4 > H =8 homens

» Resolucdo B: Podemos ainda utilizar a algebra elementar, porém,

recorrendo ao conceito de proporcionalidade, o que torna a resolugdo um

pouco mais elaborada, mais trabalhosa, exigindo mais relagbes do que a

anterior, como descrevemos no que se segue:

| 2 | x vy Areado pasto  n° homens
-y Y Y [
2x -y H
H H/2 H/2 2 y E
2
| I | ! X—y 2
Y2 dia Y2 dia Yadia ‘2dia

Figura 44 - Representacdo geométrica e proporcionalidade
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2X-y _y _Xx-y
H H 2
2
2Xx-y Yy 3y
| = 3 2x—y =2y 22x=3y 2> x=2L
(1) o H X—y =2y X =3y X= =
2
y _X-y 2y _X-y _
I L = > 2= 2 H((x-y)=4
(1) H™ 2 v > (x—y)=4y
2

Substituindo (1) em (ll) temos:

= _4y - H= _4y.2 - H=8homens
3y _ y
5 y

» Resolucao C: Nesse problema, além da incégnita principal — numero de
homens, denotado por h — é conveniente introduzir outra incégnita auxiliar,
indicando a area ceifada por um unico homem em um dia, denotando-a por a.
Embora o problema nao peca para encontrar a, ela ajudara a obter a incégnita
principal.

Expressando a area do pasto maior em termos de h e a, essa

area foi trabalhada na metade de um dia por h homens; eles ceifaram

h xlxa = h—a
2 2
Durante a segunda metade do dia o pasto maior foi ceifado pela
. . h . . h 1 ha
metade da equipe, ou seja, > ceifadores; eles fizeram E><§><a =7
Como o pasto todo foi concluido a tarde, a area total era
ha  ha _3ha
2 4 4

Utilizando h e a para expressar a area do pasto menor, um total

h ) . . .
de > ceifadores trabalharam nele na metade de um dia e ceifaram uma area

igual a gx%xa = %a. Acrescentando a porgao nao cortada, que € igual a a (a

area cortada por um unico homem), obtemos a éarea do pasto menor:
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ha ha +4a . . «
vy a= R Resta, portanto, expressar em linguagem algébrica a frase “o

primeiro pasto tem o dobro do tamanho do segundo pasto” e temos a equagao:

Sha ha+da _, ., 3ha _, 5 30 5 5 3h=on+s8
4 4 ha +4a h+4

Cujo resultado é h = 8, isto €, a equipe era coposta por 8 homens.

» Resolucao D: Podemos resolver o problema de forma simples e direta, por
meio do conceito de fragdes e da Geometria, conforme constatamos na Figura
45:

1
3 Manha
Grupo 2 J
1 1 X Grupo 1 Grupo 2 } X
L /3 /3 L Tarde Tarde

Figura 45 - Representacdo geométrica e fragcao

Se a equipe toda trabalhou no pasto maior em um periodo do dia

(manha) e metade da equipe no outro periodo do dia (tarde), portanto, metade
da equipe pode cortar % do pasto em um periodo do dia.
Analisando o pasto menor, verificamos que ha uma por¢gdo sem

cortar igual a %—%:%. Dessa forma, % corresponde ao trabalho de um

homem.

Considerando o pasto maior e o menor, temos g (2x + x = 3x,

pelo desenho constatamos os g). Retirando da area total o que corresponde a

porcao do pasto que falta ceifar obtemos: 3_1 = 8

2 6 6
Como % equivale ao servico de um homem temos 8. % ,

portanto, a equipe era formada por 8 homens.
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Essa resposta também poderia ser obtida da seguinte maneira: se

um homem pode cortar % de um pasto em um dia e uma area total de

g+% =% foi cortada, entdo, havia 8 homens trabalhando.

(3) Adriano Alves, Benedito Buarque, Carlos Castro, Donizete
Duarte e Eduardo Esteves sao os 5 principais membros de um Clube. Cada um
possui um pénei em que é dado o nome da esposa de um dos outros.

O pbénei do Sr. Alves é nomeado de Gldria; Carlos Castro possui
Joana; e Sr. Esteves possui Inez. Flavia, possuida pelo Sr. Duarte, € dado o
nome da esposa do Sr. Alves. O esposo da Gldria possui o pdnei que tem o
nome da esposa do Sr. Buarque. Helena Castro é a unica esposa que sabe
como montar um cavalo. Quem é o esposo da Joana? Quem possui Helena?
(AVERBACH & CHEIN, 2000, p. 2 e 7-10, tradugao nossa).

» Resolugcao A: Fagamos inicialmente uma lista das informagdes dadas no
problema:

O ponei do Sr. Alves é Gldria;

O pobnei do Sr. Carlos Castro é Joana;

O poénei do Sr. Esteves € Inez;

O poénei do Sr. Duarte é Flavia;

Flavia é casada com Sr. Alves;

Helena é casada com Sr. Carlos Castro;

O esposo de Gldria possui 0 pdnei que é dado o nome da esposa
do Sr. Buarque;

O pbnei de cada homem &€ nomeado com 0 nome da esposa de
outro e ndo com o da sua propria esposa.

Nookwh =

®

Nesse caso, um quadro com 3 colunas pode auxiliar — uma coluna
para o nome do Cavalheiro, outra para o nome de seu cavalo e a terceira para
o nome da sua esposa. Preenchendo com as informacbes dadas temos o
Quadro 9.

Quadro 9 - Relacéo entre cavaleiro, cavalo e esposa

Cavalheiro Cavalo Esposa

Sr. Alves Gldria (1) Flavia (5)
Sr. Castro Joana (2) Helena (6)
Sr. Esteves Inez (3)

Sr. Duarte Flavia (4)

Sr. X Y Gloria (7)
Sr. Buarque Y (7)
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O uUnico caminho no qual a pista 7 poderia entrar no quadro era

introduzir simbolos tais como X e Y para representar pessoas que ainda nao
tinham sido identificadas. (Esse processo é similar & técnica da Algebra
elementar, no qual letras s&o usadas para representar quantidades
desconhecidas. No quadro, Sr. X representa o esposo de Gldria e Y representa

0 nome da esposa do Sr. Buarque que é também o nome do cavalo do Sr. X).
Algumas observagdes:

e O cavalo do Sr. Buarque deve ser Helena porque os outros 4
nomes ja estdo atribuidos na coluna do cavalo;

e Sr. X ndo pode ser Sr. Castro, porque o ultimo é casado com
Helena, enquanto Sr. X é casado com Gloria;

e Por isso, como Sr. Castro possui Joana e Sr. X possui Y, Y ndo
pode ser Joana,;

e Y também ndo pode ser Flavia ou Helena, desde que Y é casada
com Sr. Buarque, e Flavia e Helena nio sao;

e Y ndo pode ser Gloria, ja que o marido de Gldéria possui Y, de
acordo com a pista 8;

e A Unica possibilidade restante é que Y é Inez. Entdo Sr. X deve

ser Sr. Esteves (ja que ele possui Inez).

Pelo processo de eliminagdo podemos completar o Quadro 10 e

descobrir que Joana é casada com Donizete Duarte.

Quadro 10 - Conclusao darelacéo entre cavaleiro, cavalo e esposa

Cavalheiro | Cavalo | Esposa
Sr. Alves Gléria Flavia
Sr. Castro Joana Helena
Sr. Esteves Inez Gldria
Sr. Duarte Flavia Joana
Sr. Benedito |Helena [Inez

» Resolucao B: Podemos utilizar outro quadro, no qual as letras A, B, C, D e
E sao as primeiras letras dos sobrenomes dos cavalheiros e as letras F, G, H, |
e J sdo as iniciais dos primeiros nomes das esposas (Diagrama |). Quando

descobrimos que um cavalheiro particular € casado com uma senhora
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particular, marcamos com v quando sua linha encontra sua coluna, se
sabemos que eles ndo sao casados, colocamos X. Quando um check aparece,
entdo as outras células daquela linha e coluna tém que conter X's, porque cada
homem é casado com apenas uma mulher e cada mulher € casada com um

unico homem. Podemos construir o Diagrama Il, com base nas pistas 5 e 6.

Quadro 11 — Seqiiéncias de preenchimento dos diagramas

Esposas
FIG|H]| I J FIG|H]| I J
A AN XIX]IX]X
B B | X X
C CIX[X|~N|X]|X
D D | X X
E E | X X
Diagrama | Diagrama |l
FI1G|H]| I J
AlNIX]IX]IX]X
B| X[ X ]| X
CIX|X|N]IX]|X
D | X X
E | X X | X
Diagrama Il

Também, da pista 3, sabemos que E nao é casado com |, e da
pista 7, que B ndo é casado com G. (Caso contrario, o pénei do Sr. B seria
nomeado com a esposa de B, contrario a pista 8). Com essas informagdes
Obtemos o Diagrama lll. Mas agora parece que estamos presos. Parece que
nao fizemos uso completo da pista 7. Como podemos utilizar isso?

Como no Diagrama lll ha apenas duas possiveis alternativas para
0 esposo de Gldria, podemos observar o que acontece quando assumimos que
uma delas € verdadeira.

Primeiro vamos casar Gléria com Sr. Duarte. Entéo, da pista 7, Sr.
Duarte possui o pénei que € nomeado com a esposa de Sr. Buarque. Mas nds
sabemos que o pbénei de Sr. Duarte é Flavia (pista 4) e que Flavia ndo é
esposa de Sr. Buarque (pista 5). Obtemos entdo uma contradi¢do, e assim,
esse matriménio n&o funciona, e talvez nunca poderia haver:

Gl6ria nao é casada com Sr. Duarte.
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Quando uma suposicao conduz logicamente a uma contradicédo, a

suposicdo deve ser incorreta. O item assumido como verdade deve ser falso.

Essa nova informacdo foi inserida,

FIG| H| I | J
obtendo o Diagrama IV. Notamos que ha agora[ A [ ¥ [ X | X | X | X
apenas uma possibilidade para o esposo de | B | X | X | X
. CIX | X[ V]|X]X
Gloria — Sr. Esteves. D X X1 X
Podemos, entretanto, colocar um | E | X _ X | X
check na célula E-G da tabela e entdo, colocar um Diagrama IV
X na célula E-J (Diagrama V).
Utilizando a pista 7 novamente, Sr. FIG|IH|[ I | J
Esteves possui o ponei nomeado com a esposa AN XXX X
P P P B | X| X | X[V
do Sr. Buarque. Mas Sr. Esteves possui Inez. | C | X | X | ¥ | X | X
Segue que: Sr. Buarque é casado com Inez. II:E) § ij ;(( X TT%
Registrando  essa informacéo, Diagrama V

chegamos ao Diagrama V.

Colocamos agora os Xs nas células B-J e Dl
consequentemente, a célula D-J deve receber um check. Assim, como
encontramos antes:

Joana é casada com Sr. Duarte.

Como um passo final na solugdo, sem importar com qual
abordagem foi usada, o problema original poderia ser conferido para verificar

que a conclusao obtida é consistente com os fatos dados.

. ] o Esposas
» Resolugdo C: Ha outros recursos visuais
. } FIG|H | I | J
relevantes, que podem ajudar a obter a solugdo. [ F N
Por exemplo, no Diagrama A podemos encabegar G
. H
as linhas com os nomes dos cavalos e as colunas |
com os nomes das mulheres. J
Cavalos
Diagrama A

Podemos colocar um check na linha-F, coluna-J se Flavia é o

nome do cavalo que pertence ao homem que é casado com Joana.
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Ou podemos marcar os homens em FIGI|H | J
contraste com seus cavalos. Dessa vez, ao invés | A @
de checks, utilizamos circulos com as iniciais das B X

) . C
esposas, como ilustra o Diagrama B.
. | D |O

O Diagrama B nos informa que o Sr. E

Alves é casado com Flavia e possui Gldria, Sr. Diagrama B

Buarque nao possui Inez e Sr. Duarte possui Flavia (mas ainda ndao sabemos

com quem ele é casado).

Outro diagrama que podemos A B C D E

utilizar é o indicado ao lado. \/K
G H J F I

As letras G, H, J, F, | representam as siglas de ambas as esposas
e cavalos. Indicamos um cavalo particular pertencente a um proprietario
particular, escrevendo a sigla do cavalo abaixo do seu dono. As linhas ligam as
siglas dos esposos e esposas. Por exemplo, Sr. Alves possui Gloria e é casado
com Flavia.

Averbach e Chein (2000) afirmaram que em geral, é dificil saber
com antecedéncia exatamente qual forma de ajuda visual seria mais adequada.
Algumas vezes, nem € necessario. Outras vezes, mais do que uma é
necessaria.

(4) Numa reuniao de amigos ha 6 pessoas. Se cada um trocar um
aperto de mao com todos os outros, quantos apertos de méao terdo ao todo?
(DANTE, 1991, p. 18-19).

Resolucdes por meio de:

Uma lista
Noemi Anelise Felipe Sérgio Paulo Ricardo
Anelise Felipe Sérgio [ Paulo Ricardo
Felipe Sérgio Paulo Ricardo
Sérgio Paulo Ricardo
Paulo Ricardo
Ricardo

5+4+3+2+1=15
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Diagramas
a) N A F S P R
H A oo O oA
rv ¢ 4% 4
N NN N NS 5
NN A 4
+
N N N g
\1______/\____/ 1
.~ 15 (apertos de mao)
Figura 46 — Esquema dos apertos de maos
b) Quadro 12 — Representacdo dos apertos de maos entre as pessoas
N A F S P R
N o] o] 0 o] o] 5
A o] 0 o] o] 4
F o] o] o] + 3
S o] 0 2
P o] 1
R (total) 15
C) . .
Ricardo cumprimenta todos 5

0s outros 5 e sai.
Paulo cumprimenta todos

os outros 4 e sai. 4

Sérgio cumprimenta todos

os outros 3 e sai. +3

Felipe cumprimenta todos

0s outros 2 e sai. 2

Annelise cumprimenta a

unica que sobrou e sai. 1
Total 15

Figura 47 — Representacdo de um processo
combinatério

Formula de Combinacédo Simples

. . 6!
(®) = pn—py 2 o5z

Alguns problemas matematicos podem ser resolvidos
aritmeticamente pensando de forma inversa, ou seja, pensar nas informacgdes
dadas pelo problema de tras para frente ou utilizando a Algebra elementar,

como acompanhamos nos problemas a seguir.
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(5) Certo dia um homem entrou em uma igreja, rezou para o santo

e pediu: “se vocé dobrar o que eu tenho no bolso eu te dou 200”. O santo
dobrou o valor do dinheiro que o homem tinha no bolso. Ele entrou em outra
igreja e pediu ao santo: “se vocé dobrar o que eu tenho no bolso eu te dou
200”. O santo dobrou. Em seguida o homem entrou na 3?2 igreja e disse ao
santo: “se vocé dobrar o que eu tenho no bolso eu te dou 200”. O santo dobrou,
o homem pagou e saiu da igreja sem dinheiro. Qual era a quantia em dinheiro

que o homem tinha quando entrou na 12 igreja?

» Resolucéo A: utilizando a aritmética e pensando no problema de tras para

frente.
Quadro 13 — Pensando na ordem inversa do problema
Igrejas Saiu Entrou
3% igreja 0=200-200=2x100-200 100
22 igreja 100 = 300 — 200 = 2 x 150 — 200 150
12 igreja 150 =350 -200=2x 175 - 200 175

> Resolucéo B: utilizando a Algebra elementar

Quadro 14 — Resolugdo por meio da Algebra elementar

Igrejas Entrou Saiu

12 igreja X 2 x—200

2% igreja 2x-200 2 (2 x—200)-200

32 igreja 2 (2 x-200)-200 2[2(2x-200)-200]-200=0

2[2(2x—-200)-200]-200=0 > 2[4 x—400—200]-200=0
2[4 x — 400 — 200] — 200 = 0 >  8x-1200-200=0
8x= 1400 > x=175

(6) Trés irmaos repartiram 24 macgas, cada um obtendo um
numero igual a sua idade trés anos antes. O mais jovem propés uma troca:

Eu ficarei apenas com metade das macgas que eu tenho, e dividirei
o resto igualmente entre vocés dois. Entretanto, o irmao do meio, ficando com
metade de suas magas acumuladas, deve dividir o resto igualmente entre o
irmao mais velho e eu, e depois, o irmao mais velho deve fazer o mesmo.

Eles concordaram. O resultado € que cada um terminou com 8
magcgas. Quantos anos os irmaos tinham? (KORDEMSKY, 1972, p. 97).



236

» Resolucédo A: Uma das resolugdes envolve a aritmética e o pensamento

inverso a sequéncia dos dados do problema.

Antes do mais velho dar metade de suas macéas aos seus irmaos

ele tinha 16; o do meio e o mais jovem tinha 4 cada um.

Antes do irmao do meio dividir suas macas ele tinha 8; isso

significa que o mais velho tinha 16 — %(4) = 14 e o mais jovem tinha 2.

Antes do mais jovem dividir suas macgas ele tinha 4; o irm&o do

meio tinha 8 — 1 (2) = 7 e o mais velho 13. Para finalizar, basta acrescentar 3,

ja que essas quantidades correspondem as idades 3 anos antes.

Assim, concluimos que as idades sao as seguintes: O irmao mais

jovem tem 7 anos, o irmao do meio tem 10 e o mais velho tem 16 anos.

» Resolucdo B: Ainda pensando na ordem inversa a apresentada pelo

problema, podemos registrar os dados em uma tabela. Partimos da informacao

em que todos terminaram com 8 magas.

Quadro 15 — Pensando na ordem inversa do problema

Diviséo Irm&o mais jovem Irméo do meio Irm&o mais velho
Final 8 8 8
No final para ficar com Idem ao irmao mais | Para o mais velho ficar
8 tendo recebido 4 do jovem. com 8, antes da
irmao mais velho 8-4=4 divisdo tinha 16.
32 significa que Ele tinha 4 magas. 8x2=16
8-4=4 Ficou com metade (8)
Ele tinha 4 magas. e o resto dividiu
igualmente com os
outros dois (8:2 = 4).
Para ficar com 4, tendo | Para o irmao do meio Para ficar com 16
recebido 2 do irméo do | ficar com 4, depois da | magas tendo, recebido
meio, significa que divisdo, antes ele tinha | 2 do irmdo do meio,
4-2=2 2x4=8 significa que antes
22 Ele estava com 2 Ficou com metade (4) e tinha
magas. o restante dividiu
igualmente com os 16-2=14
outros dois (4:2 = 2). Ele tinha 14 macas.
Para o mais jovem ficar | Para ficar com 8 magas, Para ficar com 14
com 2 macas, depois | depois de receber 1 do magcas, depois de
da divisao, significa irm&o mais jovem, receber 1 do irmao
que antes tinha 2 x 2 =| implica que antes tinha | mais jovem, implica
12 4 8-1=7 que antes tinha
Ficou com a metade Possuia 7 magas. 14-1=13
(2) e o resto dividiu Possuia 13 macas.
igualmente com os
outros irméos (2:2=1)
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A partir dessas quantidades iniciais de magas determinamos as

respectivas idades somando 3:

Irm&o mais jovem: 4 + 3 =7 anos

Irmao do meio: 7 + 3 = 10 anos

Irmao mais velho: 13 + 3 = 16 anos.

> Resolucédo C: Utilizando a Algebra elementar e um quadro

Quadro 16 — Resolugéo por meio da Algebra elementar

Diviséo Irm&o mais jovem Irm&o do meio Irm&o mais velho
n° de macdas = a n° de macds =b n° de macdas =c
¥ a 4b+a a_4c+a
b+|—-+2|= c+—=
a [2 j 4 4 4
12 2 Se o irméo jovem fica
com % cada um dos
outros dois irmaos
o a
ficara com —
4
4b+a * 4c+a+4b+a
a a 4a+b 4b+a
2 4 2 16 4 _ 5a + 4b +16¢
9a+4b 2 8 16
16
S5a+4b+16c |4b+a 5a+4b+16¢ *
9a-+4b 16 8 * 64 5a+4b+16¢
+ -
16 4 8(4b +a) + 5a + 4b + 16¢ 16
3a 4(9a + 4b) + 5a + 4b + 16¢ 64 2
64 13a+36b+16c _g sa+4b+16c _ o
41a+20b+16c _ o 64 - 32
64

OBS. (1) O simbolo * indica quem esta dividindo as macgés em

cada momento.

(2) Na terceira divisdo cada uma das fragdes € igualada a

8, porque € a quantidade final com que cada irmao ficou.

Do enunciado do problema (irés irmaos repartiram 24 magas:

atb+c=24) e das trés equacdes obtidas acima determinamos um sistema com

4 equacgbes e trés incognitas.
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a+ b+ c¢c=24 (1)
41a + 20b + 16c = 512 (2)
13a + 36b + 16c = 512 (3)
5a+ 4b + 16c = 256 4)

Esse sistema pode ser resolvido utilizando varios métodos

(escalonamento, substituigcao, etc). Apresentamos a resolugéo pelo método da

adicao e da substituicao.

De (3) e (4) temos:

13a + 36b + 16¢ = 512 13a+36b+16c= 512

5a+ 4b + 16¢c = 256 X (=1) —5a— 4b-16¢ = — 256
8a + 32b = 256

a=32-4b (5)

De (1)e (5):32—-4b+b+c=24 > c=3b-8 (6)

C, Ou seja:

Substituindo (5) e (6) em (2) temos:

41(32 — 4b) + 20b + 16(3b — 8) = 512

1312 — 164b + 20b + 48b — 128 = 512

—164b + 68b =512 - 1184

-9%b=-672 > b=7

Substituindo o valor de b em (5) e (6), obtemos os valores de a e
a=32-47 > a=4

c=37-8 -> ¢=13

Em seguida, acrescentamos 3 em cada quantidade de maca

obtida pelas equacdes.

Irm&o mais jovem:a+ 3 =4+ 3 =7 anos
Irméao do meio:b+3 =7+ 3 =10 anos

Irmao mais velho: c+ 3 =13+ 3 =16 anos

(7) De todos os retangulos que tém o mesmo perimetro, qual o

que tem maior area?

» Resolucéo A: Por relagdes algébricas.

Partimos da hipotese de que o quadrado é o que tem maior area!
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Area do retangulo > a.b

Perimetro do retdngulo > 2a+2b = 2(a+b)
Area do quadrado > X2

Perimetro do quadrado - 4x

Uma idéia para resolver o problema é relacionar o perimetro do

retdngulo com o perimetro do quadrado:

2a+2b = 4x > 2(a+b) = 4x
Lado do quadrado > X = %
a+b)
A area do quadrado > A = (—j > a.b
2
2
A = (%) > a.b > a’+2ab +b® > 4ab
a’—2ab+b% > 0 > (a—b)> > 0

Essa desigualdade sera valida, a menos que a = b, ou seja, que o
retdngulo em questao seja um quadrado.
Esse problema foi resolvido com o recurso da algebra elementar,

fazendo uma comparagéo de areas e perimetros entre retangulo e quadrado.

» Resolugdo B: Por derivada ou também conhecido como processo de

maximizacgao.

S=xy eu=%perimetr09 u=x+y ()

F(x) = X (u—X) = xu — x?

A area € maxima quando a derivada primeira de F(x) € igual a
zero,ou seja, F'(x)=0 2>u—-2x=0 (Il)

Substituindo (I) em (Il) temos:

x+y—-2x=0 = Yy =X, isso significa que a area € maxima

quando y e x sdo iguais, ou seja, quando temos um quadrado.

» Resolucéo C: Por Geometria Analitica.
O presente problema pode se transportado para uma resolugao
totalmente diferente, utilizando o conceito de simetria associado as

coordenadas cartesianas, ou seja, a Geometria Analitica.
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Podemos representar cada retangulo por meio de um ponto no

plano cartesiano. No grafico a seguir (Figura 48), temos a representagao
grafica do perimetro, que associa retangulos diferentes que tém em comum o

fato de possuirem o mesmo perimetro. Por exemplo, perimetro igual a 16.

y
Retangulo| Lados
R4 1x7 8
7
R2 2x6
6
R3 3x5
5
R4 4 x4 4
Rs 5x3 3
2 1 \
Ol 1 23 4 5617 8 X

Figura 48 — Tabela e representacdo gréafica de diferentes retangulos com mesmo
perimetro
A reta acima representa todos os retangulos de perimetro 16 e é
definida por U =x +y, em que u = 2 (metade do perimetro).
No préximo grafico temos a representacao grafica da area que
associa diferentes retdngulos que possuem a mesma area. Nesse caso, a area
de cada retangulo também é representada por um ponto, definindo assim uma

hipérbole: A = x.y. Considerando

) yp
Area = 16, temos:
] 164
Retangulo| Area 141 1
R 1x 16 121
R> 2x8 10+
Rs 4 x4 8
R4 8 X2 67
4
Rs 16 x 1 , N
0 } } } } f >
2 4 6 81012 1416 x

Figura 49 — Tabela e representacéo gréafica de diferentes retdngulos com mesma area
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Dessa forma, a hipérbole representa todos os retangulos que tém
area igual a 16.

Fazemos a sobreposigcdo dessas duas representacdes graficas
num mesmo plano cartesiano. Além dessas, podemos construir outras retas
(que relacionam retangulos de mesmo perimetro) e outras hipérboles (que
relacionam retangulos de mesma area) formando curvas de nivel.

Nesse plano cartesiano constatamos que existem alguns pontos
de interseccgao entre retas e hipérboles. Dentre esses pontos, ha alguns que
coincidem com a bissetriz do primeiro quadrante do plano cartesiano, ou seja,
com a fungao identidade. Essa intersecgdao sempre ocorre na representagcao do
quadrado. Nos demais pontos da hipérbole ha simetria entre os pontos dois a
dois, conforme observamos no grafico seguinte.

De todos os retangulos

e que estdo contidos em uma
determinada reta o de maior area é

\ | A || aquele que tem interseccédo com

{1/ uma hipérbole que representa a

e

area. Essa intersecgcao coincide

~com a reta que representa a

bissetriz do primeiro quadrante.

Por exemplo, de todos

" o0s retangulos de perimetro 12, o de

. maior area é o quadrado de lado 3,

que intercepta a hipérbole de area
9; os demais retédngulos tém area

menor do que 9. Ou de todos os

retdngulos de perimetro 16, o de
maior area € o quadrado de lado 4,
que intercepta a hipérbole de area

16. E assim por diante

Figura 50 — Representacdo grafica de retas e hipérboles associando perimetros e areas
de diferentes retangulos
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Nessa resolucédo, a Geometria Analitica tornou-se um instrumento
que possibilitou representar e comparar retdngulos de mesmo perimetro com

retdngulos de mesma area.

(8) Um comerciante até o momento vendia por més 300 unidades
de uma mercadoria e tinha R$ 2000,00 de lucro por unidade. Ele comecou a
pensar de que forma poderia mudar o preco para vender mais. Uma pesquisa
de marketing informou-o que para cada 5 reais de redugao do preco atual ele

iria vender uma peca a mais. Qual sera o melhor preco?

» Resolucao A: Um estudante sabendo que a relagédo entre a quantidade e o
lucro é linear, poderia escrever essa relagdo como y = ax + b, em que y
significa o numero das vendas e x o lucro por unidade. Devemos calcular a e b,

sabendo que:

300 =2000a + b (1)
301 =1995a + b (2)
Concluimosquea=-0,2 e b=700 - =-0,2x + 700.

Pretendemos escolher x e y para fazer (x . y) maior possivel.
Definimos z = 0,2x, portanto, y = — z + 700. Se (x . y) € maximo, (z . y) também
sera maximo.

Sabemos que o quadrado tem a maior area entre todos os
retdngulos de mesmo perimetro. Assim, escolnemos z =y e sabendo que z +y
= 700, os valores y = 350 e x = 1750 dado o lucro maximo, ou seja, O
comerciante devera vender 50 unidades a mais que o normal (300).

A resolucdo desse problema apoiou-se na Algebra elementar.
Podemos ainda, com base nela, escolher um caminho melhor, menos
padronizado, menos estatico. A semantica, (interpretagdo das incognitas) da
lingua matematica ou algébrica, precisa acompanhar a dindmica das atividades
matematicas. Na segunda resolucdo a relagdo essencial esta entre o
crescimento das vendas x e a redugdo do pregco que € y = 5x, conforme

acompanhamos a seguir.

» Resolucao B: Seja x o crescimento das vendas. Para vender x unidades a

mais 0 comerciante precisa baixar o preco em 5x. O lucro é:
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(300 + x).(2000 — 5x) = 600000 + 5x (100 — x) = 5 [120000 + x (100 — X)]

O maior lucro depende do valor maximo de x . (100 — x). Como a
area do quadrado é maior do que qualquer retdngulo de uma mesma
circunferéncia, temos x = (100 — x), entdo x = 50.

Apesar de termos duas resolugdes utilizando o mesmo método, o
da Algebra elementar, verificamos enfoques matematicos distintos. A primeira
partiu da denominagdo das incognitas (x, y € z) e houve uma repeticdo de
conceitos. Ja a segunda resolugdo se desenvolveu em termos da atividade
matematica, ressaltando a estrutura do problema. Com isso, a resolucao foi
mais simples, objetiva, reduzida e com a atribuicdo de apenas uma incognita.

No préximo item, apresentamos alguns problemas matematicos
que propiciam a elaboragao ou identificacdo de idéias gerais, que podem ser
aplicadas em outras situagoes.

3.1.2. Resolucdo de problemas e construcao de

idéias gerais

Alguns problemas matematicos podem estar ligados por uma
idéia ou por um conceito que pode ser aplicado em outros problemas ou
utilizado para construir idéias gerais. Essas idéias gerais possibilitam analisar
qualquer situacao do problema em questao.

Outros problemas possuem casos particulares que ndo podem ser
transferidos para outros contextos, como ocorreu com a geometria classica, em
que cada caso € um caso sigular que exige, muitas vezes, provas singulares.
Um exemplo € o Teorema dos Cossenos, em que a prova deve ser analisada
quando o triangulo tem um angulo agudo, quando tem um angulo obtuso e um
angulo reto, cujas demostragdes para cada caso sao bem diferentes.

Teorema dos Cossenos: “Em qualquer tridngulo, o quadrado de
um lado é igual a soma dos quadrados dos outros dois lados menos o duplo
produto desses dois lados pelo cosseno do angulo por eles formado” (JUNIOR,
1988, p. 146).
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Hipotese: ABC é um triangulo (Figura 51) B

Tese: a? = b%+ ¢?— 2b.c.cos A

Demonstracdo: ha trés casos a ° 2
considerar, quanto ao angulo A: ou seja, A reto, A A . c

agudo e A obtuso.

Figura 51 — Tridngulo ABC

Caso 1 - A é agudo B
Tracamos a altura BH = h, que é interna c i a
ao triangulo ABC, e chamamos m a projegao do lado h:
c sobre o lado b. m
A H C
b

Figura 52 — Triangulo ABC acutangulo

Aplicando o teorema de Pitagoras aos triangulos CBH e ABH

(Figura 52), temos:

a®=h*+ (b - m)
c?2=h?+m?

Eliminando h? por substituicdo, resulta em:

a’=c’-m?+(b-m)> > a’=b%*+c*-2bm (I

ou m=c.cosA

Do AABH, temos: cos A = %

Substituindo m em (1), obtemos: a® = b? + ¢ — 2.b.c. cos A

Caso 2 — A é obtuso
Tragcamos a altura BH = h e
chamamos m a projecéo do lado c sobre a reta

que contém o lado b, pois a altura é externa ao

triangulo obtusangulo. H A b C
Figura 53 — Tridngulo ABC obtusangulo

Aplicando o Teorema de Pitagoras aos triangulos BHC e BHA

(Figura 53), temos:
{az =h%+ (b + m)?

c?2=h?+m?
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Eliminando h? por substituicdo, resulta em:
a’=c’—-m?+(b+m)® > a’=p*+c2+2bm ()

Do AABH, temos: cos (180° — A) = % ou m=—-c.cosA ()

Substituindo m em (1), obtemos: a® = b® + ¢ — 2.b.c. cos A

Caso 3— A éreto

A altura BH coincide com o lado AB B
(Figura 64). Nesse caso, recaimos no Teorema de C a
Pitagoras, em que temos a’ = b®> + c? pois
cosA=cos 90° = 0, anulando o termo — 2.b.c. cos A. A b C

Figura 54 — Tridngulo ABC retangulo

O enunciado vale para qualquer triangulo, porém, a demonstragao
deve ser feita para os trés tridngulos particulares, em que temos a altura BH
sendo diferente em cada um dos trés casos.

No grande universo de problemas matematicos ha alguns que n&o
podem ser resolvidos por uma foérmula, por um teorema, ou por uma
representacdo padrdo. As vezes, ha um nimero muito grande de informacdes
que se torna quase impossivel sua resolugcao, sendo necessario estabelecer
uma estratégia ou um diagrama particular para a organizagado dos dados e a
compreensao do problema. Esses problemas dependem essencialmente da
escolha de uma representacdo apropriada, como podemos constatar nos

exemplos que se seguem.

(9) Ms. X, Ms. Y e Ms. Z — uma Americana, uma Inglesa e uma
Francesa, mas ndo necessariamente nessa ordem, sentaram-se em volta de
uma mesa circular, para jogar Baralho. Cada uma passou trés cartas para a
pessoa a sua direita. Ms. Y passou trés cartas para a Americana. Ms. X passou
a rainha de espadas e dois ouros para a pessoa que passou sua carta para a
Francesa. Quem era a Americana? A Inglesa? A Francesa? (AVERBACH &
CHEIN, 2000, p. 2 e 5-7).

Resolucao: Foi dada a seguinte informacéo:

1. Cada pessoa passou para a sua direita;
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2. Ms. Y passou para a Americana (o fato dela ter passado trés cartas &
irrelevante).
3. Ms. X passou para a pessoa que passou para a Francesa.

De que forma podemos utilizar essas informag¢des? Um diagrama
ajudaria (Figura 55).

Como Ms. Y passou para a Americana, ela ndo € a pessoa que
passou para a Francesa (Esquema I). Ms. X passou para a pessoa que passou
para a Francesa (Esquema Il). Ms. X passou para Ms. Y? Nao, quando
comparamos os Esquemas | e Il. Entdo, Ms. X passou para Ms. Z (Esquema
[l) e Ms. Y é a Francesa (Esquema IV). Combinando os Esquemas Il e IV
figuras com o Esquema I, encontramos que Ms. X é a Americana (Esquema V),

e, consequentemente, Ms. Z é a Inglesa (Esquema VI).

Esquema | Esquema Il
Francesa
Americana
Ms. Y\j (ndo Francesa) Ms. X\j?
Esquema Il Esquema IV
Francesa
Francesa Ms.Y
Ms. XQMS. Z Ms. X Ms. Z
Esquema V Esquema VI
Francesa Francesa
Ms. Y Ms. Y

AmericanaQMs. Z Americana Inglesa
Ms. X Ms. X Ms. Z

Figura 55 — Registro sequencial das informacdes fornecidas pelo problema
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A lista das informagdes pertinentes e o auxilio de varios

diagramas contribuiram para a resolugao do problema.

(10) Seis pessoas, denominadas A, B, C, D, E, F, estdo no vagao
restaurante de um trem. Cada uma delas é de uma cidade diferente: New York,
Chicago, Tulsa, St. Louis, Milwaukee e Atlanta. Os fatos seguintes sé&o
conhecidos:

1. A e o homem de New York sdo medicos.
E e a mulher de Chicago sao professores.

A pessoa de Tulsa e C sdo engenheiros.

nal

B e F séo veteranos da guerra do Golfo, mas a pessoa de Tulsa nunca
prestou servigo militar.

A pessoa de Milwaukee é mais velha do que A.

A pessoa de Atlanta é mais velha do que C.

Em St. Louis descem B e o homem de New York.

©® N o o

Em San Francisco descem C e o homem de Milwaukee.
Compare o0 nome das pessoas com as suas profissdes e as suas
cidades (KRANTZ, 1996, p. 177-179).

Quadro 17 — Registro das negacdes entre cidades e pessoas

A B C D E F
New York X X X X
Chicago X X X
Tulsa X X X X X
St. Louis
Milwaukee X X X
Atlanta X

Um X é colocado em uma célula da tabela quando a conexao €&
impossivel. Por exemplo, a declaragdo 1 garante que A ndo € um homem de
New York, entdo colocamos um X na coluna A e na linha de New York.
Igualmente, a declaragao 7 garante que B nédo € de New York. As declaragbes

1 e 2 juntas implicam que A, que € um meédico, ndo pode ser de Chicago
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(porque a pessoa de Chicago é professora). Os outros X’s vém de raciocinio
similar.

Tendo colocado todos esses X’s, podemos ver que C s6 pode ser
de St. Louis. Entretanto, a unica possivel cidade para A & Atlanta. Como St.
Louis foi fixada para C, ela foi eliminada para as outras cinco pessoas e
podemos marca-las com o simbolo #. Igualmente, podemos eliminar Atlanta
para todas menos para A. Faz-se necessario adotar um outro simbolo * para

indicar que a cidade ja foi marcada com uma pessoa:

Quadro 18 — Registro das eliminacdes de possibilidades e afirmacdes entre cidades e

pessoas
A B C D E F
New York X X X
Chicago X X X
Tulsa X X X X X
St. Louis # # * # # #
Milwaukee X X X
Atlanta * # X # # #

Agora podemos verificar rapidamente que B tinha que ser de
Chicago, E de Milwaukee, F de New York e finalmente D de Tulsa.

As declaragdes 1-3 relacionam seis iniciais ou cidades as
profissdes. Com isso, concluimos que:

e A é de Atlanta e € médico;

e B é de Chicago e é professora;
e C é de St. Louis e é engenheiro;
e D é de Tulsa e é engenheiro;

e E é de Milwaukee e é professor;
e F éde New York e € médico.

Outra forma de confrontar os dados € organizando a tabela de
outra maneira, utilizando apenas as letras S (Sim) quando temos uma
afirmacdo e N (Nao) quando temos uma eliminagdo, como constatamos a

seqguir.
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Quadro 19 — Registro das negacdes e afirmacdes entre cidades, profissdes e pessoas

Méd | Prof | Eng | Mil | A B C
New York S N N N N
Chicago N N S N S N N N N
Tulsa N N S NIEN|[NJ|N|S|N|N
St. Louis N N S NIN|N| S| NJ|N/|N
Milwaukee N S N NIN|N | N|N]|S|N
Atlanta S N N S S N N N N N
S N N N
B N S N S
C N N S N
D N N S N
E N S N N
F S N N S

Primeiramente marcamos com S as afirmacdes feitas de 1 a 4.
Das afirmagdes 1, 2 e 3 temos as seguintes consequéncias:
A nao é de New York.
A nao é de Chicago porque a pessoa de Chicago é professora e nao
médica.
A também nao é de Tulsa porque a pessoa de Tulsa € engenheira.

A mesma analise € feita com as outras informagdes e com isso
preenchemos a tabela com a letra N.

Da afirmacédo 4 temos que B e F ndo sdo de Tulsa. Com isso
concluimos que D so6 pode ser de Tulsa. Colocamos S na célula Tulsa-D (linha
de Tulsa com a coluna D). Consequentemente, completamos com N toda a
coluna de D. Como a pessoa de Tulsa e C sédo engenheiros e D é a pessoa de
Tulsa, marcamos S na célula D-Eng (linha D e coluna Eng).

A afirmagédo 5 indica que A nao é de Milwaukee. E a 6 informa
que C nao é de Atlanta.

A afirmacgao 7 define que B ndo é de New York. E a 8 indica que
C nao é de Milwaukee. Essa ultima informacao estabelece que C s6 pode ser

de St. Louis e automaticamente definimos que A é de Atlanta. Completando
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com N as linhas de St. Louis e de Atlanta, resta apenas a célula Milwaukee-E,
o que significa que E é de Milwaukee.

Resta ainda a célula Chicago-B para completar com S, na qual
determinamos que B é de Chicago. Por ultimo, definimos que F € de New York.
Como a afirmacdo 2 menciona que a pessoa de Chicago é professora,
devemos marcar essa informacgao na célula B-Prof., que indica que além de ter
servido na guerra do Golfo ela é professora. O mesmo deve ser feito para F
que é médico e também veterano da guerra do Golfo.

Preenchendo por completo o quadro que associa as cidades
iniciais dos nomes das pessoas, resta fazer a relagdo com as profissoes,
chegando a mesma conclusao da resolugéo anterior. Por exemplo:

A é de Atlanta e € médico;

B é de Chicago e é professora; e assim por diante.

Como A e F sdo médicos, F é de New York e A é de Atlanta.
Assim, marcamos com um S a coluna médico e linha Atlanta. As demais
células da coluna “médico” sao preenchidas com N. Com isso, concluimos que
os médicos moram em New York e Atlanta.

O mesmo raciocinio é desenvolvido nas outras colunas das
profissdbes com as linhas das cidades, tendo como referéncia as respostas ja
obtidas com os nomes. Em outras palavras, para completar a tabela, no campo
das profissbes e das cidades, devemos repetir as informagdes envolvendo S
tanto nas linhas como nas colunas.

Para resolver problemas como esses apresentados, nao bastam
aplicagdes de formulas, porque dificilmente chegariamos a um resultado. Sua
resolucdo exige apenas o uso de uma representacdo adequada para que se
encontre a resposta desejada.

Se olharmos um problema em certa perspectiva, naturalmente
seremos conduzidos para uma area ou para um tipo de problema. Se
resolvermos de outra maneira, seremos conduzimos para outro campo, como

ilustra o préximo problema.

(11) Uma eliminagado de um torneio de boxe foi organizada. Havia
114 participantes e, portanto, 57 partidas seriam realizadas no primeiro round
do torneio. No segundo round, os 57 pugilistas restantes foram emparelhados,
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resultando em 28 partidas; um pugilista recebeu um “adeus” (quer dizer, ndo
tinha que lutar naquele round). Os 29 pugilistas restantes foram novamente
emparelhados, e assim por diante.

a) Quantas partidas ao todo foram necessarias para determinar o vencedor
do torneio?

b) Quantas partidas seriam necessarias se n pessoas participassem do
torneio (em que n representa um numero inteiro fixo, porém, nado especificado)?
(AVERBACH & CHEIN, 2000, p. 2 € 4).

Resolucédo: Para resolver o item (a) do problema podemos
pensar da seguinte forma:

1° round: 57 partidas, 57 pugilistas restantes.

2° round: 28 partidas, 29 pugilistas restantes.

3° round: 14 partidas, 15 pugilistas restantes.

4° round: 7 partidas, 8 pugilistas restantes.
5° round: 4 partidas, 4 pugilistas restantes.
6° round: 2 partidas, 2 pugilistas restantes.
7° round: 1 partida, 1 vencedor restante.

Assim, 57 + 28+ 14 + 7 + 4 + 2 + 1 = 113 partidas que devem ocorrer.

Esse raciocinio conduz a resposta correta, no entanto, ele nao
possibilita obter uma resposta para o item (b) do problema.

Muitas vezes, a representacdo € essencial para proporcionar a
construgdo de uma idéia geral. Outra representagdo que pode ser utilizada
para resolver o item (a), e que conduz a uma generalizagado do item (b), é
exposta a seguir.

Como deve haver apenas um vencedor, dos 114 pugilistas, 113
devem ser eliminados. Para eliminar 113 pugilistas sdo necessarias 113
partidas.

Ambos os métodos de resolver o item (a) estdo corretos, no
entanto, a vantagem da segunda representacdo é que ela conduz
automaticamente a resposta do item (b), ou seja, como (n — 1) pugilistas devem
ser eliminados, (n — 1) partidas devem ser realizadas.
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(12) Dados um jarro de 3 litros e outro de 5 litros (sem qualquer

marcacgao), € possivel obter exatamente 1 litro de agua? Se sim, como? Se
nao, por qué? (Adaptado de AVERBACH & CHEIN, 2000, p. 101 e 117-118).

» Resolucéo A: Encher o jarro de 3 litros com agua e esvazia-lo no jarro de 5
litros. Encher novamente o jarro de 3 litros e usar parte de seu conteudo para
encher o jarro de 5 litros (que ja tem 3 litros nele). Isso deixa 1 litro no jarro de
3 litros (e 5 litros no jarro de 5 litros, que podem ser jogados fora).

Esse procedimento pode ser ilustrado por meio de desenhos,
representando as respectivas etapas e comegando a encher o jarro de 3 litros
(Figura 56 ).

3l 5l 3l S 3l 5l

(0,0) (3,0) (0,3)

3l 3l 5l

ﬁ 3| il
(3,3) (1,5) (1,0)

Figura 56 — Representacdo de cada etapa para obtencéo de 1 litro, comecando a encher
o jarro de 3 litros

Esse problema pode ser representado algebricamente como
segue:

Contar + 1 toda vez que o jarro de 3 litros estiver completamente
cheio e — 1 toda vez que ele estiver completamente vazio. Obtemos entdo, um
inteiro X que representa aquele numero final de enchimentos e esvaziamentos
completos do jarro de 3 litros. (Se o jarro de 3 litros € enchido mais
frequentemente do que é esvaziado, entdo x sera positivo; se ele é esvaziado
mais frequentemente do que enchido, entdo x sera negativo). Da mesma
forma, obtemos um numero y para o jarro de 5 litros. Derramando de um jarro

para outro, como no movimento da etapa 3 acima, ndo muda x e y.
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Se 1 litro é obtido pelo enchimento (ou esvaziamento) do jarro de
3 litros por x vezes e do jarro de 5 litros por y vezes, nesse caso, temos a
equacgao 3x + 5y = 1, em que 3x + 5y é a quantidade final de agua que foi
removida completamente. (Notemos que, se um jarro contém 1 litro, entédo, o
outro deve estar ou vazio ou cheio. No ultimo caso, pode ser esvaziado,
deixando apenas 1 litro). Essa € uma equacgao Diofantina, desde que x e y
sejam numeros inteiros.

Uma vez que os coeficientes de x e y sdo pequenos, € facil
encontrar (por tentativa e erro) solugdes para essa equacédo. Uma das solugdes
€ quando temos x = 2 e y = — 1. Mas o que isso significa? De acordo com a
interpretacdo de x e y, isso significa que devemos encher completamente o
jarro de 3 litros duas vezes e esvaziar totalmente o jarro de 5 litros uma vez.
Como encher algo duas vezes sem esvazia-lo? Como esvaziar algo que n&o
tinha nada no inicio?

A resposta é simples. Primeiro enchemos completamente o jarro
de 3 litros e, em seguida, o esvaziamos, jogando o liquido no jarro de 5 litros.
(Como ele nédo esta sendo esvaziado por completo, isso ndo afeta x). Assim,
podemos encher o jarro de 3 litros pela segunda vez.

Agora é preciso esvaziar o jarro de 5 litros por completo, porém,
ele ndo esta cheio. Nesse caso, ele deve ser completado com a agua do jarro
de 3 litros (deixando apenas 1 litro no jarro de 3 litros), e assim, o jarro de 5
litros € esvaziado completamente. Esse € o mesmo procedimento realizado
anteriormente.

As relagbes algébricas possibilitam obter as possiveis resolugdes
para esse problema. Na primeira, comegamos enchendo o jarro de 3 litros e a
resposta foi obtida nesse mesmo jarro. Ele pode também ser resolvido
comegando a encher o jarro de 5 litros. Apresentamos a resolugao pela algebra

elementar e por desenhos.

» Resolucdo B: Outra possivel resolucdo para a equagado definida
anteriormente é x = — 3 e y = 2, que corresponde a Figura 57, comegando a

encher o jarro de 5 litros.



254

3l Sl 3l S 3l ﬁl 3l 5l
(0,0) (0,5) (3,2) (0,2)

3l ol 3l ol 3l Sl 3l Sl
(2,0) (2,5) (3,4) (0,4)

3l ol 3l ol

(3.1) 0,1)

Figura 57 — Representacdo de cada etapa para obtencéo de 1 litro, comecando a encher
o jarro de 5 litros

A vantagem da representacdo algébrica € que ela propicia a
generalizagdo, e isso facilita o estudo de diferentes possibilidades, sem

precisar executar experimentalmente as agées nem por desenhos caso a caso.

(13) Dispondo de um conjunto de 27 cubinhos unitarios
com faces de cores diferentes, algumas azuis e outras amarelas,
construir um cubo de aresta 3 tendo todas as seis faces somente na
cor azul.

Ao tentar montar o cubo de forma aleatdria, provavelmente serao
necessarias varias tentativas. Uma estratégia para construi-lo é utilizar o
conceito das faces expostas no cubo de aresta 3. Devemos pensar nas
possiveis posi¢cdes de cada cubinho, considerando as faces azuis que ficarao
expostas.

Primeiramente, podemos fazer uma classificagdo dos cubinhos

em fungado da quantidade de faces azuis. Assim, dos 27 cubinhos:
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Quadro 20 - Classificacdo dos cubos unitarios de acordo com as cores

8 cubinhos terdo trés faces azuis, que estardo localizados nos

vértices do cubo de aresta 3

12 cubinhos terdo duas faces azuis

6 cubinhos terdo uma face azul

QA 8

1 ndo tera nenhuma face azul (cubinho interno sem face exposta)

Em seguida, precisamos construir mentalmente o cubo,
percebendo cada cubinho com sua posi¢cdo em relagdo ao cubo maior. Nesse
caso, a percepcao esta associada aos conceitos espaciais. E preciso pensar na
forma tridimensional do cubo, relacionando cada parte (cubinho unitario) com o
todo (cubo de aresta 3) e vice-versa. Esse problema possibilita identificar no
cubo de aresta 3 a existéncia de um cubo central, que pode ser constatado em

cubos de arestas maiores.

(14) Cortar os cubos da Figura 58 para obter cubinhos com 1
unidade de volume, fazendo os cortes necessarios. Podemos obter a mesma

quantidade de cubinhos com menos cortes?

)2x2x2 ii)3x3x3 iii) 4 x4 x4

Figura 58 — Desenhos de trés cubos com medidas de arestas 2,3 e 4

No cubo de aresta 2 Figura 59, cubinhos
unitarios sdo obtidos somente com trés cortes.
Figura 59 — Cortes dados no cubo de aresta 2

O problema 3 contribui na resolucéo do problema 4, podendo ser

caracterizado como um problema auxiliar, porque a constatacdo da existéncia
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de um cubo central pode ser a idéia principal para se chegar a parte da
resolucédo do problema.

Ao cortar o cubo de aresta 3 Figura 60, par:
obter 9 cubinhos, s6 conseguimos com 6 cortes, € nao
menos, porque esse cubo tem 1 cubinho interno, que é
central (sem faces expostas), e esse deve ter 6 faces. \
Portanto, precisamos fazer 6 cortes para defini-lo. Assim, a
idéia de que um cubo possui 6 faces é o conceito,
utilizando-o ndo ha a necessidade de realizar todos os

cortes para obter a resposta.

Figura 60 — Representagdo dos 9 cubos unitarios
gue formam o cubo de aresta 3
No cubo de aresta 4, para dividir em unidades, serdo necessarios
9 cortes (3 em cada sentido), no entanto, podemos economizar cortes cortando
sempre ao meio. Depois, agrupamos as partes para dar um novo corte.

Dando um corte em cada uma das dimensoes

/

(comprimento, largura e altura) Figura 61, obtemos 8 cubos

de aresta 2, que podem ser agrupados de forma a dar novos

cortes atingindo todos os cubos restantes. Como ja foi visto,
no cubo de aresta 2, sdo necessarios 3 cortes, dessa forma,

nao precisamos fazer todos os cortes.

Figura 61 — Cortes dados no cubo de aresta 4

Utilizando o principio de que com alguns cortes obtemos cubos
anteriormente estudados, podemos encontrar o numero minimo de cortes a ser
dado. Assim, no cubo de aresta 4 temos 3+3 = 6 cortes.

O fato de comecar a cortar o cubo de aresta 4 sempre ao meio,
indica a presenga de um pensamento l6gico no sentido de se conseguir uma
organizacao espacial mental, uma sequéncia de cortes, até obtermos cubos de
aresta 2. A partir dai, ja concluimos o numero total de cortes, com base no
cubo anteriormente analisado, descobrindo a esséncia do problema.

E para o cubo de aresta 5?7 Como resolver?
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Fazendo dois cortes em cada uma das

dimensbes (comprimento, largura e altura) Figura 62, / //

temos 6 cortes dados, que sao inevitaveis, porque sio

necessarios para liberar o cubo central. Com isso,

obtemos: 8 cubos de aresta 2; 12 paralelepipedos de

arestas 2, 2 e 1; e 6 paralelepipedos de arestas 1, 1 e 2,

conforme Figura 63.

Figura 62 — Cortes dados no cubo de aresta 5

8 cubos de aresta 2 12 paralelepipedos 6 paralelepipedos
de arestas 2,2 e 1 de arestas 1,1e 2

Figura 63 — Representacdo dos paralelepipedos contidos no cubo de aresta 5, apds os
cortes

As partes obtidas com os cortes podem ser agrupadas de forma a
dar novos cortes, atingindo todos os cubos restantes. Como o cubo que
necessitara de mais cortes € o de aresta 2, nesse caso, bastam mais 3 cortes,
totalizando 9 cortes. Novamente utilizamos o principio de que, com alguns
cortes, obtemos cubos anteriormente estudados, no caso o de aresta 2, e
concluimos 0 numero minimo de cortes a ser dado.

No entanto, podemos ainda resolver esse problema construindo
um principio mais geral que é:

Dividir qualquer cubo ao meio, ou mais proximo do meio, para
obter cubos anteriormente estudados, no qual ja se sabe o0 nimero minimo de
cortes — idéia da recursividade.

Utilizando um conceito e /
/

estabelecendo um principio comum, conseguimos

obter uma generalizagdo em alguns problemas.

Nesse problema dos cubos podemos determinar o

numero minimo de cortes para cubos com diversas

medidas de aresta, conforme ilustramos a seguir:

Figura 64 — Generalizacdo para obter cortes em cubos de aresta n



N: medida da aresta do cubo
K: n° de cortes em uma das dimensdes: comprimento, ou largura ou altura
C: n° total de cortes reduzidos no cubo

AC = aumento do n° de cortes

Q = quantidade de (C) cortes repetidos

Quadro 21 — Estudo de cortes em varios cubos

N K C=3K AC Q
2 1 3 21 1 > 2°
3 2 6
4 2 6 22 2 > 2
5 3 9
6 3 9
7 3 9 4 > 2°
8 3 9 2°
9 4 12
10 4 12
11 4 12
12 4 12
13 4 12 8 > 28
14 4 12
15 4 12
16 4 12 24
17 5 15
18 5 15
19 5 15
20 5 15
21 5 15
22 5 15
23 5 15
24 5 15 16 > 2*
25 5 15
26 5 15
27 5 15
28 5 15
29 5 15
30 5 15
31 5 15
32 5 15 2°
33 6 18
34 6 18
35 6 18 32 > 2°
36 6 18
271 ou 2% [2""2 ou 2%

258
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Com 2 > n > 2~ Essa idéia geral propicia determinar o
numero minimo de cortes para cubos com diversas medidas de aresta, sem

precisar recorrer aos cortes dados no cubo imediatamente anterior.

(15) A grama em um pasto cresce igualmente grossa e rapida.
Sabemos que 70 vacas podem comer o pasto em 20 dias, enquanto 30 vacas
podem fazer isso em 60 dias. Quantas vacas aparariam a grama do pasto
inteiro em 30 dias? (PERELMAN, 1979, p.229-234, tradugéo nossa).

A seguir, apresentamos dois aspectos do problema: a resolugao

em si e a construgao de uma idéia geral.

I) Resolucéo do Problema

Podemos pensar que se 70 vacas aparam a grama em 20 dias,
em quantos dias 60 vacas fardo isso? Naturalmente, 2/3 de 70 s&o 46 2/3
vacas. No entanto, essa resposta ndo tem sentido. Por outro lado, se 30 vacas
aparam a grama em 60 dias e 30 dias € a metade de 60, nesse caso, €&
necessario o dobro do numero de vacas, ou seja, 60 vacas para comer todo o
pasto. Porém, se 70 vacas fizerem o trabalho em 20 dias, 30 vacas precisariam
de aproximadamente 46 dias, e ndo de 60, como declarado no problema.

O que ha de errado? Por que as respostas nao tém sentido? Elas
sao incoerentes e se contradizem. Na verdade, ndo se levou em conta que a
grama esta crescendo o tempo todo.

Para resolver o problema, a informacéo fundamental esta no inicio
do enunciado: A grama em um pasto cresce igualmente grossa e rapida. Isso
significa que se a grama esta crescendo constantemente, e isso ¢é
desconsiderado, sera impossivel resolver o problema.

70 vacas —» 20 dias
30 vacas ———» 60 dias
? vacas ——» 30 dias

Indicamos um desconhecido auxiliar que denota o crescimento
diario da grama em fragdo de sua provisdo no pasto. Em um dia cresce uma
quantia a. Em 20 dias cresce 20a. Se o total for, por exemplo, 1, nesse caso,

em 20 dias as vacas comerao 1 + 20a.
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70 vacas comem o pasto em 20 dias

em 20 dias o rebanho comera: 1 + 20a

1+ 20a
20

. , 1+420a 1 1+20a
em 1 dia 1 vaca comera: —=

20 70 1400

em 1 dia o rebanho comera:

30 vacas comem o pasto em 60 dias

em 60 dias o rebanho comera: 1 + 60a

em 1 dia o rebanho comera: 1+60a

1+60a 1 _1+60a
60 30 1800

No entanto, a quantia de grama consumida por uma vaca em um

em 1 dia 1 vaca comera:

dia € o mesmo para ambos os rebanhos, portanto:

1+20a _ 1+60a a—i
1400 1800 — 120

Uma vez obtido o valor de a, que corresponde ao crescimento da

grama, podemos determinar que porgao da quantidade original de grama foi
consumida por uma vaca em um dia:

1
14200 72050 1

1400 1400 1200

Finalmente, escrevemos uma equacgao para a solugao final do

problema, em que desejamos saber quantas vacas comem o pasto em 30 dias.
Indicando por n o numero de vacas, temos:
1430 1;0 1
= —> n =50
30x 1200

Assim, 50 vacas teriam aparado toda a grama em 30 dias.

Essa é a resposta para o problema. Sera que ele pode originar
uma idéia mais ampla? Podemos ir além dessa resolugdo? Existe algum
critério para mudar alguns valores de seu enunciado? Uma conexdo entre
resolucdo de problemas e construgcao de teoria também pode ser destacada

nesse problema.
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II) Construcdo de uma idéia geral
Denominando: a = crescimento da grama
X1 € X2 = quantidade de dias em que as vacas comem todo o pasto
y1 € Y2 = quantidade de vacas no pasto
l+x,a 1+Xx,a
XY %Y

> X2Y2 + X1 Xoy2@ = XqYy1+XiXoyra

a= (Xzyz - lel)
X, X, (Y1 = Y5)

(a>0 porque ndo faz sentido o crescimento da grama ser negativo e nem nulo).

(X2y2—X1y1) = XixX2a(yi—Yyz) -> >

X2Y2 — X1y1> 0 =2 Xx2y2 > X4y1 ou X1Y1 < X2 Y2

Com isso, podemos estabelecer as seguintes relagdes:

Seys > yr, X1 < X entdo X1¥1 < XY

Seys < y2, X1 > X entao X1¥1 > X2y

Elas possibilitam analisar as relagbes existentes entre as 4
variaveis. Por exemplo:

Se y1 > y2e X1 < Xg. Supondo serem conhecidos 3 valores e
se desejarmos atribuir um quarto valor: x4 =30 e y1=70;x, = ?e y, = 50

Temos que X1y1 < Xoy2 = 30.70 < x2.50 = xp > 42

Isso significa que para o crescimento da grama (a) ser positivo e 0
problema ter solugdo, a quantidade minima de dias (x») a ser estabelecida deve

ser maior do que 42. Para confirmar isso, podemos testar as 3 possibilidades:

Para xo > 42,a > 0 Para xo = 42,a =0 Para xo < 42,a < 0

Outra forma de atribuir valores € observando, por exemplo, as
condicbes de y1 < y2 e X1 > X, que tornam a desigualdade xi y1 > X2 y»
verdadeira. Definindo x1 =45 e y; = 50; xp = 30 e y, = 70, temos que:
X1y1 > Xy, =2 45.50 > 30.70 = 2250 > 2100 (V)
Com a utilizagédo da Algebra elementar, analisamos a viabilidade
nas possiveis variagcdbes do problema. Isso contribuiu para revelar as
dependéncias existentes entre a quantidade de dias em que as vacas comem
todo o pasto e a quantidade de vacas no pasto. As condigdes estabelecidas
correspondem a construgdo de uma idéia geral, que possibilita elaborar outros

problemas similares a esse.
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Ja na Algebra se apresentam ambas as culturas existentes na
Matematica — A Algebra, de um lado, é uma lingua analitica (bastante presente
na construcéo de teorias), como Condillac ja afirmou no século XVIII, e, de
outro, ela esta inteiramente ligada com os algarismos aritméticos, que sé&o
sintéticos. A aritmética busca diferenciar valores especificos. No cotidiano ela é
utilizada para resolver assuntos particulares, estando mais ligada com as
aplicacdes, que estao presentes ao se resolver problemas.

Na resolugdo de problemas podemos construir séries de
problemas, tendo como referéncia nucleos norteadores. Por exemplo,
Krutetskii, para desenvolver sua pesquisa experimental, elaborou 26 Séries ao
todo, envolvendo a Aritmética, Algebra, Geometria e Légica. No entanto, os
problemas eram similares aos apresentados na escola, quer dizer, eram
resolvidos utilizando os conhecimentos escolares.

Podemos estruturar séries de problemas somente com base
nesses conhecimentos? E claro que conhecimentos formais permeiam grande
parte dos problemas matematicos e s&o imprescindiveis a um bom
desempenho na matematica, porém, existem alguns problemas em que o ponto
de partida para a resolugao sao principios matematicos ou idéias estrangeiras,
que sao idéias que nao aparecem no enunciado dos problemas. A seguir,

apresentamos alguns exemplos.

(16) Dado um tabuleiro 8 x 8 sem cores, em que s&o cortados

dois quadrados das extremidades opostas, (o0 primeiro e

o0 ultimo de uma das diagonais), restam entdo, 62

pequenos quadrados no tabuleiro (Figura 65). E possivel

pavimentar esse tabuleiro cortado com retangulos de

tamanho 1 x 2?7 (adaptado de WICKELGREN, 1995, p.

29, tradugao nossa).

Figura 65 — Desenho do tabuleiro
sem dois cantos

Para resolver esse problema, podemos utilizar cores, pois isso
facilitara a identificacdo da possibilidade ou ndo de pavimentar o tabuleiro 8x8
(Figura 66).
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ou

Figura 66 — Desenho das possibilidades de dois tabuleiros sem dois cantos

Resposta: Nao! Porque se fosse possivel, os numeros de
quadrados brancos e pretos seriam iguais, pois cada retangulo cobre um preto
e um branco! No entanto, na diagonal principal os quadrados s&o todos da
mesma cor (ou todos brancos ou todos pretos). Entdo, o tabuleiro cortado ndo
tem mais numeros iguais de cores, ou seja, sdo excluidos dois quadrados
brancos ou dois pretos!

Essa resolugdo se apoiou no raciocinio e na observagao das
cores existentes no tabuleiro, ndo havendo necessidade de tentar
manualmente cobrir o tabuleiro com o retangulo. A atribuicdo de cores pode ser
considerada uma idéia estrangeira que facilita a contagem dos quadrados
unitarios. O ato de colorir um tabuleiro de xadrez decorrre de uma idéia geral

que pode ser utilizada em outros problemas, envolvendo tabuleiros de xadrez.

(17) E possivel cobrir todos, exceto uma casa de um tabuleiro de
xadrez 8x8 usando 21 trimin6s? Um triminé como [ ] | | é considerado o
tamanho certo para cobrir trés casas do tabuleiro de xadrez (AVERBACH &
CHEIN, 2000, p. 274 e 283-284, tradugao nossa).

Resolucdo: Como estamos interessados em
triminds, nds colorimos o tabuleiro com trés cores diferentes,
de forma que qualquer triminé colocado no tabuleiro deve
necessariamente cobrir uma casa de cada cor, conforme
Figura 67.

Figura 67 — Coloracé&o do tabuleiro pelas diagonais

Um conjunto de 21 triminds deve cobrir 21 casas de cada cor.
Porque existem 22 casas amarelas e somente 21 de cada uma das outras

cores. A casa que nao seria coberta deve ser uma das amarelas. Em outras
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palavras, todas as casas pretas ou brancas no tabuleiro da Figura 67 devem
ser cobertas. Qualquer outro esquema de coloragao, no qual cada triminé deve
cobrir uma casa de cada cor, poderia ser utilizado. Aplicando qualquer simetria
nesse tabuleiro produz outra coloragdo, tendo 22 casas amarelas e 21 casas
de cada uma das outras cores. Em particular, usando reflexado vertical, obtemos
o Diagrama A, da Figura 68.

Novamente, a casa descoberta deve ser uma das amarelas. As
unicas casas que sao amarelas, em ambas colora¢des, sdo aquelas mostradas
no Diagrama B, abaixo. Essas casas sdo equivalentes, como base na Figura
67 e no Diagrama A, sob todas as simetrias do tabuleiro e assim, podemos
selecionar qualquer uma delas para ser a casa que permanece descoberta.

Sabendo qual casa fica descoberta, devemos encontrar uma
cobertura que funcione. Essa cobertura é apresentada no diagrama C abaixo.

Diagrama A Diagrama B Diagrama C

Figura 68 — Processo de coloracao para obter a resposta do problema

(18) Consideremos um tabuleiro contendo 33 buracos, como
mostra a Figura 69. Ha um pino em cada buraco, exceto no buraco central.
Quando dois buracos adjacentes estiverem ocupados e o préximo buraco
naquela mesma linha estiver vazio, podem ser removidos os dois pinos dos

buracos ocupados e um deles colocado no terceiro buraco. Em outras palavras,

um pino salta sobre os outros, sendo colocado no buraco ololo
vago. O pino que foi saltado é retirado. O objetivo do jogo ojojo
, . . . . ojojojojojoj|o
€ deixar apenas um pino no tabuleiro. Quando isso ocorre,
ojojojojojoj|o
em quais buracos o pino final poderia possivelmente ficar? [o |[o|o |o |o |o |o
(AVERBACH & CHEIN, 2000, p. 274, 286-288). ojojo
OoJjoOo|jo

Figura 69 — Tabuleiro de buracos e pinos
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Resolugdo: Podemos pensar no tabuleiro
de pinos como tendo quadrados em vez de buracos. Se
pudermos colorir o tabuleiro como no problema do triming,

obteremos a Figura 70.

Figura 70 — Tabuleiro colorido com trés cores,
pela diagonal, sem os buracos

Qualquer movimento nesse jogo envolve uma célula de cada cor.
Duas dessas trés células envolvidas foram originalmente ocupadas, mas
terminaram vagas, e a terceira célula que estava originalmente vaga, terminou
ocupada. Entéo, se C, V e B respectivamente denotam o numero de células
Cinzas, de células Vermelhas e de Brancas que foram ocupadas por pinos,
entdo, qualquer movimento muda C, V e B em 1 (duas delas diminuem em 1 e
a terceira aumenta em 1).

Isso significa que as paridades relativas de C, V e B ndo sé&o
alteradas em qualquer movimento. Quer dizer, se C e V foram originalmente da
mesma paridade — ambas as células eram impares ou ambas eram pares —
entdo, elas sdo ainda da mesma paridade depois de qualquer movimento. (A
paridade de cada uma é alterada e, portanto, elas permanecem da mesma
paridade como cada uma das outras). Similarmente, se C e V estdo
originalmente em paridades opostas — um impar e um par — entdo, as células
permanecem em paridade oposta, apds qualquer movimento. Uma discussao

similar se aplicaaCeBeaVeB.

Na posicédo inicial do problema, utilizando a
coloragao indicada acima, obtemos a Figura 71. Notamos ﬂﬂ HE ﬂ
que C e B sdo da mesma paridade e V é da paridade nn nn
oposta. Na posicao final, com apenas um pino restante,

devemos ter uma das seguintes situagdes:

C=11:V=10eB=11

Figura 71 — Tabuleiro colorido com trés cores,
pela diagonal, com os buracos

c=1,v=B=0; V=1,C=B=0; B=1,C=V=0.
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No entanto, C e B devem ter a mesma paridade, depois de cada

movimento, ja que essas células tinham a mesma paridade no inicio. Entéo, a
unica possibilidade é V =1, C = B = 0; assim, o pino restante deve terminar em
H BN

um quadrado vermelho.

Aplicando esse mesmo

raciocinio no modelo simétrico

(Figura 72), encontramos que o

ultimo pino deve novamente estar

|

Figura 72 — Aplicacéo de simetria na coloracéo e obtencéo da resposta

em um quadrado vermelho.

E os unicos quadrados vermelhos, em ambos os esquemas de
coloragao, sao os cinco apresentados na Figura acima.

Para sabermos se é possivel ter o pino restante em qualquer um
desses 5 quadrados, € necessario apenas obtermos uma sequéncia de saltos
que realizam a tarefa desejada. Nao conhecemos abordagem algoritmica ou
tedrica para encontrar essa sequéncia; isso parece exigir um raciocinio por
tentativa e erro e de paciéncia.

Para obter uma sequéncia que funciona,

1311415
2312425

numeramos as ceélulas do tabuleiro, como na Figura

73. Notamos que o primeiro digito em cada casa [31]32]33|34]35]36]37

representa o nimero da linha (de cima para baixo) e o [41]42]43[44]45]46|47

51]152]53]|54]|55|56|57

segundo digito representa o numero da coluna (da o3 lo4l s

esquerda para a direita). 73|74 75

Figura 73 — Numeracéo das casas do tabuleiro

Um salto seria denotado pelo numero da célula em que a peca
saltadora parte seguida pelo numero da célula em que pousa. Por exemplo, 46-
44 significa que a pecga 46 salta sobre a peca 45 e pousa na 44.

A sequéncia de movimentos saindo uma pega de 44 é a seguinte:
46-44, 65-45, 57-55, 54-56, 52-54, 73-53, 43-63, 75-73, 73-53, 35-55, 15-35,
23-43, 43-63, 63-65, 65-45, 45-25, 45-25, 37-57, 57-55, 55-53, 31-33, 34-32,
51-31, 31-33, 13-15, 15-35, 36-34, 34-32, 32-52, 52-54, 54-34, 24-44.
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Somente antes do ultimo movimento na sequéncia acima restam
dois pinos: um no 24 e um no 34. Se o ultimo movimento tivesse sido 34-14 ao
invés de 24-44, entdo, um unico pino seria deixado em 14.

Para obter um unico pino em 47, 74 ou 41 precisamos apenas
aplicar a simetria rotacional na sequéncia que deixa um unico pino em 14.

Averbach & Chein (2000) destacaram que comegamos com 32
pinos e terminamos com 1, portanto, um total de 31 saltos devem ser
resalizados. Entretanto, se contarmos saltos sucessivos pelo mesmo pino
como parte do mesmo movimento, isso se torna significante para perguntar
“Qual é o numero de movimentos em que reste apenas um pino?” (AVERBACH
& CHEIN, 2000, p. 288).

Eles relataram que, por varios anos pensou-se que a resposta era
19, até E. Bergholt, em 1912, apresentar a resposta de 18 movimentos. Eles
afirmaram que até recentemente ndo foi realmente demonstrado que uma
resolucdo com poucos movimentos € possivel. Se um espacgo diferente fica
vago na posicao inicial, entdo, & possivel deixar um unico pino com menos de
18 movimentos. Porém, o pino restante ndo termina em 44. Em geral, questdes
de minimizagao sao muito dificeis porque consideracoes tedricas parecem ser
de pouca ajuda, concluiram Averbach & Chein (2000).

O que foi exposto, respaldado em muitos problemas presentes em
livros de Matematica, evidenciou a diversidade de resolugcbes de problemas
que pode ser originada por meio das representagcdes adotadas, bem como
idéias gerais que podem ser estabelecidas e reaplicadas em outras situagdes.

O capitulo 4 contém informacbes da pesquisa exploratoria
elaborada para esta Tese de Doutorado, envolvendo alunos universitarios, dos
cursos de Licenciatura Plena em Matematica e de Ciéncias da Computacéo,
ambos da Universidade Federal de Mato Grosso. Essa pesquisa investigou o
pensamento matematico desses estudantes em dois aspectos. Um referente as
opinides deles sobre a Matematica e a preferéncia na forma de pensar e de
lidar com a mesma, obtidas por meio de dois questionarios com questbes
subjetivas. O outro referente ao pensamento matematico na resolugdo de
problemas, obtido por meio de um roteiro com treze problemas matematicos

variados.
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CAPITULO 4

4. PESQUISA EXPLORATORIA

4.1. Procedimentos Metodoldgicos

Nas ultimas décadas varios autores tém destinado esforcos para
o estudo e utilizacdo da pesquisa qualitativa. Dentre esses autores
mencionamos Trivifios (1987), que, em seu livio denominado Introducédo a
pesquisa em Ciéncias Sociais: a pesquisa qualitativa em educacéo, apresentou
algumas metodologias de pesquisa empregadas na area de Ciéncias Sociais.

Ele comecou afirmando que uma pesquisa pode se desenvolver
segundo uma abordagem quantitativa ou qualitativa. Na pesquisa gquantitativa,
as variaveis devem ser medidas e na qualitativa, elas devem ser descritas.
Ressaltou que toda pesquisa pode ser, a0 mesmo tempo, quantitativa e
gualitativa, pois elas ndo sdo mutuamente excludentes.

Trivinos (1987) ainda chamou a atencdo para o fato de que, na
pesquisa qualitativa, ndo se tem, a principio, o estabelecimento de hipoteses
que devem ser testadas empiricamente e de esquemas levantados a priori.
Isso permite uma flexibilidade para formular e reformular hip6teses, a medida
gue se realiza a pesquisa qualitativa.

Alves-Mazzotti & Gewandsznajder (1999) escreveram o livio O
método nas Ciéncias Naturais e Sociais: Pesquisa Quantitativa e Qualitativa.
Nele, comentaram que as pesquisas qualitativas podem ser
multimetodolégicas, permitindo a utilizacdo de uma grande variedade de

procedimentos e instrumentos de coleta de dados. Os mais utilizados sdo a
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observacdo (participante ou nao), a entrevista (livres, estruturadas, semi-
estruturadas ou mistas) e a analise de documentos.

Na opinido de Trivifios (1987), para certas pesquisas qualitativas,
a entrevista semi-estruturada € um dos melhores caminhos que o pesquisador
tem para viabilizar a coleta de dados. E uma pesquisa livre que valoriza a
presenca do investigador, bem como oferece todas as possibilidades para que
0 sujeito da pesquisa alcance a liberdade e a espontaneidade necessarias,
enriquecendo a investigagao.

Uma das modalidades da pesquisa qualitativa é a pesquisa
exploratdria, que tem como uma das principais metas esclarecer e ilustrar os
aspectos teoricos utilizados em um trabalho cientifico. Mattar (1994) ressaltou
gue a pesquisa exploratéria propicia ao pesquisador um maior conhecimento
sobre o tema ou problema de pesquisa em perspectiva. O planejamento da
pesquisa exploratoria € bem flexivel, porém, normalmente ela adquire ou a
forma de pesquisa bibliografica ou de estudo de caso. O estudo de caso é
caracterizado pelo estudo profundo e exaustivo de um ou de poucos objetos,
de forma que possibilite a investigacdo de seu amplo e detalhado
conhecimento.

A pesquisa realizada nesta Tese de Doutorado consistiu de uma
pesquisa exploratéria qualitativa, na forma de estudo de caso, tendo como
objetivo investigar o0 pensamento matematico de alguns estudantes
universitarios, externalizado durante a resolucéo de problemas matematicos.

Partindo do pressuposto de que a Matematica € uma atividade e
como nossa pesquisa exploratéria envolveu resolucdo de problemas,
acreditamos que essa pesquisa possa revelar aspectos da Matematica, bem
como da epistemologia da resolucéo de problemas, que estdo associados com
as duas culturas na Matematica, ou seja, preocupacao em resolver problemas
ou em construir teorias.

Para operacionalizar essa pesquisa foram realizadas entrevistas
estruturadas, tendo como base dois questionarios, contendo questdes
subjetivas, denominados de questdes subjetivas a priori e questdes subjetivas
a posteriori (aplicados antes e depois dos problemas), e um roteiro composto

por 13 problemas matematicos.
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O termo entrevista foi utilizado porgue houve didlogos entre
pesquisadora e estudantes, no decorrer da pesquisa exploratoria,
principalmente durante a resolucdo dos problemas matematicos. Ao constatar
certas dificuldades por parte dos estudantes, a pesquisadora fazia perguntas
referentes as informagdes dadas pelo problema e, as vezes, discutia suas
resolucdes, buscando entender seus processos de raciocinio.

Nesse sentido, nossa pesquisa se diferenciou do modelo utilizado
por Krutetskii. Os estudantes investigados por ele tinham que pensar em voz
alta, ndo tendo interferéncia por parte do pesquisador. Na nossa pesquisa
houve dialogo entre pesquisador e pesquisado, de acordo com a necessidade
de cada estudante.

As questdes subjetivas foram incluidas nas entrevistas porque
elas poderiam fornecer informacdes relativas as emocdes do estudante em
relacdo a Matematica, que estao diretamente vinculadas a razao.

Damasio (1996), no livro O erro de Descartes: Emocao, razdo e o
cérebro humano, apresentou uma nova perspectiva para o papel das emocdes
no ser humano. Ele reconheceu que o bom senso tradicional comprovou que,
em certas circunstancias, “as emocfes e 0s sentimentos podem provocar
distarbios destrutivos nos processos de raciocinio (...), e investigacdes recentes
sobre o processo normal do raciocinio tém igualmente colocado em evidéncia a
influéncia potencialmente prejudicial das emogdes” (DAMASIO, 1996, p. 12).
No entanto, em contrapartida, a auséncia de emocdes pode comprometer a
racionalidade do ser humano, isto €, “a reducdo das emocdes pode constituir
uma fonte igualmente importante de comportamento irracional” (Ibidem, p. 78).

Damasio escreveu ainda

(...) certos aspectos do processo da emocdo e do sentimento sdo
indispensaveis para a racionalidade. No que tém de melhor, os
sentimentos encaminham-nos na direcao correta, levam-nos para o
lugar apropriado do espaco de tomada de decisdo onde podemos
tirar partido dos instrumentos da légica. (...) As emocgbes e 0s
sentimentos (...) auxiliam-nos na assustadora tarefa de fazer
previsdes relativamente a um futuro incerto e planejar as nossas
acGes de acordo com estas previsdes (Ibidem, p. 12-13).

Essas conclusbes foram resultados de pesquisas desenvolvidas

por Damasio, com pacientes que tiveram lesbes na regido pré-frontal do
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cérebro. Esses pacientes mantiveram intactos seus conhecimentos, suas
memoarias, suas linguagens, suas capacidades de efetuar calculos, bem como
de lidar com a légica de um problema abstrato. Entretanto, revelaram uma
alteracdo na capacidade de sentir emogOes que comprometia a tomada de
decisdo. Os pacientes tinham conhecimentos, porém, ndo sabiam aplica-los,
nao conseguiam decidir o que e como fazer.

Com base na idéia exposta por Damasio, podemos acrescentar
que as emocdes podem ser mais importantes na aplicacdo da Matematica do
que na Matematica Pura. Como a resolucdo de problemas faz parte da
aplicacado podemos ressaltar que também pode haver a influéncia das emocdes
na resolucéo de problemas, pois as vezes € mais necessaria uma avaliacdo da
situacdo em vez de um conhecimento abstrato.

Diante disso, consideramos importante obter de nossos
estudantes pesquisados opinides de cunho emocional em relacdo a
Matematica. Assim, no questionario a priori elaboramos dois blocos de
perguntas. Primeiro, algumas questbes pessoais e profissionais, tais como,
sexo, semestre em que se encontravam, se ja lecionaram Matematica e, em
caso afirmativo, por quanto tempo, com a intencdo de caracterizar 0s sujeitos
da pesquisa. Segundo, foram selecionadas questdes que contemplaram:

o O que gostam na Matematica? (Com a finalidade de identificar
preferéncias por assuntos ou areas da Matematica que estejam, de alguma
forma, associados as duas culturas na Matematica, expostas por Gowers);

e Acham a Matematica dificil ou cansativa? (Com a intencao de obter
informacdes a respeito da relacao deles com essa Ciéncia);

o O que consideram que seja um problema matematico?
(Pretendendo identificar a concepc¢éo deles sobre o tema);

o Que aspectos consideram necessarios para se resolver problemas
matematicos? (Com a finalidade de identificar se eles consideravam somente o
conhecimento matematico ou outros aspectos);

o Gostam mais de resolver problemas matematicos ou de utilizar o
raciocinio abstrato? (Com o objetivo de identificar preferéncias em uma das

duas culturas na Matematica, citadas por Gowers);
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o Gostam de pensar de forma mais intuitiva ou analitica? (Com a
intencdo de identificar alguma preferéncia por tendéncias explicitadas por
Poincaré);

o Preferem mais as Idéias Matematicas ou a Matematica Pura?
(Também relacionadas com as duas culturas na Matemética, mencionadas por
Gowers).

O questionario a posteriori teve por finalidade obter informacdes
dos problemas matematicos propostos e da experiéncia dos estudantes em
resolvé-los. Para tanto, foram elaboradas questdes como:

. Nos problemas propostos o que mais auxiliou na resolugéo foram
as Idéias Matematicas ou a Matematica Pura? (Com o propésito de novamente
identificar as duas culturas na Matematica, citadas por Gowers);

. O que consideram importante para se resolver problemas
matematicos? (Com a finalidade de comparar e verificar se a experiéncia com a
resolucao dos problemas provocou alguma modificacdo no pensamento deles);

. .Quais foram os problemas que mais gostaram? (Com o intuito de
identificar preferéncias por certos problemas — problemas de aplicagédo ou
problemas tedricos — e associar as duas culturas na Matemética);

=  Alguns problemas foram mais dificeis do que outros? (Com a
finalidade de identificar niveis de dificuldades, onde estavam essas dificuldades
— se no processo de coleta das informacdes ou no tratamento das mesmas,
quais problemas consideraram mais dificeis e por qué);

= Aforma de representar os dados do problema sdo importantes para
entendé-lo e resolvé-lo? (Com a intencdo de verificar se os estudantes
constataram a necessidade de representacdes adequadas, ja que muitos
problemas propiciavam o uso de diferentes resolugdes);

. O que aprenderam com os problemas resolvidos? (com o intuito de
obter informacbes sobre sua experiéncia com a atividade de resolver

problemas matematicos).
Para elaborar o roteiro com os problemas matematicos, levamos
em consideragdo os seguintes critérios:
¢ Nao serem problemas muito especializados ou muito complexos;

¢ Terem a possibilidade de diferentes resolucoes;
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¢ Alguns propiciassem a construcéo de idéias gerais;
¢ Que envolvessem linguagens diferentes, para que o entrevistado
pudesse expressar espontaneamente seu pensamento, suas habilidades, suas
formas de representacéo e conceitos matematicos utilizados;
¢ Que fossem interligados para que pudessem proporcionar a
aprendizagem de algo novo.

Com base nesses critérios foram elaborados 13 problemas
matematicos, sendo oito deles problemas de aplicacdo da Matematica, e cinco
de cunho tedrico. Alguns problemas possibilitavam o uso de diferentes
processos de resolucdo, outros envolviam poucos processos. Os demais

propiciavam a elaboracgéo/identificacao e utilizagdo de idéias gerais.

4.2. A realizacdo da Pesquisa Exploratoria

A pesquisa exploratéria teve inicio no dia 23-08-2004 e foi
concluida no dia 14-09-2004. Os encontros com os estudantes variaram de 1 a
3, dependendo do ritmo e do tempo disponivel de cada um. O tempo total
utilizado para as entrevistas variou de 145 minutos (2 h 25 min) a 359 minutos
(5h 59 min).

A pesquisadora comecava a entrevista entregando um documento
que continha o objetivo da pesquisa, bem como a autorizagdo do estudante
para gravacao digital e para utilizacdo dos dados coletados na Tese de
Doutorado, na publicacdo de artigos académicos e na apresentacdo em
eventos cientificos. Em seguida, entregava o questionario a priori para ser
respondido. Logo apds, o roteiro com os 13 problemas matematicos, que foram
distribuidos em trés folhas: a primeira folha tinha os problemas de 1 a 5, a
segunda 6 e 7 e a terceira os problemas de 8 a 13. E por ultimo, entregava o

questiondrio a posteriori.

Antes que os estudantes comecassem a ler o primeiro problema,

a pesquisadora fazia algumas recomendacdes, tais como:
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o nao comentassem com colegas os detalhes referentes aos
problemas que resolveram, para néo influenciar as resolugcbes dos outros
estudantes;

o nao apagassem nada do que fizessem, pois 0 processo de
construcédo da resolucado do problema era muito importante para descrever o

desenvolvimento do pensamento;

Foi informado ainda que poderiam resolver os problemas sem
seguir a ordem estabelecida pelo roteiro. Se encontrassem dificuldades em um

deles, poderiam passar para outro e retoma-lo depois.

4.2.1. Sujeitos da Pesquisa Exploratoéria

Os sujeitos da pesquisa foram 16 estudantes, sendo 12 do Curso
de Licenciatura Plena em Matematica (04 do sexo feminino e 08 do sexo
masculino) e 04 estudantes do Curso de Ciéncias da Computacdo (todos do
sexo masculino). Os dois cursos eram da Universidade Federal de Mato

Grosso.

Os 12 estudantes da Matematica se encontravam entre o 3° e o0 6°

semestres e os da Computacao entre o 5° e 0 9° semestres.

Por que estudantes universitarios? Krutetskii investigou
estudantes russos, do Ensino Fundamental, com idades variando de 9 a 17
anos. No entanto, optamos por selecionar estudantes universitarios, em funcéo
da vivéncia e maior maturidade em relacdo ao pensamento matematico, se
comparados aos nossos estudantes do Ensino Fundamental. Essas
caracteristicas aliadas as suas experiéncias com a atividade matematica
poderiam fazer emergir diferentes resolu¢cdes para os problemas propostos e,
consequentemente, tendo mais subsidios para responder as perguntas do

questionario a priori e a posteriori.

A selecado desses estudantes foi mediada pelos seus professores

que faziam o convite para participar de uma pesquisa referente a resolucéao de
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problemas. Nem todos se interessaram, alguns até marcaram horarios, porém,
nao compareceram. Assim, 0s 16 estudantes que se propuseram a participar

da pesquisa demonstraram interesse e disposicao para tal.

No entanto, dos 16 estudantes, 03 do Curso da Matematica ndo
concluiram a pesquisa, uma vez que 0S cursos estavam encerrando o
semestre de 2004/1 e os estudantes tinham pouco tempo disponivel para as
entrevistas (elas eram realizadas nos horarios em que eles nao tinham aulas

ou trabalho).

Assim, concluiram as entrevistas 09 estudantes do Curso de
Licenciatura Plena em Matemética (03 do sexo feminino e 06 do masculino), e
0s 04 estudantes do Curso de Ciéncias da Computacéo. Para a analise dos
resultados obtidos serdo considerados os 13 estudantes que participaram da

pesquisa até o final.

Com o0 objetivo de manter o anonimato dos sujeitos, 0sS
estudantes do Curso de Licenciatura Plena em Matematica foram identificados
pelos codigos de MA; a MAg e os estudantes do Curso de Ciéncias da
Computacéo pelos codigos de CO; a CO,4. Os indices se referem a numeragao

da sequéncia na entrevista.

A maioria das entrevistas foi realizada individualmente, com
excecdo de quatro estudantes da Matematica, que fizeram parte de duas
duplas, sendo as mesmas entrevistadas em momentos distintos. As duplas néo
diferiram muito das entrevistas individuais, ja que os estudantes liam os
problemas e discutiam as informag¢des, mas cada um o0s resolvia em sua
propria folha. As vezes, optavam por resolver problemas diferentes, nao

havendo discussfes conjuntas.

No Quadro 22 fizemos uma caracterizacdo dos sujeitos da
pesquisa, com base em algumas questbes pessoais e profissionais dos
mesmos, presentes no questionario a priori. Sdo informacgdes acerca do sexo,
do semestre em que se encontravam, se ja lecionaram matematica e, em caso

afirmativo, por quanto tempo.
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Quadro 22 - Caracterizacdo dos sujeitos da pesquisa, nos aspectos pessoais e
profissionais

Sujeitos Sexo | Semestre Lecionou matematica Tempo
MA; F 50 N —
MA, F 5° S (EF) 1 semana (substituicdo)
MA; M 6° S (EF) 1ano
MA, F 50 N —
MAs M 5° S (ndo indicou nivel de nsino) | 3 meses (substituicdo)
MAs M 50 S (EF e EM) 12 anos
MA, M 6° S (EF) 4 meses
MAg M 3°eh° N -
MA, M 3° S (EM) 5 meses
CO, M 5° S (EM) 6 meses
CO, M Qo N —
COs M 50 N -
CO, M 50 N -
LEGENDAS: EF — Ensino Fundamental

EM — Ensino Médio

O estudante MAg ndo estava em um semestre especifico, pois ele
cursava disciplinas dos dois semestres mencionados.

Quase metade deles nao teve nenhuma experiéncia como
professor de Matematica. Dentre os que ja lecionaram Matematica, a grande
maioria atuou em sala de aula por pouco tempo.

No Quadro 23 apresentamos um panorama do numero de
encontros com cada estudante (para MA — Matemética; CO — Computacao), a
duracdo total com cada um, os problemas resolvidos e a sequéncia de

resolucdo dos mesmos.

Quadro 23 — Informacfes acerca dos estudantes e da pesquisa exploratéria

N° de = Problemas Seqiiéncia de resolucéo dos
SRS encontros DD B resolvidos problemas
MA, 2 5h e 5 min P, a Py 1,2,3(NC),4,3,5(NC),6,7,5,8,9,10,11
MA, 2 5h e 5 min P, a Py 1,2,3(NC),7,5(NC),6,3,4,5,8,9,10,11
MA; 3 4h P, aPq, 254,1,3,6,7,8,9,10,11,12
MA, 3 5h e 18 min P, aPq 1,4,5,3,2,6,7,8,9,10, 11
MAg 1 3h e 35 min P, a Py 1 a 12 na seqiiéncia
MAg 2 5h e 59 min P, aPq 1,2(NC),3,4,5,6,7,8,9, 10,11,2
MA, 2 5h e 25 min P, a Py 1 a1l naseqiéncia
MAg 2 5h e 15 min P, a Py 52,1,4,3,6,7,8,9,10,11
MAg 1 2h e 50 min P, a Py 1 a 12 na seqiiéncia
CO; 2 4h e 8 min P, a Py 1 a1l naseqiéncia
CO, 2 4h e 20 min P, a Py 1 a1l naseqiéncia
CO3 1 3h e 37 min P, a Py 1 a1l naseqiéncia
CO, 1 2h e 25 min P, a Ps3 1 a 13 na seqiiéncia

LEGENDAS: P4, Py, ..., P13 —séo os problemas de 1 a 13.
(NC) — Nao Concluiu
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A maioria dos estudantes ndo conseguiu resolver os problemas

12 e 13, que envolviam o Principio de Dirichlet, e se referiam a situacdes de
provas matematicas.

A maior parte dos estudantes seguiu a sequéncia dos problemas

propostos. Os que nao seguiram, procuravam pelos problemas que

consideravam mais faceis e, quando ndo conseguiam resolvé-los, passavam

para outros problemas.

4.3. Resultados da Pesquisa Exploratoria

Nesse item apresentamos 0s resultados e as andlises dos dados
coletados na pesquisa exploratéria, com os treze estudantes universitarios. As
respostas deles nos questionarios, a priori e a posteriori, apontaram alguns dos
aspectos teoricos expostos nos capitulos 1 e 2 desta Tese de Doutorado e o
roteiro com o0s problemas matematicos ilustraram algumas das situacdes
expostas no capitulo 3 desta Tese, como podemos constatar no detalhamento

dos dois itens que se seguem.

4.3.1. Pontos de vista dos estudantes pesquisados

acerca da Matemaética e da resolucéo de problemas

Questdes subjetivas a priori

1. O QUE VOCE GOSTA NA MATEMATICA? POR QUE?

MA;: Gosto muito das demonstracdes, apesar da dificuldade,

acho que visualizamos melhor de onde surgiu alguma férmula.

MA,: Gosto das atividades praticas e das possibilidades que
temos de demonstrar um conteudo através da algebra. Além da satisfacao de

resolver um problema que apresenta mais dificuldade.



278

MA3: A abstracdo matematica me chama a atencgéo, pelo fato de
poder estar trabalhando com algo que diz respeito somente ao proprio
individuo e ao objeto estudado.

MA,: A praticidade e a facilidade que a matematica nos da, em
estar solucionando ou achando um caminho que responda algumas
questbes/situacdes vividas em nosso dia-a-dia. Como, por exemplo, estar
encontrando a area ou volume de um determinado lugar. Um exemplo entre
muitos outros.

MAs: Gosto do “despertar do raciocinio l6gico” que os problemas
matematicos oferecem, porque através disso vocé compreende tudo com maior
facilidade.

MAs: Sim, porque é a ferramenta mais adequada para eu
entender meu mundo.

MA-: Gosto da forma, da maneira como a matematica proporciona
seus desafios e limites. Com a matematica aprendi a me questionar mais.

MAg: Gosto de geometria e partes em que sdo aplicadas na
Fisica. Porque tem uma demonstracdo mais plausivel, ndo é abstrato, facilita
assimilacdo e se aprende desde crianca, pelo menos na pratica, s6 vendo a
parte tedrica posteriormente em sala de aula.

MAo: A exatiddo e técnicas utilizadas para resolugcdo de
problemas, pois em outras areas dificilmente temos n-meios de chegarmos a
um ponto em comum. Portanto, a matematica da oportunidades ao
pensamento de varias pessoas com um mesmo objetivo.

COs: Universalidade. O fato de a mateméatica ser compreensivel,
na maioria das vezes, de forma objetiva e sem ambigilidades, além de
acessivel a pessoas com formacgOes culturais distintas, independente de
culturas e idiomas. A matematica trilha um caminho independente.

CO,: A mateméatica € uma ciéncia exata e légica. Isto me atrai.
Além do que quem consegue interpretar nimeros tem grande chance de ter
sucesso, em todas as areas (computacao, administracao, etc.).

COg: A exatidao e o fato de que tudo € apontado como verdade,
possui uma prova, uma explicagéo racional. Porque nao consigo acreditar em

algo que ndo tem uma explicacao.
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CO,4: Geometria, teoria dos grafos e alguns aspectos da algebra.
Gosto disso porque sou um viciado em jogos eletrénicos e programacao, e sado

essas as areas que mais sao usadas na programacao de jogos eletrénicos.

As respostas dos estudantes apontaram varios aspectos da
Matematica que podemos inseri-los em duas grandes categorias: 0s
associados as teorias matematicas e os vinculados as aplicacbes da

Matematica, em que a resolucdo de problemas faz parte da aplicacéo.

Essa categorizacdo tem como referéncia as duas culturas na
Matematica, explicitadas por Gowers (2000), e que de alguma forma estiveram

presentes nas respostas desses estudantes.

Constatamos que gquase metade dos estudantes pesquisados
revelou gostar mais da teoria na Matematica, pois eles mencionaram que
apreciam as demonstracfes, a abstracdo matematica, a exatiddo e a logica
existentes nessa Ciéncia, 0o seu carater objetivo e sem ambigilidades e a

universalidade, que pode ser viabilizada pelas teorias.

Esse ultimo ponto nos remete a exposicdo de Gowers (2000), em
gue apresentou a opinido de Atiyah sobre a importancia dos processos de
abstracdo e generalizacdo, culminando em teorias, para viabilizar o repasse
delas as futuras geracdes de matematicos, adquirindo assim um carater
universal.

Um pouco mais da metade dos estudantes indicou gostar mais
das aplicacbes e da resolucdo de problemas na Matematica, pois eles
afirmaram que tém preferéncias pelas atividades praticas, pela resolucdo de
problemas, pelo raciocinio I6gico que os problemas oferecem, pela exatidao e
técnicas utilizadas para resolver problemas, ou seja, pela diversidade de
procedimentos pela geometria e aplicacdo da Matematica a Fisica, e pelos
aspectos socioculturais (que também se caracterizam como uma aplicacdo da
Matematica).

Um dos estudantes mencionou que gosta de ambas, ou seja, das
atividades praticas e problemas, bem como das demonstracdes desenvolvidas

por meio da Algebra.
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Dois estudantes ndo forneceram respostas que pudessem ser

inseridas nessas duas grandes categorias, pois MAg nao explicitou qual
ferramenta ele considerou, e MAg alegou que Matematica proporciona desafios

e limites, porém, isso pode ocorrer tanto no aspecto tedrico como na aplicacao.

2. VOCE ACHA A ATIVIDADE MATEMATICA DIFICIL? POR QUE?

MA;: Dificil ndo, mas trabalhosa sim, geralmente precisamos de
varios conceitos para resolver um problema, temos que agrupar essas
informacdes para chegar no nosso objetivo.

MA,: N&@o. Acho que ela ndo é dificil, mas sim trabalhosa as
vezes. Porém, se ela for apresentada aos estudantes de forma clara, eles
poderao ter menos dificuldades.

MAs: E igual a qualquer outra ciéncia, em termos de dificuldade, o
gue indica se algo é mais dificil que outro € o quanto vocé estuda daquilo.

MA,: De forma alguma. A matematica € muito facil e se torna
interessante quando se trabalha de maneira correta. Esse trabalhar melhor a
matematica deve ser feito desde as séries iniciais. Quando sdo compreendidos
0S conceitos e os algoritmos, a matemética torna-se facil para todos.

MAs: Nao, sempre tive facilidade com a linguagem matematica.

MAs: Em certos momentos, pois meu Ensino Meédio e
Fundamental foi puramente mecanico e memorizado, isto dificulta a
manipulagdo de alguns conceitos matematicos.

MA:-: Nao é que seja dificil. Para mim o que mais me prejudica na
area académica € o fato de ndo poder me dedicar por inteiro, pois ainda
dependo do meu trabalho.

MAg: Na area de Calculo e Algebra tenho dificuldade de assimilar,
pois Ndo vejo com o que comparar e ficam muito vagas as explicacdes das
teorias, que por muitas vezes se tornam repetitivas, mudando pouca coisa no
significado e definicdo, ndo tendo aplicacao légica no dia-a-dia.

MAy: Acho que a matematica é uma ciéncia com a qual devemos
nos relacionar o maximo possivel, no intuito de estarmos sempre nos

aperfeicoando junto a ela. Desse modo, aquilo que uma hora tornou-se dificil,
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agora € um meio para solucionarmos outras questfes. Concluo que ha a
dificuldade, ela serve para abrir nosso horizonte nesta area.

CO;: Comparando-se com outras areas cientificas, a matematica
€ um pouco mais complexa, em virtude de focar o raciocinio l6gico-analitico.
No entanto, muito da dificuldade apregoada a matematica esta relacionada a
forma como ela nos € apresentada/ensinada no Ensino Fundamental e Médio
(foco na memorizacdo e pratica repetitiva, e ndo na flexibilidade de raciocinio).

COg: Sim, porque € baseada em féormulas e ndo gosto de decora-
las.

COgs: Nao acho dificil, mas também nao acho a coisa mais facil,
depende muito da atividade. Porque a matematica exige bastante dedicacéo e
concentragdo, acho que ai € que se encontra a maior dificuldade.

CO,: Depende muito do lugar onde é empregada e por que ela é
empregada. Se for aplicada em uma area que eu ndo gosto, ndo domino ou
nao compreendo, mesmo 0s problemas mais simples se tornam dificeis. Ja nas
areas que mais gosto, mesmo 0s problemas mais complicados me fascinam,
mesmo que eu demore meses para soluciona-los.

Quase metade dos estudantes afirmou que néo acha a atividade
matematica dificil. Alguns deles alegaram que a consideram, as vezes,
trabalhosa, por exigir muitos conceitos distintos, porém, isso ndo indica
dificuldade. Uma estudante colocou na educagcdo, mais precisamente nos
modos de transmissdo do conhecimento, a responsabilidade por tornar a
Matematica mais facil ou mais dificil. Outro pesquisado explicou que a
matematica se torna facil desde que haja compreensdo de conceitos e
algoritmos.

Mais da metade dos estudantes considerou a atividade
matematica dificil, apontando que a dificuldade pode estar associada:

o a um ensino centrado em rotinas, ou seja, em termos de uma
pratica repetitiva de exercicios, de memorizacao e de utilizacdo de formulas;

e ao desenvolvimento de teorias sem aplicacoes;

e ao fato da Matematica ser mais complexa do que outras Ciéncias e
exigir dedicagdo, concentracdo e o uso do raciocinio l6gico-analitico;

e ao nao gostar da area ou do assunto envolvido;
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e afalta de compreensédo de conceitos matematicos.

Um estudante mencionou que ha dificuldade ao lidar com a
atividade matematica. No entanto, o que é dificil num primeiro momento pode
tornar-se um meio para solucionar outras questdes. Isso evidencia a existéncia
de um processo dinamico na Matematica, ou seja, 0 que € “novo” pode ser
dificil, porém, havendo compreenséao torna-se um instrumento para ser utilizado

em outras situacoes.

3. VOCE ACHA A ATIVIDADE MATEMATICA CANSATIVA? POR QUE?

MA;: Quando eu acho a matéria estudada interessante ndo, pois
guando fazemos algo que gostamos néo fica cansativa, mas para mim existem
algumas areas dentro da matematica que ndo acho interessante, ai entédo ela
fica cansativa.

MA,: Somente quando os conteludos sao aplicados de forma
mecanica e exigindo do aluno mais do que lhe foi apresentado. Um exemplo
seriam as extensas listas de exercicios que sdo muitas vezes bem parecidos.

MA3: Nao. Acredito que é por identificacdo. Se me identifico, ou
melhor, se gosto de estudar, aquilo nunca sera cansativo.

MA,: Nao, mas ai vale destacar o papel do professor em sala, ele
€ um incentivador (direto) do aluno no processo de aprendizagem. A atividade
matematica se tornara cansativa, se o professor ndo der um incentivo ao aluno,
trazendo em sala atividades repetitivas que acabardo desanimando o0s
estudantes.

MAs: Nem um pouco, acho muito saudavel e ao mesmo tempo
estimulante.

MAs: Nao, porque a atividade mental realizada em uma atividade
matematica me faz sentir bem.

MA;. Nao, ndo a acho de maneira alguma. Uma atividade
cansativa € sim uma atividade que pede um pouco mais de tempo em tudo o
que se faz.

MAg: Sim e ndo. Sim, porque em calculos e algebras vocé fica

resolvendo um monte de questdes que sédo parecidas, mas diferentes, e com o
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excesso de exercicios. Ao invés de aprender de forma prazerosa se acaba
tendo resisténcia ou ma vontade em ver aguela matéria, por ser estafante. Nao
na area de geometria porque se pode trabalhar com aplicacbes praticas apds
teoria, 0 que deixa a pessoa descontraida e capta melhor o contetdo onde
pode-se fazer até brincadeiras...

MAg: Nao, visto que se estivermos por dentro daquele estudo, as
dificuldades tornar-se-ao desafios, 0os quais tentaremos soluciona-los. Assim,
em vez de cansago, estaremos sentindo um “certo prazer’” em estudar a
matemaética.

CO;: A atividade matematica, quando focada na pratica repetitiva
e na memorizacao de conceitos, regras e férmulas, € extremamente cansativa
e até decepcionante (muitos estudantes passam a rejeitar o estudo matematico
por este motivo). No entanto, quando o estudo foca o desenvolvimento da
flexibilidade de raciocinio e desafios praticos (exemplos mensuraveis no dia-a-
dia), o estudo adquire um carater mais prazeroso e atrativo.

CO,: Nao, apesar de requerer uma enorme atencdo. Ja que
qualquer erro pode implicar na ndo resolugdo ou resolucdo errada de um
problema.

COgs: Depende, se o problema a ser resolvido for extremamente
dificil fica cansativo, acho que porque grandes dificuldades levam as pessoas a
se cansarem e desistirem mais facilmente.

COy: Isto também depende dos lugares onde é empregada, pelos
mesmos motivos da questdo anterior. Quando o problema aparece em algo
qgue considero “chato”, logo o problema também é chato e cansativo. Se o
problema aparece em algo que eu quero resolver, ele é apenas mais um
desafio, exceto se depois de varios dias eu ainda nao tiver solucionado. Ai ele
passa a ser algo cansativo, mas que inevitavelmente devo solucionar.

A maioria dos estudantes pesquisados nao julgou a atividade
matematica cansativa e, em grande parte, isso esta relacionado ao fato deles
gostarem da Matematica ou do assunto envolvido, como por exemplo, quando
se tém situacOes da Geometria ou de aplicacdes da Matematica.

Alguns estudantes, embora ndo considerassem a atividade

matematica cansativa, apontaram que ela pode se tornar cansativa se a
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mesma ficar restrita a rotina, ou seja, atividades de carater repetitivo, de
memorizacao de conceitos, regras e formulas, sem aplicacbes praticas e sem
sentido em termos do ponto de chegada com a utlizacdo de tais
conhecimentos, sem a compreensao do porqué estuda-los.

Outros alegaram que a atividade matematica também pode ser
cansativa, se um problema matematico for muito dificil. A questado (3) esta
associada a questéo (2), pois a atividade matematica pode ser cansativa se ela
for considerada dificil ou mesmo se nao existir o gostar da Matematica ou de
alguns assuntos pertencentes a ela.

Krutetskii (1968), com sua pesquisa, trouxe contribuicbes a
respeito do cansaco durante o estudo da Matematica. Ele verificou que os
estudantes talentosos em matematica, pesquisados por ele, ndo esbocaram
cansago ao resolver os problemas mateméticos. A auséncia de cansago
também estd associada com o0 gostar da Matematica. Ele apontou que a
diferenca entre uma pessoa bem sucedida e uma pessoa com menos SUcesso
em uma area, é que a primeira pode desenvolver uma atividade por um longo

tempo, sem interrup¢ao, e ndo sentir cansago.

4. EM SUA OPINIAO, O QUE VOCE CONSIDERA QUE SEJA UM
PROBLEMA MATEMATICO?

MA;: Problema matematico € uma maneira de relacionar o aluno
de uma forma mais direta com 0s conceitos apresentados em sala de aula,
podendo estes problemas estar relacionados ao dia-a-dia do aluno. Desta
maneira, o aluno pode ter um interesse maior pelo conteido, mas, as vezes,
iISS0O néo sera possivel.

MA,: E um processo em que o aluno encontra um meio
desconhecido para solucionar uma questdo. Durante esse processo o aluno
poderd relacionar conceitos dados em aula pelo professor, ou até mesmo
elaborar novos conceitos matematicos, sempre utilizando seu raciocinio.

MA3: Uma situacdo em que vocé deve tomar uma deciséo,

digamos uma decisdo mais precisa.
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MA,: O problema mateméatico pode ser a busca para encontrar o
resultado do problema. Para se chegar a solucdo devemos seguir ou ndao, um
determinado caminho estabelecido.

MAs: Um problema matematico € um problema légico, seja ele
numérico ou abstrato.

MAs: Uma situacdo na qual se espera uma explicacdo razoavel e
l6gica.

MA7: O meu proprio eu interior! Pois quando me fecho para os
conceitos matematicos, a Matematica, de certa forma, se torna um problema,
um problema que eu mesmo criei.

MAg: Onde existe uma incognita a ser descoberta, um valor a ser
encontrado.

MA,: Algo que necessita de uma solucao.

CO;: Um problema que possa ser descrito de forma objetiva e
através de ferramentas analiticas (graficos, diagramas, tabelas) ou
comprovados por meio de teoremas e conceitos simples.

CO2: Qualquer problema quantitativo que exista eu considero
problema matematico. Todo problema que pode ser resolvido com nuameros,
férmulas e logica.

COgs: Sao problemas que envolvem numeros e/ou logica, e a sua
solugdo também é um valor numérico e/ou logico.

CO4: Um problema matematico pode ser qualquer coisa, desde
como fazer um desenho bonito em uma folha de papel até calcular o volume
lateral de um politopo de 4 ou mais dimensdes ou determinar a origem do
universo.

Nessa questdo, o que se destaca € a variedade e a grande
divergéncia entre as respostas dos estudantes pesquisados.

Alguns estudantes responderam, considerando um problema de
forma geral. O que eles escreveram se aplica a qualquer problema e néao
apenas a um problema matematico, como, por exemplo, tomada de decisao.

Outros  estudantes focaram  especificamente  problemas
matematicos, porém, com reducdes. Para eles, o termo “problema mateméatico”

se refere mais as situacdes de aplicagdo e de pouca producdo de
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conhecimento matematico. Um estudante ressaltou a possibilidade de “elaborar
novos conceitos matematicos” o que indica que um problema pode contribuir
para a construcao de teorias ou idéias gerais.

Podemos constatar que alguns estudantes destacaram na
resolucédo de problemas a obtencdo de um resultado, indicando que isso é o
fundamental. Outros revelaram a idéia de um processo, no qual sao
necessarios a utilizacdo de conceitos matematicos, formulas, teoremas,
representacdes por meio de gréficos, diagramas e tabelas.

Um estudante forneceu uma caracteristica interessante dos
conceitos matematicos. Enquanto a maior parte das Ciéncias trabalha com
conceitos e no¢des bem amplas, as vezes, vagas e até metaforicamente, a
Matematica sempre fornece definicbes muito nitidas e precisas. Os conceitos
matematicos sdo mais restritos e especificos.

Do ponto de vista cognitivo a tendéncia é destacar mais 0s
aspectos que a Matematica tem em comum com outro campo de
conhecimento, com outro tipo de pensamento. Em contrapartida, se o olhar é
para o lado objetivo da Matematica, nesse caso, a tendéncia é buscar

diferenciar o campo da Matematica de outras areas do conhecimento humano.

5. QUE ASPECTOS SAO NECESSARIOS PARA SE RESOLVER
PROBLEMAS MATEMATICOS?

MA;: Primeiramente, os professores devem procurar apresentar o
conceito de uma maneira clara para maior visualizagdo dos estudantes, e néo
s6 dar uma pincelada no conceito e ja partir para 0os exercicios, resolvendo-os
de forma mecanica, sem saber o porqué. Dessa forma, essa resolucao vai ficar
desmotivada, e a matematica vai morrendo com isso. O professor tem que
despertar este interesse.

MA,: Para se solucionar um problema matematico € necessario
ter: paciéncia, conhecimento, estratégias, saber interpretar o problema, saber
relacionar o conteudo que foi aprendido com o problema e ser um bom

observador.
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MA3: Fazer uma andlise acerca do problema; como ele foi
construido; quais os meios disponiveis (ferramentas, conhecimento prévio).

MA,: Desenvolver uma estratégia do caminho a seguir e aplica-la
em busca da solucgao.

MAs: Fundamentacao tedrica e/ou raciocinio logico.

MAs:  Atencdo, conhecimentos da matematica basica,
experiéncias anteriores, vontade de encontrar respostas.

MA~-: Na minha opinido, considero de grande importancia a parte
tedrica que a mesma possui, mas talvez para outros, essa etapa nao seja
necessaria.

MAg: Conhecimento do conteudo, tomada de dados, aplicacédo
dos conhecimentos adquiridos em sala de aula ou mesmo fora. Em sintese, da
teoria para a pratica.

MAg: 1° Conhecimento acerca do que € cobrado. 2° Campo de
visdo abrangente. 3° Gostar daquilo que se propde a fazer.

CO;: Clareza na descricdo do problema; apresentacédo de um
namero minimo de atributos para a analise; pensamento focado e concentrado,
por parte de quem se propde a estudar o problema.

CO,: Conhecer o problema e saber interpreta-lo, escolher o
método adequado para a resolucao, aplicar as formulas e teorias, ser paciente
e atencioso. Ser racional.

COgs: Concentracéo, raciocinio logico, dedicacdo e conhecimento
matematico prévio.

CO,4: Primeiro é necesséario conhecer o problema. Também é
importante conhecer ndo so6 as operacdes que devem ser utilizadas, mas deve-
se conhecer o porqué delas serem utilizadas e também como elas funcionam.

Muitas pessoas consideram que o valor educativo da Matematica
reside no ato de educar para um pensamento critico, l6gico, analitico, racional,
etc. Isso é reforcado por documentos oficiais que tratam do Curriculo de
Matematica. Nao se menciona a importancia da experiéncia com a Matematica,
com o conhecimento especifico. Como uma consequéncia disso, normalmente

ao se pensar nos aspectos que sao necessarios para se resolver problemas
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matematicos supde-se que serdao destacados itens, como o valor do raciocinio
l6gico, do pensamento analitico, etc.

No entanto, a maior parte de nossos estudantes pesquisados
apontou a importancia da experiéncia matematica, fato que ndo é comum. Isso
evidencia tanto a existéncia como a necessidade da experiéncia na area da
Matematica. Muitas das capacidades para resolver problemas na Matematica
estdo associadas a experiéncia.

As respostas dos estudantes contemplaram os fatores a seguir:

1) o raciocinio l6gico — capacidade de analisar ou interpretar uma
situacao-problema, de utilizar o raciocinio l6gico, de efetuar céalculos, etc. Esse
fator pode ser associado com a primeira etapa da resolucdo de problemas
exposta por Krutetskii (1968), apresentada no capitulo 1, item 1.2 desta Tese,
que corresponde ao processo de coleta das informacdes de um problema.
Podemos acrescentar que também € o momento da formulacdo de problema(s)
originada pela situacao problematica, explicitada no capitulo 3 desta Tese.

2) a importancia da experiéncia matematica — estudantes
ressaltaram a necessidade de se ter teorias e conhecimentos prévios e saber
aplica-los, bem como ter experiéncias anteriores para resolver problemas. Esse
segundo fator corresponde ao processo de tratamento das informacdes,
esbocgado por Krutetskii (1968), em que também se tem implicita a escolha de
uma representacao adequada para resolver o problema.

Houve estudantes que citaram um ou outro fator e trés
mencionaram ambos os fatores, evidenciando a idéia de um processo completo
para a resolucdo de um problema matemético.

Uma estratégia importante € buscar na memoria a resolugédo de
um problema similar. Essa busca tera sucesso se ja tivermos bastante
experiéncia na resolugdo de muitos problemas matematicos e bem variados.
Vale ressaltar que mesmo a experiéncia com a utilizacdo do raciocinio l6gico

também ajuda na resolugéo de problemas.

6. DO QUE VOCE GOSTA MAIS:

( ) RESOLVER PROBLEMAS MATEMATICOS
() UTILIZAR O RACIOCINIO ABSTRATO
POR QUE?
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MA;: (X) Utilizar o raciocinio abstrato. Porque é através desse
raciocinio que muitas vezes achamos o porqué das coisas. As vezes, é t&o
claro, mas ndo enxergamos.

MA;: (X) Resolver problemas matematicos. Porque desta forma
acredito que consigo aprender mais o conteddo matematico. Pois vejo a
aplicacdo do mesmo nos problemas e tento relacionar varios conceitos.

MAs: (X) Utilizar o raciocinio abstrato.

MAs: (X) Resolver problemas matematicos. E tdo satisfatorio
quando conseguimos encontrar uma saida para determinado problema. Mais
ainda porque tenho certa dificuldade em reconhecer o abstrato. A Algebra, por
exemplo, é uma disciplina que pede muitas demonstra¢cfes. Fica um pouco
dificil demonstrar aquilo que, as vezes, nao consigo reconhecer, identificar.

MAs: (X) Resolver problemas matematicos. Porque os problemas
sdo elementos-chave para que vocé possa avaliar o seu raciocinio e a teoria.
OBS: ndo gosto de problemas diretos que s6 exijam aplicacdes de formula.

MAs: (X) Utilizar o raciocinio abstrato. Porque amplia o mundo a
minha volta, fazendo com que eu possa enxergar, com mais detalhes, tudo ao
meu redor.

MA7: (X) Resolver problemas matematicos. Talvez porque neste
momento eu esteja colocando em pratica meus conhecimentos e ao mesmo
tempo me auto-avaliando.

MAg: (X) Resolver problemas matematicos. Porque vai seguir um
parametro previamente determinado, de conhecimentos ja existentes e que sdo
aplicados na prética, como em constru¢do, comércio, etc.

MAg: (X) Resolver problemas matematicos. Acho que os
problemas matematicos trazem solucfes “mais concretas”; acrescento tambéem
gue desde a infancia estive em contato com a area citada.

CO;: (X) Resolver problemas matematicos. Problemas
matematicos procuram apresentar situacdes facilmente mensuraveis e
tangiveis no mundo real.

CO,: (X) Utilizar o raciocinio abstrato. Muitos problemas

matematicos jA& possuem formulas e teoremas para serem resolvidos. Nao
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gosto de decora-los. Acho muito gratificante quando um problema é resolvido
somente com o raciocinio e logica.

COgs: (X) Utilizar o raciocinio abstrato. Porque no meu curso
(Ciéncia da Computacdo) € largamente utilizado o raciocinio abstrato, no
desenvolvimento de algoritmos. Dai, passei a gostar mais, ja que sempre o
utilizo.

CO4: As duas coisas! Uma nédo faz sentido sem a outra, a
matematica € abstrata, resolver problemas matematicos é abstrai-los do mundo
real. Com o raciocinio abstrato é possivel criar solu¢des, que s6 podem ser
consideradas solu¢cdes com a resolucao, e assim provar se a solucao é valida
ou nao.

As opinides dos estudantes pesquisados foram divididas em
partes quase iguais, ou seja, um pouco mais da metade deles gostam de
resolver problemas matematicos e o0s outros gostam mais de utilizar o
raciocinio abstrato, pois auxilia na explicacdo dos porqués na Matematica, ou
por ter mais familiaridade, em virtude do curso que esta fazendo. Um estudante
da Computacao indicou que gosta dos dois.

Um estudante respondeu que gosta mais de utilizar o raciocinio
abstrato para resolver problemas. A sua resposta contempla duas variedades
de problemas matematicos — aqueles que envolvem a aplicacdo de férmulas,
teoremas e outros que podem ser resolvidos por meio do raciocinio légico,
como os heuristicos, por exemplo.

Em termos das duas culturas na Matematica, apresentadas no
capitulo 2 desta Tese, podemos constatar que sao poucos 0s estudantes que
estdo interessados em buscar responder a pergunta “por que” se tem um fato
matematico, “por que” ele ocorre. A maioria quer saber “0 que €” o fato
matematico. Em outras palavras, muitos dos estudantes preferem resolver

problemas e ndo construir teorias.

7. VOCE GOSTA DE PENSAR DE FORMA MAIS: )
() INTUITIVA () ANALITICA POR QUE?

MA:: (X) Intuitiva. Porque para nos que convivemos com a

Matematica, a nossa intuicdo muitas vezes tem légica matematica. Claro que
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precisamos de base para isso, principalmente la na matematica basica, que
aprendemos nas nossas primeiras series.

MA:;: (X) Intuitiva. Acredito que pensar de forma intuitiva pode nos
ajudar a trabalhar o raciocinio logico e chegar de forma mais rapida aos
objetivos.

MA3: (X) Analitica.

MA,: (X) Intuitiva. E claro que os conceitos s&o muito importantes,
mas em alguns casos a intuicdo pode ajudar bastante. Pressupor que aquilo
possa ser verdadeiro, e entdo verifica-lo.

MAs: (X) Intuitiva. Porque gosto de ter certa liberdade para pensar
da minha forma de resolver determinado problema.

MAg: (X) Analitica. Na maioria das vezes, sempre que me deparo
com alguma situacdo nova tento representar minhas idéias no papel, o mais fiel
possivel, para poder mais tarde retomar a idéia novamente.

MA:-: (X) Analitica. Considero a forma analitica mais segura.

MAsg: (X) Analitica. Somente analisando um problema vamos ter
nocéo do que se deve fazer e como proceder.

MAg: (X) Intuitiva. Pois acho que € uma forma mais viavel de
buscar solucgdes.

COq: (X) Analitica. Considero o pensamento analitico mais preciso
e de simples comprovacédo, por apresentar uma menor margem de analises
subjetivas.

CO2: (X) Analitica. Uso muito a intuicdo para tentar prever um
resultado, mas acho que a intuicdo nédo leva a resultados concretos. Portanto,
me sinto mais seguro com o pensamento analitico.

COs: (X) Analitica. Porque acho mais seguro e confiavel do que
utilizar a intuicao.

COy4: (X) Analitica. Embora a “analitica” e a “intuitiva” se misturem
em alguns pontos e ndo possam ser separadas, eu peso mais para o lado da
analitica. Analisar significa deduzir a resposta e intuir significa adivinhar a
resposta, por isso sou mais para o lado da analitica.

Essa pergunta revelou certa diferenca entre os estudantes da
Matematica e os da Computacdo. Todos os estudantes da Computacdo
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preferem lidar com a matematica por meio do pensamento analitico por
considerarem mais preciso e confiavel, enquanto que a intuicdo para eles é
algo subjetivo, mais ligado a previsédo ou “adivinhacao”. Entre os estudantes da
Matematica a opinido se dividiu entre a preferéncia pelo pensamento intuitivo e
pelo analitico. Duas estudantes que assinalaram a forma intuitiva alegaram que
ela auxilia no raciocinio légico, outros dois indicaram que a intuicdo €
importante para buscar solu¢des, para supor que algo é verdadeiro e depois
verificar essa veracidade. Esses dois Ultimos estudantes nos lembram as idéias
expostas por Poincaré (1905), quando afirmou que a intuicdo € o instrumento

da invencdo e a légica o da demonstracao.

8. SUA PREFERENCIA E MAIOR: ,
() PELAS IDEIAS MATEMATICAS () PELA MATEMATICA PURA
POR QUE?

MA;: (X) Pelas Idéias Mateméticas. Porque as Idéias Matematicas
tém um resultado, vocé parte de um principio que vai poder tirar alguma
concluséo no final.

MA,: (X) Pela Matemética Pura. Sempre achei mais interessante
as aplicacbes da matematica e suas demonstragdes.

MA;3: (X) Pela Matematica Pura.

MA,: (X) Pelas Idéias Matematicas. Acho a matematica pura um
tanto cansativa.

MAs: (X) Pelas Idéias Matematicas. Porque o que ha de mais belo
e estimulante na matematica sao as idéias a que um problema te leva.

MAs: (X) Pela Matematica Pura. Ao conhecer a algebra no curso
de matematica, percebi que minhas idéias e o meu conhecimento anterior
poderiam ser melhorados em muito.

MA-: (X) Pelas Idéias Matematicas. Ao longo do tempo vejo que a
matematica foi evoluindo e ainda esta evoluindo, devido as grandes idéias que
surgem a cada dia para suprir nossas necessidades.

MAsg: (X) Pela Matemética Pura. Porque a Matematica Pura e
Aplicada é mais facil de entender e aplicar no cotidiano, tendo vérias formas de

se aplicar.
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MAy: (X) Pelas Idéias Matematicas. Pois nelas verificamos que a
Matematica ndo é somente feita de numeros e contas, dando abrangéncia para
novos meios de solucgodes.

CO;: (X) Pelas Idéias Matematicas. A forma que eu
costumeiramente pratico a Matematica € focada em situagbes facilmente
descritiveis no mundo real, no cotidiano. Sendo assim, adquiri uma afinidade
maior com a matematica aplicada.

COg: (X) Pelas Idéias Matematicas. Acho que a Matematica Pura
€ muito cansativa e repetitiva. O computador foi criado para fazer esta tarefa.
Mas as ldéias Matematicas sao importantissimas. Adoro idealizar problemas e
meétodos para resolvé-los.

COas: (X) Pelas Idéias Matemaéticas. Porque é o que utilizo no dia-
a-dia, principalmente no meu curso.

CO4: (X) Pelas Idéias Matematicas. As idéias nascem de
problemas que precisam ser resolvidos e destes problemas nasce a
“Matematica Pura”. Aprender Matemética Pura € chato e cansativo, se eu (e
provavelmente quase todas as pessoas) hao conseguir enxergar algum uso ou
utilidade grande o suficiente para me convencer de que preciso saber aquilo.
SO assim o cérebro absorve aquilo e vé mais do que numeros e férmulas
abstratas.

Ao elaborarmos essa questdo ndo tinhamos a intencéo de afirmar
que na Matematica Pura ndo existem Idéias Matematicas, porém, queriamos
destacar a diferenca entre um campo de pensamento mais fechado em si, em
contraste com um pensamento que buscasse idéias universais, ou seja, idéias
gue pudessem ser aplicadas e divulgadas em contextos diferentes.

Todos os estudantes da Computacdo preferem as Idéias
Matematicas ou porque elas estdo mais associadas a aplicacdo da Matematica
e aos problemas, ou por eles terem mais familiaridade por causa do curso, ou
por considerarem a Matematica Pura cansativa. Ja o0s estudantes da
Matematica quase se dividiram entre a preferéncia pelas Idéias Matematicas e
pela Matematica Pura. Os que assinalaram as ldéias Matematicas explicaram
seus motivos de forma bem variada, ou seja: porque as ldéias Matematicas

propiciam partir de um principio e chegar a uma conclusdo; ou por
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considerarem a Matematica Pura cansativa; ou por elas estarem presentes na
evolucdo da Matematica; ou por considerarem estimulantes as idéias inseridas
em problemas matematicos; ou por elas proporcionarem novos meios de
solugdes. Os que escolheram a Matematica Pura manifestaram o gosto pelas
aplicacdes e demonstracdes e porque a Algebra propicia um maior
conhecimento.

Se analisarmos as respostas dos estudantes nas perguntas de
seis a oito, alguns deles revelaram coeréncia em suas respostas. Por exemplo,
0os estudantes MA;, MAs e MAgy gostam mais de resolver problemas
matematicos, de pensar de forma mais intuitiva e de utilizar mais as ldéias
Matematicas, o que pode indicar que eles tém uma preferéncia maior pelo
aspecto pratico, de aplicacdo, ou subjetivo da Matematica. Em contraposicéo,
os estudantes MA3; e MAg; gostam mais de utilizar o raciocinio abstrato, de
pensar de forma mais analitica e de utilizar a Matematica Pura. Esses preferem

mais a matematica teorica.

Questdes subjetivas a posteriori

1. NOS PROBLEMAS PROPOSTOS O QUE VOCE ACHA QUE MAIS TE

AJUDOU A RESOLVE-LOS:

( ) IDEIAS MATEMATICAS () MATEMATICA PURA
POR QUE?

MA;: (X) Idéias Mateméticas. Porque na maioria dos problemas
foi usado o raciocinio-l6gico, e teriamos que montar estratégias para poder sair
deles, varios ou praticamente todos teriam varias maneiras de serem
resolvidos.

MA;: (X) Idéias Matematicas. Dependendo do problema surgem
vérias opc¢les para resolvé-lo, que ndo necessariamente sdo formulas. E a
forma mais rapida de resolver os problemas e entendé-los é utilizando varias
Idéias Matematicas.

MAg3: As duas. Para confirmar suas idéias é preciso formalizar, ou
seja, demonstrar algebricamente na maioria das vezes, onde entra a

matematica pura. Nao podemos trata-las separadamente.
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MA,: (X) Idéias Mateméticas. O conhecimento matematico que eu
trouxe foi de grande ajuda na hora de resolver os problemas. Tive certa
dificuldade, mas acredito que o conhecimento dos conceitos na hora de
encontrar a solucdo é indispensavel, mesmo que haja apenas uma pequena
nocgéo do que se trata.

MAs: (X) Idéias Matematicas. Porque os problemas exigiam mais
do raciocinio légico que a Matematica Pura.

MAs: (X) ldéias Matematicas. Porque ao tentar solucionar as
guestdes propostas, alguns deles se mostram de melhor entendimento, através
das sugestbes, porém, a Matematica Pura foi suficiente para resolver outros
exercicios.

MA7: (X) Idéias Matematicas. Com as |déias Matematicas tive
uma forte aliada, pois me possibilitava ver varios caminhos a serem tomados.

MAg: (X) ldéias Matematicas. Porque tendo conhecimento de
outras areas, consequentemente aplica-se naquela que nédo tem dominio, ou
mesmo usa-se por ser métodos mais faceis e ageis de se aplicar.

MAg: (X) Idéias Matematicas. Pois na sua maioria ndo se fez
necessario a utilizacdo de equacodes; num todo, utilizou-se de raciocinio l6gico
para resolvé-los.

COq: (X) Idéias Matematicas. Através de Idéias Matematicas pude
criar mais facilmente analogias com exemplos reais, auxiliando-me a criar
exemplos que serviram de referéncia para a resolucéo dos problemas.

COg2: (X) Idéias Matematicas. Porque os problemas, de um modo
geral, ndo exigiam conhecimento profundo nos teoremas e formulas da
Matematica. A maioria dos problemas envolvia interpretacdo e raciocinio,
usando somente conceitos basicos da Matematica.

COg: (X) Idéias Matematicas. Porque foram poucos os problemas
que necessitavam de Matematica Pura, e também porque meu conhecimento
em Idéias Matematicas € bem mais amplo que na Matematica Pura.

CO4: (X) Idéias Matematicas. Neste caso, a maior parte dos
problemas néo tinha muitos dados e boa parte deles se baseava em resolver e

compreender o problema, logo ndo dava para resolver em “Matematica Pura” ja
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gue ndo havia problemas do tipo “calcule o valor da expressdo”. Uma vez
visualizado o problema, a solucéo seria simples.

Nessa questédo, as alternativas referentes as Idéias Matematicas e
a Matematica Pura caracterizam uma distingdo entre o lado subjetivo e o lado
objetivo da Matematica. A Matematica Pura pode se tornar tdo complexa que
objetivamente n&o pode ser reduzida a algumas idéias. No entanto, em termos
da motivacdo e da dinamica do pensamento matematico, as idéias tém um
papel essencial. Entdo, elas sdo subjetivamente indispensaveis, enquanto a
Matematica objetiva ndo poderia ser reduzida a elas.

Diante da pergunta proposta, 0 que se pode pensar depois da
experiéncia da propria atividade de resolver problemas? Uma hipdtese é que
poderd ser destacado o lado subjetivo da Matematica. Foi o que ocorreu.
Todos os estudantes pesquisados ressaltaram em primeiro lugar as ldéias
Matematicas que mais auxiliaram nas resolucdes, uma vez que eles ficaram
com a impressao e o impacto da prépria experiéncia em suas mentes.

Muitos deles explicaram que foram as Idéias Matematicas, porque
os problemas podiam ser resolvidos por diferentes processos, as vezes, sem
recorrer as formulas e equacdes. Apenas um estudante da Matematica
assinalou que tanto as Idéias Matematicas quanto a Matematica Pura foram

importantes na resolucdo dos problemas propostos.

2. O QUE CONSIDERA IMPORTANTE PARA SE RESOLVER PROBLEMAS
MATEMATICOS?

MA;:: Primeiramente, que ele seja um problema bem elaborado
para poder ter uma boa compreensao, saber o que o problema esta pedindo,
quais os caminhos que podem ser seguidos, ou seja, situagdes. Usar todos os
seus conhecimentos referentes aquele problema e, por fim, analisa-lo e ver o
que ele pode ter contribuido para nés de alguma maneira.

MA,: Concentracdo ao ler o problema, para que vocé possa
interpreta-lo de maneira correta e saber utilizar os conhecimentos ja adquiridos,
pois ndo adianta vocé saber a estratégia que ira aplicar, se ndo souber como

aplica-la.
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MA3: Analisar o enunciado para verificar a sua validade e depois
traduzir o texto para a linguagem matematica e somente aqui, a analise sera
mais confiavel.

MA,: Ter um bom embasamento dos conceitos tedricos, para que
assim possamos encontrar a saida para solucionar os problemas.

MAs: O mais importante € saber interpretar a questéao, por isso a
importancia da linguagem matematica. Depois € verificar se os dados estao
corretos e coesos. O restante é pratica e teoria matematica.

MAe: Atengao, uma leitura criteriosa do enunciado, capacidade de
separar informacgfes dadas. E a mais importante, um conhecimento amplo dos
conceitos matematicos.

MA-: Uma boa leitura dos problemas. Pude perceber que sem
uma boa interpretacdo nao se pode fazer muita coisa ou quase nada. Entender
para depois resolver ainda € o melhor e o mais seguro caminho.

MAg: O conhecimento do que esta se pedindo tem que ser claro e
bem definido, ndo deixando dubias interpretacdes. Como tudo em Matemética
deve ser exato e coeso, deixando o aluno com vontade de resolver o problema.

MA,: 1° Conhecimento acerca do assunto em pauta. 2° Utilizacéo
de “Idéias Matematicas”. 3° Interesse por parte do aluno (aquele que esta a
resolver a questéo).

CO;: Praticidade e interpretacéo objetiva da questao.

CO,: A capacidade de interpretar o enunciado do problema e
idealizar ou criar um raciocinio logico para resolver o problema, e, quando
necessario, aplicar formulas e conceitos.

COs: Concentragdo, raciocinio légico, intuicdo e conhecimento
matematico prévio.

CO,4: Capacidade de interpreta-los e de imagina-los no mundo
real.

O que pode ser importante na resolucdo de problemas? O
aspecto mais importante deveria ser analisar, entender e absorver
completamente o problema e, somente depois disso, conseguir trabalhar no
desenvolvimento do problema, ou seja, transformar o problema em um objeto

da propria atividade.
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A maioria dos estudantes destacou a importancia de captar,
analisar, entender, transformar as informac¢des disponiveis no enunciado de
forma intuitiva, que possibilite resolver o problema. Isso significa que antes de
resolver é preciso reformular o problema em uma maneira adequada para a
sua propria atividade, sua propria percepcdo. Apenas trés estudantes
ressaltaram a importancia dos conhecimentos anteriores.

A interpretacéo do problema esteve presente em grande parte das
respostas dos estudantes. A atividade de resolugdo dos problemas provocou
uma mudanca na opinido deles, jA& que antes de resolverem o0s problemas
matematicos propostos, somente dois deles citaram a interpretacdo do
problema, como sendo um dos aspectos importantes para a resolucdo do
mesmo.

E interessante ressaltar que nessa questdo, seis estudantes
descreveram de forma mais completa o processo de resolucdo de problemas,
ou seja, reconheceram a importancia do processo de coleta das informacdes
do problema (interpretagdo dos dados) e utlizagdo do conhecimento
matematico e conhecimentos anteriores (experiéncia), que corresponde ao
processo de tratamento das informacdes, em que se tem a escolha de uma

representacdo adequada ao problema.

3. QUAIS FORAM OS PROBLEMAS QUE VOCE MAIS GOSTOU? POR
QUE?

MA;: Os ultimos, porgue tive oportunidade de ver o Principio de
Pigeonhole, que para mim € novo, nunca nem tinha ouvido falar.

MA,: Os problemas heuristicos, pois permitem tentar varias
estratégias para resolvé-los; se vocé ndo consegue por uma pode tentar por
outro caminho, ndo necessariamente seguindo um padréo. Gostei também dos
problemas de l6gica que ajudam a trabalhar o raciocinio.

MA3;: Todos os problemas que exigem uma reescrita em
linguagem matematica me chamam a atencéo, devido a me avaliar o quanto
estou imaturo em relagdo aos conceitos matematicos e o quanto penso e

analiso usando a linguagem matematica.
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MA,: Dos problemas 2, 8, 9, 10, porgue podemos chegar a
solucéo testando as possibilidades de resultado positivo e do problema 4, que
através da representacao feita do tempo, por uma escala horaria (minutos),
ficou mais facil a visualizacdo do resultado.

MAs: Os de numeros 8 a 13, pois ao passo que VOocé usa o
raciocinio abstrato, vocé fundamenta esse raciocinio na teoria.

MAg: Os problemas que envolveram diretamente o uso da algebra
e seu formalismo.

MA-: De todos, sem excecéao, pois foram de grande contribuicéo.
Aprendi muito o que me parecia desconhecido e muitas vezes complicado.

MAg: A resolucdo dos problemas em tabuleiros. Deu mais
imaginacéo e animo nas resolugodes, tirando o estresse e 0 cansaco.

MAg: Problema 03: necessita que tenhamos uma maior atencéo
para os seus dados. Problema 07: pois pude verificar uma forma bem mais facil
de resolvé-lo, visto a demora do meio que utilizei.

CO;: Os problemas que envolviam situagbes facilmente
mensuraveis no ambiente real.

CO,: Gostei de todos os problemas, principalmente os que
cheguei ao resultado usando somente a logica e/ou a inducdo. Achei muito
interessante os problemas, pois com excecdo dos problemas 12 e 13, ndo
utilizei nenhum tipo de formula, apenas raciocinio e algumas nocdes de
Matematica basica. Destaques para os problemas 1, 2, 4, 7, 8, 9, 10, 11.

COgs: O problema 7, que utilizou bastante I6gica; os problemas 1,
3 e 4, onde a deducdo é importante.

CO,4: Todos eram muito interessantes. Os de tabuleiros eram
extremamente faceis, exceto o 11, pois este era genérico. O 11, 12 e 13 eram
0os mais dificeis, pois eram do tipo “prove que” e eram mais abstratos que os
outros. O problema 7 na verdade nem é de Matematica, mas nem por iSso
deixa de ser interessante. Nos demais era necessario calcular, eu achei muito
interessante.

Dos problemas matematicos propostos, alguns podem ser
considerados situacfes de aplicacdo da Matemética a um contexto cotidiano e
a um contexto do jogo tabuleiro de xadrez. Outros se referem a Ciéncia
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Matematica propriamente dita. Assim, podemos classifica-los em oito
problemas de aplicacédo (1, 3, 4, 7, 8,9, 10 e 11) e cinco problemas teoricos (2,
5,6,12 e 13).

A partir dessa classificacdo dos problemas, constatamos uma
diferenca entre as preferéncias dos estudantes da Matematica e da
Computacéo. Entre os estudantes da Matematica houve divisdo nas opinides
em partes quase iguais, ou seja, um pouco mais do que a metade deles prefere
0s problemas de aplicacdo. Alguns estudantes da Matemética gostam de
ambos.

Entre os estudantes da Computacdo a maioria prefere os
problemas de aplicacdo. Apenas um mencionou que gostou de ambas as
categorias de problemas. Nenhum deles gostou apenas dos tedricos, talvez
seja um reflexo da caracteristica de seu Curso, ou seja, a Computagdo € uma

Ciéncia Aplicada.

4. VOCE ACHOU QUE ALGUNS PROBLEMAS FORAM MAIS DIFICEIS DO
QUE OUTROS? POR QUE?

MA;: Nao diria dificeis, mas sim que exigiam conhecimentos de
conceitos diferentes, em que até o momento eu os desconhecia e, com isso,
eles se tornaram dificeis.

MA,: Sim. Muitas vezes por ndo conseguir interpreta-los de
maneira correta, deixando de perceber o que realmente esta se pedindo. Ou,
as vezes, por ndo saber expressar, de forma escrita, 0s meios que foram
utilizados para chegar a solugéo.

MA3: Sim. Acredito que esta relacionado a cada individuo e ao
conceito em relagcéo a cada situacdo. Um problema dificil pode se tornar muito
facil quando estamos bem entendidos sobre 0s conceitos necessarios para
resolver tal problema.

MA,: Sim. O problema 7, por exemplo, n&o precisei do
conhecimento matematico para resolvé-lo, porém, precisava ter um raciocinio

l6gico consideravel para poder soluciona-lo.
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MAs: Com certeza, pois alguns ndo requeriam tanto conhecimento
quanto outros. Por exemplo: 0 numero 13 € o mais dificil de todos, te induz a
buscar os axiomas algébricos para chegar a uma solucéo.

MAg: Sim. Em particular um, que envolveu um conceito que eu
nao conhecia.

MA-: Sim! Porque a cada etapa vocé tinha que ter um pouco mais
de atencdo e um raciocinio maior.

MAg: Sim. Talvez pela forma como foram confeccionados,
deixando muitas vezes duvida se estavam todos os dados disponiveis no
problema para que pudesse resolvé-lo da melhor maneira possivel.

MAg: Com certeza, alguns necessitavam de uma atencdo bem
maior por parte do aluno do que em outros, sendo que no geral ndo foi
necesséria a utilizacdo de Matematica Pura.

CO;: Sim! Devido a abordagem inicial utilizada, alguns problemas
acabaram sendo resolvidos em poucos passos, as vezes, sem a necessidade
de uma descricdo algébrica ou geométrica (apenas usando regras de trés e
tabelas).

CO,: Sim, alguns problemas consegui interpreta-los bem e
consequentemente, ter uma boa visdo de como resolvé-los. Outros foram mais
demorados e exigiam uma atengdo maior, como € o caso do problema 7.

COg3: Sim, porque alguns necessitavam de alguns conceitos de
Matematica Pura, area que ndo € meu forte.

COy4: Sim, pois eles eram diferentes. Mas mesmo assim nenhum
foi dificil o suficiente para que eu pensasse em desistir ou deixar para depois.
Os mais abstratos (11, 12 e 13) foram os mais dificeis.

Os estudantes foram unanimes em apontar niveis diferentes de
dificuldades nos problemas propostos. Eles indicaram dificuldades na
interpretacéo das informagdes dos problemas e mencionaram que muitos deles
exigiram atencdo e raciocinio logico, além de envolver conceitos diferentes e,
as vezes, ainda desconhecidos (como nos problemas 12 e 13).

Constatamos que houve dificuldades ou no processo de coleta
das informacdes ou no tratamento das mesmas, em que a representacao foi

fundamental, ou em ambos os processos. A estudante MA, indicou a
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dificuldade em ambas, ou seja, na interpretagcdo e em “saber expressar de
forma escrita os meios que foram utilizados” que corresponde a representacéo

adequada.

5. VOCE ACHA QUE A BUSCA POR UMA FORMA DE REPRESENTAR OS
DADOS DO PROBLEMA SAO IMPORTANTES PARA ENTENDER E
RESOLVER O PROBLEMA?

MA:. Com certeza, pois quando visualizamos o0 problema
podemos tem uma melhor interpretacdo do mesmo, consequentemente, tendo
um melhor entendimento daquele problema, podemos, muitas vezes, ver 0s
varios caminhos para resolvé-los.

MA,: Sim, pois desta forma é possivel analisar os dados de uma
forma mais clara e perceber estratégias que talvez ndo seriam vistas somente
lendo o problema.

MA3: Sim. Muitas vezes analisamos varias situacdes de validacao
para fortalecer nossas suspeitas e, entdo, partimos para a resolugéo em si.

MA,: Com certeza. Devemos transcrever para um esquema todos
os dados fornecidos pelo problema, procurando sempre estar representando e
identificando da melhor forma.

MAs: Acho que isso é pessoal, cada um pode interpretar de uma
maneira, eu geralmente equaciono os problemas usando incognitas iniciais das
palavras representadas por estas.

MAg: Sim, pois a compreensdo do que se pede em um exercicio,
acredito eu, fica melhor visualizada, com uma representacao das informacgdes
dadas.

MA-: Sim! Pude perceber que cada vez que tinha que fazer umas
anotacdes do problema, rendia mais, pois tinha recursos e caminhos a seguir.

MAg: Com certeza, € 0 mais importante, pois se o aluno néo
entender de uma forma, certamente podera entender por outra interpretacéo,
que seja uma linguagem do conhecimento do aluno, pois ele nem sempre esta
acostumado com termos técnicos utilizados na elaboragdo do material didatico.

MAy: Sim, pois em muitos casos a organizacdo dos dados trard

uma facilidade para aquilo que buscamos responder, dando-nos um aparato
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melhor para nossa solugédo, bem como uma confianca extra, visto que temos
conhecimento sobre o0 que é questionado.

CO;: Sim! A forma como os dados sao representados pode
apresentar, por deducao légica ou por meio de poucos passos, uma saida para
0 problema.

CO,: Com certeza. Quando conseguimos representar os dados de
uma forma que nos facilite para a resolucdo do problema, significa que
entendemos o problema e estamos no caminho certo, muito perto de resolvé-
lo. Por exemplo, no problema 1 cheguei a resposta rapidamente depois de
conseguir representar as arvores, 0 rio, 0 peixe e 0s passaros.

COgs: Com certeza, fica mais facil de visualizar os dados, as
variaveis e as possiveis solugdes.

CO,4: Nao séo importantes, sao fundamentais e necessarios. Nao
€ possivel ensinar matematica se ndo houver um bom motivo para aprender
(na verdade € assim com o0 ensino de qualquer coisa). Sem representar o
problema nado é possivel entendé-lo. Pode ser que até solucione, mas mesmo
assim fica dificil entender porque foi solucionado.

O primeiro passo para se resolver um problema é reformula-lo. Na
realidade o que encontramos primeiramente € uma situacado problematica e
nao um problema. Um problema surge quando ja estamos envolvidos nele, ou
seja, nos deparamos com uma situacao problematica em que o primeiro passo
e reformular ou reorganizar essa situacdo, de forma que nos possibilite o
acesso ao assunto principal. Isso foi indicado por todos os estudantes.

Houve unanimidade entre eles no que se refere a relevancia da
representacdo, pois representar os dados de um problema € um processo

importante para interpretar, entender e resolver o problema.

6. O QUE VOCE APRENDEU COM OS PROBLEMAS RESOLVIDOS?

MA;: Pude colocar em pratica o que aprendemos em sala de aula.
Eu como aluna de Didatica para a Matematica, apresentei um seminario sobre
a resolucao de problemas, toda a parte tedrica, sobre os tipos, as etapas,..., €

isso foi muito interessante, e que podemos trabalhar isso com nossos
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estudantes, apresentar-lhes situacdes de problemas em que eles tenham que
criar estratégias para resolvé-los.

MA,: Aprendi que devemos sempre buscar mais de uma opcéao
(estratégias) para resolvé-los, isso sempre que possivel, e também a ler com
mais atencdo o problema. J& que nem sempre podemos utilizar formulas
prontas para resolvé-los e sim criar nossa propria maneira, verificando sempre
a gque estiver mais viavel a questao.

MA3: O quanto precisamos evoluir e a cada situagdo que nos é
colocado percebemos o tdo pouco que sabemos.

MA,: Aprendi que devo prestar muita atencdo nos dados
fornecidos e encaixa-los no contexto, de forma que seja possivel a
representacdo por meio de numeros e letras, mesmo que nos problemas s6
tenham informacdes.

MAs: Aprendi que a Matematica, quanto mais profunda mais linda
se torna, e, nesse sentido, devo me afogar nessa profundeza de conhecimento
e deslumbrar essa beleza da rainha das Ciéncias.

MAs: Alguns exercicios fizeram com que eu tivesse uma nova
visdo ou uma nova maneira de trabalhar os meus conceitos matematicos.
Outros, porém, nada se acrescentou, pois ja havia resolvido exercicios bem
semelhantes.

MA;: Que sempre estamos aprendendo e que o 6Obvio, muitas
vezes, € extraordinario e muito surpreendente.

MAg: Muito e que apesar de estar vendo Matematica no dia-a-dia,
existe caréncia de conhecimentos que podem agilizar na resolucdo dos
problemas que por hora foram acessiveis e de facil resolucao, faltando apenas
lembranca mais rapida de como se deve proceder em tais situacoes.

MA: Varias sdo as maneiras de chegarmos a um ponto em
comum, confirmando o que fora escrito na 12 questéo subjetiva a priori. Desse
modo, podemos concluir que se estudarmos em grupo teremos uma maior
facilidade de compreendermos e buscar aquilo que a Matematica nos oferece.

CO;: Problemas aparentemente muito complexos podem ser

resolvidos em etapas simples.
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CO,: Aprendi que a interpretacdo do problema é muito importante.
E podemos resolver um problema de diversas maneiras e chegar no mesmo
resultado.

COs: Que a intuicho € muito importante na resolucdo de
problemas.

CO4: “Pombos e buracos” questdo 12 e 13. Aprimorei um pouco a
minha teoria dos numeros...

A pré-condicédo de qualquer aprendizagem € conduzir uma pessoa
a perceber a si mesma mais objetivamente, reconhecer suas proprias
capacidades, suas dificuldades, suas maneiras de se desenvolver, de ganhar
novas capacidades e de inventar novas estratégias.

Todos o0s estudantes se encaixam nessa categoria de auto-
percepcdo. Na Educagdo Matemética o que deve ser formada é a
personalidade, ou seja, formar um estudante mais completo, mais maduro,
mais receptivel, mais atento as emocoes, etc.

A experiéncia de resolver os problemas matematicos propostos
despertou em muitos estudantes a necessidade de interpretar um problema e
de buscar distintos processos de resolucdo, que podem ser desencadeados
pelas diferentes representacdes escolhidas.

Na questéo (7) do questionario a priori, CO3 assinalou que prefere
pensar de forma mais analitica, pois a considera mais segura e confiavel do
que a intuicdo. Depois de resolver os problemas matematicos ele “aprendeu”
com 0S mesmaos, que a intuicdo é importante na resolucéo de problemas.

Nas respostas dos estudantes permearam algumas idéias
expostas por Gowers e por Poincaré e apresentadas no capitulo 2, pois as
duas culturas na Matematica e as duas tendéncias de pensamentos
matematicos foram apontadas. Constatamos preferéncias:

e mais acentuadas por problemas matematicos de aplicacdo da
Matematica ou por problemas tedéricos, ou ainda por utilizar mais as ldéias
Matematicas ou mais a Matematica Pura;

e por assuntos ou areas especificas da Matematica (gostam mais
da Geometria e menos da Algebra e do Calculo);

e por um pensamento mais intuitivo ou mais analitico.
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Identificamos ainda em suas respostas:

e a importdncia da experiéncia com a atividade matematica,
sobretudo, com a resolugao de problemas, que refor¢a o que Kurz explicitou e
apresentamos no capitulo 2 desta Tese;

e algumas das etapas da resolugdo expostas, por Krutetskii,
apresentadas no capitulo 1 desta tese, ou seja, 0 processo de coleta das
informacdes do problema — interpretacdo e formulacdo de problema(s) — e
tratamento das mesmas, em que se tem a escolha por uma representacao
adequada para resolver o problema.

Os questionarios forneceram uma imagem emocional dos
estudantes em relacdo a Matematica e de como lidar com ela, bem como suas
preferéncias por certos aspectos. Com relacdo aos aspectos matematicos na
resolucdo dos problemas, os principais resultados obtidos e a diferenca na

forma de pensar desses estudantes serdo tratados no préximo item.

4.3.2. Pensamentos matematicos na resolucédo de

problemas extraidos de uma pesquisa exploratoria

Nesse item apresentamos 0 pensamento matematico revelado
durante a resolucao de treze problemas matematicos variados, obtido por meio
de uma pesquisa exploratdria, com alguns estudantes universitarios.

Para cada um dos problemas, foram elaborados quadros
contendo os conceitos, idéias ou processos utilizados para resolvé-los, os
estudantes que os aplicaram, bem como os que o resolveram de forma
completa ou incompleta. Como nos problemas 12 e 13 n&do emergiram
diferentes resolucdes, ja que a maioria dos estudantes ndo os resolveu, essas
tabelas destacam os estudantes que tentaram resolver ou nao esses dois
problemas.

Os quadros forneceram informacdes sobre o0s aspectos
psicolégicos que guiaram tais resolugdes, no sentido que o estudante fez uma
opcao por certo procedimento, com base em conhecimentos ou experiéncias ja

adquiridas, ou ainda com base em uma idéia ou mesmo na intuicao.
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Na sequéncia, apés cada quadro, os problemas foram descritos
focando o aspecto matematico, ou seja, evidenciando os diferentes processos
de resolucédo que estavam intimamente ligados com a representacao escolhida
para resolvé-los.

Em muitos desses processos foi possivel constatar o papel que a
representacado teve, evidenciando assim, o qudo determinante ela pbde ser
para auxiliar na resolucdo dos problemas. Em outros, uma idéia “estrangeira”,
no sentido que ela ndo estava explicitada no enunciado do problema, também

foi importante para o desenvolvimento da resolucao.

Problema 1: Ha duas arvores, uma oposta a outra em cada lado
de um rio. Uma tem 30 cubitos de altura, a outra, 20 cubitos. A distancia entre
0s pés de cada arvore é de 50 cubitos. No topo de cada arvore ha 1 passaro
empoleirado. De repente, 0s passaros véem um peixe surgir na superficie do
ro e entre as duas arvores. Eles mergulham ao mesmo tempo, alcancando
juntos o peixe. Encontre a distancia entre o pé da arvore mais alta e o peixe.

Todos o0s estudantes iniciaram o problema recorrendo a uma
representacao visual e registrando nela as informacfes dadas no enunciado.
Alguns eram detalhistas a ponto de desenhar as arvores, 0s passaros e 0
peixe. Outros utilizavam segmentos para as arvores e um ponto para o peixe.
Os passaros eram omitidos no desenho.

O Quadro 24 fornece uma imagem dos estudantes que
conseguiram resolver esse problema e dos que o resolveram de forma

incompleta.

Quadro 24 — Relacao dos estudantes que fizeram esse problema de forma correta e de
formaincompleta

RESOLVEU RESOLUCAO INCOMPLETA
Teorema de Raciocinio correto, Raciocinio incorreto,
Pitagoras (TP) respostaincorreta resposta correta
ESTUDANTES |MA;, MA;, MAs, COq, CO,
MA,, MAs, MA, (Aplicou TP, mas fez (utilizou area de
MA7, MAs, MAo, | um calculo aritmético triangulo)
COy, CO3 errado)
TOTAL 11 01 01
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Como verificamos no Quadro 24, a maioria dos estudantes utilizou
o Teorema de Pitagoras, com excecao do estudante CO,, que considerou os
dois triangulos como tendo areas iguais. Esse procedimento o conduziu ao
resultado correto porque os triangulos nesse problema eram congruentes.
Porém, esse procedimento nao foi valido porque no enunciado do mesmo nao
havia dados suficientes para afirmar que os dois triangulos eram congruentes.

Quase todos os estudantes o resolveram da mesma maneira
porque era um problema fechado, na medida em que nao propiciava diferentes
resolucdes. Era resolvido somente por meio do Teorema de Pitagoras.

Os estudantes MA, e MAs comecaram a resolucdo do problema
por meio de semelhanca de triangulos. Nesse momento, a pesquisadora
discutiu com eles os critérios para a semelhanca de triangulos. Como o
enunciado e nem o desenho construido por eles forneciam dados para supor a
semelhanca entre os dois triangulos, eles concluiram que esse ndo era um
caminho viavel. Em seguida, utilizaram o Teorema de Pitagoras. A segquir,

descrevemos a resolucdo que foi comum a maioria dos estudantes.

Resolucéo de MA;
Essa estudante desenvolveu o problema com base no desenho
esbocado por ela e na Aplicacdo do Teorema de Pitagoras, nos dois triangulos.
y?=30% + x° e  y?*=20%+ (50— x)?
30% + x? = 20% + (50 — x)?
900 + x* = 400 + 2500 — 100x + x*
100x=2000 > x=20

———50 ——

Figura 74 — Representacdo geométrica do problema

Problema 2: De todos os retangulos que tém o mesmo perimetro,
qual o que tem maior area?
Para resolver esse problema, convém destacar dois aspectos que
sao fundamentais para sua resolucao:
1°) considerar o quadrado como sendo um retangulo;
2°) provar que a area do quadrado € maior do que a area do retangulo.
Com base nesses aspectos, o Quadro 25 agrupou o0s estudantes

que, nesse problema, desenvolveram uma resolucdo incompleta (RI) — n&o
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abordando o segundo aspecto — ou uma resolucdo completa (RC) -

apresentando os dois aspectos.

Quadro 25 — Relacdo dos estudantes que resolveram o problema de forma completa e

incompleta
RI RC
MA;, MA,, MA;, MA,, MAs, MA;, MA;,| MAg
Estudantes | \1n " co, €O, COs e CO,
Total 12 01

Constatamos que apenas um estudante resolveu o problema de

forma completa. Os demais utilizaram processos diferentes. No entanto, nao

conduziram a solucado completa do problema.

para resolver esse problema e os estudantes que os empregaram.

O Quadro 26 apresenta um panorama dos processos utilizados

Quadro 26 — Processos e conceitos utilizados pelos estudantes na resolucdo do

Relacbes
Algébricas

problema
Processos Conceitos Estudantes Total

g o Produto de 2 nimeros MAs e CO, 02
g o Célculo de perimetros e areas de | MA;, MA;, MA,, 05
S o retangulos MA; e CO, 08
s = Célculo de perimetros e areas de | CO;
£ g retangulos e representagéo grafica 01
S0
Z =

Funcéo MAg, MAg, MAg € |04

CO; 05
Funcéo e representagdo gréfica MA; 01

Dos treze estudantes pesquisados, oito resolveram o problema

numericamente, no sentido de pensar nos retangulos em termos de valores

numéricos, enquanto que cinco o fizeram por relagbes algébricas.

A representacdo numeérica foi utilizada de trés formas:

a) pensando no produto de dois numeros

Resolucéo de MAs

O estudante MAs pensou no produto de dois nuameros, cujo

resultado foi o maior possivel. Comecou sua resolugcéo escrevendo o seguinte:
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“O guadrado é um retangulo onde a base e a altura sao iguais”. Depois, fez o

desenho (Figura 75) e as anotacdes como transcrevemos a segulir:

|

h A=bh > b=h > A=bb
b

Figura 75 — Desenho de um retangulo feito por MA;

Escreveu sua conclusdo da seguinte forma: “Se a area € um
produto de dois nimeros, quanto mais préoximos tiverem estes nimeros, maior
sera o produto”. Ele ndo mencionou a condigédo de igualdade dos perimetros.

Em seguida, ilustrou o que escreveu com um exemplo.
Estabeleceu 2p = 12, construiu trés retangulos diferentes com esse perimetro e

calculou as respectivas areas, conforme Figura 76.

4 3 5
2 3 i
A =24=8 A,=33=9 A;=15=5

Figura 76 — Comparacdo de diferentes retangulos de mesmo perimetro

Resolucéo de CO,4

Esse estudante também pensou em termos de produto de dois
nameros, ao analisar areas de retangulos. Desenhou quatro retangulos (Figura
77) e estudou a variacédo entre as medidas dos lados, conforme descrevemos

na sequéncia.

B—->0 C<D
' A 'B A—n C D<A
Area pg — 0 5 ~ D>cC
Area cp > Area ap
E>F
E>C H
E F<D
F G

Area é semelhante a CD Area é semelhante a AB
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Figura 77 — Estudo da variacdo das medidas dos lados de diferentes retangulos

CO, escreveu “Conclusdo: aumentando-se um lado o outro
diminui, quanto mais préximo um deles estiver de zero, menor é a area.
Portanto, ambos os lados devem estar o mais distantes possivel de zero, o que
significa que seriam iguais, portanto, o quadrado é o retangulo que tem a maior
area’.

Sua resolucéo fundamentou-se na noc¢ao intuitiva de limite.

b) definindo um perimetro, construiram varios retangulos de

mesmo perimetro e calcularam suas respectivas areas

Resolucédo de MA,
A estudante MA; definiu o perimetro sendo 16 e desenhou os

retangulos da Figura 78:

4
5 6 7
3 3 ) ) 1l:|1 4 4
z 6 4
A=15 A=12 A=7 A=16

Figura 78 — Comparacédo de diferentes retangulos de mesmo perimetro

Comparando essas areas, ela concluiu que o quadrado é o

retangulo de maior area, porém, foi com base em um caso particular.

c) definindo um perimetro e representando graficamente

alguns retangulos

Resolucéo de COq

Esse estudante foi o Unico que definiu um perimetro e
representou alguns retangulos em um mesmo plano cartesiano (Figura 79).

Primeiro desenhou um retangulo, expressou sua area e fez a
representacdo do quadrado de lado 3 no plano cartesiano [considerou
perimetro igual a 12]. Disse que a linha que divide o plano ao meio [bissetriz do
primeiro quadrante] passa pelos vértices do quadrado, entdo o retangulo de
maior area € o quadrado.

Pesquisadora: “Isso ndo ocorre com 0s outros retangulos de

mesmo perimetro?”. Diante do questionamento, ele desenhou no mesmo plano
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cartesiano os retangulos 1x5 e 2x4 e concluiu que ndo, somente com o

quadrado.
Sua resolucéo consistiu nos desenhos abaixo:
A
5[+
N Area = x.y 4 b----- ,
X . P
\\\\ 3 ; : 4
~ H : Vs
y 2 i e
v
& >
,’v 12345

Figura 79 — Desenho de um retangulo e representagao gréafica de diferentes retangulos
de mesmo perimetro

O estudante CO; associou que o retangulo de maior area é
aquele em que a sua diagonal coincide com a bissetriz do primeiro quadrante
do plano cartesiano, que no caso é o quadrado. Para concluir que o quadrado
tem a maior area, basta calcular a area de cada retangulo representado no
plano cartesiano.

CO; desenvolveu sua resolugéo por meio de uma representagcao
numerica, associada a uma representacao grafica, na qual registrou, em um
anico plano cartesiano, alguns retangulos de mesmo perimetro.

A Geometria propicia a utilizacdo de um pensamento relacional
porque associa areas e retangulos de mesmo perimetro e isso pode ser
representado graficamente.

Os estudantes que utilizaram a representacdo numeérica tiveram a
preocupacdo de resolver o problema, mesmo que fosse mediante casos
particulares. Nenhum deles teve o interesse em analisar casos gerais, ou seja,
por meio de provas, de teorias matematicas. O pensamento foi mais intuitivo do
que analitico.

A representacao por meio de relacdes algébricas foi utilizada de
duas formas:

I) relacionando perimetros e areas (conceito de fungcdo — um

lado é representado em fungéo do outro lado)



313

Resolucéo de MAg

O estudante MAs, num primeiro momento, pensou
numericamente, construindo retangulos em que as alturas eram sempre as
mesmas e as bases eram diferentes. Analisou os perimetros dos retangulos
construidos e constatou que eram diferentes, o que ndo obedecia ao enunciado
do problema (retangulos de mesmo perimetro).

Depois, construiu um retangulo de lados x e y e um quadrado de
lado x (Figura 80). Analisou alguns retangulos de perimetro 12 e constatou que
0 quadrado teria um lado diferente de x e de y. Retomou o problema no
préximo encontro, no qual desenvolveu da seguinte maneira:

Retangulo 1 Retangulo 2
P1=2a+ 2b = 2.(atb) P, = 4c
Ai=a.b c A= c?

b

Cc
Figura 80 — Representacdo de um quadrado e de um retangulo feita por MAg
SeP; =P,
2.(atb) =4c > at+b=2c

c= aLZb( meédia aritmética dos lados do retangulo)

Suponha que A; é maior que Az, entao

(a+b)?

Ai>A, > ab>c¢® > ab> > 4ab>(a+b)?

4ab >a’+2ab+b®> >  2ab>a’+b? que ndo é verdade, pois se
a=1leb=2,temos:

2.(1.2)>1°+2> > 4>3 (falso)
Portanto, a area do retangulo 1 € menor que a area do retangulo 2.
Essa resolucéo € interessante, porém, também é incompleta, pois
utiliza valores numéricos para constatar que a sentenca obtida € falsa. Ele
poderia ter continuado da seguinte forma:
2ab > a® + b? > 0> (a-b)? que é uma sentenca falsa.
E importante destacar que, apds a discusséo da relacdo entre os

lados de um retangulo e um quadrado de mesmo perimetro, nos seus ultimos
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desenhos, ele fez um quadrado maior do que os dois lados do retangulo. O que
sugere que ele ndo conseguiu compreender que o lado do quadrado esta em

funcao dos lados do retangulo, quando ambos tém o mesmo perimetro.

Resolucéo de COg3
O estudante Cogs, de imediato, desenhou os retangulos da Figura
81, revelando a compreensédo de que o lado do quadrado é diferente dos lados

do retangulo.
y X

z z Escreveu:

yz 2Z + 2y = 4x

y

X
Figura 81 — Representacdo de um quadrado e de um reténgulo feita por CO;

X= —+— > x:12+1y > x=2Y
4 4 2 2 2

Em seguida, pensou na area do quadrado e escreveu:

2 2
XX x= 21Ty +22y+y [1]

[Esqueceu de elevar o primeiro membro ao quadrado]
Depois disso, atribuiu medidas para os lados do retangulo, sendo
2 e 4, calculando a area do retangulo [2.4 = 8] e substituindo essas medidas na

4+16+16

igualdade obtida em [1] para a area do quadrado, fazendo 9.

Comparou as areas 8 e 9 e respondeu que o quadrado era o de maior area.
Os estudantes MAg e CO3 tiveram a preocupacao de resolver o
problema de forma mais geral. No entanto, 0 mesmo foi finalizado por meio de

substituicGes numéricas para se chegar a uma conclusao.

Resolucédo de MAg
A resolucado desse estudante foi a seguinte:
S=ab
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2P =2a+2b > k=2a+2b > b=g—a
k k
Smax = a-(g—aj > Smax=—a2+ a?
: k : k
> S =-2a+ > =0 [derivou] > a= 2

[Substituiu a na equacgéo b = g —a]

b= a=b - Quadrado

N|x

A sua resolucado fundamentou-se no conceito de Derivada. No
entanto, também néo foi uma resolucdo completa porque néo fez uma prova
matemaética.

Todas as resolugcbes expostas até o momento sdo resolugdes
incompletas, porque ndo provam que de todos os retangulos de mesmo

perimetro o quadrado € o que tem maior area.

Resolucédo de MAg

No primeiro encontro, esse estudante formou dupla com uma
colega, que ndo concluiu a pesquisa. Esse problema foi resolvido pelos dois,
por um processo semelhante ao do estudante MAg, porém, de forma completa,

COMO constatamos a seguir:

X
V4 P]_:Pz
y y X X 2y+2z=P, zy=~A;
4x = P, X2 = A,
z X

Figura 82 — Representacdo de um quadrado e de um retangulo feita por MAg

X = 2y +2z
4

> X

N <
NN

2 2 2
X2 >y.z > YiZlsyz > y vz, 2 > yz
2 2 4 4 4

%(y2+2yz+zz)>yz D> V+2yz+Z2>4yz D> Y +2yz+7°—4yz>0

> vV +72-2yz>0 > (y-2°%>0, y=zz
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Essa resolugédo esta completa porque a demonstracéo foi feita

sem recorrer a valores numéricos, como procedeu o estudante MAg.

II) relacionando perimetros e &reas e representando
graficamente lados e areas de retangulos

Resolucédo de MA;

O estudante MA3; comecgou analisando um retangulo de lados x e

y, desenhando-o como ilustra a Figura 83.
X

y Area = x.y, supor x >y,

Figura 83 — Desenho de um retangulo feito por MA;
O perimetroéx+x+y+y=2(x+y)=P
. , . A
Area = A = x.y maior possivel. Fazendoy = —.
X

Pensou por um tempo e resolveu analisar, aumentando 1 unidade

emy, e escreveu.

“Se aproximar x de y, em 1 unidade temos: (x — 1), (y + 1).

Area = (x —1)(y + 1) = xy + x — (y + 1). Se apds aumentar y para

y+1, e diminuir X para X — 1 e se esses valores forem iguais, entdo, teremos:

Area =xy + x — (x — 1) = xy + 1. A area aumenta em 1 unidade”.
[Ele supbs que diminuindo 1 unidade em um dos lados e aumentando 1
unidade no outro lado ja se teria um quadrado, o que ndo € verdade, pois
depende do retangulo considerado].

E importante destacar que esse estudante teve uma boa idéia
para resolver o presente problema, porém, ndo a organizou de forma que Ihe
conduzisse a solucdo do mesmo. Com essa idéia, ele poderia prosseguir da
seguinte forma:

Seja um quadrado de lado x e area x°. Se diminuirmos 1 unidade
em um dos lados, aumentamos 1 unidade no outro lado. Nesse caso, temos

um retangulo de lados (x — 1).(x + 1).
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Suadrea é: (x—1).(x+1)=x*—1,emque x*—1<x? ou seja, a
area do retangulo é menor que a area do quadrado.

Podemos pensar em diminuir os lados do quadrado em a
unidades, obtendo (x — a).(x + a) = x* — a < x°. Dessa forma, construimos um
retangulo de lados (x — a) e (x + a) que tem &rea (x* — a®) menor do que a area
do quadrado x*. Essa resolucdo também se caracteriza como uma prova para
esse problema.

Retornando a resolucdo de MAg;, ele abandonou essa idéia e

mudou o processo de resolucao para a seguinte maneira:

“Area = x. (g —~ x] AA
[0 segundo fator surgiu de 2(x+y) = P acima] A(E] _____ I?_orllto de maximo
A(X) = —X° +% é
A =0 quando x = 0 ou quando ;
- X +% =0> x= % 0 é % :

Figura 84 — Representacao grafica associando os lados de
retdngulos com suas respectivas areas

L1 P A
Ponto médio x = 2 - P = 4x, como se trata de um retangulo,

os lados séo todos iguais quando se tem a maior area”.

Com excecdo do estudante MAg, os demais estudantes nao
fizeram uma resolugdo completa desse problema, ou seja, ndo desenvolveram
uma prova. Os problemas sempre fazem parte de uma rede de relacbes e a
mais completa culmina na resolucdo do problema. O pensamento matematico
que exige uma resolucdo completa de um problema isolado é raro, por isso as

relacbes sdo fundamentais.

Problema 3: A uma equipe de homens foi atribuida a tarefa de
ceifar dois pastos, um tendo o dobro do tamanho do outro. Até meio dia todos
0os homens ceifaram juntos no pasto maior. Depois, a equipe foi dividida em
dois grupos iguais. O primeiro grupo permaneceu no pasto maior e concluiu

todo o trabalho no final da tarde. O segundo grupo foi ceifar o pasto menor,
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mas no final da tarde ainda restou uma por¢cao desse pasto para ceifar. Essa
porcao foi ceifada no outro dia por apenas um homem que trabalhou durante
um dia inteiro. Quantos homens estavam ceifando?

Na resolugdo desse problema surgiram, dentre os estudantes,
trés processos distintos, resultantes da utilizagao de diferentes conceitos, como

verificamos no Quadro 27.

Quadro 27 — Conceitos utilizados pelos estudantes na resolucédo do problema

Conceitos Estudantes Total
Fracéo CO;e CO, 02
n MA/, MA,, MA;, MA,, MAg, MA-,
Equacgdes MAs, MA, e CO, 09
Equacdes e representacao MAge CO, 02

do trabalho de 1 homem

As resolucbes desse problema que se diferenciaram foram as
seguintes:

a) utilizando conceito de fragéo

Resolucéo de COq4

O estudante CO, resolveu esse problema fazendo o desenho de
dois retangulos (Figura 85) representando os pastos e, em seguida, expressou
a area ceifada em cada pasto, em cada periodo e por cada equipe, em termos

de fracdo e escreveu o seguinte:

A=2B
2A X =um grupo de homens
A

Figura 85 — Representagao geométrica dos pastos feita por CO,

“Considerando que todos os homens ceifam sempre na mesma
velocidade e ritmo:

Se ambos os grupos ceifaram uma quantidade do terreno A de
manha e metade deles terminou a tarde, entdo de manha ceifou-se

2 . 1, .
3 do terreno maior e outro 3 foi pelo outro grupo.
O terreno menor foi ceifado a tarde no mesmo ritmo do maior, logo

. . , 2
ceifou-se um ter¢co do maior que é 5 do menor.
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: ] L1 1
Um homem demora dois periodos para ceifar — do menor que é —

: L2 : ] ]
do maior. Logo para ceifar 3 do menor em dois periodos teriamos

2 homens, e em um periodo 4. Estes quatro homens que ceifaram o
menor em um periodo eram a metade de todo o grupo. Logo eram 8
homens”.

Resolucéo de COg3

Quando esse estudante leu o enunciado do Problema 3
exclamou: “Este problema é mais dificil porque ndo tem valores numéricos e
pede um resultado numérico”. Entretanto, isso nao é verdade, ja que temos um
namero que é o trabalho de um dia, ou seja, poderiamos perguntar: quantos
homens sdo necessarios para concluir o trabalho no pasto maior num dia? E no

pasto menor?

. n
No pasto maior temos n + E homens e no pasto menor temos

g+2. Os estudantes CO4, MAg € outros constataram isso.

O estudante CO3; pensou por muito tempo, indicando dificuldades
para representar os dados do problema. Depois fez os seguintes registros:
X y = 2X

1° periodo, 2 grupos = > x [> x significa que ceifaram uma area

maior do que o pasto Xx].

. . ni{n'n
Nesse momento, a pesquisadora, junto 5 il i
| ]
. . ~ 1 |
com ele, analisou geometricamente sua constatacao, o
|
como ilustra a Figura 86. 2 |

Figura 86 — Representacdo geométrica dos
pastos feita por CO;

Em seguida, ele escreveu:

3—2h:2x - PMaior
D:E.ZX - PMenor
2 3
D:gx > D——x;tx
2 3 2
h:2—X.2 > hzﬂx

3 3
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Pensou por mais um tempo, sem vislumbrar um caminho para

resolver o problema. Nesse momento, a pesquisadora sugeriu que ele

pensasse no que ocorreu em cada pasto, ou seja, no niumero de homens e nos
periodos para concluir o trabalho.

Em seguida, ele disse: “se eu encontrar o quanto 1 homem fez,

encontrarei quantos homens trabalharam”. Pensou mais um pouco e decidiu

atribuir valores para os pastos, 6 e 3 e exclamou:

“Cada % equipe trabalhou % do pasto maior.

% equipe fez 2 de area. [Considerou % da area que media 6].

Equipe toda fez 4 de é&rea.
Se a equipe tivesse continuado junta teriam feito 8.

Esse estudante concluiu o problema de forma intuitiva, atribuindo
valores para os pastos e comparando o numero de homens em cada periodo
com as areas dos pastos.

Como nado conseguiu resolver por outro processo, ele quis saber
outra forma de resolver esse problema e a pesquisadora discutiu com ele a
resolucdo por meio de relagBes algébricas. Ele teve interesse em conhecer

uma resolucao que ndo fosse apenas numeérica, ou seja, por tentativa e erro.

b) escrevendo equacgdes

Resolucédo de MAg

Esse estudante fez desenhos para representar cada pasto,
anotando os respectivos dados fornecidos pelo problema (Figura 87), e

resolveu, de forma muito rapida, conforme descrevemos a seguir:

n 2° grupo
21 n
a a n 3 n° homens = n (par)
a 2a

Figura 87 — Representacdo geométrica dos pastos feita por MAg
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}2(2—> N2 n+2=n+4
2 2
242—> n+g n=_8

Interpretando sua resolucéo:

Nos retangulos ele registrou as informacdes dadas pelo problema:

) 3 L n .
Pasto maior: n homens até meio dia e > a tarde

n R o
Pasto menor: > homens a tarde e 1 homem o dia inteiro.

No entanto, ao escrever as equacdes pensou da seguinte forma:

Um dia de trabalho no pasto menor € dado por g+ 2 homens. E um dia de

trabalho no pasto maior € dado por n +g homens. Entéo, g +2=2(n +g).

Ele fez uso de uma intuicdo direcionada para as informacoes
essenciais do problema e, com isso, estabeleceu como unidade de medida
homens-dias. Um empirista buscaria a unidade de medida, sendo a area dada
em cm?, m?, etc., como fez o estudante CO; descrito acima. Essa forma de
MAg estruturar esse problema evidencia um pensamento relacional.

Sua resolucao foi desencadeada por uma idéia “estrangeira”, ao
considerar o pasto menor sendo um quadrado. O problema ndo mencionava
essa condicdo, porém, essa representagcdo 0 auxiliou na realizacdo da
comparacdo entre os pastos. Ou seja, a representacdo adotada foi

determinante para a sua resolucéao.

Resolucédo de MAg

Esse estudante fez os A % 11
desenhos (Figura 88). [Quando escreveu i
1
%, ele estava se referindo a metade dos B B H >

homens H, porém, ndo escreveu isso].

Figura 88 — Representacao geomeétrica dos
pastos feita por MAg
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Esses desenhos o auxiliou a escrever as seguintes equacoes:

H+E=2x > ﬁ:2x > 3H = 4x
2 2

E+1+1:x > E-i-2=x > H+4=2x

2 2

3H-4x=0 3H-4x=0

H-2x=-4 (-2) —2H +4x=8

H=8
No entanto, depois que encontrou H, determinou o valor de x, que

€ a area do pasto menor, sem constatar que nao havia essa necessidade.

Resolucédo de MA;

Essa estudante nao utilizou uma representacdo visual para
indicar os pastos, apenas registrou as informacgdes dadas pelo problema. Ela
revelou certa dificuldade para organizar tais informacges. Somente vislumbrou
uma possibilidade quando a pesquisadora sugeriu que pensasse no que

ocorreu em cada pasto. Assim resolveu como descrevemos abaixo:

a - pastos - H
2

H+ = og
2

Hi1+1=a

2
2H+H_4a > 3H = 4a >  n=2

2 2 3
E—a:—2 > ﬁ—a:—2

6

4ag6a:—% > _2a=-12 > a=6
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Resolucéo de MAg
Esse estudante iniciou o problema desenhando os pastos,
anotando as informacdes sobre cada um (Figura 89), de acordo com os
periodos usados para ceifar.

X = Quantidade de homens

N

Pasto 1
1 dia =x 1gia =X
2A Pasto 1 2 2
Pasto 2 = dia =2 Pasto2 < 1 gz =1
A 2 2 2
Ldia= % +x= X 1 gia =1
2 2 \_2
3 dia=2 42
2 2
Figura 89 — Representacdo geométrica dos pastos feita por MAg
A= X
2
X X 3X
A=—+2 > 2| —+2|=—
2 2 2

Ele resolveu a equagdo e obteve o valor de x = 8, que

corresponde a quantidade de homens que trabalharam nos pastos.

Resolucédo de MA;

@) estudante MA3 h
comecou fazendo dois retangulos para b\
2|A

representar os dois pastos (Figura 90).

>
L

Ele perguntou se em cada periodo o x_homens ceifaram

tempo de trabalho seria 0 mesmo. Sua ate meio dia A+h

resolucéo foi a seguinte: 1 tempo

Figura 90 — Representacao geomeétrica dos
pastos feita por MA;

Até meio dia x homens na area 2A

A tarde homens ceifaram A — h

homens ceifaram A - h

N|X N X

(1 tempo)

No outro dia: 1 homem ceifou h

H_J

2 tempos
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A seguir, colocamos entre colchetes a construgdo das relacdes

que ele estabeleceu até chegar ao esquema e registrou na sua folha de

resolucao.
((H A tempo (H A tempa

X — A+h — 1 X — A+h —— 1
<i—A—h—l > <§—A—h—1

2 2

1 — h — 2 1 — h 1
< 2 /
Ele fez relacédo 2 + relacao 3: §+1 —A—h+g > §+1 — A—g

Depois dessas andlises, ele obteve, como esquema, 0 que

apresentamos a seguir:

[ H A tempo
X —A+h — 1
[Registro de MAg] ) §+1 — A—g — 1
h
1 — = — 1
- 2
Em seguida, escreveu:
Xx—2 — A
Xe2 — A
2

x—2=§+2 > x—2=X72L4 2> 2x—-4=x+4 > x=8homens

. ~ h .
[Da terceira relagéo de seu esquema 1 — > concluiu que h = 2,

ou seja, que para fazer a area h seriam necessarios 2 homens, e substituiu

isso na primeira relacdo (x ——A+h > x—h —— A+h—-h 2> x-2=A)].

c) escrevendo equacdes e calculando o trabalho de 1 homem

Resolucéo de MAs

Esse estudante, sem recorrer a qualquer representacao visual,
resolveu o problema de forma construtiva, transformando o trabalho dos dois

pastos em 1 dia, fazendo os seguintes registros:
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Pasto 1 Pasto 2

Ti=Xx T, = 2X

g 2> 2x-y - tarde n >y > manha

1 > x—(2x—-y) > 1dia g > 2x—y > tarde

1 > y-x > 1dia [trabalho de 1 homem]

g 2> X+Xx-y > tarde % 2> 2X-Yy tarde
[Em ambos os pastos converteu a relacdo acima de 1 periodo para dois

periodos (1 dia). Ele pensou: se g homens fazem a &rea 2x — y em uma tarde,

, . . L . n
para fazer essa mesma area em 1 dia, seriam necesséarios metade de >

homens. Com esse raciocinio obteve o que descrevemos a seguir].

%9x+x—y91dia 2 > 2x—y 1ldia
n > x—(y—-x) 1ldia n > 2x—E 1 dia
4 4 2
nt4 5 o > 1dia Ny DS o 1dia
4 4 2
[Substituiu (y — x) = 1 (trabalho de 1 homem)
efez:ﬂ+1 -2 X]
4
N+t4 5 o 3 1dia 3N 5 ok 1 dia
2 4
%:37? 2> 2n+8=3n > n =8 homens

Problema 4: Dois trabalhadores, um mais velho e outro mais
jovem, moram na mesma casa e trabalham na mesma fabrica. Caminhando até
a fabrica o0 homem mais jovem leva 20 minutos. O homem mais velho percorre
a mesma distancia em 30 minutos. Quando o trabalhador jovem alcangara o

homem mais velho, se esse partir 5 minutos antes do jovem?
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O problema foi resolvido de quatro formas diferentes, de acordo

com os conceitos ou procedimentos utilizados, como verificamos no Quadro 28.

Quadro 28 — Conceitos utilizados pelos estudantes na resolucédo do problema

Conceitos Estudantes TTotal
Segmentos MA1, MA,, MA,, MAs, MA;, MAg, e CO, 07
Fisica MA;, MAg, e CO, 03
Proporcéo MAs 01
Fracéo CO; 01
Comparacdo entre os tempos CO; 01

Os processos de resolucéo foram os seguintes:

a) Conceito de segmentos

Resolucédo de MA;

Essa estudante desenhou dois segmentos iguais (representando
a mesma distancia) um para o mais velho e outro para o mais jovem (Figura

91). Ambos foram divididos em intervalos de 5 minutos. A cada 5 minutos foi

: ~ 1 : 1 .
associada uma fracao: 5 para o mais velho e 2 para 0 mais jovem. Essas

fragOes indicaram a distancia percorrida por cada irméo a cada 5 minutos. Sua
representacao foi a seguinte:

Os segmentos

transversais que unem o0s dois

1 2 3 segmentos representando as
6 6 6

@b distancias conduzem a resposta, ja

V I ] ] ]
: : ——+—1 Velho que constatamos que o velho
! / | caminhou 3 intervalos de 5 min,
- ; | Jovem
ﬁ—’l 2 totalizando 15 min, e o jovem 2
4 4

intervalos, ou seja, 10 min.
Figura 91 — Representacdo geométrica por meio

de segmentos feita por MA2

Assim, eles se encontrardo 10 minutos depois que o jovem partiu,

e isso ocorrera na metade do caminho.
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Resolucéo de MA,

: X |
A estudante MA4 Jovem ,im . i i

também utilizou segmentos, no S~ ~

entanto, ndo os uniu como fez MA,. 4 4 20min

Ela interpretou a resposta pelos % % %

intervalos de 5 minutos, conforme  Velho CH’_H’_H ———

Figura 92. %in

Figura 92 — Representagdo geométrica por meio de
segmentos feita por MA,

Esse processo de resolucédo por meio de segmentos foi similar a
resolucao do estudante Volodya, de 10 anos, pesquisado por Krutetskii e citado
no capitulo 1 desta Tese (KRUTETSKII, 1976, p. 204). Volodya, na maioria das

vezes, resolvia os problemas recorrendo as imagens visuais.

b) Conceito de Fisica que foram utilizados de forma diferente

Resolucéo de MA;

O estudante MA3 utilizou férmulas da Fisica para resolver esse
problema. No entanto, ndo conseguiu interpretar o resultado obtido, pois
encontrou o tempo sendo t = — 15.

Somente no encontro

seguinte retomou o0 problema, Smin_ 10min 15.m'n 20min

i ' i
| |
| |
S
£ 100 15 200 25 30
|

0
utilizando segmentos (Figura 93), e i
|
g
v
v
P

refez oS calculos usando
novamente férmulas da Fisica,

Posicéo do mais velho em 5 minutos
osicao do mais jovem

encontrando a resposta correta da
seguinte forma:

Figura 93 — Representagao geométrica por meio de
segmentos feita por MA3

Se considerar tempo comecando quando estiverem nessa

posicao.

2
Xz(t) =5V, + Vit Vo = §V1
X]_(t) = Vit

X1 = X2
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5Vo+ Vot =Vit > %V1+§V1:V1t > (%+§t—tjvl=0

(%)Vlzo comV; =0 > t =10 min

MA; primeiramente tentou resolver esse problema por meio de
relacbes algébricas, entretanto, obteve uma resposta negativa para o tempo.
No outro dia, iniciou a resolucéo partindo de uma representacdo geomeétrica

que o auxiliou na resolugéo por meio de rela¢des algébricas.

Resolucédo de MAg
O estudante MAg também desenhou um segmento, porém, ndo de
forma detalhada como MAgs, e sim utilizando mais formulas da Fisica, como

constatamos a seguir:

J — 20 min J
- -

V — 30 min y AS

AS —
Vj:% Sj—%+Vj(t—5)

30

Sj = Si
Primeiro fez: E.(t—S) =§.t - 3t -15=2t —» t=15
20 30

. AS AS

Depois mudou para: —.t=—.(t+5
P P 20 30 ( )
3t=2t+ 10 - t =10 min

Resolucéo de CO,4

A forma de resolucdo desse estudante é similar a desenvolvida
por MAg, na medida em que partiu das mesmas relacdes. No entanto, escreveu
a equacao de forma diferenciada. Ele comecou atribuindo que:

Distancia casa-fabrica = x

Velocidade do jovem = X
20
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Velocidade do velho = X

Posicéo do jovem quando sai de casa =0

Posicéo do velho quando o jovem sai de casa = 5. X

30
S=Sg+ Vt 5 o0+ Xp=5 XL 4 Xy
20 30 30
X o X =502 5 Xt=-5 %X 5 xt=z10x — t=10min
20" 30 30 60 30

c) Proporcao aplicada em segmentos
Resolucéo de MAs
Esse estudante fez um segmento e nele marcou o tempo de cada

trabalhador (Figura 94). Em seguida, aplicou o conceito de propor¢cdo da
seguinte forma:

Casa y Fabrica

Jovem Velho
————
C _ x_,20 x_, 30
X Yy t y t+5

Figura 94 — Representacdo geomeétrica por meio de
proporcédo de segmentos feita por MAg

20_ 30 - 30t=20t + 100

= - 10t=100 -> t=10min
t t+5

d) Conceito de fracao
Resolucéo de CO;q

Esse estudante resolveu, pensando em termos de fracdes, da

seguinte maneira: 30 — X

5—> 1x
. .2
Apos 5 min: —x

Apos 10 min: %x

20 > x
5—>Ex
1
—X
4
2y > 3-2_1
4 6 4 2

Concluséo: Eles se encontram apdés 10 min na metade do

caminho.
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Essa forma de pensar também foi analoga a outro processo de

resolucdo desenvolvido por Volodya e apresentado por Krutetskii (Ibidem, p.
203).

e) Fazendo a comparacao entre 0os tempos

Resolucéo de CO3

Nesse problema, o estudante CO3 reconheceu que poderia utilizar
conceitos da Fisica para resolvé-lo. Até tentou, porém, ndo conseguiu. Suas
anotacdes iniciais foram as seguintes:

Velho = 30

Jovem =20 — % mais rapido

Trajeto =d
v=td t=Y e d="Y
d t
2 2
dy = d Vo Y0 I
t, t 30 20

Pensou um pouco, e depois relacionou o tempo com a quantidade

de passos de cada irmao, tendo como parametro que o mais jovem é 3 mais

rapido que o mais velho. Ele estabeleceu uma comparacgdo entre os tempos de
cada irmao até conseguir uma igualdade, que ocorreu em 15 minutos. Ele disse
que teria que descontar os 5 minutos em que o mais velho saiu antes do mais

jovem, obtendo como resposta 10 minutos. Sua resolugao consistiu no seguinte

registro:
J \Y
40 - 30
0 - 150
10 -400 - 450 [o 10 na frente corresponde aos minutos]
11 -440 - 480
12 -480 - 510
13 -520 - 540
14 -560 - 570

15 -600 - 600
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A pesquisadora pediu para que ele explicasse como pensou para
obter essa resposta. Ele explicou que definiu 40 e 30 como sendo o numero de

passos que cada irmdo da em 1 minuto. Na verdade, o niumero 40 surgiu da

. . . .1 L,
condicdo estabelecida por ele, em que o mais jovem é 3 mais rapido que o

. . 1 A ,
mais velho, ou seja, 30 +§ . 30 = 40. Com esse parametro, calculou o numero

de passos dados por cada irmao em 5 min, 10 min, 11 min, 12 min,..., 15 min,
encontrando uma igualdade de 600 passos.

Sua resolucdo, como no problema anterior, consistiu em atribuir
valores numericos para obter a resposta, ou seja, utilizou um processo por
experimentagao.

Apés fazer essa resolucdo, quis saber outra forma de se resolver
esse problema. Assim, a pesquisadora discutiu o processo, envolvendo

segmentos.

Problema 5: No quadro 4 x 4 ao lado, & K% |n |* |32
cada simbolo representa um numero diferente. Esta _— . -
indicada a soma dos simbolos em trés das linhas e

H & |¢ ¥ (30
colunas. Quais séo os dois totais que faltam?

T ¢ | m 32

32 31 31

Quadro 29 — Relacdo dos estudantes que resolveram o problema ou apresentaram uma
resolucéo incompleta

Resolveu Resolucdo incompleta
raciocinio correto — algumas
MAq, MAz, MA,, MAs, MA, MA, | ¢
Estudantes respostas erradas)
MAg, MA,, CO4, COse COy4 MA; e CO4
Total 11 02

Aparentemente esse problema néo sugere diferentes processos
de resolucdo. Basta substituir figuras por incognitas, ou utilizar as proprias
figuras, escrever sistemas de equacoes e resolvé-los.

No entanto, surgiram distintas resolucbes para esse problema,
ndo somente no registro dos sistemas de equacdes, mas também nos

processos de resolucao dos sistemas. Um estudante aplicou escalonamento de
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matrizes. Essa variedade de processos pode ser verificada no Quadro 30 e na

descricéo das resolucoes.

Quadro 30 — Conceitos utilizados pelos estudantes na resolucédo do problema

Conceitos Estudantes Total
Equacbes com figuras MAs, MA;, MAg, CO; e CO, 05
Figuras e equac0es resultantes MAs e CO, 02

de operacbes

~ C MA1, MA, (comecou com figuras, depois
Equagbes com incognitas mudou), MAs, MA,, MA, e CO, 06

Para escrever as equacdes desse problema alguns estudantes as
organizavam por linhas e por colunas; outros as organizavam por somas iguais
(31 e 32), enquanto outros pelas figuras repetidas nas linhas e colunas.

Além dessas estratégias, outras resolu¢cdes emergiram, com base

nos simbolos e nos processos utilizados, como acompanhamos a seguir.

a) equacdes com figuras

Resolucédo de MAg

Esse estudante agrupou as equacbes se baseando nos
resultados das somas. Sua resolucgéo foi bem detalhada, no sentido de registrar

todas as operagfes, sem reduzir 0s passos no processo de raciocinio.

{2n+l+0:32 2n+24=31
2% +n+ & =32 2% +2m =31 2% + W+ ¢ =30
2% =31-21
2n+4)=31 > w+e =?’?1
2%+3—1=32 - 2$&7=32—3—1 - 2*=§ - % =
2 2 2
33
4
2% +20 =31 - 2.§+2l:31 - §+2l:312
- 2l:31—§ - 2lzg - lz@
2 2 4
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2% +H+ ¢ =30 > 2.§+§+0:30
4 4
06,29 1 4=30 > #=30-2 N
4 4 4 4
2% +n+ 4 =32 > n1=32-4 -2% — n=32—§—2.%
- n=32—§—@ - n=32—% - Tc=z
4 4 4 4
2vAf+l+0:2,§+§+§:@+§+§:@=30

4 4 4 4 4 4 4

71:+.+‘:3747+2_§+§:£+§+25 120

4 4 4 4 4

b) uso de figuras e equacgdes resultantes de operacdes entre
linhas ou entre colunas

Resolucéo de MAs

O estudante MAs resolveu o problema fazendo mentalmente
operacdes entre linhas ou entre colunas, registrando apenas 0s respectivos
resultados. Sua resolugdo tornou-se simples e rapida, como constatamos a

sequir:

m-¢=1 [C]_—C3]

i—-M=2 [L—Lg > m=n-2
i—*=1 [(La—Ls): 2] > *=n— 1
Xx—30=n+ H—2% [Lz— Lg]

x—30=n+ n—2-2(n— 1) > x=30 [Ly

No decorrer da resolucdo ele identificou que C, = Lz = 30,

colocando o resultado na prépria folha dos problemas.

c) equacgdes com incognitas
Os estudantes MAg e CO, primeiro desenharam na folha um
quadro 4x4 e escreveram letras nas células para substituir as figuras. Depois,

escreveram as equa(;(”)es.
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E interessante descrever a resolucdo de MAg para evidenciar a

importancia de adotar uma representacdo que possa auxiliar na resolucao de
um problema.

MAg nao fez simplesmente calculos fundamentais. Ele pensou de

forma a estabelecer relagbes entre as equagOes, obtendo igualdades que

facilitassem sua resolucdo. Como tinha que determinar a soma de x + 2w + z,

trabalhou as equacfes de modo a obter x + z e 2w e ndo apenas X, y € W

isoladamente.

X |y |z |y |32
Ele fez o quadro ao lado e depois escreveu |, |[\w [x |w
as equagbes agrupando-as, pelas somas, como |w |y (X |y |30
constatamos a seguir: z |x Jz |w |32
X4 2y+7=32 32 31 31
X+w+2z=32 X+2w+2z="7
X+ 2y +w=30 X+2y+w="7?
2x+2z=31 -> x+z=%1
2y + 2w =31

Ao escrever as equacdes constatou que C, = Lz = 30, registrando
o resultado no quadro desenhado na sua folha de resolucao dos problemas.

Em seguida, multiplicou por 2 a equacdo x + 2y + z = 32 e
subtraiu a equacao 2x + 2z = 31.

2X+4y +z =64

2x+0+2z2=31

4y = 33 > 2y = 33
2
Depois, substituiu o valor de 2y na equacéo 2w = 31 — 2y:
aw=31- > = 82-33 > ow=2
2 2
Para obter a soma da segunda linha ele substituiu os respectivos
valores de x + z e de 2w, ou seja: 3?1 + % = 30.

Outros estudantes ja escreveram as equacOes fazendo as

correspondéncias como as que seguem.
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Resolucéo de MA;
Essa estudante denominou: *# = a; ¢ =b; x=c e MW =d.

Escreveu os dois sistemas, um utilizando apenas as linhas e outro somente as

colunas:
10) L, Lze Ly 20) C]_, C3 e C4
2a+(b+c)=32 b+2c+d=32
2a+b+d=30 2b+2c=31 > 2(b+c)=31= b+c=155
b+2c+d=32 2a+2d=31
31
2@+d)=31 > (a+d):? > a+d=155
[Substituiu b + ¢ = 15,5 na equacéo 2a + (b + ¢) = 32]
2a+155=32 - a= % > a=28,25
a+d=155 > d=155-8,25 > d=7,25

[Substituiu os valores de a e d na equacéo 2a + b + d = 30]
2(8,25)+b+725=30 > b=30-7,25-16,50 > b =6,25

b+c=155 -> ¢=155-6,25 > c=9,25
LINHA COLUNA

c+2d+b=x 2a+tb+d=y

9,25+ 2(7,25) + 6,25 = x 2(8,25) +6,25+7,25 =y
x =30 y =30

Resolucéo de MA;

Esse estudante teve um raciocinio correto. Porém, errou em
algumas substituicdes, obtendo a resposta final certa. Ele comecou resolvendo
0s sistemas, depois mudou para o processo de escalonamento de matrizes.
Porém, ao reescrever as equacdes do primeiro sistema, para depois
representar em uma matriz, substituiu um valor errado para c, e como
consequéncia, obteve valores errados para a e b.

A segquir, temos a descricdo de sua resolucdo do problema, com

as mudancgas, nos processos utilizados.
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Ele escreveu: “Faz-se #=a;xr=b; M =c e % =d". Definiu dois

sistemas com 3 equacdes e 4 incégnitas, utilizando Linhas e Colunas:

10) L4, C3 e L3 20) Cq, (L]_— |_3) e C;
a+2b+c=32 a+2b+c=32
~<2a+2b=31 Li—Lz ~<2b-2d=2
a+c+2d=30 2a+2b=31

Ao escrever essas duas equacdes, constatou que C, = Lz = 30,
escrevendo o resultado na folha dos problemas.
Na resolucdo dos sistemas, utilizou inicialmente o processo de

isolar as incognitas, conforme transcrevemos a seguir:

a+2b+c=32
~ 92b-2d=2 > b=1+d
2a+2b=31 >  a+p=3t
2
e e a+2b+c=32 > {-a+c=1 = c=1+a
o~ 0 2a+2b=31

Em seguida, escreveu: a + 2c + b = ? [soma a ser obtida na L;]
2c + 371 = ? [substituiua + b = 3?1].

Esse processo nao lhe possibilitou obter os valores para as letras

a, b e c. Diante disso, optou por utilizar o escalonamento de matrizes, aplicado

a+2b+c+0d=32
ao primeiro sistema, escrevendo: 2a+2b+0c+0d=31
a+0b+0c+2d=30

No entanto, na terceira equacdo ele cometeu o erro ao indicar ¢

sendo 1 e ndo 0.

c bad
12 1032 12 1 0|32
2 20 Oi 31 2> 0 2 2 Oi 31] [Trocou as colunas]
100 2130 0 0 1 2130
1 210! 3 10-10!1
0 1 1 0|312|[DividiuLpor2] = |0 1 1 0 |31/2][FezL;—2L,]
0 21 30 00 1 2130



337
c-a=1
Com isso obteve que: {b+a=31/2
a+2d=30
[alguns resultados sendo iguais aos encontrados pelo 1° processo].
Na seqléncia, seguida, escreveu outro sistema com 2 equacdes e

4 incognitas, utilizando L, e C4, equagbes ainda ndo usadas por ele:

a+b+2d=32
2c+2d=31
De2c+2d=31 2> 2d=31-2c
a+b+31-2c=32 > a+b-2c=1
a+b:3—1 > 2d:32—3—1 > 2d:§ > dZE
2 2 2 4
2c:31—§ > Zc:—9 > C=§
2 2 4

32ea+2d=30c¢e

MA3z comparou as equagbes a + b + 2d
concluiu que b = 2. Porém, essa segunda equacdo era resultante da
substituicdo do valor errado de ¢ (0 em vez de 1), no segundo processo de

resolucao. Nesse caso, o resultado de b ndo esta correto.
o ~ 31 27
Ele substituiu o valor de b na equacéo a :?— b, obtendo a = >

Em seguida, substituiu os valores de a, b e ¢ na equacéo da L;:

a+t2c+b= 2—27+2—29+ 2 = 30 [Mesmo tendo valores errados para

a e b, coincidentemente, obteve a resposta correta para a somaj.

A principio acreditivamos que esse problema ndo geraria
diferentes resolugcdes. Entretanto, ocorreu o contrario, havendo variacdes tanto
na forma de representar as equacdes quanto na forma de resolver os sistemas
de equacgbes. Alguns estudantes foram detalhistas nas resolugdes, outros
reduziram 0S pass0s no processo de raciocinio, nos quais a pesquisadora
deveria ficar atenta para acompanhar e compreender o que faziam. Alguns
buscavam relacdes entre as equacdes de forma distinta e diversos estudantes
utilizavam as proprias figuras para escrever as equacdes, enquanto outros as

substituiam por letras para escrever na linguagem algébrica.
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Problema 6: Dados dois numeros, se subtrairmos metade do

numero menor de cada um dos numeros, o resultado com o numero maior é

trés vezes maior que o resultado com o numero menor. Quantas vezes 0

namero maior € maior do que o nimero menor?

Esse problema n&o propicia resolugcdes muito distintas. No

entanto, mesmo assim, constatamos duas formas de registrar as informacdes,

como explicita o Quadro 31 e, na sequéncia, as resolucdes.

Quadro 31 — Processos utilizados pelos estudantes na resolucdo do problema

Processos

Estudantes Total

Utilizou 2 inCégnitaS MA;, MA,;, MAs, MA;, MAg, MAg, CO]_, COze CO4 09

Utilizou 3 incAgnitas MA, MA,, MAg e CO; 04

a) Utilizou 2 incognitas
Resolucédo de MA;

Esse estudante estabeleceu x e y, X >y e escreveu:

“ . y y y y
Se fazer: x—= e -= > X—==3(y-=
2 y 2 2 (y 2)

2Xx —y =6y -3y 2> 2x=4y > Xx=2y

R: O maior é o dobro do menor”.

b) Utilizou 3 incognitas

Resolucédo de MAg

Esse estudante resolveu da seguinte forma:
“X = menor numero

y = maior numero, entéo

x—gza > 2X — X =2a > X =2a
y—gzsa > 2y — x = 6a > 2y = 6a + 2a

y =4a
Logo, y = 2x.

R = 0 maior nimero é o dobro do menor nimero”.

A maioria dos estudantes resolveu o problema por meio de duas

incognitas, em que a resposta foi evidente (x = 2y), enquanto que ao utilizar
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trés incognitas a resposta precisou ser interpretada, ou seja, foi necessario

extrair a relacdo entre x ey (x =2a ey = 4a) em que y é o dobro de x.

Problema 7: Patricia acabou de conhecer trés mocgas que
estudardo na mesma universidade que ela. Na conversa, descobriram que
moram no mesmo bairro. Cada uma das mocas escolheu uma carreira distinta
e cada qual mora em um condominio e rua também diferentes. Com as dicas
dadas, descubra as carreiras escolhidas por elas, os condominios e as ruas

onde moram.

1. A moca que mora na Rua Rios ndo é a que estudard Mdsica, nem € a

gue mora no Condominio dos Castelos.

2. A mocga que mora na Rua Lajes (que nado é Eliana) ndo é a que vive no

Condominio Dourado, nem no Condominio dos Castelos.

3. Janaina ndo mora na Rua Vaz (que nao é onde mora a futura estudante

de musica), nem a que vive no Condominio das Sombras.
4. Nem Eliana nem a estudante de Matematica moram na Rua Americana.

5. O Condominio Royal (que ndo € onde vive a estudante de musica) ndo

fica na Rua Rios.

6. Carolina (que ndo € quem mora no Condominio Royal) ndo € quem

estudara Musica.
7. Eliana néo é a estudante de Administracao.
8. A moca que fara Enfermagem mora no Condominio Dourado.

9. A estudante de Matematica (que nao é Janaina) ndo vive no Condominio

Dourado.

10. A estudante de Administracdo ndo mora na Rua Rios.

11. A estudante de Musica ndo mora na Rua Americana.
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Uma imagem dos diferentes processos emergidos durante a

resolucao desse problema e os respectivos estudantes se encontra no Quadro
32.

Quadro 32 * Processos utilizados pelos estudantes na resolu®™ "o do
problema

Processos Estudantes Total
Registro das informacbes e construcdo de | MA;, MA,, MA,;, MAs, MA-, 08
guadros MAg, CO,e CO;
Registro das informacdes e unido por tracos |CO, 01

Utilizacdo do quadro impresso MA;z, MAg, MAg e CO, 04
O problema de Logica demandou certo tempo, por conter muitas

informagdes, na sua maioria, de negacdes e porque alguns estudantes
mudaram de representacbes duas ou trés vezes até conseguir uma mais
viavel.

Surgiram estratégias como fixar as ruas ou 0s nomes, etc., para, a
partir delas, relacionar as informacdes, bem como anota-las, na medida em que
eram apresentadas.

Trés diferentes formas de resolver esse problema foram, obtidas
de acordo com a representacéo utilizada.

a) registro das informacgdes e construcéo de quadros

A maioria dos estudantes, na medida em que lia as informacdes
do problema, as registravam na folha e as respostas eram anotadas em um

quadro, conforme o exemplo abaixo:

Resolucédo de MA;
Essa estudante riscava algumas informagfes ja inseridas no

guadro das respostas, como constatamos a seguir:

Quadro 33 — Registro das informacdes do problema pela estudante MA,

Patricia Eliana Janaina Carolina
Musica Rua Rios Administracao Cond. Castelos
Rua Lajes Cond. Dourado Cond. Royal Matemaética
Cond. Sombras Enfermagem Rua Americana Rua Vaz
19) Ru/a/ﬁios | 2°) Rye(Lajes / 3°) Rua Vaz / 4°) Ruz;/A/mericana

| Matemaética / Admiy}étragéo

Cory./Castelos / Cond.Pdurado / Cond/%mbras

Pg,m/cia / Japa/ina

1°) A musica 3°) i Janaina

/ Enfermagem

/ Cond/éoyal

/ Eliana [ Carolina

2° i Eliana 4°) i musica
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fi Castelos fi Dourado i musica i Rios
fi Castelos fi Sombras fi Carolina
i Eliana

i Matematica
- Enfermagem mora no Condominio Dourado.
- Musica mora na Rua lajes no Condominio Sombras €é Patricia.
No Quadro 33, MA; nao registrou as respostas de forma
organizada como outros estudantes, ou seja, ndo definiu linhas para anotar
ruas, condominios, etc.

Resolucédo de MAs
Esse estudante registrou todas as informacfes em um quadro e

nele riscou as negacdes, restando apenas as respostas, como verificamos no
Quadro 34.

Quadro 34 — Registro das informacdes do problema pelo estudante MAs

—F— —F —E E
Nome d / J /
—c— C —c— —c—
P —P— —P— —P—
Muasica —MUS. —MUS. —MUS.
L —wvat” Mat. _Mat. —Mat
Profissdo  _aur Adm- Adm. A
—Enf— —Enf- —Enf Enf.
—Casteios Castelos |——€— |—C—
Residencial | Dourado | —bourade | —D— D
Sombras |—Sembtas S S
—Revyal —Royal R —R—
—Rios— R R R
Rua Lajes —t — —t
—Maz7— \% V" —V—
—Ametie. —A A —A—

Esse estudante MAs procurou anotar as informagbes do
problema, de forma mais organizada, facilitando seu processo de resolucao.

O estudante MAy, durante sua resolugao, tentou primeiramente
utilizar o Diagrama de Venn. Entretanto, abandonou esse processo, optando
também pelo auxilio de um quadro.
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Resolucéo de CO,
Ele desenhou um quadro dividido em trés partes, em que cada
parte continha as mesmas informacdes sobre as carreiras, os condominios e
as ruas. Na medida em que descartava uma informacéo, riscava-a. No centro
de cada parte anotava as respostas corretas, como podemos constatar no
Quadro 35.

Quadro 35 — Registro das informacdes do problema pelo estudante CO,

Rios Amerieana Vaz_Lajes
Administracio Castelos
__Mtsica Eliana Dourado
Matematica Enfermagem Sombras
Enfermagem Dourado Royat™
Rios
RIiCS icana Vaz _kdjes
Patricia Admiristracio Castelos
Musica _——NGsica Carolina Dourado
Sombras Matematica Castelos Sombras
Lajes Enferamragem Matematica Royat—
Vaz
RioS Americana Y4z JXajes
Administracdo Castelos
__Mtisica Janaina Deurado
atica Administracao Sombras
En gem Royal Royal
Americana

Abaixo desse quadro ele registrou as informagdes que o problema
fornecia ou algumas conclusdes as quais chegava, como por exemplo:

Mdusica - i é rua Rios, nem Castelos, i Dourado, fi Royal, i é
rua Americana, i rua Vaz.

Condominio Dourado e Castelo fi fica na rua Lajes

Janaina pode ser estudante de musica

Matematica — i Americana

Royal fi fica na rua Rios

Mdusica - Sombras - Lajes

b) registro das informacdes e unido por tracos

Resolucéo de COq

Esse estudante anotou todos 0s nomes, carreiras, ruas e
condominios e relacionou, a cada um, as negagdes indicadas por (x) na frente

das palavras. Na medida em que ia obtendo as respostas voltava e marcava
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com (x) nessa primeira lista. Logo abaixo dessa lista escreveu 0s nomes,
carreiras, ruas e condominios. As respostas obtidas eram unidas por tracos.

Esses tracos eram ligados de forma organizada, ou seja, cada
linha de uma coluna era ligada as respectivas linhas da coluna imediatamente
posterior. Por exemplo, as linhas da primeira coluna ndo eram ligadas com as
linhas da terceira ou quarta colunas, apenas com as da segunda coluna. Sua

resolucao se desenvolveu, conforme acompanhamos a seguir:

Carolina Matematica Rios Castelos
x Royal x Dourado X Mdsica X Mdsica
X Musica X Janaina x Castelos X Lajes
X Lajes X Lajes x Royal x Enfermagem
x Patricia x Administragao x Patricia
x Rios x Patricia
x Sombras
X Matemética
Patricia Administragao Lajes Sombras
X Matemética x Eliana x Eliana x Janaina
x Administracao x Dourado x Dourado x Enfermagem
x Enfermagem x Rios x Castelos x Rios
X Rios X Lajes X Matemética
x Vaz x Patricia x Administracao
X Americana x Enfermagem
x Castelos x Carolina
x Royal
x Dourado
Eliana Enfermagem Vaz Royal
X Lajes x Royal X Janaina X Mdsica
x Administracao x Castelos X Musica X Rios
X Musica x Sombras x Patricia x Carolina
X Lajes x Enfermagem
x Patricia x Patricia
Janaina Musica Americana Dourado
x Vaz X Rios X Mdsica X Lajes
X Sombras x Vaz x Patricia X Matematica
X Matematica x Royal x Administragao
X Musica x Carolina X Musica
x Dourado x Patricia
X Americana
x Eliana
x Janaina

Carolina———— Matematica Rios Castelos
Patricia Administragaq Lajes\/ Sombras
Eliana >< Enfermagem Vaz Royal

Janaina Musica Americana Dourado



344

c) utilizacdo do quadro impresso

Quando alguns estudantes comecavam a fazer anotacdes
envolvendo N e S, porém, encontravam dificuldades de organizar as
informacdes, a pesquisadora colocava, a disposi¢cdo, um quadro ja impresso no
qual poderiam registrar os simbolos ja definidos por eles (N e S). Dos quatro
estudantes que utilizaram esse quadro impresso, dois ja conheciam e
comecaram a fazé-lo no papel. Diante disso, a pesquisadora oferecia o que ja
estava pronto.

Resolucéo de MA;

O estudante MA3 foi um dos que utilizou o quadro impresso.
Houve pouca variacdo na forma de anotar as informacdes nesse quadro. Ao
contrario dos outros trés, esse estudante nao completou todo o quadro, porque
s6 lhe interessa as respostas que se encontravam nas linhas dos nomes,

associadas as colunas da carreira, do condominio e da rua.

Quadro 36— Registro das informacdes do problema pelo estudante MA;

CARREIRA | CONDOM RUA
0 J N un|N
SIBIEH B AEIIRIE
o e | Qlalz|< |52z |2]7|S
DI || & Lll_J @ 8 o _l O
SIS F|=21n 2 = nd
22 ElsI8] |3 =
s1Z2|2]|© =
S| =
oy
<
o |Eliana NIN[N[SIN[S[N[N]S|N[N[N
W |Patricia SIN/N[N|IN[N[N[S|N|S|N|N
o |Janaina N/N[S|N|IN[N|S|N|N|N[NTS
< |carolina N|[SIN|N[S|N|N|[N[N|N|S|N
RIOS N N N N
< [LAJES SIN[N[N|N|N
x |vaz N N
AMERICAN [N [N
. |cASTELOS N
S |pourADO N[N |N|S
9 |ROYAL N
SOMBRAS N

Na medida em que ele registrava uma letra S no quadro, também
completava com a letra N a linha e a coluna onde se localizava esse S. Por

exemplo, na linha do nome Eliana havia um S na coluna da enfermagem;
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entdo, ele completava com N as colunas das outras carreiras e as linhas dos

demais nomes.

Problema 8: Dado um tabuleiro 8 x 8 sem cor, é possivel
pavimentar esse tabuleiro com dominds (retangulos de tamanho 1 x 2)?

Sugestado: analise um tabuleiro de 4x4, depois 5x5, etc.

Esse problema originou trés diferentes procedimentos para se

obter a resposta, conforme sintetizacdo no Quadro 37.

Quadro 37 — Processos utilizados pelos estudantes na resolucéo do problema

Processos Estudantes Total
Contando os dominés MAs, MAz, MA,, MA“(’:gIAg’ CO., €O, COse | g
4
Utilizando cores MAs, MA; e MAg 03
Relacionando com area MAg 01

A maioria dos estudantes respondeu a pergunta desse problema,
analisando diferentes tabuleiros quadrados (4x4, 5x5, 6x6, etc.) e por meio de
contagens, de dois em dois quadradinhos, simulando os dominds. Nesse
estudo, constataram que os tabuleiros que sdo pavimentaveis por dominés
(1x2) sdo aqueles, cujos lados sdo numeros pares, ou que tém area sendo um
namero par.

Apenas 1 dos 13 estudantes nao utilizou o tabuleiro 8x8 impresso,

preferindo fazer o desenho no papel, conforme Figura 95:

Resolucéo de CO,4

Denominou:

T E’ < Dominé

« Casa do tabuleiro

Figura 95 — Desenho do Tabuleiro feito por CO,4
Trés estudantes utilizaram cores representando os dominds,

porém, resolveram de forma diferenciada:
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MAs: cada dominé era formado por duas cores e colocado apenas
na primeira linha, concluindo que nas demais linhas era so repetir os dominds

da primeira linha.

MA;: cada domindé era composto por duas cores e colocado
cobrindo todo o tabuleiro.

MAg: utilizou duas cores, no entanto, definiu que os dominds
teriam cores iguais, ou seja, um domino (1x2) era vermelho e outro (1x2) era
azul. Dessa forma, cobriu todo o tabuleiro 4x4 e 5x5. Nesse Ultimo, constatou
gue sobrava 1 quadrado. No tabuleiro 8x8 disse “fecha” e n&o colocou mais os
dominés. A palavra “fecha” foi utilizada para indicar que o tabuleiro era

pavimentavel com dominds.

O estudante MAg respondeu esse problema fundamentando-se no
conceito de area desse tabuleiro, ou seja, 64 : 2 = 32 dominds.

Problema 9: Dado um tabuleiro 8 x 8, em que séo cortados dois
quadrados das extremidades opostas (0 primeiro e o ultimo de uma das
diagonais), restam, ent&o, 62 pequenos quadrados no tabuleiro. E possivel
pavimentar esse tabuleiro cortado com dominés?

Nesse problema também foram identificados dois procedimentos
distintos. No entanto, um deles conduziu a resposta correta por um raciocinio
incorreto, como ilustra o Quadro 38 e, posteriormente, o comentario das
resolucoes.

Quadro 38 — Estudantes que resolveram o problema corretamente ou apresentaram uma
resolucéo incompleta

Resolugéo incompleta

Resolveu — ==
Raciocinio incorreto — resposta correta

Contando os dominds Considerando Ly, Ls, C1 € Cg

contendo 7 quadrados (impar)
MA;, MA;, MA;, MA,;, MA;, MA,,

Estudantes CO,. CO, CO, e CO, MAs, MA; e MAg

Total 10 03

Nenhum estudante, em um primeiro momento, utilizou cores para
resolver esse problema. A maioria deles contou os dominés no tabuleiro.
Alguns contaram de maneiras diferentes. Por exemplo, primeiro contaram em

espiral, depois, contaram o0 quadrado central (6x6) e, em seguida, as
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extremidades (as primeiras e Uultimas colunas e linhas), com o intuito de
confirmar suas respostas.

O estudante CO3z; nao utilizou cores, apenas

representou cada dominé no tabuleiro marcando com os

simbolos X e O.

As estudantes MA; e MA; contaram quantos

dominds caberiam nesse tabuleiro, procedendo da seguinte

forma:

Figura 96 — Processo de contagem dos
dominds feito por MA; e MA,

Excluiram a primeira e a ultima linha, obtendo um tabuleiro 6x8,
que é pavimentavel com dominds. Depois, somaram 7 + 7 = 14 (quadradinhos
das linhas excluidas), que é par, e concluiram que era possivel. Em seguida,
utilizaram cores colocando os dominds em espiral e constataram que nao era
possivel pavimenta-lo.

Com isso, retomaram a primeira forma de contar os dominés e
verificaram que n&o poderiam somar 7 + 7 porque eles estavam separados, o
que inviabilizava a colocacdo de dominés completos. Em 7 quadrados cabem 3
dominds e sobra 1 quadradinho.

MAg néo contou todos os dominds possiveis. Disse “8x8 = 64,
mas tém 62 quadradinhos”. Ele separou o tabuleiro para contar da seguinte

maneira:

Impay par Delimitou um tabuleiro 6x6, conforme Figura

' 97, e contou as linhas e colunas restantes, que

par davam um numero impar de quadradinhos.

, Com isso, constatou que sobrava 1
mpar

—

guadradinho.

Figura 97 — Processo de contagem dos dominds feito por MAg

Trés estudantes, de imediato, afirmaram que nao era possivel
pavimentar esse tabuleiro com dominés porque ele tinha nas quatro

extremidades 7 quadradinhos, que é um numero impar. Esse raciocinio ndo é
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correto porque na verdade nao temos 4 extremidades com 7 quadradinhos.
Quando contamos, por exemplo, os quadradinhos da coluna 1 e da linha 8,
temos 13 (7 + 6) e ndo 14 quadradinhos. Essa resposta ndo é suficiente para a
resolucgéo.

Depois que os estudantes resolviam esse problema a
pesquisadora discutia um processo de utilizar cores, como descrevemos a
seqguir:

Coloriamos duas ou trés linhas e analisdvamos as cores dos
guadradinhos que estavam nas duas diagonais e
contdvamos as respectivas quantidades. A diagonal com !ﬂ

quadradinhos brancos tinha dois quadradinhos a menos que

a diagonal com quadradinhos vermelhos.

Figura 98— Processo de colorir o
tabuleiro

Como um domindé era formado por duas cores (branco e
vermelho), ndo era possivel pavimentar o tabuleiro, ja que estavam faltando

duas casas brancas.

Problema 10: E possivel cobrir um tabuleiro de xadrez de 8x8
usando 21 triminds? Um trimind como [_]_]_] é considerado o tamanho certo
para cobrir trés casas do tabuleiro de xadrez.

Para resolver esse problema emergiram trés procedimentos

diferentes, como constatamos no Quadro 39.

Quadro 39 — Processos utilizados pelos estudantes na resolucdo do problema

Processos Estudantes Total
Contando os dominos MA;, CO,e CO; 03
Relacionando com area MA;z, MAs, MAg, MAg, CO; e CO, 06
Utilizando cores MA;, MA,, MA, e MAg 04

Trés estudantes contaram o0s triminGs para constatar se era
possivel cobrir o tabuleiro. Seis basearam-se no calculo de sua area (64 : 3),
para concluir que ndo era pavimentavel. E outros quatro estudantes utilizaram
cores para representar os triminds, sendo que um deles coloriu ndo as linhas

ou colunas, e sim, as diagonais do tabuleiro.
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Para compreender a diferencga entre os processos de colorir pelas
linhas ou colunas e pelas diagonais discutimos, a seguir, cada um desses
processos.
1° Processo: Se colorirmos as linhas ou colunas, a resposta pode
ser obtida com base na quantidade de cada cor utilizada, ou na quantidade de
triminGs completos, que podemos colocar na primeira linha ou na primeira
coluna.

Coluna Linha

Hi

Figura 99— Processo de colorir o tabuleiro por colunas e por linhas

No primeiro tabuleiro colorimos as colunas (ndo ha necessidade
de colorir a coluna toda) e constatamos que temos 3 colunas vermelhas, 3
brancas e 2 amarelas. Como um triminé é composto por trés cores, entdo, para
o tabuleiro ser pavimentavel o nimero de cores nas colunas teria que ser o
mesmo, ou seja, 3 colunas vermelhas, 3 brancas e 3 amarelas, o que nao
ocorreu nesse tabuleiro.

Em outras palavras, colocamos na primeira linha dois triminos
completos (vermelho-branco-amarelo) e mais duas das trés casas de um
trimin6é incompleto (vermelho-branco). Nas duas colunas finais (C; e Cg) da
primeira linha temos um nimero par de quadradinhos (2), que ndo é multiplo de
3. Concluimos que na primeira linha ndo conseguimos colocar trés triminos
completos, assim como nas linhas subseqientes, ndo sendo possivel
pavimentar esse tabuleiro com triminds.

No segundo tabuleiro, em que a coloracdo é feita por linhas, o
raciocinio é analogo.

2° Processo: Os quadradinhos coloridos colocados a disposicao
dos sujeitos da pesquisa eram da forma 1x1. Isso permitiu que o estudante
MAg utilizasse as cores de forma diferente. Sua resolucéo foi a seguinte:
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Como a coloragéo foi pela diagonal, a resposta se baseou na

quantidade total de quadradinhos de cada cor, ou seja, nesse
tabuleiro ha 22 quadradinhos vermelhos, 21 brancos e 21
amarelos. Ha um vermelho a mais do que as outras cores.
Como um triminé é formado por 3 cores e temos no tabuleiro

quantidade de cores diferentes, ndo € possivel pavimenta-lo

com triminés.

Figura 100 — Processo de colorir o tabuleiro
utilizado por MAg

A coloracéo pela coluna ou pela linha é mais simples do que pela
diagonal, ja que a ultima requer o preenchimento de todo o tabuleiro, enquanto

gue 0 primeiro processo nao.

Problema 11: Dado um tabuleiro de xadrez n&o convencional, de
tamanho mxn e sem cores (0 tabuleiro é um retangulo onde m e n podem ser
diferentes), estude a possibilidade de um tabuleiro m x n ser pavimentado com
as seguintes condicoes:

a) com retangulos de 1 x 3; e

b) com retangulos de 1 x 4.

Esse problema foi desenvolvido mediante trés processos distintos, no
entanto, no item (b) alguns estudantes responderam de forma incorreta, como

verificamos no Quadro 40.

Quadro 40 — Relacdo dos estudantes que resolveram o problema corretamente ou
apresentaram uma resolucéo incompleta

Resposta
Resposta certa incorreta
Processos ——
a) m ou n multiplos b) m ou n b) mxn=4k
de 3 ou nxm = 3k multiplos de 4 3
Analisando diferentes MA;, MA,, MA,,
tabuleiros e contando as | MAs, MA;, CO,, CO, MAs, MA7, COy, | MAL, MA; €
. COZ e COg MA5
respectivas pecas e CO;
Anall_sando diferentes MA, MA, i
tabuleiros usando cores
Constatando de imediato a MA;z, MAg, MAg €
relacio demencom3e 4 Cco, MAs, MA; & CO, MAs

Um dos processos se desenvolveu mediante o estudo de
diferentes tabuleiros retangulares mxn e contando as pecas 1x3 e depois 1x4

para obterem as respostas. Para as pecas 1x3 os tabuleiros que foram
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utilizados pelos estudantes para serem estudados foram: 1x3, 2x3, 2x6, 4x3,
4x6, 5x3, etc. E para as pecas 1x4 os tabuleiros utilizados tiveram o formato:
1x4, 2x4, 2x6, 4x5, 5x6, 6x6, 8x4, 8x5, 8x6, etc. Os estudantes é que definiam
os tabuleiros e a sequiéncia em que os estudavam.

O segundo processo foi desenvolvido pelo estudante MAg que
continuou colorindo pela diagonal. Ele foi o Unico que adotou o recurso da
coloracdo no tabuleiro. Outros estudantes nao utilizavam cores principalmente
nos ultimos problemas com tabuleiros. CO; exclamou: “Nao sou muito chegado
em cores”.

Podemos ressaltar que, de forma geral, o terceiro processo foi
uma consequéncia do problema 10, ja que quatro estudantes, sem precisar
contar ou utilizar cores, constataram a relagdo que m e n tém com o0s triminos e
tetraminds, ou seja, com 3 e 4. Porém, um deles obteve a resposta incorreta
para o item (b), porque concluiu que era similar ao (a).

Todos os estudantes acertaram o item (a), porém, no item (b)
quatro estudantes o consideraram analogo ao item (a) concluindo que mxn =
4k, fornecendo assim, uma resposta incorreta.

Mesmo os estudantes que estudaram alguns tabuleiros
retangulares ndo pensaram em casos como, por exemplo, 2x6 = 12, 2x10 = 20,
6x6 = 36, etc, em que 12, 24 e 36 sdo multiplos de 4, porém, os tabuleiros 2x6,
2x10 e 6x6 ndo sdo pavimentaveis por retangulos da forma 1x4. A condicéo é
que ou m ou n deve ser um numero multiplo de 4.

Nos problemas de 8 a 11, a pesquisadora sempre discutia uma

resolucéo por meio de cores, como outra forma de se obter as respostas.

Problema 12: Dados n nameros inteiros, prove que um ou outro
deles € um mudltiplo de n, ou alguns deles, quando somados, resultam em um
multiplo de n.

Nesse problema apenas cinco estudantes tentaram esbocar uma
solucédo, sendo que nem todos escolheram um processo que conduzisse a

resposta, como podemos constatar no Quadro 41.

Quadro 41 — Relacdo dos estudantes que tentaram resolver o problema e os que nédo o
resolveram
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Estudantes Total
N&o resolveu MA1, MA>, MA,, MAG, MA-7, MAg, CO;1e COs; 08
Tentou resolver MA;3 (por PA), MAs (A‘Iag(e:t())ra), MAyg (por PA), CO, 05
4

Dos cinco estudantes que tentaram resolver esse problema dois
utilizaram Progressdo Aritmética. Um recorreu a Algebra e outros dois

utilizaram somatorio, conforme acompanhamos na sequéncia:

Resolucédo de MA;

Ele pensou por um tempo sobre o enunciado. Diante disso, a
pesquisadora e ele discutiram as informacdes dadas pelo problema — nimeros
inteiros e soma, e definiram:

Dados n nimeros inteiros expressos por a;, ay, ..., an €

Si=a;

S,za; +a

Sz=a;+ax+ as

Sp=a;+ta+ ...t ha

Em seguida, ele escreveu:

“A sequéncia ai, ap,..., ap de n numeros inteiros, forma uma

. N . ] a, +a ;
progressdo aritmética de razdo 1, cuja soma é S, = (1—2“) n, que é um

multiplo de n”.
Resolucéo de MAs
Sua resolucéo, fundamentada na Algebra, foi a seguinte:
“Sejamx,yek e Z.
x|y eylk =2 x | k
xly > y=ax, vaeZ
ylk > k=by, vbeZ
y=ax > k=b.ax - k=abx
aebeZ > ab=ceZ > k=cx

Logo k ey € Z séo mudltiplos de xe Z".
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Em seguida, apresentou outra resolugao:

“Sejamx,yek € Z

xly e yA'k

y=ax, Vae Z k=by+c{VvbeceZ, c=0}
k=by+cey=ax = k=aby+c aebeZ - ab=deZ
k =dx +c, d,ce Z,c=0.

Logo, k é o resultado do multiplo de x somado com ¢ nao nulo”.

Resolucéo de COy4
Esse estudante iniciou o problema indicando: N contém n
inteiros.

n
ieN — >li=in <« mdltplo den.
=1

Resolucéo de CO,
Ele apenas escreveu: n + n =2n

n+n+n+n+n+..+n=x.nqueéum multiplo de n.

A pesquisadora refletiu com CO, e CO4 que essa forma de
expressar um multiplo de n indicava que seriam adicionados apenas numeros
iguais. No entanto, o enunciado do problema ndo menciona essa condicao.

Apés as tentativas de resolugcdo, ou ndo, desse problema, a
pesquisadora discutiu um processo que utilizava o Principio de Dirichlet, ou
Principio de Pigeonhole, ou também conhecido como o Problema dos pombos
e nichos (buracos).

Esse problema consiste no seguinte enunciado: Se kn + 1
pombos (k e n sdo numeros inteiros) sdo colocados em n nichos (pequena
habitacdo ou buraco), entdo, pelo menos um dos buracos contém, pelo menos,
k+1 pombos. (SOIFER, 1987, p. 8-9, traduc&o nossa).

Prova:
Assumimos que nao existem buracos que contém pelo menos k+1

pombos. Nesse caso,
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0 primeiro buraco contém

k pombos
0 segundo buraco contém

k pombos

IAINA

+ 0 n-ésimo buraco contém < k pombos
namero total de pombos < kxn

Isso contradiz o fato de que existiam kn + 1 pombos. Entdo, ha
um buraco que contém pelo menos k + 1 pombos.
ApOs apresentar esse Principio, a pesquisadora fazia indagacoes

sobre as informacdes dadas pelo problema e as registrava em uma folha. A
resolucao consistiu no seguinte:

Prova:
Denotamos os inteiros por a;, ay,..., a,. Definimos:
Si=a;

S,=a; +a

Sph=ait+ta+..+a,
Se um dos numeros Si, Sy,..., S, € um multiplo de n, nés
resolvemos o problema. Agora, suponhamos que nenhum dos numeros Sy,

So,..., Sn € um multiplo de n. Entdo, na divisdo desses numeros por n temos 0s
possiveis restos: 1, 2,..., n—1.

Temos: nnumeros e S, somas (pombos)

n — 1 possiveis restos (nichos)

Isso significa que entre os numeros S;, S»,..., S, existem dois

nameros, Sk e S+ que dao os mesmos restos na divisao por n. E ainda,

(1) Sk+ — Sk € um multiplo de n;

(2) Sk+t - Sk = Ag+1 t Ak+2 t...t Akt

Em outras palavras, encontramos alguns dos numeros dados, a
saber, ay+1, ak+2,..., Ak+t, CUjA SOmMa é um mualtiplo de n.
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Para que compreendessem as conclusdes (1) e (2), analishvamos
0 seguinte exemplo:
Considerando n = 12 e um conjunto dos numeros inteiros sendo a
sequéncia dos numeros de 1 a 12, ou seja, C ={1, 2, 3,..., 11, 12}, construimos
o0 Quadro 42.

Quadro 42— Obtencdo de somas de nUumeros inteiros e seus respectivos restos na
diviséo por 12

Somas .R.e§tos na
divisédo por 12

Slzl

S,=1+2=3 Skit—Sk =Sg+Se=45-21=24
§j=152+3 ° a7 + ag + ag|= Ag+1 + Ag+2 T Ag+3
S5 =15 R=3 =7+8+9=24
Sg=21 R=9

S;,=28 R=4

Sg=36 R=0

Sy=45 R=9

810=55 R=7

811=66 R=6

812=78 R=6

Problema 13: Consideremos um subconjunto A = {ai, a,, as...,
an+1} com n + 1 nimeros que foram escolhidos do conjunto B = {1, 2, 3,..., 2n}.
Prove que existe sempre em A dois numeros divisiveis um pelo outro.

Esse problema provocou certa dificuldade entre os estudantes,
visto que apenas um tentou esbocar uma solugéo, ndo consistindo em uma

prova.

Quadro 43 — Estudantes que tentaram resolver o problema e os que ndo o resolveram

Estudantes Total

MA1, MA;, MA3;, MA,, MAs, MAg, MA;, 12

N&o resolveu MAg, MAo, CO4, CO, e CO4

Tentou resolver CO, 01

Apenas o estudante CO, tentou resolver o problema, escrevendo
0 seguinte:

“B contém um numero par de elementos, logo a tem um ndmero
impar de elementos. Se A conteve todos os n impares de B, A ainda
conteria um par que seria multiplo de pelos menos um outro
elemento de A. Se houvesse mais numeros pares em A, esses
seriam multiplos de outros elementos. Logo sempre teremos um
namero par multiplo de um impar em A”.
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Da mesma forma como no problema 12, no final sempre
discutiamos uma resolucdo que no caso também seria aplicando o Principio de
Dirichlet, como descrevemos a segulir:

Prova:

O conjunto B tem n nameros pares e n numeros impares. Se
pegarmos algum numero X, ou ele € impar ou ele é divisivel por 2.

Pesquisadora: “Ha uma forma geral de representarmos um
namero par ou impar?”

Analisamos alguns exemplos:

2=2'1;, 4=2%1;, 8=2%1;, 24=2%3;

Pesquisadora: “Um numero impar também pode ser obtido como
produto, em que um dos fatores é uma poténcia de base 2?".

Pensaram, porém, ndo responderam. A pesquisadora escreveu:
3= ? e eles responderam “2°. 3”.

Analisamos outros nimeros impares: 7 = 2°. 7; 15 = 2°. 15,
Assim, concluimos que esse x pode ser escrito como x = 2X. m, onde m é um
namero impar. Temos que:

Em B ha n nimeros impares (nichos)

Em A ha n+1 nameros (pombos)

Isso significa que entre 0s ndmeros aj, ap,..., an+1 de A existem
dois numeros (a; e a;) que tém 0 mesmo resto m, ou seja, que S40 expressos
com 0 mesmo numero impar m. A saber,

aj = 24 mi

aj= 2. m comi=1,2,.,n+l, i#jem=m,

Para entender melhor o que foi demonstrado, analisamos um
exemplo, definindo n = 8. Entéo,

B =11, 2, 3, ..., 14, 15, 16} e A (9 elementos) construido da
seguinte forma: A={3,5,7,9,11, 12, 13, 14, 15}.

Tomemos a; = 3, a4 = 9 e ag = 12 para escrevé-los pela formula
geral x = 2. m:

3=2°.3; 9=2°.9 12=2°.3

Os numeros 9 e 12 sao divisiveis por trés, porém, 0 3 e 0 12 tém

em comum 0 mesmo resto 3.
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Os problemas 12 e 13 foram os mais dificeis para os estudantes
porque envolviam um principio desconhecido por eles. Mesmo construindo em
conjunto a prova matematica, alguns estudantes pareciam nao acreditar na
conclusdo e sentiam a necessidade de analisar os problemas atribuindo
valores numéricos. Por esse motivo a pesquisadora incluiu casos patrticulares,
inclusive para que compreendessem o enunciado do problema.

Os processos de resolucdo dos problemas propostos revelaram
pensamentos matematicos distintos. Alguns estudantes se contentavam em
obter respostas para os problemas, ndo importando se mediante casos
particulares ou com o auxilio da intuicdo. Outros ja manifestavam uma
preocupacdo em utilizar uma representacdo mais geral, por meio de um
pensamento algébrico, mais analitico.

Os estudantes MA; e MAg revelaram certa predominancia na
utiizacdo de relacdes algébricas para resolver muitos dos problemas
matematicos propostos, evidenciando um pensamento mais analitico. Isso foi
confirmado por eles nas suas respostas ao questionario a priori, no qual eles
indicaram que:

. gostam mais de utilizar o raciocinio matematico;
. gostam de pensar de forma mais analitica;
. a preferéncia é maior pela Matematica Pura.

Os diferentes processos de resolugcao foram desencadeados
pelas distintas interpretacdes dos problemas propostos, pelas experiéncias
com a atividade de resolucdo de problemas, pelas representacdes adotadas e
também pelos préprios problemas, pois alguns deles propiciaram distintos
processos de resolugdo e outros ndo (como os problemas 1 e 6 de nosso

roteiro).
Comentario de alguns problemas mateméaticos da Pesquisa

Exploratéria

Alguns dos problemas selecionados para a entrevista como 0s
estudantes revelaram um grau de dificuldade maior do que outros. Dentre eles

destacamos:
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Problema 1 — Alguns estudantes néo interpretaram, ou utilizaram
num primeiro momento, a frase “Eles mergulham ao mesmo tempo e alcangcam
0 peixe a0 mesmo tempo”.

Nesse caso, a pesquisadora indagava: “Qual o significado dessa
frase no desenho?” Mesmo assim, certos estudantes diziam que a velocidade é
que era igual e ndo a distancia dos dois passaros ao peixe.

A pesquisadora discutia as diversas posicbes em que 0 peixe
poderia surgir na superficie do rio e o que ocorria com as distancias. Com isso,
eles conseguiam concluir que as distancias eram iguais e anotavam essa
informacédo em seus desenhos.

Esse problema se diferia dos demais, por possuir apenas uma
resolucdo. Ele foi inserido no roteiro de problemas para que os estudantes
pudessem ter um parametro, caso necessario, para responder algumas
perguntas do questionario a posteriori, como, por exemplo, a questdo (3):
Quais foram os problemas que vocé mais gostou? e a questéo (4): Vocé achou
gue alguns problemas foram mais dificeis do que outros?

Problema 2 — A maioria dos estudantes comecou desenhando
um retangulo e um quadrado. No entanto, muitos resolveram o problema
recorrendo a valores numeéricos e poucos buscaram uma resolucéao geral, por
meio, por exemplo, de relacdes algébricas.

Outra dificuldade foi identificar a relacdo de dependéncia entre o
lado do quadrado e os lados do retangulo. Dois dos estudantes atribuiram
lados x e y para o retangulo e lado x para o quadrado. A pesquisadora discutiu
a condicdo de que todos os retangulos teriam que ter o mesmo perimetro e,
dessa forma, o quadrado nao poderia ter lado x e nemy.

Problema 3 — Nesse problema, houve dificuldade para conseguir
encontrar uma representacdo adequada, que relacionasse as trés informacdes
do problema: a relacdo entre o tamanho dos pastos, os periodos utilizados e o
namero de homens.

As estudantes MA; e MA; acharam que esse problema néo tinha
solucéo, que era uma “pegadinha”.

O estudante CO3 exclamou: “Esse problema é mais dificil porque

nao tem valores numéricos e pede um resultado numérico”.
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Problema 4 — Esse também gerou dificuldade em encontrar uma
forma de representacdo dos dados. Alguns reconheceram que poderiam
resolver utilizando o conceito da Fisica, porém, nem todos conseguiram
expressar os dados por meio desse conceito.

As estudantes MA; e MA; disseram que esse problema tinha um
enunciado facil, mas que era dificil colocar no papel, saber como resolver.

Problema 5 - A dificuldade desse problema foi o aspecto
trabalhoso, no sentido de envolver vérias equagBes com 4 incognitas, bem
como seus valores fracionarios, o que demandou certo tempo. Porém, foi rico
nas diferentes estratégias, para escrever e agrupar as equacdes. Algumas
representacdes utilizadas facilitaram bastante a resolugcéo. Por exemplo, a do
estudante MAs que, embora utilizasse as proprias figuras, fez subtracbes de
linhas ou colunas envolvendo figuras iguais, tornando as equacdes resultantes
bem simples e de rapida resolucao.

Problema 7 — Esse problema também gerou dificuldades, em
virtude da quantidade de informacdes fornecidas pelo mesmo, na sua maioria,
na forma de negacdes, e pelos estudantes nao encontrarem uma
representacdo adequada. Alguns deles mudaram de representacdo varias
vezes até obter uma mais satisfatoria.

No Problema 9 as estudantes MA; e MA,, que responderam o
problema 8 baseadas nas areas, constataram que essa idéia ndo podia ser
aplicada para resolver esse problema, ja que havia 62 quadradinhos (area par),
no entanto, ndo era pavimentavel. Depois disso, MA; voltou a resposta dada no
problema 8 (em termos de quantidade de quadradinhos sendo par) apagou e
reescreveu, em termos dos lados serem pares ou impares.

A resolucao fundamentada nas areas dos tabuleiros, sendo par ou
impar para pavimentar com domings, é uma condi¢cdo necessaria, porém, nao
suficiente. Esse problema evidencia tal fato.

Os problemas 12 e 13 foram os mais dificeis, pois envolveram
demonstracdo matematica. Nenhum dos estudantes conhecia o Principio de
Dirichlet ou Principio de Pigeonhole. Depois de discutir a resolucdo desses
problemas por esse Principio, alguns estudantes gostaram e mencionaram que

aprenderam algo novo.
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A nossa pesquisa exploratoria possibilitou documentar e constatar

varias caracteristicas do pensamento matematico e diversos parametros que o
influenciam (descritos nos capitulos tedricos), bem como identificar que os
proprios problemas e as experiéncias com a resolucdo dos mesmos também

influenciam o pensamento matematico.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesta Tese de Doutorado, o0 pensamento matematico foi
considerado sob dimensfes tedricas e experimentais. Nas teoricas
explicitamos idéias de diferentes estudiosos sobre os fatores que influenciam
0 pensamento mateméatico. Nas dimensdes experimentais mencionamos
analises referentes ao pensamento matematico, obtidas por meio de
pesquisas qualitativas com estudantes, sendo uma da literatura e outra uma
pesquisa exploratéria, realizada para a presente Tese.

Nosso primeiro foco de analise tedrica foi a obra de Krutetskii
(1968), traduzida do russo para o inglés e denominada The Psychology of
Mathematical Abilities in Schoolchildren. Krutetskii (1968) caracterizou
talento matematico de estudantes, manifestado na resolucdo de problemas
matematicos, em patrticular, pelas habilidades para coletar, processar e reter
na memoria as informacdes fornecidas pelo problema. Para ele, o
pensamento matematico € influenciado por caracteristicas psicologicas
individuais.

Porém, esse olhar sobre a obra de Krutetskii fez emergir uma
outra interpretacdo de seus resultados, pois a capacidade humana de
perceber e transformar dados € fortemente influenciada pelos métodos de
representa-los. Em outras palavras, do ponto de vista da Matematica, o que
se sobressai € a atividade cognitiva, que além de exigir diferentes
habilidades matematicas, utiliza varios instrumentos na resolucdo de
problemas e maneiras diferentes de representa-los. A Matematica € famosa,
em virtude de seus simbolos especiais e de sua linguagem patrticular.

Krutetskii e sua equipe estudaram o0 comportamento de
estudantes talentosos e menos talentosos em Matematica e obviamente
podemos interpretar seus resultados de maneiras bastante diferentes, como

por exemplo:
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¢ |dentificar nas pessoas estilos cognitivos distintos, como podemos
observar os estudantes Sonya e Volodya, investigados por Krutetskii;

e Considerar as habilidades matematicas desses estudantes, como
caracteristicas ou exigéncias do proéprio pensamento matematico, em geral,
em vez de atribui-las as pessoas talentosas;

e Destilar uma definicdo da propria Matematica, pois para saber o
que é a Matematica temos que observar como pessoas capazes a praticam.

Como educadores, ndo estamos interessados em pesquisas
psicolégicas em si, mas sim em maneiras de organizar atividades
matematicas, bem como em construir meios e ambientes apropriados para
estimular e orientar essas atividades.

Por isso, os resultados apresentados por Krutetskii conduziram
a nossa primeira questado da pesquisa: Podemos afirmar que o pensamento
matematico esta associado somente as caracteristicas psicologicas pessoais
e ndo relacionado a outros parametros, tais como épocas histéricas
diferentes, contextos culturais distintos, areas de conhecimento e de
aplicacao e formas de representacéo (semiotica)?

Para responder essa questdo, sentimos a necessidade de
ampliar o estudo desenvolvido por Krutetskii e trouxemos outros parametros
gue também influenciam o pensamento matematico, que foram expostos por
Gowers, Poincaré, Boutroux, Otte e Kurz.

Gowers (2000), quando apresentou o0 contraste entre duas
culturas na Matematica, considerou o pensamento matematico motivado
pelas areas do conhecimento. Para exemplificar, ele mencionou que a area
de Combinatérios se distingue da Matematica Pura, por nem sempre ser
possivel construir teorias gerais. Na maioria das vezes, se tém métodos para
resolver problemas particulares e nem por isso eles deixam de ser
importantes para o desenvolvimento da Matematica.

Poincaré (1905), ao discutir diferentes pensamentos
matematicos, ndo fez uma afirmacéo categérica. Ele oscilou entre considerar
0 pensamento matematico ora vinculado as pessoas (natureza), ora as

épocas que desencadearam mudancas no desenvolvimento da Matematica.



363

Boutroux (1920), baseando-se em uma analise da Historia da
Matematica, apresentou a transformacao de um pensamento sintético para
um pensamento analitico, ocorrida no século XIX. Ele explicitou a mudanca
de pensamento matematico atrelada as épocas histéricas, ou seja, ao
desenvolvimento da Matematica.

A distincdo entre o pensamento analitico e o sintético é
interessante, pois foi utilizada para caracterizar a Matematica desde a
Antiguidade. No entanto, dificilmente poderemos fornecer uma interpretacao
final e undnime dessa oposi¢cao entre o analitico e o sintético.

Por exemplo, Sonya e Volodya foram dois estudantes russos
muito talentosos que utilizaram diferentes raciocinios e diferentes métodos
na resolugdo de problemas matematicos. Volodya pensou mais em termos
de imagens, diagramas ou padrdes de informagOes (por exemplo, de
nameros), enquanto Sonya demonstrou um estilo de raciocinio estritamente
analitico, l6gico e uma pobreza de imagens (KRUTETSKII, 1976, p. 193-
205).

Psicologos, talvez, identifiguem pensamentos matematicos
com estilos pessoais que pertencem a diferentes assuntos (Matematica Pura
versus Matematica Aplicada, por exemplo). Os fildsofos da Ciéncia, talvez,
os atribuam a diferentes estagios que permeiam os trabalhos dos
matematicos (o0 contexto da descoberta versus o contexto de justificacédo e
prova, por exemplo). Os historiadores, talvez, caracterizem os pensamentos
matematicos como aspectos de diferentes periodos culturais na Historia da
Matematica ou 0s associem aos varios meios culturais da representacao,
podemos utilizar como exemplo, a Geometria Cartesiana, que é chamada
“Analitica” em nossas salas de aula, pois utiliza métodos algébricos. Porém,
Boutroux tentava nos convencer que na realidade é sintético, ao trabalhar
com 0s proprios objetos matematicos em vez das descricdes axiomaticas.

Isso evidencia que ndo podemos falar sobre a Matematica em
si, assim como sobre o pensamento ou talento matematico em si, e sim
sobre aspectos do pensamento matematico, como ao exemplificar a

Matematica como teoria ou como instrumento para resolver problemas, e
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varias representacdes presentes na Algebra, Geometria, Célculo,
Combinatéria, etc.

Por exemplo, Otte (1986) acentuou a influéncia que os livros
didaticos de Matematica exercem no desenvolvimento do pensamento,
sobretudo, no que se refere a representacdo utilizada na Matematica. Ele
apontou a necessidade de se complementar os livros didaticos com
atividades matematicas para que ocorra uma experiéncia mais significativa
para os estudantes.

Kurz (1997) também apresentou distintos pensamentos
matematicos na resolucdo de um problema de Calculo e revelou que o
entendimento do problema, a representacdo do mesmo e 0s meios de
resolvé-lo foram diferentes e associados as areas do conhecimento, a
formacdo académica e as experiéncias das pessoas, pois participaram da
pesquisa professores de Matematica, de Fisica e de Quimica.

Constatamos que Gowers e Kurz, de certa forma, compartilham
da mesma opinido ao considerar o pensamento matematico vinculado as
areas de conhecimento. No entanto, Gowers apontou diferencas existentes
no interior da prépria Matematica, ou seja, nela ha pensamentos diferentes.
Em contraste, Kurz utilizou um anico problema de Calculo e destacou como
as tentativas de resolvé-lo dependiam das experiéncias anteriores e das
formacOes académicas das pessoas pesquisadas.

Krutetskii e Poincaré tém opinido similar quando concebem a
diversidade no pensamento matematico como algo inerente a pessoa, ou
seja, ligado as caracteristicas psicolégicas pessoais ou a natureza da
pessoa.

Boutroux e Poincaré comungam a idéia de que o pensamento
matematico esta vinculado as épocas historicas. Entretanto, também ha uma
grande diferenca entre eles. Poincaré tomou uma atitude psicoldgica,
alegando que a natureza humana é sempre a mesma e s0 se manifesta
diferentemente, dependendo do progresso da propria Matematica. Em
contraste, Boutroux apresentou uma analise epistemoldgica sem mencionar

os estilos e talentos das pessoas.
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A pesquisa exploratoria realizada para esta Tese de Doutorado
também evidenciou distintos pensamentos matematicos, manifestados na
resolucdo de problemas. Nesse caso, a énfase maior foi na atividade de
resolucado de problemas, o que contribuiu para revelar que certo problema
pode gerar ou néo diferentes pensamentos e, consequentemente, distintos
processos de resolucao.

Por exemplo, comparando o problema 1 e o 3 (p. 307 e p. 318-
319 desta Tese), verificamos que o problema 1 ndo proporcionou diferentes
resolucdes, pois foi resolvido por um Unico método (Teorema de Pitagoras),
em contrapartida, o problema 3 gerou oito diferentes resolucoes,
desencadeadas por distintas representacées empregadas. Isso nos fez
constatar que o pensamento € influenciado pela atividade, pelo proprio
problema matemético e pela experiéncia, seja ela em relacdo ao
conhecimento matematico ou a resolucao de problemas.

Esses pontos de vista respondem a primeira questdo da
pesquisa, ou seja, que o pensamento matematico ndo é influenciado apenas
por caracteristicas pessoais, mas também pela histéria cultural e social, pelo
desenvolvimento da Matematica, pelos livros didaticos, pelas representacdes
semidticas, pelo conteudo ou areas envolvidas, pela formacdo académica,
pelas experiéncias com a atividade matematica e pelos préprios problemas
matematicos.

A segunda questdo da pesquisa: Como a representacéo
influencia o entendimento e o desenvolvimento da Matematica? pode ser
respondida com base nos experimentos de Krutetskii e na pesquisa
exploratoria, desenvolvida para esta Tese de Doutorado,

Krutetskii, com seus resultados, permitiu-nos olhar as
diferentes representacdes que desencadearam distintos processos de
resolucdo de problemas, dentre o0s quais preferéncias por certas
representacdes foram mais marcantes, delineando estilos cognitivos.

Entre os diversos exemplos que Krutetskii (1968) citou,
podemos mencionar um, que se encontra em sua caracterizacdo do estilo
geométrico, na qual ficou evidente que a representacdo exerceu grande

influéncia na compreensao da Matematica.
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Retomemos o caso da estudante S. R. (62 série), citada por ele,
que conseguiu compreender a formula do quadrado da soma de dois
nameros, na sua forma reduzida, somente depois de obter uma
interpretacdo geométrica (p. 116 desta Tese).

Ela  também sentiu necessidade de interpretar
geometricamente outras férmulas, como, por exemplo, o cubo da soma de
dois numeros e o cubo da diferenca de dois numeros. As formulas so se
tornaram claras, por meio de representacdo geométrica.

A representacdo ndo € Unica, pois estd vinculada com a
caracteristica da Matematica, na qual cada fato matematico pode ser
expresso ou representado de infinitas maneiras, como ilustramos no capitulo
3 desta tese. E se h& certa predominancia na forma de representar esses
fatos, isso pode caracterizar um estilo cognitivo de pensar e de lidar com a
Matematica.

A resolucdo dos problemas de nossa pesquisa revelou que
para muitos estudantes a representacédo foi crucial para a compreensao do
problema e para desencadear o processo de resolucdo. E ainda, uma
representacdo adequada, as vezes, surgia apOs algumas tentativas sem
sucessos. O estudante MAg € um caso que pode exemplificar esses dois
aspectos.

Para ilustrar a importancia da representacéo, no entendimento
e desenvolvimento da resolucédo de um problema, tomemos como referéncia
novamente o Problema 3. Ele ndo faz mencdo a forma geométrica dos
pastos, somente informa que um pasto é o dobro do outro. No entanto, MAg
representou o pasto menor sendo um quadrado, e isso o0 auxiliou na
resolucéo do problema. As vezes, podemos definir uma representa¢éo com
base em uma idéia estrangeira, ou seja, uma idéia que néo esta explicitada
no enunciado do problema, como nesse caso, 0 pasto menor sendo um
guadrado.

Outra idéia que esse estudante utilizou nesse problema foi
traduzir numericamente o trabalho de um homem. Se um homem termina de
ceifar a porgcao restante no pasto menor em um dia inteiro, entdo, dois

homens ceifariam essa por¢do em um periodo. Com isso, ele reduziu em
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dois periodos o trabalho no pasto menor, facilitando a elaboracdo das
equacdes. Assim,

. . - n . n
Pasto maior (2x): n homens até meio dia e > atarde > 2x=n+ >

Pasto menor (x): g homens a tarde e 2 homens de manha > x = g +2

Para exemplificar que uma representacdo surge apos varias
tentativas, utilizamos o Problema 7 (p. 339 desta Tese).

Na resolucdo desse problema, MAg comegou fazendo um
quadro. Depois, ele tentou utilizar o Diagrama de Venn, em que cada
conjunto era formado pelas informacées de uma mesma categoria, ou seja,
conjunto das ruas, profissdes, etc. Porém, abandonou esse processo,
voltando a fazer outro quadro auxiliado por uma lista das informagbes do
problema. Sua resolucéo foi a seguinte:

1°) Fez o quadro abaixo:

Curso Condominio Rua Estudante
Musica Castelos Rios Patricia
Matematica Dourado Lages Eliana
Administragéo Sombras Vaz Janaina
Enfermagem Royal Americana Carolina

2°) Fez conjuntos
utilizando Diagrama de Venn. Leu
novamente as informacdes dadas
pelo problema, porém, nao

conseguiu aplica-las no diagrama.

3°) Optou por fazer uma lista com algumas informacdes do
problema e anota-las em um quadro, como ilustramos a seguir:

Rios (Mat. Adm. Enf.) (Dour. Somb. Roy.)

Lages (Pat. Jan. Carol.) (Somb. Roy.)

Vaz (Pat. Eli. Carol.) (Mat. Adm. Enf.) (Cast. Dour. Roy.)

Amer. (Pat. Jan. Carol.) (Muas. Adm. Enf.)
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Analisando essas informacdes, ele conseguiu construir o

quadro a seguir:

Patricia Eliana Janaina Carolina
_Larso (MUs.) (Mat.){(Enf.) Adm. (MUs.) (Mat.)
Condomirp}@/ Sorryfas (Dour.) (Somb) | (Somb.) (Roy) Cast.
Rua Lages Rios™ Americana Amer. Vaz

No questionario a posteriori ele fez referéncia a esse problema,
quando respondeu a pergunta “Quais foram os problemas que vocé mais
gostou? Por qué?”

Resposta de MAg: “(...) Problema 07: pois pude verificar uma
forma bem mais facil de resolvé-lo, visto a demora do meio que utilizei”.

Com essa resposta, o estudante evidenciou a importancia da
representacdo e que nem sempre a mais adequada surge na primeira
tentativa. E a atividade quem vai determinar a representacdo mais adequada
ou necesséaria. Na Matematica temos a possibilidade de representar um
mesmo fato ou fendbmeno de diferentes maneiras e isso contribui para o
entendimento e desenvolvimento de uma solucdo matematica para um
problema.

Outros estudantes também conseguiram resolver certos
problemas somente depois de testarem diferentes representacdes, como por
exemplo, o estudante MA3 nos problemas 2, 4 e 5, descritos no capitulo 4.

Noés concluimos, com esse estudo tedrico e experimental que
nem a Matematica nem o pensamento matematico sdo coisas do mundo
Platbnico das idéias puras e também nao podem ser abordados diretamente.
Por isso, para construirmos uma idéia sobre o que € pensamento
matematico faz-se necessario considerar 0 pensamento sob varias
perspectivas, que sdo complementares, e em diferentes contextos.

Acreditamos que o estudo referente a capacidade de pensar
matematicamente pode contribuir para a Educacdo Matematica, oferecendo
subsidios tedricos e praticos.

Se existem estilos cognitivos distintos o professor ndo deve se
restringir a um uUnico processo de resolugdo, e sim explorar as varias

possibilidades, aproveitando o potencial criativo dos estudantes e
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promovendo a troca de conhecimentos. Esse estudo auxilia o trabalho do
professor em sala de aula, pois 0 mesmo podera, com mais facilidade, tratar
um problema matematico sob varias perspectivas, de forma que o estudante
possa tomar decisdes e escolher os processos de resolugdo que achar mais
conveniente.

Esses foram alguns aspectos do pensamento matematico
discutidos nesta Tese de Doutorado. No entanto, esse assunto ndo se
esgotou, por isso apontamos algumas perspectivas para futuras pesquisas.

Identificamos no nosso estudo que 0 pensamento matematico
e influenciado por diversos fatores. Porém, outras questbes podem ser
feitas: a) Havera outros fatores, além desses mencionados, que também
influenciam o pensamento matematico? b) Se existem outros fatores, quais
serdo eles? c) De que forma eles influenciam? d) Como investigar a
influéncia de cada um deles?

Outro ponto refere-se ao problema das duas culturas na
Matematica. Ele precisa ser melhor investigado, pois mesmo no ensino da
Matematica temos provas, teorias e resolucéo de problemas. Os estudantes,
normalmente, tém mais facilidade com a resolucdo de problemas do que
com as teorias matematicas. Porém, o ensino da Matematica ndo pode se
resumir apenas a um enfoque. Com base nisso, langcamos outras questoes:
I) Como séo relacionadas essas duas culturas? Il) Como podemos utilizar a
resolucdo de problemas para entender melhor a Matematica e o valor de

idéias gerais e de teorias?
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APENDICE A

Documento de autorizagéo para as entrevistas

PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO

Centro das Ciéncias Exatas e Tecnologias
Programa de Estudos Pés-Graduados em Educacao Matematica

PREZADO(A) ENTREVISTADO(A),

Esse roteiro com problemas matematicos faz parte de um estudo
de doutorado que estamos realizando sobre estilos cognitivos, formas de
representacao e diferentes processos de resolucédo de problemas matematicos,
envolvendo estudantes do Curso de Licenciatura em Matemética da
Universidade Federal de Mato Grosso.

N&o se tem a pretensdo de estabelecer nenhuma comparacgéo
entre pessoas e sim estudar a existéncia de uma variedade de estilos
cognitivos,bem como a relagéo entre eles e as formas de representacéo.

Os nomes dos entrevistados serdo mantidos em sigilo, utilizando
para isso, cédigos.

Sua colaboracdo serd de fundamental importancia para esse
estudo. Desde ja agradecemos.

Gladys Denise Wielewski
Doutoranda do Programa de Estudos Pés-Graduados
em Educacédo Matematica da PUC-SP

AUTORIZACAO

Eu
autorizo a gravacédo de minha entrevista, bem como a utilizacdo dos resultados
obtidos na redacdo da Tese de Doutorado, na publicacdo de artigos
académicos e na apresentacdo em eventos cientificos, com a garantia do
anonimato.

Cuiaba, de de 2004.

Entrevistado



APENDICE B

Roteiro para entrevistas do Doutorado

Informacdes Profissionais
1. Qual semestre esta cursando?

2. Vocé ja lecionou (leciona) aulas de matematica?

( )SIM ( )NAO
Se aresposta da pergunta 2 foi SIM continue respondendo as questdes a e b.

a) Para quais niveis de Ensino vocé lecionou?
() Ensino Fundamental () Ensino Médio
b) Quanto tempo lecionou (leciona) aulas de matematica?

Questdes Subjetivas a priori

1. O que vocé gosta na matematica? Por qué?

2. Vocé acha a atividade matematica dificil? Por qué?

3. Vocé acha a atividade matematica cansativa? Por qué?

4. Na sua opinido, o que vocé considera que seja um problema matematico?
5. Que aspectos sao necessarios para se resolver problemas matematicos?
6. Do que vocé gosta mais:

() Resolver problemas matematicos ( ) Utilizar o raciocinio abstrato
Por qué?

7. Vocé gosta de pensar de forma mais:

() Intuitiva () Analitica

Por qué?

8. Sua preferéncia € maior:

() Pelas idéias matematicas () Pela Matematica Pura
Por qué?



Problemas Matematicos

Problema 1. Ha duas arvores, uma oposta a outra em cada lado de um rio.
Uma tem 30 cubitos de altura, a outra, 20 cubitos. A distancia entre os pés de
cada arvore é de 50 cubitos. No topo de cada arvore ha 1 péassaro
empoleirado. De repente, 0s passaros véem um peixe surgir na superficie do
rio e entre as duas arvores. Eles mergulham ao mesmo tempo e alcancam o
peixe ao mesmo tempo. Encontre a distancia entre o pé da arvore mais alta e o

peixe.

Problema 2: De todos os retangulos que tém o mesmo perimetro, qual o que

tem maior area?

Problema 3: A uma equipe de homens foi atribuida a tarefa de ceifar dois
pastos, um tendo o dobro do tamanho do outro. Até meio dia todos os homens
ceifaram juntos no pasto maior. Depois, a equipe foi dividida em dois grupos
iguais. O primeiro grupo permaneceu no pasto maior e concluiu todo o trabalho
no final da tarde. O segundo grupo foi ceifar o pasto menor, mas no final da
tarde ainda restou uma porcéo desse pasto para ceifar. Essa porcéo foi ceifada
no outro dia por apenas um homem que trabalhou durante um dia inteiro.

Quantos homens estavam ceifando?

Problema 4: Dois trabalhadores, um mais velho e outro mais jovem, moram na
mesma casa e trabalham na mesma fabrica. Caminhando até a fabrica o
homem mais jovem leva 20 minutos. O homem mais velho percorre a mesma
distancia em 30 minutos. Quando o trabalhador jovem alcancard o homem

mais velho, se esse partir 5 minutos antes do jovem?

Problema 5: No quadro 4 x 4 ao lado, cada ¢ x|m |2
simbolo representa um numero diferente. Esta n . 4 u
indicada a soma dos simbolos em trés das linhas e m ke * |30
colunas. Quais s&o os dois totais que faltam? T ¢ |n |W |32

32 31 3

=



Problema 6: Dados dois nimeros, se subtrairmos metade do ndumero
menor de cada um dos ndmeros, o resultado com o nidmero maior é trés vezes
maior que o resultado com o numero menor. Quantas vezes o humero maior €

maior do que o nimero menor?

Problema 7: Patricia acabou de conhecer trés mocas que estudardo na
mesma universidade que ela. Na conversa, descobriram que moram no mesmo
bairro. Cada uma das mocas escolheu uma carreira distinta e cada qual mora
em um condominio e rua também diferentes. Com as dicas dadas, descubra as

carreiras escolhidas por elas, os condominios e as ruas onde moram.

1. A moca que mora na Rua Rios ndo € a que estudara Mdsica, nem € a
gue mora no Condominio dos Castelos.

2. A mocga que mora na Rua Lajes (que nado é Eliana) ndo é a que vive no
Condominio Dourado, nem no Condominio dos Castelos.

3. Janaina ndo mora na Rua Vaz (que nao é onde mora a futura estudante
de musica), nem a que vive no Condominio das Sombras.

4. Nem Eliana nem a estudante de Matematica moram na Rua Americana.

5. O Condominio Royal (que ndo € onde vive a estudante de musica) ndo
fica na Rua Rios.

6. Carolina (que ndo € quem mora no Condominio Royal) ndo é quem
estudari Mdsica.

7. Eliana néo é a estudante de Administracao.

8. A moca que fara Enfermagem mora no Condominio Dourado.

9. A estudante de Matematica (que ndo é Janaina) ndo vive no Condominio
Dourado.

10. A estudante de Administracdo ndo mora na Rua Rios.

11. A estudante de Musica ndo mora na Rua Americana.

Problema 8: Dado um tabuleiro 8 x 8 sem cor, € possivel pavimentar
esse tabuleiro com dominds (retangulos de tamanho 1 x 2)?

Sugestao: analise um tabuleiro de 4x4, depois 5x5, etc.



Problema 9: Dado um tabuleiro 8 x 8, em que sao cortados dois
quadrados das extremidades opostas (0 primeiro e o ultimo de uma das
diagonais), restam, ent&o, 62 pequenos quadrados no tabuleiro. E possivel

pavimentar esse tabuleiro cortado com dominés?

Problema 10: E possivel cobrir um tabuleiro de xadrez de 8x8 usando 21
trimin6s? Um triminé como [ 1] é considerado o tamanho certo para cobrir
trés casas do tabuleiro de xadrez.

Problema 11: Dado um tabuleiro de xadrez n&o convencional, de
tamanho mxn e sem cores (o tabuleiro € um retangulo onde m e n podem ser
diferentes), estude a possibilidade de um tabuleiro m x n ser pavimentado com
as seguintes condicdes:

a) com retangulos de 1 x 3; e

b) com retangulos de 1 x 4.

Problema 12: Dados n numeros inteiros, prove que um ou outro deles é
um multiplo de n, ou alguns deles, quando somados, resultam em um multiplo

den.

Problema 13: Consideremos um subconjunto A = {a;, az, as..., ap+1} cOM

n + 1 ndmeros que foram escolhidos do conjunto B = {1, 2, 3,..., 2n}. Prove que

existe sempre em A dois numeros divisiveis um pelo outro.



Questoes subjetivas a posteriori

1. Nos problemas propostos o0 que vocé acha que mais te ajudou a resolvé-los:
() Idéias Matematicas () Matemética Pura

Por qué?

2. O que considera importante para se resolver problemas matematicos?

3. Quais foram os problemas que vocé mais gostou? Por qué?

4. Vocé achou que alguns problemas foram mais dificeis do que outros? Por

qué?

5. Vocé acha que a busca por uma forma de representar os dados do problema

sao importantes para entender e resolver o problema?

6. O que vocé aprendeu com os problemas resolvidos?



APENDICE C

Quadro impresso para resolver o problema de Logica

PROBLEMA DAS QUATRO ESTUDANTES




