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Resumo

O presente trabalho se destina a um estudo detalhado da chamada equagao de spin, a
qual pode ser utilizada para descrever o comportamento de sistemas de dois niveis. Para
campos externos dados por funcgoes reais, esta equacao pode ser identificada com uma
reducao da equagao de Pauli para o caso 0+ 1 dimensional. Inicialmente, demonstraremos
a relagao entre esta equagao de spin e varias outras equagoes relacionadas com diversos
problemas em fisica. Com estas relagoes, podemos construir novas solu¢oes da equagao
de spin a partir do conhecimento de solucoes exatas destes outros problemas e, por outro
lado, estender a aplicacdo das solugoes obtidas. Em seguida, descrevemos a forma geral
da solucao desta equacao, construimos o operador de evolugao e resolvemos o problema
inverso, i.e., a determinac¢ao do campo externo supondo o conhecimento de uma solucao.
Finalizando, para o importante caso de campos externos reais, desenvolvemos um método
de construgao de novas solugoes a partir de uma solucao previamente conhecida, utilizando
a chamada transformacao de Darboux. Em particular, demonstramos a existéncia de
operadores de entrelagamento de Darboux, que nao violam a estrutura especifica dos
sistemas de dois niveis, e permitem construir novos campos externos também dados por
fungoes reais. Como resultado destes desenvolvimentos, apresentamos uma série de novas

solugoes exatas para a equagao de spin.



Abstract

The aim of the present work is to study in detail the so called spin equation, which can be
used to describe the behavior of two-level systems. We recall that, for real external fields,
this equation can be treated as a reduction of the Pauli equation to the 0+1 dimensional
case. Initially, we present the relation between the spin equation and some other equations
related to different physical problems. With these relations, we construct new solutions
to the spin equation from the knowledge of the exact solutions of these other problems
and, on the other hand, extend the applicability of the obtained solutions. After that,
we describe the general solution of the spin equation, construct the evolution operator
and solve the inverse problem, i.e.; the construction of the external field from a given
supposed solution. Finally, for the important case of real fields, we develop a method
to construct new solutions from a previously known one, by the application of the so
called Darboux transformation. In particular, we demonstrate the existence of Darboux
intertwining operators which do not violate the specific structure of the two-level systems
and allow the construction of external fields which are also given by real functions. As
a result of all these developments, we present several new sets of exact solutions for the

spin equation.
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Capitulo 1

Introducao

No tratamento da interagao de sistemas quanticos com campos eletromagnéticos intensos,
é um fato conhecido [1] que uma descri¢ao semiclassica, na qual o campo é tratado classica-
mente, fornece resultados equivalentes aos obtidos por uma quantizacao total do problema,
desde que a flutuagdo no numero de fétons possa ser negligenciada. Além disto, sistemas
quanticos complexos, com um espectro de energia discreto, freqiientemente encontram-se
em situagoes dindmicas especiais, nas quais apenas dois estados estacionirios possuem
participagdo significativa. Nestes casos, podemos restringir o espago de Hilbert que des-
creve tal sistema a um espaco bidimensional. Um 6timo exemplo deste procedimento
é o tratamento da polariza¢do da molécula de amonia [2]. Tais sistemas de dois niveis
encontram uma vasta gama de aplicagoes em diversos problemas em fisica, por exemplo,
na teoria semiclassica do laser [3|; na descricdo de experimentos de absor¢do ressonante
e indugdo nuclear [4], ou no comportamento de um feixe de moléculas através de uma
cavidade imersa em um campo elétrico ou magnético [5]. Aplicagbes mais recentes deste
sistema serdo apresentadas, com um certo nivel de detalhamento, no final deste capitulo.

Este trabalho se destina a uma analise detalhada dos sistemas de dois niveis através
do estudo da chamada equagao de spin, bem como da relacao entre esta e outras equagoes
encontradas em diferentes problemas em fisica. Ser4d também apresentada uma série de

novas solucgoes exatas para esta equagao, além de um método que permite a obtencao de



novas solugoes.

1.1 A equacao de spin

Para o caso mais geral, no qual o sistema esté sujeito a interagoes dependentes do tempo, a
descrigdo do sistema pode ser realizada através de um espinor V (¢) com duas componentes
dependentes do tempo e a dindmica serd dada pela seguinte equagdo de Schrédinger em

0+ 1 dimensdo (h=c=1)

dV )
i =[RI+EDV, V= '],
dt v
2
(5’F) :F10'1+F20'2+F30'3, (11)

onde I é a matriz identidade 2 x 2, G = (01, 09, 03) sdo as matrizes de Pauli

01 0 —1 1 0
01 = , O = , 03 = ) (12>
10 i 0 0 —1
Fy(t) e F(t) = (F1, F, F3) quatro fungdes, em geral complexas, dependentes do tempo.
Como veremos, o caso com fungbes Fj (t) complexas descreve um possivel amortecimento
do sistema.
Se V (t) é uma solugdo da equagdo (1.1) com Fy = 0, uma solugao V' (t) para Fy # 0

pode ser obtida fazendo

V' (t) = exp [—@' /0 () dTl V),

o que permite, sem perda de generalidade, fazer Fy = 0 em (1.1). Com isto, o problema

geral assume a forma

weemv.v=| ") v ava (1.3)

() (t)



Neste trabalho, iremos nos referir a (1.3) como a equagdo de spin e a F () como o campo

externo. Em alguns casos, o campo externo serd apresentado na forma

F=K+iG, K=ReF, G=ImF,
K= (K, G=(Gy), k=123, (1.4)

onde K (t) e G (t) sdo vetores reais.
Uma realizagdo concreta do problema (1.3) seria uma particula de momento angular
total J = 1/2 inserida em um campo magnético (ou elétrico), dependente do tempo, de

intensidade B (t) (E (t)), neste caso identificamos
F=_uB (F=—uE),

onde i é o momento magnético (elétrico) da particula. Neste caso, a equag¢do de spin
pode ser identificada com a equagao de Pauli [6] para uma particula fixa no espago. Além
disto, como mencionado em [2]; "ndo importa qual seja o problema de dois niveis original,
ele sempre poderé ser interpretado como o problema do elétron”.

Mesmo no caso mais simples, quando F é uma constante, o problema acima possui
uma infinidade de aplicagoes. Por exemplo, freqiientemente, em quimica, as propriedades
oOticas provenientes do acoplamento entre dois niveis de uma certa molécula por um campo
elétrico estatico £y sdo estudadas fazendo F,,; = (uFp, 0, Ag), onde Ap = (Ey — Ey) /2 é
a diferenca de energia entre o estado fundamental e o excitado. Outra aplicagao intensa-
mente explorada dos modelos de dois niveis estaticos é o estudo dos efeitos de tunelamento
em um duplo pogo de potencial [7]; neste caso é conveniente expressarmos o campo cono
Fin = —1/2(A0,0,0), onde gy é uma assimetria na energia do estado fundamental de
cada pocgo e Ag a energia de interacao entre estes estados. Estes dois problemas estao
relacionados pelo operador unitario R = exp (imoy/4), pois fazendo ey = 2ukE, teremos
R (6Fun) R = (6F ).

Existem varias equacoes equivalentes, ou de certa forma relacionadas, com a equagao

de spin. Por exemplo, a conhecida equacao de Euler que surge na teoria do giroscoépio ou



na teoria da precessio de um giromagneto classico em um campo magnético [5]. A equagio
de spin com um campo externo onde F;(t), i = 1,2 sdo puramente imaginarios e F3 é
constante pode ser identificada como um caso degenerado da equagao de Zakarov-Shabat,

a qual possui um papel importante na teoria dos solitons [8].

1.2 Campos dependentes do tempo

O estudo de sistemas de dois niveis sujeitos a um campo externo dependente do tempo
possui uma vasta e longa historia. Dentre os trabalhos pioneiros nesta area, podemos citar
Rabi [9], onde se considera um sistema de dois niveis imerso em campo magnético circular-
mente polarizado. Provavelmente, esta é uma das primeiras solugoes exatas apresentadas
para o problema dependente do tempo. Resultados mais recentes sao apresentados em
[10].

Para uma particula de spin J = 1/2 sujeita a um campo magnético constante By na

dire¢ao z e um campo circularmente polarizado de intensidade B; no plano z,y temos
F = —pu (2B cos (Qt) , —2B; sin (2t) , By) . (1.5)

Este problema pode ser drasticamente simplificado pelo uso das chamadas coordenadas
girantes (rotating coordenates) [4], situagdo em que se utiliza um sistema de coordena-
das que gira junto com o campo, passando a ser um problema estitico, e o resultado é
transformado novamente para o sistema fixo do laboratério. Este procedimento se mos-
trou extremamente 1til na solugao de varios problemas envolvendo campos dependentes
do tempo permitindo, no caso geral, reduzir o campo F a apenas duas componentes nao
nulas.

Outro problema de fundamental importancia, mas que nao pode, em geral, ser tra-
tado exatamente como o anterior, é o caso do campo linearmente polarizado [11]. Como
exemplo, considere a interacdo de uma particula de spin 1/2 com um campo constante

By na direcdo z e um campo oscilante By na dire¢ao =,



F = —u (2B cos (2t),0, By) . (1.6)

Modelos com este campo sao freqiientemente utilizados para o estudo de problemas envol-
vendo ressonancia elétron-spin, ressonancia magnética nuclear e espectroscopia de feixe
de atomos. Para o campo F dado acima, encontrar uma solu¢do do problema (1.3)
nao é uma tarefa simples. Entretanto, para campos com B; nao muito intensos, com
relacdo a By, solugoes podem ser encontradas para regimes proximos a freqiiéncia de
ressonancia do sistema, ou seja, quando () é muito proximo a uBj, utilizando o cha-
mado RWA (rotating-wave approzimation) [12]. Considerando o campo linearmente po-
larizado em (1.6) como uma superposi¢ao de dois campos circularmente polarizados,
cos (Qt) = [exp (—iQdt) + exp (1Q2t)] /2, o primeiro termo exp (—if2t) recebe o nome de
rotating-wave, enquanto o termo exp (i€2t) é chamado de anti-rotating-wave. A aproxi-
magcao RWA consiste em negligenciar a contribui¢ao do anti-rotating-wave na equagao de
spin, desprezando termos proporcionais a exp [i (2 + pBy)].

Devido & importancia do problema e a dificuldade na obtencdo de solugoes exatas,
varios métodos de aproximagao foram desenvolvidos para encontrar solucoes de (1.3).

Em [13] é desenvolvida uma série perturbativa convergente para um campo na forma
F = (F1,0,F3) , F} = const , (1.7)

com Fj (t) uma fungao periodica. Para campos F () periddicos ou quasi-periodicos, siste-
mas de dois niveis foram intensamente estudados por inimeros autores, utilizando varias
aproximacoes diferentes, e.g., expansdes perturbativas [14] e, como descrito acima, o mé-
todo RWA. Para estes campos periddicos, o formalismo de Floquet [15] fornece um pode-
roso ferramental para o tratamento do problema, especialmente na aplicacdo de métodos
numéricos. Para uma revisdo moderna destes métodos veja [7] e suas referéncias.

Para sistemas em que F nao é periédico, nem quase-periédico, o problema torna-se
bastante complicado. Entretanto, em alguns casos especiais, solucoes exatas podem ser

encontradas. Em [16], sdo apresentadas solugbes exatas para um campo na forma (1.7)



para fungoes Fj (t) ndo periddicas dadas por

T r r
Fg(t):cos%T’ Fg(t)zfotanhr—l—%mzf, (1.8)

onde rg, 1 e T sao constantes reais. Estas fungoes vao a zero no infinito, o que as
torna convenientes para o tratamento de problemas de espalhamento. Em [17] temos a
construcao de solugdes exatas para trés novas funcoes Fj, entre as quais a mais simples

tem a forma

2 2
2 (c% — cg) B cicoshy, cf > c§

Q@ +co creosp, & < ck

=2 (t\/ |2 — 3|+ 02> , Co.12 = const. (1.9)

as demais expressoes envolvem complicadas combinagoes de fungoes especiais.

1.3 Aplicacoes recentes

1.3.1 Computadores quanticos

Além das varias aplicagoes citadas acima, atualmente o estudo de sistemas de dois niveis
tem atraido uma atencao ainda maior devido a sua relagdo com o desenvolvimento dos
chamados computadores quanticos.

A computagao classica se baseia na manipulagdo de informacgoes codificadas em um
sistema bindrio, ou seja, toda informagao a ser processada é armazenada em uma cadeia
de zeros e uns e a computacdo se da pela manipulagdo destas cadeias. Cada digito
destas cadeias recebe o nome de bit. De outra forma, temos inicialmente uma seqiiéncia
de n bits que, apés ser manipulada, fornece como resultado uma nova seqiiéncia de m
bits. Esta manipulagido recebe o nome de porta ldgica (ou simplesmente porta) de n
entradas e m saidas. Além disto, a saida desta porta pode ser introduzida em uma
outra porta de m entradas e sofrer uma nova manipulagdo. A este encadeamento de

portas logicas damos o nome de rede computacional (ou simplesmente rede). Assim,
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a informagdo mais simples que podemos tratar estd armazenada em um tdnico bit e as
tnicas operagoes possiveis sao a identidade, na qual o bit é mantido inalterado, e a
inversao, quando invertemos seu valor original. Esta operacao de inversao ¢ chamada
porta NOT. Em seguida, podemos imaginar uma porta com dois bits de entrada e um
de saida, neste caso existem 42 = 16 operacdes possiveis. Entretanto, nem todas estas
operagoes sao independentes e, na verdade, todas podem ser obtidas com uma rede de trés
portas fundamentais: a NOT, introduzida anteriormente, a porta AND, cujo resultado
é o produto dos bits de entrada e a porta OR, cuja saida é zero apenas se as entradas
forem ambas zero. E um fato conhecido que qualquer manipulacio de n-bits pode ser
implementada através de uma rede que utilize apenas uma dada combinacao destas trés
portas, ou seja, qualquer porta logica pode ser descrita como um certo encadeamento das
portas NOT, AND e OR!. Por conta disso, estas recebem o nome de portas universais.
Na computacao quantica, o bit é substituido pelo chamado bit qudntico ou qubit,
que nada mais é do que o estado de um sistema de dois niveis. Diferentemente do bit
classico, restrito aos valores zero e um, o qubit pode se encontrar na superposi¢ao dos

niveis fundamentais, i.e., um qubit pode assumir o valor:

W) =al0)+B|1), |of*+ 8] =1,

onde |0) e |1) sdo os niveis do sistema, por exemplo, os estados do spin de um elétron.

Um sistema de n-qubits é obtido fazendo

|¢>: Z aaz|m>’ Z ‘Oéx|2:1>

z€{0,1}" ze€{0,1}"
onde |z) é o produto tensorial de n estados de sistemas de dois niveis, por exemplo, para
um sistema de dois qubits poderfamos ter |¢) = 1/v/2(]01) + |10)) com [01) = |0) @ |1).
A computacao quantica é definida como a evolucdo unitaria do estado de entrada, ou
seja, as portas logicas classicas de n entradas sao substituidas por operadores unitarios

agindo no espaco de Hilbert produto H®"; estes operadores sdo chamados portas ldgicas

INa verdade, apenas duas portas sdo necessarias: NOT, AND ou NOT, OR.



qudnticas. O processo é encerrado com a medi¢do do estado final, operacdo esta, em geral,
nao unitaria e sujeita & interpretagao probabilistica da mecanica quantica. Diferente de
operacoes classicas irreversiveis como as AND e OR, em que a entrada nido pode ser
sempre reconstruida a partir da saida, a unitariedade dos operadores exige que todo
processo computacional quantico seja reversivel, de forma que todas as portas quanticas
possuem o mesmo numero de entradas e saidas. Entretanto, sempre podemos utilizar
alguns dos qubits de saida para simular qualquer porta classica [18].

Como na computagao classica, a computacdo quantica pode ser realizada com um
nimero reduzido de portas universais. Como exemplo, é possivel mostrar [18] que qual-
quer operagao unitiria agindo em n qubits pode ser implementada através das chamadas
porta de Hadamard (H) e da porta de mudanga de fase controlada (B), de um e dois
qubits, respectivamente, e representadas na base computacional {|00),[01),[10),|11)}

pelos operadores unitérios

100 0

S L1 7B(¢):0100
V2 \ 1 1 001 0
000

A implementacao experimental destas portas logicas quanticas exige a manipulacao
destes sistemas de dois niveis pela a¢gdo de campos externos. Como exemplo, em [19] é
analisada a realizacdo de uma porta quantica de um qubit através da aplicagao de um
campo na forma (1.5). De modo geral, a evolugdo destes sistemas de dois niveis pela
aplicacao destes campos é descrita pela equacdao de spin. Assim, a andlise desta equagao

é um problema de fundamental importancia para a computacao quantica.

1.3.2 Fase geométrica

Dado um espaco de Hilbert 'H de estados quanticos, o espago de Hilbert projetivo associado

P ="H/U (1), ou espago dos raios, é o conjunto das classes de vetores multiplos (por um



nimero complexo qualquer) entre si. Assim, a qualquer estado V' € H podemos associar

a classe II (V') de todos os estados V' multiplos de V/,
(V) ={V'":V'=¢V, com ¢ um ntimero complexo}

Uma classe I1 (V') ¢ um elemento de P e o conjunto de todas as classes II (V'), quando V'
percorre todo o H, constitui o espago de Hilbert projetivo P. Uma trajetoria V (¢) em
H tem, assim, uma imagem II(V (¢)) no espago projetivo P. Uma caracteristica notével
de sistemas quanticos é a capacidade do estado V de manter uma memoria da trajeto-
ria IT(V (¢)) no espago projetivo P quando II(V (¢)) é periédica. Dada uma evolugdo
temporal

iV =HV, (1.10)

com um operador hermitiano H (t), a norma de V' se conserva e, portanto, periodicidade

em P significa periodicidade a menos de uma fase em H, ou seja, se o periodo é 7,
V() =exp (il) V (0),

com uma fase I real. Definindo V (t) = exp [—if (t)]V, com f(7) — f (0) = T, obtemos
V (0) = V (1) e, substituindo em (1.10),

df (- d-
=i (v, %V) —(V,HV). (1.11)

Integrando a equacao anterior obtemos

P:z/OT (V,%V) dt—/OT (V,HV) dt. (1.12)

Nesta expressao, identificamos a fase dindmica vp e a fase geométrica |20] ~,

T T/ d -~
’yD:—/ (V,HV) dt, 7:2'/ (V,—V) dt . (1.13)

Diferente da fase dinamica, a fase geométrica é invariante por uma reparametrizacdo do
tempo t' = f (¢), o que mostra que esta fase nao depende da velocidade com que diferentes

partes da trajetoria, tanto em H quanto em P, sao percorridas. Esta caracteristica vem

9



do fato de que todos os estados obtidos por esta reparametrizagio representam trajetorias
em H que diferem apenas por uma fase, enquanto a fase geométrica se relaciona apenas
com a area limitada pela curva fechada II (V' (t)), t € [0, 7], no espago projetivo P.

Para o caso de sistemas de dois niveis, os vetores de estado no espago projetivo P
podem ser associados com pontos em uma superficie esférica S?, chamada esfera de Bloch.

Isto pode ser concretizado, escrevendo o estado do sistema como (veja equagao (2.32)):

exp [—%@ (t)} cosf (t) /2
exp [L¢ (t)] sinf (¢) /2

e identificando este estado como o ponto com coordenada polar 6 e azimutal ¢ na esfera

V= (1.14)

de Bloch. Para o caso de uma particula com spin 1/2, podemos visualizar estes pontos
como a direcao do spin. Da mesma forma, as trajetérias do sistema podem ser tragadas
diretamente na superficie desta esfera. Para este sistema de dois niveis, é facil mostrar
que a fase geométrica v pode ser escrita como a seguinte integral em S?
1
v = —§AQ, AQ = /Sn.ds : (1.15)

onde S ¢ a superficie em S? limitada pela trajetoria fechada e (veja equagao (2.29))
n=(V,cV) = (sinf cos ¢, sinf sin p, cos ) . (1.16)

Na expressao (1.15) AQ é o angulo s6lido encerrado pela trajetoria em S?. Obviamente,
estas expressoes s6 podem ser obtidas gragas ao carater bidimensional do sistema. Isto
mostra porque os sistemas de dois niveis sao objetos interessantes para os estudos e
aplicacoes da fase geométrica. Além disto, existe também uma forte relagao entre a fase
geométrica para sistemas de dois niveis e a computa¢ao quantica. Uma area denominada
computagdo qudntica geométrica [21] propoe a utilizagio desta fase para a implementagao
de uma porta de mudanca de fase controlada e, como vimos, a combinagao desta porta
com a porta de Hadamard fornece um conjunto de portas quinticas universais.

O célculo da fase geométrica depende da determinagao de solugoes periédicas da equa-

cao de spin. Neste respeito, os resultados a serem desenvolvidos no capitulo 5 sobre O
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Problema inverso da Equacdo de Spin” serdo de grande valia. Por exemplo, podemos

exigir que nosso espinor tenha a forma

exp |—1] cos
V = exp [ia] p[=if] cosp , (V, V) = const.
exp [i3] sin
com «, 3, p fungoes reais do tempo. Este espinor serd solugao da equagdo de spin para o

campo externo

F) = —psin2f — acos2(sin2¢

Fy = pcos2[ — asin2[Fsin2p,

F3 :B—dcos%o.
Assim, podemos garantir a periodicidade das solugdes, a menos de uma fase, exigindo
a periodicidade das funcées (3 (t) e ¢ (t) e calcular a fase geométrica destas solugoes
utilizando a expressao (1.15). Isto fornece um método simples para determinar a fase
geométrica de solucoes para varios campos externos diferentes. Este controle sobre a
forma das solugdes pode também ser amplamente explorado na construgao de portas

logicas quanticas.
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Capitulo 2

Desenvolvimentos formais da equacao

de spin

Este capitulo tem por objetivo a introducao de certas notagdes e o estabelecimento de
algumas relagoes a serem empregadas no decorrer deste trabalho. Primeiramente, mos-
traremos como é possivel escrever um espinor genérico a partir de uma solugao particular
da equagao de spin. Este resultado sera utilizado quando tratarmos da solugao geral desta
equacao na secao 4.1.

Em seguida, apresentamos uma transformacao inversivel com a qual podemos reduzir
o nimero de componentes do campo externo, além de estabelecer uma equivaléncia entre
solucoes da equacao de spin para diferentes tipos de campo, a partir de certos casos
particulares desta transformacao.

No final deste capitulo, apresentamos uma representacao vetorial associada a um par
de espinores, bem como uma série de relagbes associadas a este vetor. Vérias destas
relacbes representam apenas manipulacoes algébricas, mas sua ampla utilizacdo neste

trabalho justifica sua explicitagao.
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2.1 A equacao de spin conjugada
A equagdo conjugada obtida a partir da equacdo de spin (1.3) tem a forma
W= VG V= (o) w0 ) (2.1)
O produto interno entre dois espinores U e V' é definido como:
(U, V) =U"V = (ufvy + ujvy) . (2.2)

Explicitando-se cada uma de suas componentes, a equacao de spin e sua conjugada

fornecem o seguinte conjunto de equagdes acopladas
ity = Favp + (Fy —iFy) vy, i0y = —Fyvy + (F1 + i) vy, (2.3)
0] = —Fyv] — (F) +iFy) vy, vy = Fyvy — (F) —iFy) vy . (2.4)

Introduzindo o espinor anticonjugado V
V = —iUgv* = 3 (25)

podemos escrever o sistema (2.4) como uma equagao de spin (1.3) com um campo externo

complexo conjugado F™,

iV = (GF*) V. (2.6)

As seguintes relagdes sdo validas para todo espinor V e seu anticonjugado V' (2.5):

V)=-vV, (V,V)=WV,v), (V,V)=(V,V) =0. (2.7)

Uma vez que V # 0 é ortogonal a V, estes vetores sdo linearmente independentes. Por-

tanto, qualquer espinor U pode ser representado como
U=V,V) ' [(V,U)V+(V,U)V]. (2.8)
Na verdade, isto implica na relagao de completeza
VVT+V VT =(V,V)I, (2.9)
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onde

* *

VUt = ,det VU =0. (2.10)

* *

2.2 Reducao do campo externo

Dada uma equagao de spin com um campo externo F, em geral com trés componentes
nao nulas, é sempre possivel encontrar uma transformacao inversivel T(t) que permite
eliminar uma das componentes de F, gerando, assim, uma equagao de spin equivalente
com um certo campo externo reduzido F' de apenas duas componentes.

Vamos introduzir a transformagao

VI =TV, T(t) = exp [iae (t) (51)] (2.11)
onde V' é uma solu¢ido da equagdo de spin (1.3) com o campo externo F, 1 um vetor
complexo arbitrario e « () uma fungdo complexa arbitraria.

Se 12 £ 0 podemos, sem perda de generalidade, fager 1> = 1. Com isto, a matriz (2.11)
torna-se

~

T =cosa+i(dl)sina.

Por substituicdo direta, verifica-se que o espinor V' é também uma soluc¢do da equacao

de spin com o campo externo reduzido F,
F' = [F —1(F1)] cos2a + [F x 1] sin2a + 1 (F1 — &) . (2.12)

Sendo a matriz 7 inversivel, as equacoes de spin com o campo externo F e com o campo
externo F' (2.12) sdo equivalentes. Podemos agora escolher uma fungio « (t) que respeite
a relagao

G¢=Fl=F1=0. (2.13)

Com isto, a projecao de F' na dire¢do de 1 se anula e o campo reduzido F’ passa a ter

apenas duas componentes pertencentes ao plano ortogonal a 1.
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Para o vetor 1 com 12 = 0, temos

~

T=1+ia(dl),
neste caso,
F'=F+2a[F x 1] +1[20” (F1) — d] . (2.14)

Para uma escolha apropriada do vetor complexo 1, pode-se sempre eliminar uma das duas
componentes K = ReF’ ou G = Im F’. Entretanto, neste caso, ndo podemos imaginar F’
como um vetor em um plano fixo, diferente do caso com 1 real.

Vamos escolher 1 como o vetor unitario na dire¢do z, 1 = (0,0,1), e o sendo uma
solucao da equagao

a=F3.
Entao, o campo externo reduzido F’ assume a forma,
F' = (F|, F};,0) , (2.15)

onde

F| = Fy cos2a + Fysin2a, Fy = Fycos2a — F} sin 2a,

Fy = F| cos2a — Fysin2a, Fy = Fycos2a + F) sin2a.
Escolhendo 1 = (0,0, 1) e selecionando « para ser uma solu¢do da equagio

Fy = F{cos2a, Fy = F{sin2«a, F3 = F; + &,

obtemos

F| = Ficos2a + Fysin2a, Fy = F3 — &,

Fy = Fycos2a — Fysin2a =0, (2.16)
e 0o campo externo reduzido F’ assume a forma
F' = (F],0,F) . (2.17)

Além disto, pode-se verificar que, se V' é uma solugdo da equacdo de spin com o campo

externo (2.17), entao:
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1. U= (2)_1/2 (1 +i0q) V' é uma solugdo da equacdo de spin com o campo externo
F' = (F], F3,0) ; (2.18)
2. U = 01V’ é uma solugao da equagao de spin com o campo externo
F' = (F,0,—F}) ; (2.19)
3. U = 03V’ é uma solugao da equagao de spin com o campo externo
F' = (—F/,0,F}) ; (2.20)
4. U = 05V’ é uma solugao da equagao de spin com o campo externo
F' = (—F/,0,—F}) ; (2.21)
5. U = (2) "% (01 + 03) V' & uma solucio da equacio de spin com o campo externo

F = (F},0,F]). (2.22)

2.3 Representacao vetorial
A seguinte relagdo ¢ valida para quaisquer espinores U, V' e seus anticonjugados U, V (2.5):

(Uv ‘7) = _(V7 U)> (Uv V) = _(‘77 U)v (U’ V) = (‘/a U)7

Dados dois espinores U e V podemos construir o vetor complexo LYV

LYY = (U,6V) = (Wivy + uhvy, iuivy — iulvy, uivy — ubvs) | (2.24)
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o qual respeita as propriedades

1) (LU,V)* _ LV,U

i) LYVLYY =2 (U, v (U, V) — (U, V) (U, V'),

uyv _ V.U
LYYV = LV,

Y

iii) LY"YLYY = (V,v)* , LY"YL"Y = LYYL"" =0,

iv) LYYLYY = 2(v,V)* , LYWLV = LYWL =0,

V) [LV’V x LV’V} = 2i (V,V)LVY | [LW x LVV] —i(V,V)LVV |

A A VA AL

Vi) LYY = (v, V)" [(U, VILYY 4 (U, V) LV’V} .

Usando a decomposi¢ao a seguir (2.8)
U=V.V) [(v.O)V+(V.0) V],

dado um vetor p e um espinor V podemos obter,

PV = (V) (L) v+ (L") V]

(2.25)

(2.26)

As relacoes (2.25) implicam que todo espinor V' gera trés vetores linearmente inde-

pendentes,
Vv pVVv gvVv
L>, LYV L"".

Todo vetor complexo a pode ser decomposto nestes vetores

a—= alLV’V + CLQLV’V + agLV’V ,

aLV,V aLV,V aLV,V
a; = 5, 2 = 5, 3 = 2 -
2(V,V)

(V. V) 2(V,V)
Com a ajuda dos vetores (2.27), podemos definir trés vetores ortogonais reais
LV,V + LV,V LV,V _ LV,V LYV

T T A I

estes obedecem as relagoes
ee; = 6ij s [ei X ej] = €jk€L, €3 = 1,
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onde € € o simbolo de Levi-Civita (€123 = 1). As relagdes inversas tém a forma
LYY = (V,V)n, LYY = (V,V) (e; +iey) , LYY = (V,V) (e; — iey) . (2.31)

Um espinor V' sempre pode ser representado como
‘ 0
V = Ne's >, N> =V, V), (2.32)

onde N, «a, 0, e ¢ sdo nimeros reais. Nesta representaciao, o espinor anticonjugado tem a

forma

V = Ne 'z (2.33)

Considerando 6 e ¢ como angulos de um sistema de referencial esférico, podemos definir

os vetores unitarios ortogonais ey, €y, e n,

€9 = (cosf cosy,cosfsinp, —sinf) = [e, x n| ,
e, = (sing, cosp,0) = n x e ,

n = (sinf cos ¢, sinfsin p, cosd) = [eg X e,] , (2.34)
em termo dos quais, os vetores (2.27) e (2.29) podem ser escritos como

LYY = N?n, LV = N2 (ey + ie,) e, L'V = N2 (e — ie,) e,

e =epcosa —e,sina, ey =epsina + e, cosa. (2.35)

Além disto, segue de (2.26) e (2.35) que

(6F)V = (nF)V + (Feg + iFe,) exp (ia) V. (2.36)
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Capitulo 3

Equacoes relacionadas

Como mencionado anteriormente, varias equagoes encontradas em diferentes problemas
em fisica estao profundamente ligadas com a equagao de spin. A seguir, vamos estabele-
cer estas ligacOes explicitando a relacdo entre estas equagoes. A ciéncia destas relagoes
possibilita estender a aplicacao do conhecimento das solugoes de um determinado pro-
blema, além de permitir sua reformulacao através de expressoes mais convenientes. Como
exemplo, em [16] a relagdo entre a equagdo de spin (1.3) e a equagdo de Schodinger na
forma (3.3) abaixo é utilizada para obter as solugdes (1.8), em [5] a relacdo entre (1.3)
e um caso particular da equagdo de Euler (3.11) no final deste capitulo permite analisar
uma série de propriedades de um feixe de moléculas numa cavidade sob a influéncia de

um campo elétrico oscilante de amplitude constante.

3.0.1 Equagao de Schrodinger

1. Considere a equagao de Schrodinger em 0 + 1 dimensao para um espinor VW (¢) com
duas componentes complexas dependentes do tempo. No caso geral, esta equagao

assume a forma

i =0V, (3.1)
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onde o hamiltoniano H é uma matriz 2 x 2 complexa dependente do tempo. A matriz
H pode sempre ser decomposta nas matrizes de base H = Fyl + ¢F, com Fy =
Fy(t)e F = (F;(t), k=1,2,3). Através da transformacdo ¥ = Vexp (—i [ Fydt),

obtemos a equagao de spin para o espinor V.

. A equagdo de spin pode ser reduzida a um sistema de duas equagoes de Schrodinger
unidimensionais independentes, em geral com potenciais complexos. Substituindo

em (2.3) as fungoes

Vg = \/ Aswsa AS = F1 + (—1)8 ZFQ > (32)

obtemos as seguintes equagoes diferenciais lineares de segunda ordem

Ys = Vsps =0, s =1,2, (3.3)
. 2 . .
3 [ A, 1A, ‘ s A

Identificando as derivadas em (3.3) como derivadas espaciais (¢ = di/dz?), cada
uma destas equagdes pode ser interpretada com uma equagao de Schrodinger esta-

cionéria unidimensional com potenciais complexos V.

3.0.2 Equacao de Euler

Para um par de espinores U e V podemos definir o vetor complexo LYV = (U, V) (veja

(2.24)), se V & uma solug¢do da equagao de spin, entdo os vetores linearmente independentes

LYY, LYV e LYV (2.27) obedecem as seguintes equacdes

LY =i(F —F)(V,V)+ [(F+F") x L"] |

L7V =2 [Fx L7V] LW =2 [P 5 L] (3.5)

enquanto a equagao de spin e as propriedades (2.25) implicam nas relagbes

LV = i (V,V)F+ [FxLY], LV =LV = [F X LVV} . (3.6)
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Além disto, os vetores e, eq, n (2.29),

LV,V + L\‘/,V LYW _1VV LYV
elzw, QQIZ—, n=

obedecem as seguintes equagoes:

é; = 2e; (Kn) — 2n (Kn + Ge,)
é = 2n (Ke; — Gey) — 2e; (Kn)

n=— 261 (KEQ + Gel) -+ 262 (Geg — Kel) s (37)

com K e G dados por (1.4). Como V obedece a equacdo de spin, através da representagao

(2.32),
‘ 0
V = Ne'2 2, NP=(V, V),
e dos vetores ortogonais (2.34),

ey = cosf (cos p, sin p, — tan f) = e cos a + ey sin «

e, = (sing, cosp,0) = ey cosa — e sina,

podemos encontrar equagoes do movimento para os pardmetros N, «a, 6, e ¢. Tomando

em conta a expressdo para V (2.33) e a representagio (2.8) temos
2V = <2N_1N + idv — i) cos 9) V+ (0 + i sin 0) exp (ia) V. (3.8)
Finalmente, com o auxilio das expressdes (3.8), (2.36) e (1.4) obtemos:

0 = 2Ke, + 2Gey, ¢sinfd = 2Ge, — 2Key, (3.9)

&= ¢cosf —2Kn, N=NGn. (3.10)

As equagdes (3.9) sdo auténomas, no sentido de nao dependerem das fungdes N e a, e

podem ser escritas na forma compacta
n=2[G-—(Gn)n]+2[K x n] . (3.11)
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Assim, a evolucdo temporal do vetor n é determinada apenas pelo campo externo. A

integracdo do sistema (3.11) permite obter 6 (¢) e ¢ (t). Com isto, de (3.10), temos
a= /(@COSQ—ZKn) dt, N :exp/Gndt. (3.12)

A equagdo (3.11) para G = 0 é a conhecida equagido de Euler. Ela aparece, por
exemplo, na teoria do giroscopio, na teoria de um giromagneto classico em um campo
magnético, na teoria da ressonancia eletromagnética (veja [5]). Para G # 0 esta equagio

pode ser usada para descrever um sistema amortecido.
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Capitulo 4

Sobre as solucoes da equacao de spin

4.1 Solucao geral da equacao de spin
A solugao geral da equagdo de spin pode ser escrita como
nger <t> =aV (t) + bU (t) ) (4'1>

onde a e b sdo constantes complexas arbitrarias, enquanto V' (¢) e U (t) sdo duas solugdes
particulares, linearmente independentes, da equagao de spin. Na verdade, apenas uma
solucao V' precisa ser conhecida, uma vez que outra solucao U, linearmente independente,

pode ser construida a partir desta e de seu anticonjugado (2.5), através da relagao (2.8)
Ult)=aO)V () +81H)V (), (4.2)

onde « (t) e [ (t) sdo fungbes complexas do tempo. Substituindo a expressido (4.2) na

equacdo de spin (1.3), e levando em conta (2.6) e (1.4) temos
Qv + BV = 285GV . (4.3)

Portanto, utilizando o vetor LV (2.24) e as relagoes (2.25), podemos multiplicar a equa-

cdo acima por V1 e VT para obter

(V,V)p=—=208L"VG, a=23(V,V) 'L"G. (4.4)
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Com a ajuda das expressdes (2.35) e (3.10) a primeira destas equagbes pode ser escrita

como

NG =—2N3, (4.5)
a qual pode ser facilmente integrada
B=0N">=06 (V.V), (4.6)
onde fy é uma constante complexa arbitraria. Com isto, a segunda equagio em (4.4)
implica

& =20 (V,V) LY G, (4.7)

de forma que « (t) pode ser encontrada por integra¢io
o = og + 260 / (‘/, V)_2 LV’VGdt, (48)

onde o é uma constante complexa arbitréria. Concluindo, a solucao geral Yy, da equagao

de spin, pode ser construida a partir de uma solugao particular V', fazendo
Yeer = [ao + 20, / (V, V)_2 LV’VGdt} V + 6o (V, V)_1 v, (4.9)

com «q e [y constantes complexas arbitrarias.

4.2 Solucgoes estacionarias

Considere a equagao de spin com um campo magnético externo constante, F. Neste caso,

podemos procurar por solugoes estacionéarias na forma
V (t) = exp (—iAt) V, (4.10)
onde V' é um espinor independente do tempo que respeita a equagao

(GF)V = AV (4.11)
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Uma anélise mais detalhada da relagao acima é apresentada no apéndice. Em particular,

para F? # 0, temos duas solugdes independentes V-, \¢, ¢ = %1,

Fr+VF?
Vi=nN | ] M= VEF?,
iFy + F

iF, — F
V=N, ) AL = VR (4.12)
F5+ VF?

onde N, é um fator de normalizagao.

4.3 A matriz de transformacao

Existem conjuntos de campos externos que geram equagoes de spin equivalentes, no sen-
tido de suas solugoes estarem ligadas por certas transformagcoes inversiveis. Suponha o

conhecimento de uma solugao V; da equagao de spin com o campo externo Fy,
iVi = (6F1) Vi,

e que se deseja encontrar uma matriz nio singular dependente do tempo 7!, a qual

chamaremos matriz de transformacao, de forma que o espinor V5,
Vo (t) =T () Vi (t) (4.13)
seja solucao da equagao de spin para um determinado campo externo F,
iVa = (6F5) Vs (4.14)

Substituindo (4.13) em (4.14), e usando a equagao de spin, temos que a matriz de trans-
formacao respeita a relagao

d

ZETAﬂ = (6Fy) T* — T?' (GF,) . (4.15)

Como toda matriz 2 X 2, a matriz T2 pode ser escrita como
T21 :ao—i5a, a = (al,ag,ag) s (416)
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onde ag (t), s = 0,1,2,3 sdo fungdes complexas dependentes do tempo. Substituindo
(4.16) em (4.15), e usando propriedades elementares das matrizes de Pauli, obtém-se o

seguinte conjunto de equagoes para as fungoes a,:

ap+aFy =0, Fyy =Fy — Fy,

a + 2 [a X Fl] + [a X Fgl] — a0F21 =0. (417)
E facil verificar que A = det 72! = a2 + a2 é uma integral do movimento. Sendo a matriz
72! determinada por (4.15), a menos de uma constante multiplicativa, podemos escolher,

sem perda de generalidade,

A=al+a’=1. (4.18)

N
Para a matriz inversa <T2l) temos
N1
<T21> = A" (ag +ica) = ag +ica. (4.19)

Para dois campos F; e Fy dados, as equagoes (4.17) formam um sistema linear homogéneo
(complexo) de quatro equagdes diferenciais ordinarias de primeira ordem. Resolver este
sistema é completamente equivalente a resolver a equacao de spin com um campo externo
F,. Além disto, assumindo como conhecidos o campo externo F; e a matriz fm, pode-
mos de (4.17) obter o campo externo Fy, entretanto, para realizar este desenvolvimento,

precisamos considerar dois casos:

1. Para ag # 0, introduzimos o vetor complexo q = q (),
a=afa, (4.20)

tal que q*> # —1. Com isto, (4.18) implica em

—-1/2

ao = (1+q°) (4.21)

De (4.17) obtemos a equagao

q—q(aFy) +axFyl+2[gxF] - Fy =0. (4.22)
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Esta equacao permite obter uma representagao tnica para o campo externo F,
_ a+[q x g +2[q x F] +2q (qF,) — 29°F, n
1+ g2

Neste caso, a matriz de transformacao é dada por

F, F,. (4.23)

g 12109 <T21)_1 _1tr@a (4.24)
Ve Ve
2. Para ay = 0, introduzimos o vetor complexo q = q (),
q= —ia.
Neste caso, a condi¢do (4.18) implica q> = —1 e obtemos de (4.17)
q+[ax Fyl+2[gqxF,] =0, gFy, =0. (4.25)
De (4.25) construimos, de forma tnica, o vetor Fy,
Fy=[qx ¢ +2q(qF,) - F;. (4.26)
A matriz de transformagao agora é dada por
7 = (1) = 5q. (4.27)

onseqiientemente, dada uma solucao exata Vi, correspondente a um campo externo

C qiient te, dad 1 ta Vi, pondent p t

F, podemos construir uma familia de campos externos F5, e suas correspondentes solu-
Y )

¢oes V4 (4.13), parametrizados por um vetor complexo arbitrario dependente do tempo

q (t). Para o caso de campos F; reais, podemos construir novos campos Fy, também reais,

assumindo q um vetor real. Neste caso, a matriz de transformagao é unitaria.

4.4 O operador de evolucao

Vamos continuar o desenvolvimento anterior denotando Fy = F e 72! = 7. Além disto,
vamos escolher F;{ = 0 e V; um espinor constante arbitrario, V;, = const. Com isto, a
matriz de transformacgao obedecera & equagao (4.15)

dT .

i = ()1 (4.28)
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Se a matriz de transformacao Té conhecida, o operador de evolugao R, o qual representa

uma solugao de (4.28) com condigio inicial R (0) = I, pode ser construido como

R (t) = T (t) 7 0) . (4.29)
Como apresentado a seguir, a relagao acima e o resultado da se¢do anterior permitem
construir o operador de evolugao da equagao de spin a partir das expressoes obtidas para

a matriz de transformagao.

1. Vamos selecionar um vetor complexo arbitrario dependente do tempo q (¢) (q(0) =

qo), tal que q* # —1. Entao, a equagao de spin com o campo externo

F— —qﬁ [E X;ﬂ , (4.30)
q
tem como operador de evolugao
B (1 —icq) (1+idqy) D e s iop (4.31)

Va+ad)(1+ad) Vi+a)(1+ad)

onde p =q —q, + [qo X q].

2. Para o vetor complexo q(t) (q(0) = qg) escolhido com g? = —1, a solugdo da

equagao de spin com o campo externo
F=[qxd], (4.32)
tem como operador de evolugao

R=(5q) (Gdg) = ady + i5 [q X qq] - (4.33)

Para campos externos reais q € um vetor real e R um operador unitario.
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Capitulo 5

O problema inverso para a equacao de

spin

Dado um espinor arbitrario, o problema inverso consiste em determinar se existe um

campo externo F para o qual este espinor seja uma solucao da equagao de spin.

Para um espinor qualquer V', podemos construir os trés vetores linearmente indepen-

dentes LYY LYV LYV (veja (2.27)), e decompor o campo externo F nestes vetores

F=c LW 4oLV + LV,

(5.1)

onde c1, ¢y, € ¢ sao coeficientes dependentes do tempo. Substituindo esta expressao na

equacdo de spin e usando as formulas (2.8) e (2.26), encontramos
iV =©GE)V =(V,V)(aV+2cV) .

Multiplicando esta relacdo pela esquerda por V* e V*, obtemos

v )

=1 , Gy =1 .
BN (AL R IUATE
Substituindo (5.3) em (5.1), temos
— ¢ ’ ’a% VaR? 'A% A%
R TUATE [2<V,V)L +(V,V)L }%—CL ,
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onde a fungdo complexa c (t) permanece completamente arbitraria. Portanto, existe uma
infinidade de campos externos F, que admitem a mesma solugao V' da equagao de spin e
esta arbitrariedade funcional est4 completamente descrita em (5.4).

Usando (2.28), a equagdo (5.4) pode ser reescrita como

F———{v,v) (L -1") + [(viv) + (V.v) [ LV )+, (55)

2(V,V)

com b (t) uma nova fungido complexa arbitraria. A arbitrariedade funcional presente na
solucao do problema inverso esta relacionada com o fato do espinor V' ser dado apenas
por duas funcoes complexas, enquanto o campo externo F é definido por trés fungoes
complexas.

Desta forma, mostramos que todo o espinor complexo com uma dependéncia temporal
arbitraria, desde que diferenciavel, é solugao de uma certa familia de equacgoes de spin.

Levando em conta a seguinte forma explicita do espinor (2.32),
4 e 0
V = Ne's 21, N =(V,V)
-

e usando as formulas (2.35) e (3.8), pode-se facilmente obter de (5.4) a expressao

: N
F=_|(pcostd —a)n— peysind + Oe,| +i—n+a(ey +iey,) , (5.6)

N

DN | —

onde a (t) é uma fungdo complexa arbitraria.
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Capitulo 6
Equacao de spin simétrica

Chamaremos equagao de spin simétrica o caso em que F é um campo externo real. Neste

caso, de acordo com (1.4), temos
F=ReF=K, ImF=G =0. (6.1)

Com isto, a equacao de spin assume a forma de uma equacao de Schrodinger com um

hamiltoniano hermitiano H,
iV =HV,H=6F=H". (6.2)

Entretanto, mesmo para a equacao de spin simétrica, o hamiltoniano unidimensional (3.3)
nao é hermitiano no caso geral.

O caso simétrico da equagao de spin apresenta uma série de propriedades, as quais,
em geral, ndo estao presentes na equacao de spin para um campo externo complexo. Por
exemplo, a unitariedade da matriz de transformacgao (4.13) e do operador de evolugao
(4.29).

Vale notar que, para a equacao de spin simétrica, o desenvolvimento da matriz de

transformagdo (4.16) continua valido!, desde que o vetor q em (4.24) e (4.27) seja real.

1Ou seja, 0 novo campo externo obtido a partir da matriz de transformacao fornece uma nova equacio

de spin simétrica.
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Além disto, para as equagdes relacionadas & equagio de spin (capitulo 3), no caso simé-
trico, algumas propriedades adicionais podem ser estabelecidas. Por exemplo, as equagoes
de evolugdo (3.5) para os vetores linearmente independentes (2.27) tornam-se coinciden-
tes, de sorte que estes vetores devem ser distinguidos por uma escolha apropriada das
condigoes iniciais.

A seguir, apresentaremos outras caracteristicas peculiares a equacao de spin simétrica.

6.1 A solucao geral e o problema inverso
A solugao geral Y., para a equagao de spin simétrica tem a forma

Yyen = aV + bV, (6.3)

onde V' é uma soluc¢ao particular, nao nula, da equacao de spin e a, b constantes complexas
arbitrarias. Este resultado provém de (4.4), pois G = ImF = 0.

Para qualquer solugdo V da equagao de spin simétrica, a quantidade N? = (V, V) se
conserva no tempo, o que pode ser visto de (3.10) para o caso em que G = 0. Entretanto,
o inverso nao é sempre verdade. O fato de N? ser constante, nao implica que V seja
uma solugao da equagao de spin simétrica, uma vez que, de acordo com (5.4), pode-se
obter toda uma familia de campos externos complexos que admitem solugdes com este
N? = const.

Para um espinor V diferenciavel arbitrario, ndo nulo e sujeito a condigao (V,V) =
const, existe apenas uma equacao de spin simétrica, i.e., apenas um campo externo real,
cuja solugdo é dada por este espinor e a solugdo geral tem a forma (6.3), isto segue de
(5.5). Neste caso, um campo externo real pode ser construido a partir de V' de forma
tnica

F=i[2(V,V)]" (LV’V - LV’V> . (6.4)
Pode ser verificado facilmente que a mesma expressao para F surge quando V' é substituido

por Ygen (6.3), 0 que confirma a unicidade do campo externo F. Apresentando V' na forma
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(2.32), e fazendo N = const, obtém-se a decomposi¢do de F nos vetores de base do sistema

de coordenadas esférico (2.34):

F =2 |(¢cosf —a)n — pegsinf + fe, | . (6.5)

N —

Com isto, pode-se encontrar as componentes cartesianas do campo externo F e calcular

seu quadrado,

1. .
F = 5(—Hsing0—o'zsin9(:osgp, 0 cos ¢ — ésinfsin p, p—cacosh),
1

F?=F?=
4

<92 + ¢* 4+ & — 26 cos 9) . (6.6)

A possibilidade de uma construcdo unica do campo externo real F, para um espinor
arbitrario V (f) com norma constante implica também na possibilidade de gerar equagoes

de spin simétricas e suas solugoes exatas.

6.2 Formas lagrangiana e hamiltoniana da equacao de
spin simétrica

Considere o sistema de equagoes (3.9) para um campo externo real. Neste caso, o sistema

pode ser escrito como
0 =2(Fycosp— Fising) , ¢psin = 2Fysinf — 2 (Fy cosp 4+ Fysing)cosf.  (6.7)
Sem perda de generalidade, pode-se sempre escolher

Fy=g(t)cos2a(t), Fy=g(t)sin2a(t) , (6.8)

onde g (t) e a () sao fungdes reais dependentes do tempo.Vamos substituir ¢ (¢) na equa-

¢ao (6.7) por uma nova func¢io @ (t) dada por

o(t) =D (1) +2a(t) . (6.9)
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Com isto, o sistema (6.7) assume a forma
0 =—2gsin®, $sinf = 2fsinf — 2g cos P cos b, (6.10)

onde

f)=F(t)—al(t). (6.11)
Note que a substitui¢do (6.9) ¢ equivalente a transformacao (2.11), para uma escolha de
e =(0,0,1) e selecionando « (), tal que o campo externo assuma a forma (2.17).

Agora, a introducao da coordenada ¢, do momento conjugado p e do hamiltoniano H,

g=cosh, p=—P, H=29+/1—qg?>cosp+2qf, (6.12)

faz com que o sistema (6.10) assuma a forma das equagoes de Hamilton unidimensionais
[5, 16],
Cj:%—lz,p:—%—lz. (6.13)
Realizando transformagoes canoénicas, é possivel obter diferentes formas das equacoes de
Hamilton associadas & equacgao de spin simétrica.
As equagdes (6.10) podem também ser obtidas através das equagdes de Euler-Lagrange

para a funcao lagrangiana
L= (1—7)«9@—25]608@] sinf + [7@—2]“} cosf, (6.14)

onde v é um ntmero real arbitrario.
Finalmente, o conjunto (6.10) implica uma equagao diferencial de segunda ordem para

a funcao 0 (t),
cos

0, (6.15)

sin 8

é—gé—l—Zf 492 — 62 — <4g2—92>
g
a qual pode também ser obtida pelas equacoes de Euler-Lagrange através da lagrangiana

L = farcsin <0/29> sinf + 1/ 4g2 — 62sin 6 4 2f cos b . (6.16)

A lagrangiana acima implica na seguinte hamiltoniana

H=-2 [g CoS (%) sinf + f cos 9} , p = arcsin (9/2g> sin (6.17)

S1n

a qual, pelas equagdes candnicas (6.13), fornece a equagao (6.15).
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Capitulo 7

Solucoes exatas da equacao de spin

No capitulo 3 apresentamos a relacao entre a equagao de spin e outros problemas em fisica.
Estas relacoes permitem utilizar solugoes conhecidas destes problemas para encontrar
novas solugoes da equacao de spin. Neste capitulo vamos apresentar explicitamente uma
série destas solugoes construidas a partir das solugoes exatas da equacao de Schrédinger
estacionaria unidimensional encontradas em [23]. Entretanto, antes de prosseguirmos, sao

necessarias trés observagoes:

1. Seja V uma solugao da equagao de spin para um certo campo externo F. Nesta

equagao, realizamos a seguinte transformacao
t=T(), (7.1)

onde T' (') é uma funcao inversivel real do novo parametro real t'. Entdo, a equagao

de spin toma a forma

AVI(t) ,
i— = GF )V (1) . (7.2)
onde
F (t)=FTt)T, V' )=V (T(t)). (7.3)

Conseqiientemente, o conhecimento da solugao V', com campo externo F, permite

construir solu¢oes V' para uma familia de campos externos F’', parametrizados pe-
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las fungoes T. Dizemos que todas as funcoes relacionadas por este tipo de re-
parametrizacao pertencem a mesma classe de equivaléncia. Todas as solugoes apre-

sentadas aqui pertencem a diferentes classes de equivaléncia.

2. Como vimos anteriormente, uma equagao de spin com um campo externo arbitrario
pode ser reduzida a uma equacao de spin equivalente com um campo externo na

forma (2.17), o qual possui apenas duas componentes nio nulas
F - (Fl,O, Fg) . (74)

Todas as solugoes listadas aqui representam solugoes para campos externos na forma

acima.

3. Para campos externos na forma (7.4), cujas componentes F; e F3 sejam proporcio-

nais, podemos, sem perda de generalidade, escrever
Fy =¢gsin\, F3 =qcos )\, (7.5)

onde ¢ (t) é uma certa fungdo do tempo e A\ uma constante complexa. Seja w ()

uma fungao definida pela relacao
w=gq,w(0)=0. (7.6)

Entao, o operador de evolugdo para a equacdo de spin com o campo externo (7.5)
tem a forma

R = cosw —i(oysin A 4 o3 cos \) sinwt . (7.7)
Consideraremos campos externos com componentes F; e F3 ndo nulas e linearmente
independentes. Como pode ser verificado, tivemos sucesso na obtenc¢ao de 26 pares destas
fungoes. A seguir, apresentaremos estas funcoes, bem como os espinores V' que corres-
pondem as solugoes exatas para as equagoes de spin correspondentes. Nestas expressoes,

a seguinte notacao serd usada (em acordo com [22]):

F (a, 3,7, z) sdo as fungdes hipergeométricas de Gauss;
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® (, 7, z) sdo as fungbes hipergeométricas degeneradas;
D, (=) sdo as funcgoes cilindricas parabolicas;

Y =wt+po;

w e @y sao constantes reais;

a,b,ce a,B,v,\ u, v sao constantes complexas.

7.1 Lista das solucoes exatas

1. Fi=at, F3=0bt+c/t:
at’*2e=#2® (a + 1,7 + 2; 2)

2 (i —c) e 2 (a,; 2)

. Y b ,
2z =it*Va? + b2, a:§(1+——a2+b2>,7:zc.

2. Fi=a/t, F5=>0b/t+ct :
—at" e *2d (o, ; 2)
(VaZ+ b2 +b) 7 'e 2P (a + 1,7; 2) ’
2z =ict?, 20422'(\/a2—|—b2+b) , v =14+1iVa?+b2.
3. i =aft, F5=0b/t+c :
v —atO=D2e7229 (a, 7; 2)
—iatO V272120 (1 4, 7; 2) ’
z = 2ict, azi(x/a2+b2+b> , vy =142iva?+b%.
4. Fy =a/sin2p, F3 = (bcos2p +c) /sin2p :

—az' (1—=2)"F(a+1,5;7;2)
(—diwp +b+c) 2 (1 —2)" F(a, B+ 157 2)

z =sin @, u:ﬁ\/GQ—f—(b—i—c)Q, V:ﬁ\/GQ-f—(b—C)Q,

a=p+v—ib2w, f=p+v+ib/2w, v=1+2u.

V:
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5. Iy =atany, F3=0btanp + ccot ¢ :

2(c+iw) 2" (1 —2)" F(«, B;2u; 2)
az"t (1 =2)"Fa+ 1,8+ 1;2u+2;2)

:.2 :—E :L 2 b2

Z=sm" @, K1 2w,u %0 a“ + 0,

)\:QL a2+ (b—c), a=v+pu+X, f=v+pu—X\.
w

6. F1=a/sinp, F3=>btanp+ ccotp :
—azt (1= 2" Fa+1,82u+1; 2)
(\/a2+62—|—6)z“(1—z)”F(a,ﬁ;2u+1;z)
: b
,u—L\/aQ—FCQ, y:—Z—, 2z =sin® p,

2w 2w
ic 1 ic
-, B== W+ —
¥=p—gs P=gtutvt o

7. Fy=a/cosp, F3=btanp+c :

(w+2c—2ib) z# (1 — 2)" F (o, B;7; 2)

V=
2iaz" 12 (1 - 2)' F (o, B+ 1;7 + 1 2)
2= —e 2% ”:c—ib, Vzi a? + b2,

2w w
1 ¢ b 1
o=zt itv B=v-C =t

8. Fy =a/sinhy, F3 =btanhy + ccothy :

—azt (1 —2)" F (o, B;7; 2)
(—2iwpa + ¢) 2" (1 — Z)V+l/2 Fa,B+1;7;2)
z = tanh® ¢, uzlva2+62, V:wv
2w 2w
1 b 1

C
a=-+—+0,0=p+—,7v=2p+1.
2w 2w

V:
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9. Fy =a/coshy, F3 =btanhp + ccothyp :

(2c+iw)z" (1 — 2)" F (o, B;7; 2)
aztt2 (1= 2T F(a+ 1,6+ 1,7 +1;2)
i(

) b 1
z:tanhQQD,p:—E,V: +C>,)\:—\/a2—b2,
2w 2w 2w
b b 1 ic
T N L VR
=g T IE g T =5

10. Fy =a/sinh2¢, F3 = (bcosh2p + ¢) /sinh 2y :

. —azt (1 —2)" F(a, B;7;2)
(—diwp +b+c)2* (1 —2)" " Fa+1,841;7;2) |

= 2 :L 2 2 :L 2 — 2
z=tanh ¢, u Ve +(b+c)7, A Ve + (-0,
1

b
V=5-, a=p+v+X, B=p+vr—XA,y=14+2u.

11. Fy =a/coshp, F3 = (bsinhg+ ¢) /coshp :

az' (1 —2)" F (a, B;7; 2)
(2wp — c+ib) 2# (1 — 2)" " F(a+ 1,8+ 1575 2)

_(ef i _ L, N2
Z_<6""—i) = a’?+ (c—ib)", a=p+v+A,
1 2 ib
A=—r/a?+ (c+ib)", v=—,F=p+v—XA, vy=14+2u.
2w w

12. F; = atanhy, F3 = btanh ¢ + ccoth ¢ :

)

2(c+iw)z" (1 —2)" F (a, B;7; 2)
az' (1= 2)" Fa+ 1,8+ 1;7+2;2)

z = tanh? o, ,u:—%, I/Ii\/CLQ-i-(b-FC)Q,

)\_LVCLQ-H)?, a=p+v+A, B=p+v—XA v=2pu.

2w

9
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13. Fy =acothp, F5=btanhp + ccothy :

—azt(1—2)"F(a+1,08;7;2)
(2w,u—|—c) 2 (1 — z)”F(a B+1;7;2)

2 = tanh? pom= o \/a2+02 v=— \/a2 b+c

sy =14+2p.

v:

a—u+v+—7 8= u+v—2w

14. Fy =a/coshy, F5y=btanhy + ¢ :

(2b+ 2¢ — iw)z" (1 — 2)" F (a0, B57; 2)

2azt2 (1= 2)" TP F(a+ 1,8+ 1,7+ 1;2)

1
25(1—tanhg0) ,a=pu+v+A B=pu+v—»A,

Z(b+c),V:Z(b_C),7:1/2+2/’L7)\:l a2 — b2 .
2w 2w w

15. Fy =a/sinhy, F3=bcothp+c :

—az (1 —2)" F (o, 8;7; 2)
(—iwp 4+ b) 2 (1 — 2)" 2 F (a, B+ 1;7; 2)

R WY e A (RN
w

V=

2w
1 ic b
a=gtput—, B=pt+t—,y=1+2p.
2 w w
16. Fi=a, F5=0bt+c :
2\/5Du(2)
(1+i)aD,1(2) |
141 ia?
= bt = ——
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17. Fi=a, F5=0/t+c:
v (1 —2ib) t7e™%/2® (, 27; 2)
—iat" e 220 (a + 1,27 + 2, 2) 7

c
z=2itvVa®+c2, y=—ib, a = 1—— .
! 7( \/a2+62)
18 Flza,ngb/t+ct:

(20 + i)t 12e7#20 (a, ; 2)

V= )
at "t 2e7#2d (a4 1,y + 1; 2)
ia* 1
it o= ==,
p=dc’, a=Tm, =g =i

19. Fi=a, F3 = (bcos2¢p +¢) /sin2¢p :

v (b4 c+iw)z# (1 — 2)" F (o, B;7; 2)
aZ/H—l/Q (1_Z>V+1/2F(a+175+1’fy—|—].,Z) 7

. [ ( 1
Z:SIDQQO?M:_EGJ—FC)JV:E(C_b)v’yzé‘i‘zu?

a i( @ —ib) | ﬁz—%(MJﬂb).

T 2w
20. Fi=a, Fs=0btanp + ccoty :

(2c+iw)z" (1 — 2)" F (a, B;7; 2)
aztt 2 (1= 2P F(a+ 1,8+ 19+ 1;2)

Y

.9 __’iC _Zb _1 9 _ 2

z=sin"p, u= —2w,1/——2w,)\——2w a’?—(b—c)",
1

a=ptv+A, f=p+v—A v=5+2u.

2
21. Fi=a, F3=btanyp + ¢ :
azl' (1= 2)" F(, 8;7; 2)
(wp —c+ib) 2" (1 — 2)" T Fa+ 1,8+ 1;7; 2)

, 1
7= —e 2%, ,u:2—\/a2+(c—ib)2, a=p+v+A,
w
b 1 e
v=—,0B=ptv—XA v=142u, A= _—/a®+ (c+ib)".
w 2w
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22. It =a, F5=0btanhp + ccothy :

(2¢ 4+ iw)z" (1 — 2)" F («, B;7; 2)
azt 2 (1 —2)" F(a, B+ 1;7+ 1;2)

ic 1/
= h? = —— = — 2 2
z =tanh”p, u 5 , V 5 a’?+ (b+c¢)”,

. . .
V=g T2, a:’y+V+i(b+C),ﬁ:V—i(b+C)-

)

23. i =a, F3=(bcosh2p +¢) /sinh2yp :

(b+c+iw)zt (1 —2)" F (o, B;7; 2)
az'tV2 (1= 2)" F(a,B+ Ly +1;2)

() .
z:tanhQQD,u:—Z(—i_c),l/:L a’ + b2,
4w 2w
ic ib 1
by B=v— sy =+ 2.
S R A WA AL A W Al S

24. Fy =a, F3 = (bsinhyp +¢) /coshy :

(20 + 2ic + iw)2t (1 — 2)" F (o, B 7; 2)
202" (1 — 2)' F (o, B+ 1,7+ 15 2)

er —1 2w

-\ 2 . .
= (5] =t tva,
W

25. Fiy =a, Fs=btanhp+c :

azt (1= 2)" F(a+1,8;7;2)
— (2wp+b+c) 2" (1—2)"F(a,B+1;7;2)

ib 7 2
1_t h 3 - -, = — 2 b_ ,
( anh ) |« ,u—{—u+w v 2w\/a +(b—c)
B b B 1 5 9
B=p+v——, vy=1+2u, p=—/a*+(b+c).
w 2w

?

z =

DN | —
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26. Fi =a, F3=bcothp+c :

2(20 +iw) 2 (1 = 2)" F (o, B;7; 2)
az! (1= 2)"Fla+1,8+1;7+2;2)

Y

5 . ;
221_6*2@’M2_2_7V:2L a2+<b+c>27a:l/—l_+)\7
w w w
b 2ib '
B=v—=—X y===" A= @+ (-0
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Capitulo 8

Transformacoes de Darboux

Considere dois operadores lineares ﬁo e ﬁl, e vamos supor que exista um operador L tal
que

Este operador L é chamado operador de entrelagamento (intertwining operator) dos ope-
radores ﬁo e hi. O conhecimento de L permite, a partir de uma solugao V' do problema

de autovalores de iLQ,

hoV =€V, (8.2)

construir o vetor
V' =LV, (8.3)
que representa uma solugao do problema de autovetores de hy com o mesmo autovalor £,
V' =V, (8.4)

Quando os operadores fLO e hy sdo operadores diferenciais e L & um operador diferen-
cial de primeira ordem, a relacdo (8.3) recebe o nome de transformacgao de Darbouz. Este
procedimento, que hoje possui iniimeras aplicacoes, foi utilizado ha mais de um século por
Darboux no tratamento do problema de Sturm-Liouville [24]. Anos mais tarde, este mé-
todo atraiu enorme atencao gragas a sua aplicagao no tratamento de equagoes diferenciais

ndo lineares [27] e no problema inverso do espalhamento [8].
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8.1 Construcao do operador de entrelacamento

Vamos supor que os vetores V e V' representam matrizes coluna com n componentes
dependentes do tempo, e hg e h; sao matrizes n X n cujos elementos contém apenas
operadores de derivagao de primeira ordem. Neste caso, temos dois sistemas lineares de

equagdes diferenciais de primeira ordem. Seguindo [25], vamos considerar hg e h; na forma

d

12 L inw, (8.5)

Ao (1), hy = v—
—1—0()71 th

ho
onde Ag (t) e A; (t) s3o campos externos matriciais e 7 uma matriz constante, todas n x n.

Neste caso, podemos supor a seguinte forma para o operador de entrelagamento:

ﬁ:A(t)%JrB(t), (8.6)

onde A(t) e B (t) sdo matrizes n x n dependentes do tempo. A propriedade de entre-
lacamento (8.1) do operador L resulta no seguinte conjunto de equacdes para A (t) e

B (1),

Ay—~A =0, (8.7)
YA+~B —By+MA— AN =0, (8.8)

onde o ponto indica derivagao com relacao a t e a derivada de uma matriz é a derivada
de cada um de seus elementos. Selecionando A como uma matriz nao singular, podemos

usar (8.8) para definir A,
Ay = <AA0 + By — B — M) AL (8.10)
Substituindo a expressdo acima em (8.9) obtemos
~B + (AAO 4+ By—~B - WA) A"'B — AAy — BAy = 0, (8.11)

onde A permanece uma matriz arbitraria ndo singular, que obedece a relagdo (8.7). Po-

demos eliminar A da expressdo acima fazendo
B=AD,
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para uma certa matriz D, com o que (8.11) torna-se
YD + AgD + DyD —yD?> — Ay — DAy =0 . (8.12)
Em seguida, podemos eliminar o termo em D? fazendo
D=-IT"!'= B=—AIT"! (8.13)
com I' () uma matriz arbitraria ndo singular. Como resultado, obtemos a expressao
ATMT ' =0, (8.14)
onde a matriz M (t) obedece a relagao
AT+ AT =TM <= hI' =TM. (8.15)

Podemos satisfazer a equagao (8.14), e conseqiientemente (8.9), fazendo M (¢) igual a uma
matriz constante (M = 0). Com isto, podemos usar (8.15) como a defini¢do da matriz
I'. Finalmente, podemos expressar a matriz B e o campo externo transformado A; em

termos das matrizes I', M e A,

B=Ay"" (A —TMI) , (8.16)
A=Ay Agy +TMIT ! — 7' TMT 1) A — yAA™ (8.17)

Escolhendo M como uma matriz diagonal,
Mrs = 57‘5)\(8) > (818)

(sem somatéria em s) cada coluna da expressdo (8.15) fornecerd uma equagido com a

mesma forma de (8.2), o que resultard em n equagdes, para cada um dos n vetores coluna

Vay, Vioys - Vi,
hoViey = Ao Vis)» Vie) = | ,s=1,2...n. (8.19)
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Como resultado, conhecendo-se n solugbes diferentes (A5), V(s)) do problema de autova-

lores de Ry (8.2), podemos construir a matriz I fazendo

[ = < Vay Vi -+ Vi ) : (8.20)

Uma vez construida a matriz ', e fixada a matriz A, podemos obter a matriz B e o
campo externo A; de (8.16) e (8.17) e, conseqiientemente, podemos construir o operador

de entrelagcamento L como
L=Ay" (}30 . FMF*) . (8.21)

Assim, dado um autovetor V' do problema (8.2), com autovalor € # Ay, podemos construir

um autovetor V' do problema (8.4), com o mesmo autovalor ¢, fazendo
V=LV =Ay"(e-TMI ") V. (8.22)

Para o caso A5y = € o operador de entrelagamento aniquila o autovetor correspondente
LVE =o.

Por substituigdo direta pode-se verificar que se V' é uma solugao de (8.4), entao AV’
também o serd, de sorte que podemos, sem perda de generalidade, fazer A = I, onde [ é
a matriz identidade n x n.

O método descrito acima pode ser usado iterativamente, de forma que solucoes para
um novo problema, com um novo campo externo A,, podem ser construidas aplicando-se

o mesmo procedimento nos autovetores obtidos de h;.

8.2 Transformacoes de Darboux para a equacao de spin

Nosso objetivo é utilizar o método de Darboux para obter novas solugoes da equacao de

spin com um campo externo na forma

Fa = (Fl,O,Fg) s Fl =& = CODSt, F3 = F3 (t) = F; . (823)
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Solugbes exatas para campos deste tipo podem ser encontradas nos itens 16 — 26 do
capitulo anterior. Equacoes de spin com campos desse tipo aparecem em varios problemas
em fisica [17, 14, 26]. Neste caso, escrevendo a equagio de spin na forma (8.2) o operador

ho (8.5) torna-se

- d
hOIZ'Ul%—FAQ, AOI’iUQFg. (824)

Desejamos também que, apoés a aplicagao da transformacao de Darboux, o novo campo
externo obtido possua a mesma forma de (8.23) com uma nova fun¢ao real F}, ou seja,

procuramos por operadores de entrelacamento L tais que

PP d
LhQ:hlL,hl :i01%+A1, Al :iO'QFé. (825)

Existe um método geral para a construcao do operador de entrelacamento para um dado
problema de autovalores [27]. Entretanto, para nossos propositos, a aplicagao direta deste
método geral ndo pode ser utilizada. A aplicagao deste método destruiria a estrutura ini-
cial da matriz Ag em (8.24), de forma que o novo campo externo obtido Ay, em geral, ndo
possuiria a estrutura especificada em (8.25), com uma nova fungio real Fj. Entdo, a pe-
culiaridade de nosso problema é que os campos externos Ay e A; devem obedecer algumas
restrigoes algébricas e a transformacgao de Darboux precisa respeitar estas restrigoes.

A relagdo de entrelacamento (8.1), com o operador L na forma (8.6) (com A =1I)eo

campo A; na forma (8.25) fornece as seguintes relagtes algébricas

01B — Boy + 05 (F, — F3) =0, (8.26)
UlB"‘UQBFé_O-QFg_BO-QFg =0. (827)

Vamos escolher
B:a+i(F3—ﬁ)03, (828)

para certas fungbes do tempo « (t) e 3 (t). Entdo, obteremos para a fungio Fj:
Fl =23 Fy (8.29)
Substituindo (8.29) e (8.28) em (8.27) temos
&—20(Fs— ) =0, f+2a(Fs—0§)=0, (8.30)
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de onde segue

o’ + 3* = R*, R = const, (8.31)

com R uma constante, no caso geral, complexa. Podemos satisfazer a expressao acima

fazendo

a=Rcosu, = Rsinpu, (8.32)

onde p (t) é uma fungdo real do tempo. Substituindo (8.32) em (8.30), obtemos para a

fun¢do p uma equagdo diferencial transcendental
f=2(Rsinp — F3) . (8.33)

A seguir, desenvolveremos um método para encontrar as fungoes « (t) e (3 (¢) sem a neces-
sidade de resolver a equagdo (8.33), conseqiientemente, chegaremos a uma forma indireta
de obter solucoes para esta equacao.

Se V. é uma autofuncao de ﬁo, com autovalor e, a derivada temporal contida no

operador L (8.6), quando aplicado a V., pode ser calculada usando (8.24)

V! =la—i(eor + Bo3)] Ve (8.34)

€

Entéo, a transformagio de Darboux procurada tem a forma (8.34) e pode ser determinada
resolvendo-se a equagdo (8.30) ou (8.33). Entretanto, sabemos da se¢ido anterior que o
operador de entrelacamento pode ser construido a partir do conhecimento de dois autove-
tores de hg. Na verdade, é necessario conhecer apenas um autovetor V., uma vez que um
segundo autovetor V_., ortogonal ao primeiro, pode ser construido fazendo V_. = o3V..
Assim, dado um autovetor V;, de ﬁo com autovalor £y, podemos construir as matrizes I'

(8.20) e M (8.18) como

v’ vp° g O (O
r=|(* * J,m=(" V=1 . (8.35)
vs?  —v5° 0 —¢gp v5°
Isto permite construir B a partir de (8.16)
L L
B=7"(Ag—TMI ™) =~y +i | Fy+c0— ) o3 (8.36)
Ls Ls
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onde L; i = 1,2,3 sao as componentes do vetor L,
L= Vy,0V,) , (8.37)
veja (2.24). De acordo com a equagao (3.5), este vetor obedece a relagao
L=2[F., xL], F., = (5,0, F}) . (8.38)

Além disto, as equagdes (2.25) e (2.7) do apéndice implicam em

L*=0. (8.39)
Comparando (8.36) com (8.28) temos
L L
a= —501_/—27 g = —EOL—;. (8.40)
Usando (8.39) e (8.40) temos
o + (% = —el, (8.41)

aléem disto, com a ajuda de (8.38), podemos verificar facilmente que (8.40) é uma solu-
¢ao de (8.30) com gy = iR. Substituindo (8.40) em (8.34), obtemos a forma final da

transformacao de Darboux procurada,

V! =09 {(5L) Lyt + 30'3:| V.. (8.42)

3 60

Usando as equagoes (2.36) e (B.3) do apéndice, a equagio (8.42) pode ser escrita como

€

V! = {2 (Vzo, V2) L3 o2V, +¢€501V£} : (8.43)
0

8.3 Exemplos do método de Darboux

8.3.1 Primeiro exemplo

Como primeiro exemplo, vamos considerar o caso mais simples da transformacao de Dar-

boux para um campo inicial constante, ou seja, 3 = ¢ = const. Neste caso, a solucao
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geral da equacdo de spin pode ser obtida de (7.5) e (7.7),

1(c—w)pexp (iwt) — eqexp (—iwt
Vo (t) = (¢ —w) pexp (iwt) — eqexp (—iwt) el (8.44)
iepexp (iwt) + (¢ — w) gexp (—iwt)
onde p e ¢ sao constantes complexas arbitrarias. Fazendo € = iR nas solugdes acima, as

fungdes «v e 3, as quais chamaremos o e 3y, podem ser facilmente encontradas, de (8.40)

temos
Qo & — R?
ap(t) = ———2  By(t) =c+ ,
O() 2(@0—C> 60() QO—C
Qo (t) = Rycosh ¢, ¢ =2 (wot + o) , wngg—CQ, (8.45)

onde Ry e ¢y sdo constantes complexas arbitrarias. Com isto, o novo campo externo Fj

pode ser encontrado de (8.29),

F(t) =c+2 (8.46)

Se ¢ é real, entdo Fj também o serd, para uma escolha de Ry e o reais e R2 > 2.
Substituindo ¢g por iy, também obteremos Fj real, pois, com isto )y = Ry cosy e wy =
/| R% — ¢?|. Para c imaginério, obteremos um Fj imaginério quando Ry for imaginério.

As novas solugbes V! para o campo externo (8.46) podem ser facilmente construidas
usando a expressao (8.34),

. 2_R2 ]
v oy — i e+ ) —ie

€ o Qo : CZ*RS
e 5@ T \CT Goe

v, (8.47)

com V; dado por (8.44) e Q) (t) por (8.45).

8.3.2 Segundo exemplo

Para ilustrar a iteratividade do método, vamos aplicar novamente a transformacao de

Darboux no resultado obtido anteriormente. Para isso, fazemos ¢ = iRjem (8.47), com
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Ry uma nova constante real, e substituimos o espinor assim obtido em (8.40), o que fornece

aq (t) :R15 |:20é0 (Coﬂo - R%) Ql + (253 - Rg - R%) Q1/2 + 2RlOéo (60 - Co)] y
B (t) = — FuS { [eo (2608 — B3+ R2) — 26073 Q1 — aoBon
+Ry [RY — RS + 200 (B0 — c0)] } (8.48)

onde ag (t) e [y (t) sdo dados por (8.45) e

S™' = Ry (R} + R} — 2Boco) Q1 + aoRiQ1 + (B3 + RY) co — 260 R;

Q1 = Rycoshy, 01 =2(wit+v), w =1/|RI — 3.

com 7, uma constante complexa arbitraria. Novamente, as solugdes exatas V. para o

campo externo
Fy () = 261 () + Fy (1) = 2[B1 () + o (1)] — ¢, (8.49)
com ¢ o campo constante do exemplo anterior, podem ser obtidos substituindo oy e (1
em (8.34),
V= on —i(eo + Bio3)| V.,

onde V! s3o os espinores (8.47).

8.3.3 Terceiro exemplo

Vamos construir a transformagao de Darboux para um campo Fj3 na forma

F3<t):%tanh7+%, r= (8.50)

onde g, r; e T sao constantes reais. Solugoes da equagao de spin para o campo externo

acima podem ser escritas como (veja [16])

v =(1=2)"E[c1z"F (a+1,b;¢;2) + coz "F (a+ 1,0, 2)]
vg =(1—2)"[(ro — r1 + 2ip) 12" F (a, b+ 15¢;2) +

(ro — r1 — 2ipg) coz *F (Fz, b+1;¢ z)} , (8.51)
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onde

z=—(14tanh7), a=p+v+irg, b=p+v—iry, a=—pu+v-+irg,

N | —

l_):—,u—I—l/—irO, c=1+4+2u, c=1-2u, £=¢T,
e 1 e ¢ sao constantes complexas. Se a seguinte relacao for satisfeita

4P+ E* 4 (rg—1m)° =0,

4P+ E* 4 (ro+1)> =0, (8.52)

podemos identificar F'(a, b;c; z) com as funcdes hipergeométricas.
Construiremos o operador de entrelacamento L apenas para o caso quando e v sao

reais. Fazendo F = iR em (8.52), a condi¢do de realidade sera satisfeita para
R? > max (rg £ r)?

Neste caso, podemos escrever

1 1
fo = 5\/32 —(ro—m)*, w= 5\/32 —(ro+m)*, (8.53)
e as expressoes (8.51) tornam-se

v = —iR(1—2)" (12" Fy + coz ™ F})
véo) =(1-2)" [(ro — 11+ 2ipg) 1 2" F] 4 (ro — 1 — i) 022_“0F1*] ,
Fo=F(ao+1,a8;14+2u0;2) , Fyr=F(ap+1,a5;1—2u0;2) ,

agp :M0+V0+iT0 , a= —/L0+V0+’i7"0. (854)

Escolhendo as constantes c; e ¢ satisfazendo a relacao

% = p™° (ro — 11 — 2ipg) R~ = p*oe %0 (8.55)
2

com p uma nova constante real e o uma fase constante definida, de acordo com (8.53),

pela expressao

(ro — 71 + 2ipg) R = e*#°. (8.56)
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Para tal escolha de ¢; e ¢y as solugbes (8.54) assumem a forma

UEO) = —iR (1 —2)" /A, Uéo) = R(1-2)" VanA,
A= (p2) 0 Fy + (p2) 0 €0 (8:57)

Substituindo as soluc¢des acima em (8.40) obtemos as seguintes expressdes para « e [3:

iR (A* — A?) R (A*? + A?)
= 7 B=F3+ ———— 7 8.58
= oran P EB T T (8.58)
com Fj dado por (8.50). Assim, as solucdes V. exatas para o potencial
R A*2 AZ
pp= BT A)  To i, (8.59)

podem ser obtidas da expressdo (8.34) com « e  dados por (8.58).
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Capitulo 9

Conclusao

A equacdo de spin e o seu estudo detalhado sdao assuntos importantes, uma vez que varios
problemas em fisica podem ser descritos e analisados através desta equagao. Além disto,
é de grande interesse encontrar solugoes exatas desta equacdo para diferentes campos
externos, pois tais solugoes permitem modelar o comportamento de sistemas reais, ou seja,
implementaveis em laboratério. Em particular, a construgao de portas légicas quanticas,
como a porta universal de Hadamard, pode ser realizada fisicamente como um sistema de
dois niveis e, conseqilientemente, descrita pela equacao de spin.

Na construgao de solucdes exatas da equacdo de spin, mostramos como é possivel
explorar a riqueza de varios outros problemas fisicamente equivalentes e cujas solugoes
sao conhecidas. Outrossim, desenvolvemos o método das transformagoes de Darboux para
sistemas de dois niveis, com o qual podemos utilizar as solugoes previamente obtidas com
um determinado campo externo, para gerar novas solu¢oes com campos diferentes.

Durante a construcao do operador de entrelacamento, para a aplicacdo das transfor-
magoes de Darboux, demonstramos o importante e nao trivial fato da existéncia de uma
classe de transformacoes sob as quais as equagoes para os sistemas de dois niveis tém sua
forma invariante, i.e., a forma matricial do campo externo inicial ndao se altera apés a
aplicacdo desta transformacio. Além disto, apresentamos um método direto, e de simples

aplicagao, para a obtencao explicita de elementos desta classe. Este método pode ser
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diretamente aplicado as solucgoes 16 a 26 de nossa lista de solugoes e permite obter uma
infinidade de novos campos e suas solucoes exatas. E importante notar que alguns destes
campos externos sao dados por fungoes nao-periédicas e o tratamento destes campos pelos
métodos aproximativos usuais é, em geral, bastante problematico.

Entre os futuros desenvolvimentos deste trabalho, pretendemos criar uma generali-
zagao dos resultados aqui presentes para a descricao do sistema de quatro niveis de dois
spins interagentes e, com isto, obter a realizacao de portas légicas quanticas de dois qubits,

essenciais para a implementacao das portas logicas universais.
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Apéndice A
O problema de autovalores

Vamos considerar o problema geral de autovalores num espaco de espinores bidimensionais:
AV = AV . (A1)

Onde A é uma dada matriz 2 x 2 e A um autovalor. Para solu¢des nao triviais, temos a
condigao

det(A — AI) =0, (A.2)

da qual segue

det(A — AI) = A> — AtrA +det A. (A.3)

Com a expressido acima, vemos que a equagdo (A.2) implica na possibilidade de dois

autovalores nao nulos,

A= % [trA + C\/(trA)2 — 4 det A} , (=41, (A.4)

Por outro lado, toda matriz 2 x 2 A pode ser escrita como
- 1 -
A =apl + (ca) = §trA + (Ga) . (A.5)
Portanto, o problema de autovalores (A.1) pode ser escrito como
(ca)V =V, (A.6)
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onde A=A — JtrA.
Para a? # 0, existem duas solugdes nao triviais (uma vez que det(Ga) = —a?). Multi-

plicando (A.6) por &a pela esquerda, e levando em conta (Ga)(Ga) = a?, obtemos
a?V = NV = A\ = (Va?, (=41, a®#£0. (A7)

O autovetor correspondente V; pode ser escrito como

as + Va2 iy — @
Vi=nN | V=N, S (A.8)
a1+z’a2 a;:,—l—x/?

com NN um fator de normalizagao.
Para a? = 0, a matriz ga é singular, e existe uma solu¢do ndo trivial V; da equagao
(A.6) para A =0,
109 — a1

Vo=N ,al=0. (A.9)
as
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Apéndice B
O problema inverso de autovalores

Dados dois espinores linearmente independentes U e V', o problema inverso de autovalores
consiste em determinar a existéncia de um vetor a tal que o problema de autovalores (A.6)

admita solugoes V;, ( = £1 da forma
Vi=U,V,=V. (B.1)

O vetor a pode ser determinado a partir dos espinores U e V' a menos de uma constante

multiplicativa NV,

a=NLYYV, (B.2)
com o vetor LUV definido em (2.24). Para provar esta afirmacio, considere a matriz A%V

AV =GLYY =2vUt — (U, V)1

UiV — U5V 2usvy

= (B.3)
2ujvs U3V — UV
Esta matriz possui as seguintes propriedades:
APV = (A" det AWV = — (U, V)?
AYVY = (U, V)V, AYYTU = - (U, V) U,
UTAYY = (U, VU, VTAYY = —(U,V)VT. (B.4)
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Portanto, a prova da afirmagio segue de (B.3) e (B.4).

Se tomarmos U e V' ortogonais,
(U,V)=0<= U =aV, a = const, (B.5)

entdo (B.2) se reduz a

a=NL" N =-a'N, (B.6)

veja (2.7). Note que o vetor LYV & real.
Em particular, as consideragoes acima nos permitem concluir que os autovetores U e
V' da equagdo (A.6) sdo ortogonais se, e somente se, a é o produto de um fator complexo

e um vetor real. Neste caso, os espinores V e V obedecem & relagio de completeza (2.9).
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