
Universidade de São Paulo
Instituto de Física

Estudo Analítico e Soluções Exatas
da Equação de Spin

Mario Cesar Baldiotti

Orientador: Prof. Dr. Dmitri M. Gitman (IF/USP)

Dissertação apresentada ao
IFUSP para a obtenção do
grau de Doutor em Ciências.

Banca Examinadora:
Prof. Dr. Dmitri M. Gitman (IF/USP)
Prof. Dr. Josif Frenkel (IF/USP)
Prof. Dr. Celso Luiz Lima (IF/USP)
Prof. Dr. Bruto Max Pimentel Escobar (IFT/UNESP)
Prof. Dr. Jéferson de Lima Tomazelli (FGE/UNESP)

São Paulo
2005



Resumo

O presente trabalho se destina a um estudo detalhado da chamada equação de spin, a
qual pode ser utilizada para descrever o comportamento de sistemas de dois níveis. Para
campos externos dados por funções reais, esta equação pode ser identi�cada com uma
redução da equação de Pauli para o caso 0+1 dimensional. Inicialmente, demonstraremos
a relação entre esta equação de spin e várias outras equações relacionadas com diversos
problemas em física. Com estas relações, podemos construir novas soluções da equação
de spin a partir do conhecimento de soluções exatas destes outros problemas e, por outro
lado, estender a aplicação das soluções obtidas. Em seguida, descrevemos a forma geral
da solução desta equação, construímos o operador de evolução e resolvemos o problema
inverso, i.e., a determinação do campo externo supondo o conhecimento de uma solução.
Finalizando, para o importante caso de campos externos reais, desenvolvemos um método
de construção de novas soluções a partir de uma solução previamente conhecida, utilizando
a chamada transformação de Darboux. Em particular, demonstramos a existência de
operadores de entrelaçamento de Darboux, que não violam a estrutura especí�ca dos
sistemas de dois níveis, e permitem construir novos campos externos também dados por
funções reais. Como resultado destes desenvolvimentos, apresentamos uma série de novas
soluções exatas para a equação de spin.



Abstract

The aim of the present work is to study in detail the so called spin equation, which can be
used to describe the behavior of two-level systems. We recall that, for real external �elds,
this equation can be treated as a reduction of the Pauli equation to the 0+1 dimensional
case. Initially, we present the relation between the spin equation and some other equations
related to di�erent physical problems. With these relations, we construct new solutions
to the spin equation from the knowledge of the exact solutions of these other problems
and, on the other hand, extend the applicability of the obtained solutions. After that,
we describe the general solution of the spin equation, construct the evolution operator
and solve the inverse problem, i.e., the construction of the external �eld from a given
supposed solution. Finally, for the important case of real �elds, we develop a method
to construct new solutions from a previously known one, by the application of the so
called Darboux transformation. In particular, we demonstrate the existence of Darboux
intertwining operators which do not violate the speci�c structure of the two-level systems
and allow the construction of external �elds which are also given by real functions. As
a result of all these developments, we present several new sets of exact solutions for the
spin equation.
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Capítulo 1

Introdução

No tratamento da interação de sistemas quânticos com campos eletromagnéticos intensos,
é um fato conhecido [1] que uma descrição semiclássica, na qual o campo é tratado classica-
mente, fornece resultados equivalentes aos obtidos por uma quantização total do problema,
desde que a �utuação no número de fótons possa ser negligenciada. Além disto, sistemas
quânticos complexos, com um espectro de energia discreto, freqüentemente encontram-se
em situações dinâmicas especiais, nas quais apenas dois estados estacionários possuem
participação signi�cativa. Nestes casos, podemos restringir o espaço de Hilbert que des-
creve tal sistema a um espaço bidimensional. Um ótimo exemplo deste procedimento
é o tratamento da polarização da molécula de amônia [2]. Tais sistemas de dois níveis
encontram uma vasta gama de aplicações em diversos problemas em física, por exemplo,
na teoria semiclássica do laser [3]; na descrição de experimentos de absorção ressonante
e indução nuclear [4], ou no comportamento de um feixe de moléculas através de uma
cavidade imersa em um campo elétrico ou magnético [5]. Aplicações mais recentes deste
sistema serão apresentadas, com um certo nível de detalhamento, no �nal deste capítulo.

Este trabalho se destina a uma análise detalhada dos sistemas de dois níveis através
do estudo da chamada equação de spin, bem como da relação entre esta e outras equações
encontradas em diferentes problemas em física. Será também apresentada uma série de
novas soluções exatas para esta equação, além de um método que permite a obtenção de
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novas soluções.

1.1 A equação de spin

Para o caso mais geral, no qual o sistema está sujeito a interações dependentes do tempo, a
descrição do sistema pode ser realizada através de um espinor V (t) com duas componentes
dependentes do tempo e a dinâmica será dada pela seguinte equação de Schrödinger em
0 + 1 dimensão (~ = c = 1)

i
dV

dt
= [F0I + (σ̃F)]V , V =

 v1

v2

 ,

(σ̃F) = F1σ1 + F2σ2 + F3σ3 , (1.1)

onde I é a matriz identidade 2× 2, σ̃ = (σ1, σ2, σ3) são as matrizes de Pauli

σ1 =

 0 1

1 0

 , σ2 =

 0 −i

i 0

 , σ3 =

 1 0

0 −1

 , (1.2)

F0 (t) e F (t) = (F1, F2, F3) quatro funções, em geral complexas, dependentes do tempo.
Como veremos, o caso com funções Fi (t) complexas descreve um possível amortecimento
do sistema.

Se V (t) é uma solução da equação (1.1) com F0 = 0, uma solução V ′ (t) para F0 6= 0

pode ser obtida fazendo

V ′ (t) = exp

[
−i
∫ t

0

F0 (τ) dτ

]
V (t) ,

o que permite, sem perda de generalidade, fazer F0 = 0 em (1.1). Com isto, o problema
geral assume a forma

iV̇ = (σ̃F)V , V =

 v1 (t)

v2 (t)

 , V̇ = dV/dt . (1.3)
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Neste trabalho, iremos nos referir a (1.3) como a equação de spin e a F (t) como o campo
externo. Em alguns casos, o campo externo será apresentado na forma

F = K + iG , K = ReF , G = ImF ,

K = (Kk) , G = (Gk) , k = 1, 2, 3 , (1.4)

onde K (t) e G (t) são vetores reais.
Uma realização concreta do problema (1.3) seria uma partícula de momento angular

total J = 1/2 inserida em um campo magnético (ou elétrico), dependente do tempo, de
intensidade B (t) (E (t)), neste caso identi�camos

F = −µB (F = −µE) ,

onde µ é o momento magnético (elétrico) da partícula. Neste caso, a equação de spin
pode ser identi�cada com a equação de Pauli [6] para uma partícula �xa no espaço. Além
disto, como mencionado em [2]; �não importa qual seja o problema de dois níveis original,
ele sempre poderá ser interpretado como o problema do elétron�.

Mesmo no caso mais simples, quando F é uma constante, o problema acima possui
uma in�nidade de aplicações. Por exemplo, freqüentemente, em química, as propriedades
óticas provenientes do acoplamento entre dois níveis de uma certa molécula por um campo
elétrico estático E0 são estudadas fazendo Fopt = (µE0, 0,∆E), onde ∆E = (E0 − E1) /2 é
a diferença de energia entre o estado fundamental e o excitado. Outra aplicação intensa-
mente explorada dos modelos de dois níveis estáticos é o estudo dos efeitos de tunelamento
em um duplo poço de potencial [7]; neste caso é conveniente expressarmos o campo como
Ftun = −1/2 (∆0, 0, ε0), onde ε0 é uma assimetria na energia do estado fundamental de
cada poço e ∆0 a energia de interação entre estes estados. Estes dois problemas estão
relacionados pelo operador unitário R = exp (iπσ2/4), pois fazendo ε0 = 2µE0 teremos
R (σ̃Ftun)R−1 = (σ̃Fopt).

Existem várias equações equivalentes, ou de certa forma relacionadas, com a equação
de spin. Por exemplo, a conhecida equação de Euler que surge na teoria do giroscópio ou
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na teoria da precessão de um giromagneto clássico em um campo magnético [5]. A equação
de spin com um campo externo onde Fi (t) , i = 1, 2 são puramente imaginários e F3 é
constante pode ser identi�cada como um caso degenerado da equação de Zakarov-Shabat,
a qual possui um papel importante na teoria dos sólitons [8].

1.2 Campos dependentes do tempo

O estudo de sistemas de dois níveis sujeitos a um campo externo dependente do tempo
possui uma vasta e longa história. Dentre os trabalhos pioneiros nesta área, podemos citar
Rabi [9], onde se considera um sistema de dois níveis imerso em campo magnético circular-
mente polarizado. Provavelmente, esta é uma das primeiras soluções exatas apresentadas
para o problema dependente do tempo. Resultados mais recentes são apresentados em
[10].

Para uma partícula de spin J = 1/2 sujeita a um campo magnético constante B0 na
direção z e um campo circularmente polarizado de intensidade B1 no plano x, y temos

F = −µ (2B1 cos (Ωt) ,−2B1 sin (Ωt) , B0) . (1.5)

Este problema pode ser drasticamente simpli�cado pelo uso das chamadas coordenadas
girantes (rotating coordenates) [4], situação em que se utiliza um sistema de coordena-
das que gira junto com o campo, passando a ser um problema estático, e o resultado é
transformado novamente para o sistema �xo do laboratório. Este procedimento se mos-
trou extremamente útil na solução de vários problemas envolvendo campos dependentes
do tempo permitindo, no caso geral, reduzir o campo F a apenas duas componentes não
nulas.

Outro problema de fundamental importância, mas que não pode, em geral, ser tra-
tado exatamente como o anterior, é o caso do campo linearmente polarizado [11]. Como
exemplo, considere a interação de uma partícula de spin 1/2 com um campo constante
B0 na direção z e um campo oscilante B1 na direção x,
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F = −µ (2B1 cos (Ωt) , 0, B0) . (1.6)
Modelos com este campo são freqüentemente utilizados para o estudo de problemas envol-
vendo ressonância elétron-spin, ressonância magnética nuclear e espectroscopia de feixe
de átomos. Para o campo F dado acima, encontrar uma solução do problema (1.3)
não é uma tarefa simples. Entretanto, para campos com B1 não muito intensos, com
relação a B0, soluções podem ser encontradas para regimes próximos à freqüência de
ressonância do sistema, ou seja, quando Ω é muito próximo a µB0, utilizando o cha-
mado RWA (rotating-wave approximation) [12]. Considerando o campo linearmente po-
larizado em (1.6) como uma superposição de dois campos circularmente polarizados,
cos (Ωt) = [exp (−iΩt) + exp (iΩt)] /2, o primeiro termo exp (−iΩt) recebe o nome de
rotating-wave, enquanto o termo exp (iΩt) é chamado de anti-rotating-wave. A aproxi-
mação RWA consiste em negligenciar a contribuição do anti-rotating-wave na equação de
spin, desprezando termos proporcionais a exp [i (Ω + µB0)].

Devido à importância do problema e à di�culdade na obtenção de soluções exatas,
vários métodos de aproximação foram desenvolvidos para encontrar soluções de (1.3).
Em [13] é desenvolvida uma série perturbativa convergente para um campo na forma

F = (F1, 0, F3) , F1 = const , (1.7)

com F3 (t) uma função periódica. Para campos F (t) periódicos ou quasi-periódicos, siste-
mas de dois níveis foram intensamente estudados por inúmeros autores, utilizando várias
aproximações diferentes, e.g., expansões perturbativas [14] e, como descrito acima, o mé-
todo RWA. Para estes campos periódicos, o formalismo de Floquet [15] fornece um pode-
roso ferramental para o tratamento do problema, especialmente na aplicação de métodos
numéricos. Para uma revisão moderna destes métodos veja [7] e suas referências.

Para sistemas em que F não é periódico, nem quase-periódico, o problema torna-se
bastante complicado. Entretanto, em alguns casos especiais, soluções exatas podem ser
encontradas. Em [16], são apresentadas soluções exatas para um campo na forma (1.7)
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para funções F3 (t) não periódicas dadas por
F3 (t) =

r0
cosh τ

, F3 (t) =
r0
T

tanh τ +
r1
T
, τ =

t

T
, (1.8)

onde r0, r1 e T são constantes reais. Estas funções vão a zero no in�nito, o que as
torna convenientes para o tratamento de problemas de espalhamento. Em [17] temos a
construção de soluções exatas para três novas funções F3, entre as quais a mais simples
tem a forma

F3 = c0 +
2 (c21 − c20)

Q+ c0
, Q =

 c1 coshϕ , c21 > c20

c1 cosϕ , c21 < c20

,

ϕ = 2

(
t
√
|c21 − c20|+ c2

)
, c0,1,2 = const. , (1.9)

as demais expressões envolvem complicadas combinações de funções especiais.

1.3 Aplicações recentes

1.3.1 Computadores quânticos

Além das várias aplicações citadas acima, atualmente o estudo de sistemas de dois níveis
tem atraído uma atenção ainda maior devido a sua relação com o desenvolvimento dos
chamados computadores quânticos.

A computação clássica se baseia na manipulação de informações codi�cadas em um
sistema binário, ou seja, toda informação a ser processada é armazenada em uma cadeia
de zeros e uns e a computação se dá pela manipulação destas cadeias. Cada dígito
destas cadeias recebe o nome de bit. De outra forma, temos inicialmente uma seqüência
de n bits que, após ser manipulada, fornece como resultado uma nova seqüência de m
bits. Esta manipulação recebe o nome de porta lógica (ou simplesmente porta) de n
entradas e m saídas. Além disto, a saída desta porta pode ser introduzida em uma
outra porta de m entradas e sofrer uma nova manipulação. A este encadeamento de
portas lógicas damos o nome de rede computacional (ou simplesmente rede). Assim,
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a informação mais simples que podemos tratar está armazenada em um único bit e as
únicas operações possíveis são a identidade, na qual o bit é mantido inalterado, e a
inversão, quando invertemos seu valor original. Esta operação de inversão é chamada
porta NOT. Em seguida, podemos imaginar uma porta com dois bits de entrada e um
de saída, neste caso existem 42 = 16 operações possíveis. Entretanto, nem todas estas
operações são independentes e, na verdade, todas podem ser obtidas com uma rede de três
portas fundamentais: a NOT, introduzida anteriormente, a porta AND, cujo resultado
é o produto dos bits de entrada e a porta OR, cuja saída é zero apenas se as entradas
forem ambas zero. É um fato conhecido que qualquer manipulação de n-bits pode ser
implementada através de uma rede que utilize apenas uma dada combinação destas três
portas, ou seja, qualquer porta lógica pode ser descrita como um certo encadeamento das
portas NOT, AND e OR1. Por conta disso, estas recebem o nome de portas universais.

Na computação quântica, o bit é substituído pelo chamado bit quântico ou qubit,
que nada mais é do que o estado de um sistema de dois níveis. Diferentemente do bit
clássico, restrito aos valores zero e um, o qubit pode se encontrar na superposição dos
níveis fundamentais, i.e., um qubit pode assumir o valor:

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , |α|2 + |β|2 = 1 ,

onde |0〉 e |1〉 são os níveis do sistema, por exemplo, os estados do spin de um elétron.
Um sistema de n-qubits é obtido fazendo

|ψ〉 =
∑

x∈{0,1}n

αx |x〉 ,
∑

x∈{0,1}n

|αx|2 = 1 ,

onde |x〉 é o produto tensorial de n estados de sistemas de dois níveis, por exemplo, para
um sistema de dois qubits poderíamos ter |ψ〉 = 1/

√
2 (|01〉+ |10〉) com |01〉 = |0〉 ⊗ |1〉.

A computação quântica é de�nida como a evolução unitária do estado de entrada, ou
seja, as portas lógicas clássicas de n entradas são substituídas por operadores unitários
agindo no espaço de Hilbert produto H⊗n; estes operadores são chamados portas lógicas

1Na verdade, apenas duas portas são necessárias: NOT, AND ou NOT, OR.
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quânticas. O processo é encerrado com a medição do estado �nal, operação esta, em geral,
não unitária e sujeita à interpretação probabilística da mecânica quântica. Diferente de
operações clássicas irreversíveis como as AND e OR, em que a entrada não pode ser
sempre reconstruída a partir da saída, a unitariedade dos operadores exige que todo
processo computacional quântico seja reversível, de forma que todas as portas quânticas
possuem o mesmo número de entradas e saídas. Entretanto, sempre podemos utilizar
alguns dos qubits de saída para simular qualquer porta clássica [18].

Como na computação clássica, a computação quântica pode ser realizada com um
número reduzido de portas universais. Como exemplo, é possível mostrar [18] que qual-
quer operação unitária agindo em n qubits pode ser implementada através das chamadas
porta de Hadamard (H) e da porta de mudança de fase controlada (B), de um e dois
qubits, respectivamente, e representadas na base computacional {|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉}

pelos operadores unitários

H =
1√
2

 1 1

1 −1

 , B (φ) =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 eiφ

 .

A implementação experimental destas portas lógicas quânticas exige a manipulação
destes sistemas de dois níveis pela ação de campos externos. Como exemplo, em [19] é
analisada a realização de uma porta quântica de um qubit através da aplicação de um
campo na forma (1.5). De modo geral, a evolução destes sistemas de dois níveis pela
aplicação destes campos é descrita pela equação de spin. Assim, a análise desta equação
é um problema de fundamental importância para a computação quântica.

1.3.2 Fase geométrica

Dado um espaço de HilbertH de estados quânticos, o espaço de Hilbert projetivo associado
P = H/U (1), ou espaço dos raios, é o conjunto das classes de vetores múltiplos (por um
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número complexo qualquer) entre si. Assim, a qualquer estado V ∈ H podemos associar
a classe Π (V ) de todos os estados V ′ múltiplos de V ,

Π (V ) = {V ′ : V ′ = cV, com c um número complexo}
Uma classe Π (V ) é um elemento de P e o conjunto de todas as classes Π (V ), quando V
percorre todo o H, constitui o espaço de Hilbert projetivo P . Uma trajetória V (t) em
H tem, assim, uma imagem Π (V (t)) no espaço projetivo P . Uma característica notável
de sistemas quânticos é a capacidade do estado V de manter uma memória da trajetó-
ria Π (V (t)) no espaço projetivo P quando Π (V (t)) é periódica. Dada uma evolução
temporal

iV̇ = HV, (1.10)
com um operador hermitiano H (t), a norma de V se conserva e, portanto, periodicidade
em P signi�ca periodicidade a menos de uma fase em H, ou seja, se o período é τ ,

V (τ) = exp (iΓ)V (0) ,

com uma fase Γ real. De�nindo Ṽ (t) = exp [−if (t)]V , com f (τ) − f (0) = Γ, obtemos
Ṽ (0) = Ṽ (τ) e, substituindo em (1.10),

df

dt
= i

(
Ṽ ,

d

dt
Ṽ

)
− (V,HV ) . (1.11)

Integrando a equação anterior obtemos
Γ = i

∫ τ

0

(
Ṽ ,

d

dt
Ṽ

)
dt−

∫ τ

0

(V,HV ) dt . (1.12)
Nesta expressão, identi�camos a fase dinâmica γD e a fase geométrica [20] γ,

γD = −
∫ τ

0

(V,HV ) dt , γ = i

∫ τ

0

(
Ṽ ,

d

dt
Ṽ

)
dt . (1.13)

Diferente da fase dinâmica, a fase geométrica é invariante por uma reparametrização do
tempo t′ = f (t), o que mostra que esta fase não depende da velocidade com que diferentes
partes da trajetória, tanto em H quanto em P , são percorridas. Esta característica vem
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do fato de que todos os estados obtidos por esta reparametrização representam trajetórias
em H que diferem apenas por uma fase, enquanto a fase geométrica se relaciona apenas
com a área limitada pela curva fechada Π (V (t)), t ∈ [0, τ ], no espaço projetivo P .

Para o caso de sistemas de dois níveis, os vetores de estado no espaço projetivo P
podem ser associados com pontos em uma superfície esférica S2, chamada esfera de Bloch.
Isto pode ser concretizado, escrevendo o estado do sistema como (veja equação (2.32)):

V =

 exp
[
− i

2
ϕ (t)

]
cos θ (t) /2

exp
[

i
2
ϕ (t)

]
sin θ (t) /2

 , (1.14)

e identi�cando este estado como o ponto com coordenada polar θ e azimutal ϕ na esfera
de Bloch. Para o caso de uma partícula com spin 1/2, podemos visualizar estes pontos
como a direção do spin. Da mesma forma, as trajetórias do sistema podem ser traçadas
diretamente na superfície desta esfera. Para este sistema de dois níveis, é fácil mostrar
que a fase geométrica γ pode ser escrita como a seguinte integral em S2

γ = −1

2
∆Ω , ∆Ω =

∫
S

n.ds . (1.15)
onde S é a superfície em S2 limitada pela trajetória fechada e (veja equação (2.29))

n = (V, σ̃V ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) . (1.16)
Na expressão (1.15) ∆Ω é o ângulo sólido encerrado pela trajetória em S2. Obviamente,
estas expressões só podem ser obtidas graças ao caráter bidimensional do sistema. Isto
mostra porque os sistemas de dois níveis são objetos interessantes para os estudos e
aplicações da fase geométrica. Além disto, existe também uma forte relação entre a fase
geométrica para sistemas de dois níveis e a computação quântica. Uma área denominada
computação quântica geométrica [21] propõe a utilização desta fase para a implementação
de uma porta de mudança de fase controlada e, como vimos, a combinação desta porta
com a porta de Hadamard fornece um conjunto de portas quânticas universais.

O cálculo da fase geométrica depende da determinação de soluções periódicas da equa-
ção de spin. Neste respeito, os resultados a serem desenvolvidos no capítulo 5 sobre �O
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Problema inverso da Equação de Spin� serão de grande valia. Por exemplo, podemos
exigir que nosso espinor tenha a forma

V = exp [iα]

 exp [−iβ] cosϕ

exp [iβ] sinϕ

 , (V, V ) = const.

com α, β, ϕ funções reais do tempo. Este espinor será solução da equação de spin para o
campo externo

F1 = −ϕ̇ sin 2β − α̇ cos 2β sin 2ϕ ,

F2 = ϕ̇ cos 2β − α̇ sin 2β sin 2ϕ ,

F3 = β̇ − α̇ cos 2ϕ .

Assim, podemos garantir a periodicidade das soluções, a menos de uma fase, exigindo
a periodicidade das funções β (t) e ϕ (t) e calcular a fase geométrica destas soluções
utilizando a expressão (1.15). Isto fornece um método simples para determinar a fase
geométrica de soluções para vários campos externos diferentes. Este controle sobre a
forma das soluções pode também ser amplamente explorado na construção de portas
lógicas quânticas.

11



Capítulo 2

Desenvolvimentos formais da equação

de spin

Este capítulo tem por objetivo a introdução de certas notações e o estabelecimento de
algumas relações a serem empregadas no decorrer deste trabalho. Primeiramente, mos-
traremos como é possível escrever um espinor genérico a partir de uma solução particular
da equação de spin. Este resultado será utilizado quando tratarmos da solução geral desta
equação na seção 4.1.

Em seguida, apresentamos uma transformação inversível com a qual podemos reduzir
o número de componentes do campo externo, além de estabelecer uma equivalência entre
soluções da equação de spin para diferentes tipos de campo, a partir de certos casos
particulares desta transformação.

No �nal deste capítulo, apresentamos uma representação vetorial associada a um par
de espinores, bem como uma série de relações associadas a este vetor. Várias destas
relações representam apenas manipulações algébricas, mas sua ampla utilização neste
trabalho justi�ca sua explicitação.
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2.1 A equação de spin conjugada

A equação conjugada obtida a partir da equação de spin (1.3) tem a forma
iV̇ + = −V + (σ̃F∗) , V + =

(
v∗1 (t) v∗2 (t)

)
. (2.1)

O produto interno entre dois espinores U e V é de�nido como:
(U, V ) = U+V = (u∗1v1 + u∗2v2) . (2.2)

Explicitando-se cada uma de suas componentes, a equação de spin e sua conjugada
fornecem o seguinte conjunto de equações acopladas

iv̇1 = F3v1 + (F1 − iF2) v2 , iv̇2 = −F3v2 + (F1 + iF2) v1 , (2.3)
iv̇∗1 = −F ∗

3 v
∗
1 − (F ∗

1 + iF ∗
2 ) v∗2 , iv̇

∗
2 = F ∗

3 v
∗
2 − (F ∗

1 − iF ∗
2 ) v∗1 . (2.4)

Introduzindo o espinor anticonjugado V̄

V̄ = −iσ2V
∗ =

 −v∗2
v∗1

 , (2.5)

podemos escrever o sistema (2.4) como uma equação de spin (1.3) com um campo externo
complexo conjugado F ∗,

i
·
V̄ = (σ̃F∗) V̄ . (2.6)

As seguintes relações são válidas para todo espinor V e seu anticonjugado V̄ (2.5):(
V̄
)

= −V ,
(
V̄ , V̄

)
= (V, V ) ,

(
V̄ , V

)
=
(
V, V̄

)
= 0 . (2.7)

Uma vez que V 6= 0 é ortogonal a V̄ , estes vetores são linearmente independentes. Por-
tanto, qualquer espinor U pode ser representado como

U = (V, V )−1 [(V, U)V +
(
V̄ , U

)
V̄
]
. (2.8)

Na verdade, isto implica na relação de completeza
V V + + V̄ V̄ + = (V, V )I , (2.9)
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onde
V U+ =

 υ1u
∗
1 υ1u

∗
2

υ2u
∗
1 υ2u

∗
2

 , detV U+ = 0 . (2.10)

2.2 Redução do campo externo

Dada uma equação de spin com um campo externo F, em geral com três componentes
não nulas, é sempre possível encontrar uma transformação inversível T̂ (t) que permite
eliminar uma das componentes de F, gerando, assim, uma equação de spin equivalente
com um certo campo externo reduzido F′ de apenas duas componentes.

Vamos introduzir a transformação

V ′ = T̂ V , T̂ (t) = exp [iα (t) (σ̃l)] , (2.11)

onde V é uma solução da equação de spin (1.3) com o campo externo F, l um vetor
complexo arbitrário e α (t) uma função complexa arbitrária.

Se l2 6= 0 podemos, sem perda de generalidade, fazer l2 = 1. Com isto, a matriz (2.11)
torna-se

T̂ = cosα+ i (σ̃l) sinα .

Por substituição direta, veri�ca-se que o espinor V ′ é também uma solução da equação
de spin com o campo externo reduzido F′,

F′ = [F− l (Fl)] cos 2α+ [F× l] sin 2α+ l (Fl− α̇) . (2.12)

Sendo a matriz T̂ inversível, as equações de spin com o campo externo F e com o campo
externo F′ (2.12) são equivalentes. Podemos agora escolher uma função α (t) que respeite
a relação

α̇ = Fl =⇒ F′l = 0 . (2.13)
Com isto, a projeção de F′ na direção de l se anula e o campo reduzido F′ passa a ter
apenas duas componentes pertencentes ao plano ortogonal a l.

14



Para o vetor l com l2 = 0, temos
T̂ = 1 + iα (σ̃l) ,

neste caso,
F′ = F + 2α [F× l] + l

[
2α2 (Fl)− α̇

]
. (2.14)

Para uma escolha apropriada do vetor complexo l, pode-se sempre eliminar uma das duas
componentes K = ReF′ ou G = ImF′. Entretanto, neste caso, não podemos imaginar F′

como um vetor em um plano �xo, diferente do caso com l real.
Vamos escolher l como o vetor unitário na direção z, l = (0, 0, 1), e α sendo uma

solução da equação
α̇ = F3 .

Então, o campo externo reduzido F′ assume a forma
F′ = (F ′

1, F
′
2, 0) , (2.15)

onde
F ′

1 = F1 cos 2α+ F2 sin 2α, F ′
2 = F2 cos 2α− F1 sin 2α ,

F1 = F ′
1 cos 2α− F ′

2 sin 2α, F2 = F ′
2 cos 2α+ F ′

1 sin 2α .

Escolhendo l = (0, 0, 1) e selecionando α para ser uma solução da equação
F1 = F ′

1 cos 2α , F2 = F ′
1 sin 2α , F3 = F ′

3 + α̇ ,

obtemos
F ′

1 = F1 cos 2α+ F2 sin 2α , F ′
3 = F3 − α̇ ,

F ′
2 = F2 cos 2α− F1 sin 2α = 0 , (2.16)

e o campo externo reduzido F′ assume a forma
F′ = (F ′

1, 0, F
′
3) . (2.17)

Além disto, pode-se veri�car que, se V ′ é uma solução da equação de spin com o campo
externo (2.17), então:
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1. U = (2)−1/2 (1 + iσ1)V
′ é uma solução da equação de spin com o campo externo

F′ = (F ′
1, F

′
3, 0) ; (2.18)

2. U = σ1V
′ é uma solução da equação de spin com o campo externo

F′ = (F ′
1, 0,−F ′

3) ; (2.19)

3. U = σ3V
′ é uma solução da equação de spin com o campo externo

F′ = (−F ′
1, 0, F

′
3) ; (2.20)

4. U = σ2V
′ é uma solução da equação de spin com o campo externo

F′ = (−F ′
1, 0,−F ′

3) ; (2.21)

5. U = (2)−1/2 (σ1 + σ3)V
′ é uma solução da equação de spin com o campo externo

F′ = (F ′
3, 0, F

′
1) . (2.22)

2.3 Representação vetorial

A seguinte relação é válida para quaisquer espinores U, V e seus anticonjugados Ū , V̄ (2.5):

(U, V̄ ) = −(V, Ū), (Ū , V ) = −(V̄ , U), (Ū , V̄ ) = (V, U) ,

(U, V̄ )(V̄ , U) = (U,U)(V, V )− (U, V )(V, U) = (Ū , V )(V, Ū) ≥ 0 . (2.23)

Dados dois espinores U e V podemos construir o vetor complexo LU,V :

LU,V = (U, σ̃V ) = (u∗1v2 + u∗2v1, iu
∗
2v1 − iu∗1v2, u

∗
1v1 − u∗2v2) , (2.24)
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o qual respeita as propriedades
i)
(
LU,V

)∗
= LV,U , LŪ ,V̄ = −LV,U ,

ii)LU,V LU ′,V ′
= 2 (U, V ′) (U ′, V )− (U, V ) (U ′, V ′) ,

iii)LV,V LV,V = (V, V )2 , LV̄ ,V LV̄ ,V = LV,V̄ LV,V̄ = 0 ,

iv)LV̄ ,V LV,V̄ = 2 (V, V )2 , LV,V LV̄ ,V = LV,V LV,V̄ = 0 ,

v)
[
LV,V̄ × LV̄ ,V

]
= 2i (V, V )LV,V ,

[
LV̄ ,V × LV,V

]
= i (V, V )LV̄ ,V ,[

LV,V × LV,V̄
]

= i (V, V )LV,V̄ ,

vii)LU,V = (V, V )−1
[
(U, V )LV,V +

(
U, V̄

)
LV̄ ,V

]
. (2.25)

Usando a decomposição a seguir (2.8)
U = (V, V )−1 [(V, U)V +

(
V̄ , U

)
V̄
]
,

dado um vetor p e um espinor V podemos obter,
(σ̃p)V = (V, V )−1

[(
LV,V p

)
V +

(
LV̄ ,V p

)
V̄
]
. (2.26)

As relações (2.25) implicam que todo espinor V gera três vetores linearmente inde-
pendentes,

LV,V , LV̄ ,V , LV,V̄ . (2.27)
Todo vetor complexo a pode ser decomposto nestes vetores

a = a1L
V,V + a2L

V̄ ,V + a3L
V,V̄ ,

a1 =
aLV,V

(V, V )2 , a2 =
aLV,V̄

2 (V, V )2 , a3 =
aLV̄ ,V

2 (V, V )2 . (2.28)
Com a ajuda dos vetores (2.27), podemos de�nir três vetores ortogonais reais

e1 =
LV,V̄ + LV̄ ,V

2 (V, V )
, e2 = i

LV,V̄ − LV̄ ,V

2 (V, V )
, n =

LV,V

(V, V )
, (2.29)

estes obedecem às relações
eiej = δij , [ei × ej] = εijkek , e3 = n , (2.30)
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onde εijk é o símbolo de Levi-Civita (ε123 = 1). As relações inversas têm a forma

LV,V = (V, V )n , LV̄ ,V = (V, V ) (e1 + ie2) , LV,V̄ = (V, V ) (e1 − ie2) . (2.31)

Um espinor V sempre pode ser representado como

V = Nei α
2

 e−i ϕ
2 cos θ

2

ei ϕ
2 sin θ

2

 , N2 = (V, V ) , (2.32)

onde N,α, θ, e ϕ são números reais. Nesta representação, o espinor anticonjugado tem a
forma

V̄ = Ne−i α
2

 −e−i ϕ
2 sin θ

2

ei ϕ
2 cos θ

2

 . (2.33)

Considerando θ e ϕ como ângulos de um sistema de referencial esférico, podemos de�nir
os vetores unitários ortogonais eϕ, eθ, e n,

eθ = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ,− sin θ) = [eϕ × n] ,

eϕ = (sinϕ, cosϕ, 0) = [n× eθ] ,

n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) = [eθ × eϕ] , (2.34)

em termo dos quais, os vetores (2.27) e (2.29) podem ser escritos como

LV,V = N2n, LV̄ ,V = N2 (eθ + ieϕ) eiα, LV,V̄ = N2 (eθ − ieϕ) e−iα,

e1 = eθ cosα− eϕ sinα , e2 = eθ sinα+ eϕ cosα . (2.35)

Além disto, segue de (2.26) e (2.35) que

(σ̃F)V = (nF)V + (Feθ + iFeϕ) exp (iα) V̄ . (2.36)
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Capítulo 3

Equações relacionadas

Como mencionado anteriormente, várias equações encontradas em diferentes problemas
em física estão profundamente ligadas com a equação de spin. A seguir, vamos estabele-
cer estas ligações explicitando a relação entre estas equações. A ciência destas relações
possibilita estender a aplicação do conhecimento das soluções de um determinado pro-
blema, além de permitir sua reformulação através de expressões mais convenientes. Como
exemplo, em [16] a relação entre a equação de spin (1.3) e a equação de Schödinger na
forma (3.3) abaixo é utilizada para obter as soluções (1.8), em [5] a relação entre (1.3)
e um caso particular da equação de Euler (3.11) no �nal deste capítulo permite analisar
uma série de propriedades de um feixe de moléculas numa cavidade sob a in�uência de
um campo elétrico oscilante de amplitude constante.

3.0.1 Equação de Schrödinger

1. Considere a equação de Schrödinger em 0 + 1 dimensão para um espinor Ψ (t) com
duas componentes complexas dependentes do tempo. No caso geral, esta equação
assume a forma

iΨ̇ = HΨ , (3.1)
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onde o hamiltonianoH é uma matriz 2×2 complexa dependente do tempo. A matriz
H pode sempre ser decomposta nas matrizes de base H = F0I + σ̃F, com F0 =

F0 (t) e F = (Fk (t) , k = 1, 2, 3). Através da transformação Ψ = V exp
(
−i
∫
F0 dt

),
obtemos a equação de spin para o espinor V .

2. A equação de spin pode ser reduzida a um sistema de duas equações de Schrödinger
unidimensionais independentes, em geral com potenciais complexos. Substituindo
em (2.3) as funções

vs =
√
Asψs , As = F1 + (−1)s iF2 , (3.2)

obtemos as seguintes equações diferenciais lineares de segunda ordem
ψ̈s − Vsψs = 0 , s = 1, 2 , (3.3)

Vs =
3

4

(
Ȧs

As

)2

− 1

2

Äs

As

− A1A2 − F 2
3 − i (−1)s

(
F3
Ȧs

As

− Ḟ3

)
. (3.4)

Identi�cando as derivadas em (3.3) como derivadas espaciais (ψ̈ = dψ/dx2), cada
uma destas equações pode ser interpretada com uma equação de Schrödinger esta-
cionária unidimensional com potenciais complexos Vs.

3.0.2 Equação de Euler

Para um par de espinores U e V podemos de�nir o vetor complexo LU,V = (U, σ̃V ) (veja
(2.24)), se V é uma solução da equação de spin, então os vetores linearmente independentes
LV,V , LV̄ ,V e LV,V̄ (2.27) obedecem às seguintes equações

L̇V,V = i (F∗ − F) (V, V ) +
[
(F + F∗)× LV,V

]
,

L̇V̄ ,V = 2
[
F× LV̄ ,V

]
, L̇V,V̄ = 2

[
F∗ × LV,V̄

]
, (3.5)

enquanto a equação de spin e as propriedades (2.25) implicam nas relações
LV,V̇ = −i (V, V )F +

[
F× LV,V

]
, LV̄ ,V̇ = L

·
V̄ ,V =

[
F× LV̄ ,V

]
. (3.6)
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Além disto, os vetores e1, e2,n (2.29),

e1 =
LV,V̄ + LV̄ ,V

2 (V, V )
, e2 = i

LV,V̄ − LV̄ ,V

2 (V, V )
, n =

LV,V

(V, V )
,

obedecem às seguintes equações:

ė1 = 2e2 (Kn)− 2n (Kn + Ge1) ,

ė2 = 2n (Ke1 −Ge2)− 2e1 (Kn) ,

ṅ = 2e1 (Ke2 + Ge1) + 2e2 (Ge2 −Ke1) , (3.7)

com K e G dados por (1.4). Como V obedece à equação de spin, através da representação
(2.32),

V = Nei α
2

 e−i ϕ
2 cos θ

2

ei ϕ
2 sin θ

2

 , N2 = (V, V ) ,

e dos vetores ortogonais (2.34),

eθ = cos θ (cosϕ, sinϕ,− tan θ) = e1 cosα+ e2 sinα

eϕ = (sinϕ, cosϕ, 0) = e2 cosα− e1 sinα ,

podemos encontrar equações do movimento para os parâmetros N,α, θ, e ϕ. Tomando
em conta a expressão para V̄ (2.33) e a representação (2.8) temos

2V̇ =
(
2N−1Ṅ + iα̇− iϕ̇ cos θ

)
V +

(
θ̇ + iϕ̇ sin θ

)
exp (iα) V̄ . (3.8)

Finalmente, com o auxílio das expressões (3.8), (2.36) e (1.4) obtemos:

θ̇ = 2Keϕ + 2Geθ , ϕ̇ sin θ = 2Geϕ − 2Keθ , (3.9)
α̇ = ϕ̇ cos θ − 2Kn , Ṅ = NGn . (3.10)

As equações (3.9) são autônomas, no sentido de não dependerem das funções N e α, e
podem ser escritas na forma compacta

ṅ = 2 [G− (Gn)n] + 2 [K× n] . (3.11)
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Assim, a evolução temporal do vetor n é determinada apenas pelo campo externo. A
integração do sistema (3.11) permite obter θ (t) e ϕ (t). Com isto, de (3.10), temos

α =

∫
(ϕ̇ cos θ − 2Kn) dt , N = exp

∫
Gn dt . (3.12)

A equação (3.11) para G = 0 é a conhecida equação de Euler. Ela aparece, por
exemplo, na teoria do giroscópio, na teoria de um giromagneto clássico em um campo
magnético, na teoria da ressonância eletromagnética (veja [5]). Para G 6= 0 esta equação
pode ser usada para descrever um sistema amortecido.
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Capítulo 4

Sobre as soluções da equação de spin

4.1 Solução geral da equação de spin

A solução geral da equação de spin pode ser escrita como
Yger (t) = aV (t) + bU (t) , (4.1)

onde a e b são constantes complexas arbitrárias, enquanto V (t) e U (t) são duas soluções
particulares, linearmente independentes, da equação de spin. Na verdade, apenas uma
solução V precisa ser conhecida, uma vez que outra solução U , linearmente independente,
pode ser construída a partir desta e de seu anticonjugado (2.5), através da relação (2.8)

U (t) = α (t)V (t) + β (t) V̄ (t) , (4.2)
onde α (t) e β (t) são funções complexas do tempo. Substituindo a expressão (4.2) na
equação de spin (1.3), e levando em conta (2.6) e (1.4) temos

α̇V + β̇V̄ = 2βσ̃GV̄ . (4.3)
Portanto, utilizando o vetor LU,V (2.24) e as relações (2.25), podemos multiplicar a equa-
ção acima por V + e V̄ + para obter

(V, V ) β̇ = −2βLV,V G , α̇ = 2β (V, V )−1 LV,V̄ G . (4.4)
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Com a ajuda das expressões (2.35) e (3.10) a primeira destas equações pode ser escrita
como

Nβ̇ = −2Ṅβ , (4.5)
a qual pode ser facilmente integrada

β = β0N
−2 = β0 (V, V )−1 , (4.6)

onde β0 é uma constante complexa arbitrária. Com isto, a segunda equação em (4.4)
implica

α̇ = 2β0 (V, V )−2 LV,V̄ G , (4.7)
de forma que α (t) pode ser encontrada por integração

α = α0 + 2β0

∫
(V, V )−2 LV,V̄ Gdt , (4.8)

onde α0 é uma constante complexa arbitrária. Concluindo, a solução geral Yger da equação
de spin, pode ser construída a partir de uma solução particular V , fazendo

Yger =

[
α0 + 2β0

∫
(V, V )−2 LV,V̄ Gdt

]
V + β0 (V, V )−1 V̄ , (4.9)

com α0 e β0 constantes complexas arbitrárias.

4.2 Soluções estacionárias

Considere a equação de spin com um campo magnético externo constante, F. Neste caso,
podemos procurar por soluções estacionárias na forma

V (t) = exp (−iλt)V , (4.10)

onde V é um espinor independente do tempo que respeita a equação

(σ̃F)V = λV . (4.11)

24



Uma análise mais detalhada da relação acima é apresentada no apêndice. Em particular,
para F2 6= 0, temos duas soluções independentes Vζ , λζ , ζ = ±1,

V1 = N1

 F3 +
√

F2

iF2 + F1

 , λ1 =
√

F2 ,

V−1 = N−1

 iF2 − F1

F3 +
√

F2

 , λ−1 = −
√

F2 . (4.12)

onde Nζ é um fator de normalização.

4.3 A matriz de transformação

Existem conjuntos de campos externos que geram equações de spin equivalentes, no sen-
tido de suas soluções estarem ligadas por certas transformações inversíveis. Suponha o
conhecimento de uma solução V1 da equação de spin com o campo externo F1,

iV̇1 = (σ̃F1)V1 ,

e que se deseja encontrar uma matriz não singular dependente do tempo T̂ 21, a qual
chamaremos matriz de transformação, de forma que o espinor V2,

V2 (t) = T̂ 21 (t)V1 (t) , (4.13)
seja solução da equação de spin para um determinado campo externo F2,

iV̇2 = (σ̃F2)V2 . (4.14)
Substituindo (4.13) em (4.14), e usando a equação de spin, temos que a matriz de trans-
formação respeita a relação

i
d

dt
T̂ 21 = (σ̃F2) T̂

21 − T̂ 21 (σ̃F1) . (4.15)
Como toda matriz 2× 2, a matriz T̂ 21 pode ser escrita como

T̂ 21 = a0 − iσ̃a , a = (a1, a2, a3) , (4.16)
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onde as (t) , s = 0 , 1 , 2 , 3 são funções complexas dependentes do tempo. Substituindo
(4.16) em (4.15), e usando propriedades elementares das matrizes de Pauli, obtém-se o
seguinte conjunto de equações para as funções as:

ȧ0 + aF21 = 0 , F21 = F2 − F1,

ȧ + 2 [a× F1] + [a× F21]− a0F21 = 0 . (4.17)
É fácil veri�car que ∆ = det T̂ 21 = a2

0 + a2 é uma integral do movimento. Sendo a matriz
T̂ 21 determinada por (4.15), a menos de uma constante multiplicativa, podemos escolher,
sem perda de generalidade,

∆ = a2
0 + a2 = 1 . (4.18)

Para a matriz inversa (T̂ 21
)−1 temos(
T̂ 21
)−1

= ∆−1 (a0 + iσ̃a) = a0 + iσ̃a . (4.19)
Para dois campos F1 e F2 dados, as equações (4.17) formam um sistema linear homogêneo
(complexo) de quatro equações diferenciais ordinárias de primeira ordem. Resolver este
sistema é completamente equivalente a resolver a equação de spin com um campo externo
F2. Além disto, assumindo como conhecidos o campo externo F1 e a matriz T̂ 21, pode-
mos de (4.17) obter o campo externo F2, entretanto, para realizar este desenvolvimento,
precisamos considerar dois casos:

1. Para a0 6= 0, introduzimos o vetor complexo q = q (t),
q = a/a0 , (4.20)

tal que q2 6= −1. Com isto, (4.18) implica em
a0 =

(
1 + q2

)−1/2
. (4.21)

De (4.17) obtemos a equação
q̇− q (qF21) + [q× F21] + 2 [q× F1]− F21 = 0 . (4.22)
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Esta equação permite obter uma representação única para o campo externo F2,
F2 =

q̇+ [q× q̇] + 2 [q× F1] + 2q (qF1)− 2q2F1

1 + q2
+ F1 . (4.23)

Neste caso, a matriz de transformação é dada por
T̂ 21 =

1− iσ̃q√
1 + q2

,
(
T̂ 21
)−1

=
1 + iσ̃q√

1 + q2
. (4.24)

2. Para a0 = 0, introduzimos o vetor complexo q = q (t),
q = −ia .

Neste caso, a condição (4.18) implica q2 = −1 e obtemos de (4.17)
q̇+ [q× F21] + 2 [q× F1] = 0 , qF21 = 0 . (4.25)

De (4.25) construímos, de forma única, o vetor F2,
F2 = [q× q̇] + 2q (qF1)− F1 . (4.26)

A matriz de transformação agora é dada por
T̂ 21 =

(
T 21
)−1

= σ̃q . (4.27)
Conseqüentemente, dada uma solução exata V1, correspondente a um campo externo

F1, podemos construir uma família de campos externos F2, e suas correspondentes solu-
ções V2 (4.13), parametrizados por um vetor complexo arbitrário dependente do tempo
q (t). Para o caso de campos F1 reais, podemos construir novos campos F2, também reais,
assumindo q um vetor real. Neste caso, a matriz de transformação é unitária.

4.4 O operador de evolução

Vamos continuar o desenvolvimento anterior denotando F2 = F e T̂ 21 = T̂ . Além disto,
vamos escolher F1 = 0 e V1 um espinor constante arbitrário, V1 = const. Com isto, a
matriz de transformação obedecerá à equação (4.15)

i
dT̂

dt
= (σ̃F) T̂ . (4.28)
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Se a matriz de transformação T̂ é conhecida, o operador de evolução R̂, o qual representa
uma solução de (4.28) com condição inicial R̂ (0) = I, pode ser construído como

R̂ (t) = T̂ (t) T̂−1 (0) . (4.29)

Como apresentado a seguir, a relação acima e o resultado da seção anterior permitem
construir o operador de evolução da equação de spin a partir das expressões obtidas para
a matriz de transformação.

1. Vamos selecionar um vetor complexo arbitrário dependente do tempo q (t) (q (0) =

q0), tal que q2 6= −1. Então, a equação de spin com o campo externo

F =
q̇+ [q× q̇]

1 + q2
, (4.30)

tem como operador de evolução

R̂ =
(1− iσ̃q) (1 + iσ̃q0)√

(1 + q2) (1 + q2
0)

=
1 + qq0 − iσ̃p√
(1 + q2) (1 + q2

0)
, (4.31)

onde p = q− q0 + [q0 × q].
2. Para o vetor complexo q (t) (q (0) = q0) escolhido com q2 = −1, a solução da

equação de spin com o campo externo

F = [q× q̇] , (4.32)

tem como operador de evolução

R̂ = (σ̃q) (σ̃q0) = qq0 + iσ̃ [q× q0] . (4.33)

Para campos externos reais q é um vetor real e R̂ um operador unitário.
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Capítulo 5

O problema inverso para a equação de

spin

Dado um espinor arbitrário, o problema inverso consiste em determinar se existe um
campo externo F para o qual este espinor seja uma solução da equação de spin.

Para um espinor qualquer V , podemos construir os três vetores linearmente indepen-
dentes LV,V ,LV,V̄ ,LV̄ ,V (veja (2.27)), e decompor o campo externo F nestes vetores

F = c1L
V,V + c2L

V,V̄ + cLV̄ ,V , (5.1)
onde c1, c2, e c são coe�cientes dependentes do tempo. Substituindo esta expressão na
equação de spin e usando as fórmulas (2.8) e (2.26), encontramos

iV̇ = (σ̃F)V = (V, V )
(
c1V + 2c2V̄

)
. (5.2)

Multiplicando esta relação pela esquerda por V + e V̄ +, obtemos

c1 = i

(
V, V̇

)
(V, V )2 , c2 = i

(
V̄ , V̇

)
2 (V, V )2 . (5.3)

Substituindo (5.3) em (5.1), temos
F =

i

2 (V, V )2

[
2
(
V, V̇

)
LV,V +

(
V̄ , V̇

)
LV,V̄

]
+ cLV̄ ,V , (5.4)
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onde a função complexa c (t) permanece completamente arbitrária. Portanto, existe uma
in�nidade de campos externos F, que admitem a mesma solução V da equação de spin e
esta arbitrariedade funcional está completamente descrita em (5.4).

Usando (2.28), a equação (5.4) pode ser reescrita como

F =
i

2 (V, V )2

{
(V, V )

(
LV,V̇ − LV̇ ,V

)
+
[(
V, V̇

)
+
(
V̇ , V

)]
LV,V

}
+ bLV̄ ,V , (5.5)

com b (t) uma nova função complexa arbitrária. A arbitrariedade funcional presente na
solução do problema inverso está relacionada com o fato do espinor V ser dado apenas
por duas funções complexas, enquanto o campo externo F é de�nido por três funções
complexas.

Desta forma, mostramos que todo o espinor complexo com uma dependência temporal
arbitrária, desde que diferenciável, é solução de uma certa família de equações de spin.

Levando em conta a seguinte forma explícita do espinor (2.32),

V = Nei α
2

 e−i ϕ
2 cos θ

2

ei ϕ
2 sin θ

2

 , N2 = (V, V )

e usando as fórmulas (2.35) e (3.8), pode-se facilmente obter de (5.4) a expressão

F =
1

2

[
(ϕ̇ cos θ − α̇)n− ϕ̇eθ sin θ + θ̇eϕ

]
+ i

Ṅ

N
n+a (eθ + ieϕ) , (5.6)

onde a (t) é uma função complexa arbitrária.
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Capítulo 6

Equação de spin simétrica

Chamaremos equação de spin simétrica o caso em que F é um campo externo real. Neste
caso, de acordo com (1.4), temos

F = ReF = K , ImF = G = 0 . (6.1)

Com isto, a equação de spin assume a forma de uma equação de Schrödinger com um
hamiltoniano hermitiano H,

iV̇ = HV , H = σ̃F = H+ . (6.2)

Entretanto, mesmo para a equação de spin simétrica, o hamiltoniano unidimensional (3.3)
não é hermitiano no caso geral.

O caso simétrico da equação de spin apresenta uma série de propriedades, as quais,
em geral, não estão presentes na equação de spin para um campo externo complexo. Por
exemplo, a unitariedade da matriz de transformação (4.13) e do operador de evolução
(4.29).

Vale notar que, para a equação de spin simétrica, o desenvolvimento da matriz de
transformação (4.16) continua válido1, desde que o vetor q em (4.24) e (4.27) seja real.

1Ou seja, o novo campo externo obtido a partir da matriz de transformação fornece uma nova equação

de spin simétrica.
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Além disto, para as equações relacionadas à equação de spin (capítulo 3), no caso simé-
trico, algumas propriedades adicionais podem ser estabelecidas. Por exemplo, as equações
de evolução (3.5) para os vetores linearmente independentes (2.27) tornam-se coinciden-
tes, de sorte que estes vetores devem ser distinguidos por uma escolha apropriada das
condições iniciais.

A seguir, apresentaremos outras características peculiares à equação de spin simétrica.

6.1 A solução geral e o problema inverso

A solução geral Ygen para a equação de spin simétrica tem a forma

Ygen = aV + bV̄ , (6.3)

onde V é uma solução particular, não nula, da equação de spin e a, b constantes complexas
arbitrárias. Este resultado provém de (4.4), pois G = ImF = 0.

Para qualquer solução V da equação de spin simétrica, a quantidade N2 = (V, V ) se
conserva no tempo, o que pode ser visto de (3.10) para o caso em que G = 0. Entretanto,
o inverso não é sempre verdade. O fato de N2 ser constante, não implica que V seja
uma solução da equação de spin simétrica, uma vez que, de acordo com (5.4), pode-se
obter toda uma família de campos externos complexos que admitem soluções com este
N2 = const.

Para um espinor V diferenciável arbitrário, não nulo e sujeito à condição (V, V ) =

const, existe apenas uma equação de spin simétrica, i.e., apenas um campo externo real,
cuja solução é dada por este espinor e a solução geral tem a forma (6.3), isto segue de
(5.5). Neste caso, um campo externo real pode ser construído a partir de V de forma
única

F = i [2 (V, V )]−1
(
LV,V̇ − LV̇ ,V

)
. (6.4)

Pode ser veri�cado facilmente que a mesma expressão para F surge quando V é substituído
por Ygen (6.3), o que con�rma a unicidade do campo externo F. Apresentando V na forma
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(2.32), e fazendo N = const, obtém-se a decomposição de F nos vetores de base do sistema
de coordenadas esférico (2.34):

F =
1

2

[
(ϕ̇ cos θ − α̇)n− ϕ̇eθ sin θ + θ̇eϕ

]
. (6.5)

Com isto, pode-se encontrar as componentes cartesianas do campo externo F e calcular
seu quadrado,

F =
1

2
(−θ̇ sinϕ− α̇ sin θ cosϕ, θ̇ cosϕ− α̇ sin θ sinϕ, ϕ̇−α̇ cos θ) ,

F 2 = F2 =
1

4

(
θ̇2 + ϕ̇2 + α̇2 − 2α̇ϕ̇ cos θ

)
. (6.6)

A possibilidade de uma construção única do campo externo real F, para um espinor
arbitrário V (t) com norma constante implica também na possibilidade de gerar equações
de spin simétricas e suas soluções exatas.

6.2 Formas lagrangiana e hamiltoniana da equação de
spin simétrica

Considere o sistema de equações (3.9) para um campo externo real. Neste caso, o sistema
pode ser escrito como

θ̇ = 2 (F2 cosϕ− F1 sinϕ) , ϕ̇ sin θ = 2F3 sin θ − 2 (F1 cosϕ+ F2 sinϕ) cos θ . (6.7)

Sem perda de generalidade, pode-se sempre escolher

F1 = g (t) cos 2α (t) , F2 = g (t) sin 2α (t) , (6.8)

onde g (t) e α (t) são funções reais dependentes do tempo.Vamos substituir ϕ (t) na equa-
ção (6.7) por uma nova função Φ (t) dada por

ϕ (t) = Φ (t) + 2α (t) . (6.9)
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Com isto, o sistema (6.7) assume a forma
θ̇ = −2g sin Φ , Φ̇ sin θ = 2f sin θ − 2g cos Φ cos θ , (6.10)

onde
f (t) = F3 (t)− α̇ (t) . (6.11)

Note que a substituição (6.9) é equivalente à transformação (2.11), para uma escolha de
e = (0, 0, 1) e selecionando α (t), tal que o campo externo assuma a forma (2.17).

Agora, a introdução da coordenada q, do momento conjugado p e do hamiltoniano H,
q = cos θ , p = −Φ , H = 2g

√
1− q2 cos p+ 2qf , (6.12)

faz com que o sistema (6.10) assuma a forma das equações de Hamilton unidimensionais
[5, 16],

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
. (6.13)

Realizando transformações canônicas, é possível obter diferentes formas das equações de
Hamilton associadas à equação de spin simétrica.

As equações (6.10) podem também ser obtidas através das equações de Euler-Lagrange
para a função lagrangiana

L =
[
(1− γ) θ̇Φ− 2g cos Φ

]
sin θ +

[
γΦ̇− 2f

]
cos θ , (6.14)

onde γ é um número real arbitrário.
Finalmente, o conjunto (6.10) implica uma equação diferencial de segunda ordem para

a função θ (t),
··
θ −

·
g

g

·
θ + 2f

√
4g2 − θ̇2 −

(
4g2 − θ̇2

) cos θ

sin θ
= 0 , (6.15)

a qual pode também ser obtida pelas equações de Euler-Lagrange através da lagrangiana
L = θ̇ arcsin

(
θ̇/2g

)
sin θ +

√
4g2 − θ̇2 sin θ + 2f cos θ . (6.16)

A lagrangiana acima implica na seguinte hamiltoniana
H = −2

[
g cos

( p

sin θ

)
sin θ + f cos θ

]
, p = arcsin

(
θ̇/2g

)
sin θ (6.17)

a qual, pelas equações canônicas (6.13), fornece a equação (6.15).
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Capítulo 7

Soluções exatas da equação de spin

No capítulo 3 apresentamos a relação entre a equação de spin e outros problemas em física.
Estas relações permitem utilizar soluções conhecidas destes problemas para encontrar
novas soluções da equação de spin. Neste capítulo vamos apresentar explicitamente uma
série destas soluções construídas a partir das soluções exatas da equação de Schrödinger
estacionária unidimensional encontradas em [23]. Entretanto, antes de prosseguirmos, são
necessárias três observações:

1. Seja V uma solução da equação de spin para um certo campo externo F. Nesta
equação, realizamos a seguinte transformação

t = T (t′) , (7.1)

onde T (t′) é uma função inversível real do novo parâmetro real t′. Então, a equação
de spin toma a forma

i
dV ′ (t)

dt
= (σ̃F′ (t))V ′ (t) , (7.2)

onde
F′ (t) = F (T (t)) Ṫ , V ′ (t) = V (T (t)) . (7.3)

Conseqüentemente, o conhecimento da solução V , com campo externo F, permite
construir soluções V ′ para uma família de campos externos F′, parametrizados pe-
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las funções T . Dizemos que todas as funções relacionadas por este tipo de re-
parametrização pertencem à mesma classe de equivalência. Todas as soluções apre-
sentadas aqui pertencem a diferentes classes de equivalência.

2. Como vimos anteriormente, uma equação de spin com um campo externo arbitrário
pode ser reduzida a uma equação de spin equivalente com um campo externo na
forma (2.17), o qual possui apenas duas componentes não nulas

F = (F1, 0, F3) . (7.4)
Todas as soluções listadas aqui representam soluções para campos externos na forma
acima.

3. Para campos externos na forma (7.4), cujas componentes F1 e F3 sejam proporcio-
nais, podemos, sem perda de generalidade, escrever

F1 = q sinλ , F3 = q cosλ , (7.5)
onde q (t) é uma certa função do tempo e λ uma constante complexa. Seja ω (t)

uma função de�nida pela relação
ω̇ = q , ω (0) = 0 . (7.6)

Então, o operador de evolução para a equação de spin com o campo externo (7.5)
tem a forma

R̂ = cosω − i (σ1 sinλ+ σ3 cosλ) sinωt . (7.7)

Consideraremos campos externos com componentes F1 e F3 não nulas e linearmente
independentes. Como pode ser veri�cado, tivemos sucesso na obtenção de 26 pares destas
funções. A seguir, apresentaremos estas funções, bem como os espinores V que corres-
pondem às soluções exatas para as equações de spin correspondentes. Nestas expressões,
a seguinte notação será usada (em acordo com [22]):

F (α, β, γ, z) são as funções hipergeométricas de Gauss;
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Φ (α, γ, z) são as funções hipergeométricas degeneradas;
Dp (z) são as funções cilíndricas parabólicas;
ϕ = ωt+ ϕ0 ;
ω e ϕ0 são constantes reais;
a, b, c e α, β, γ, λ, µ, ν são constantes complexas.

7.1 Lista das soluções exatas

1. F1 = at , F3 = bt+ c/t :

V =

 atγ+2e−z/2Φ (α+ 1, γ + 2; z)

2 (i− c) tγe−z/2Φ (α, γ; z)

 ,

z = it2
√
a2 + b2 , α =

γ

2

(
1 +

b√
a2 + b2

)
, γ = ic .

2. F1 = a/t , F3 = b/t+ ct :

V =

 −atγ−1e−z/2Φ (α, γ; z)(√
a2 + b2 + b

)
tγ−1e−z/2Φ (α+ 1, γ; z)

 ,

z = ict2 , 2α = i
(√

a2 + b2 + b
)
, γ = 1 + i

√
a2 + b2 .

3. F1 = a/t , F3 = b/t+ c :

V =

 −at(γ−1)/2e−z/2Φ (α, γ; z)

−iat(γ−1)/2e−z/2Φ (1 + α, γ; z)

 ,

z = 2ict , α = i
(√

a2 + b2 + b
)
, γ = 1 + 2i

√
a2 + b2 .

4. F1 = a/ sin 2ϕ , F3 = (b cos 2ϕ+ c) / sin 2ϕ :

V =

 −azµ (1− z)ν F (α+ 1, β; γ; z)

(−4iωµ+ b+ c) zµ (1− z)ν F (α, β + 1; γ; z)

 ,

z = sin2 ϕ , µ =
i

4ω

√
a2 + (b+ c)2 , ν =

i

4ω

√
a2 + (b− c)2 ,

α = µ+ ν − ib/2ω , β = µ+ ν + ib/2ω , γ = 1 + 2µ .
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5. F1 = a tanϕ , F3 = b tanϕ+ c cotϕ :

V =

 2 (c+ iω) zµ (1− z)ν F (α, β; 2µ; z)

azµ+1 (1− z)ν F (α+ 1, β + 1; 2µ+ 2; z)

 ,

z = sin2 ϕ , µ = − ic

2ω
, ν =

i

2ω

√
a2 + b2 ,

λ =
i

2ω

√
a2 + (b− c)2 , α = ν + µ+ λ , β = ν + µ− λ .

6. F1 = a/ sinϕ , F3 = b tanϕ+ c cotϕ :

V =

 −azµ (1− z)ν+1/2 F (α+ 1, β; 2µ+ 1; z)(√
a2 + c2 + c

)
zµ (1− z)ν F (α, β; 2µ+ 1; z)

 ,

µ =
i

2ω

√
a2 + c2 , ν = − ib

2ω
, z = sin2 ϕ ,

α = µ− ic

2ω
, β =

1

2
+ µ+ 2ν +

ic

2ω
.

7. F1 = a/ cosϕ , F3 = b tanϕ+ c :

V =

 (ω + 2c− 2ib) zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

2iazµ+1/2 (1− z)ν F (α, β + 1; γ + 1; z)

 ,

z = −e−2iϕ , µ =
c− ib

2ω
, ν =

i

ω

√
a2 + b2 ,

α =
1

2
+
c

ω
+ ν , β = ν − ib

ω
, γ =

1

2
+ 2µ .

8. F1 = a/ sinhϕ , F3 = b tanhϕ+ c cothϕ :

V =

 −azµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

(−2iωµa+ c) zµ (1− z)ν+1/2 F (α, β + 1; γ; z)

 ,

z = tanh2 ϕ , µ =
i

2ω

√
a2 + c2 , ν =

i (b+ c)

2ω
,

α =
1

2
+
ib

ω
+ β , β = µ+

ic

2ω
, γ = 2µ+ 1 .
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9. F1 = a/ coshϕ , F3 = b tanhϕ+ c cothϕ :

V =

 (2c+ iω)zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

azµ+1/2 (1− z)ν+1/2 F (α+ 1, β + 1; γ + 1; z)

 ,

z = tanh2 ϕ , µ = − ic

2ω
, ν =

i (b+ c)

2ω
, λ =

1

2ω

√
a2 − b2 ,

α =
ib

2ω
+ λ , β =

ib

2ω
− λ , γ =

1

2
− ic

ω
.

10. F1 = a/ sinh 2ϕ , F3 = (b cosh 2ϕ+ c) / sinh 2ϕ :

V =

 −azµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

(−4iωµ+ b+ c) zµ (1− z)ν+1 F (α+ 1, β + 1; γ; z)

 ,

z = tanh2 ϕ , µ =
i

4ω

√
a2 + (b+ c)2 , λ =

i

4ω

√
a2 + (b− c)2 ,

ν =
ib

2ω
, α = µ+ ν + λ , β = µ+ ν − λ , γ = 1 + 2µ .

11. F1 = a/ coshϕ , F3 = (b sinhϕ+ c) / coshϕ :

V =

 azµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

(2ωµ− c+ ib) zµ (1− z)ν+1 F (α+ 1, β + 1; γ; z)

 ,

z =

(
eϕ + i

eϕ − i

)2

, µ =
1

2ω

√
a2 + (c− ib)2 , α = µ+ ν + λ ,

λ =
1

2ω

√
a2 + (c+ ib)2 , ν =

ib

ω
, β = µ+ ν − λ , γ = 1 + 2µ .

12. F1 = a tanhϕ , F3 = b tanhϕ+ c cothϕ :

V =

 2(c+ iω)zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

azµ+1 (1− z)ν F (α+ 1, β + 1; γ + 2; z)

 ,

z = tanh2 ϕ , µ = − ic

2ω
, ν =

i

2ω

√
a2 + (b+ c)2 ,

λ =
i

2ω

√
a2 + b2 , α = µ+ ν + λ , β = µ+ ν − λ , γ = 2µ .
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13. F1 = a cothϕ , F3 = b tanhϕ+ c cothϕ :

V =

 −azµ (1− z)ν F (α+ 1, β; γ; z)

(2ωµ+ c) zµ (1− z)ν F (α, β + 1; γ; z)

 ,

z = tanh2 ϕ , µ =
i

2ω

√
a2 + c2 , ν =

i

2ω

√
a2 + (b+ c)2 ,

α = µ+ ν +
ib

2ω
, β = µ+ ν − ib

2ω
, γ = 1 + 2µ .

14. F1 = a/ coshϕ , F3 = b tanhϕ+ c :

V =

 (2b+ 2c− iω)zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

2azµ+1/2 (1− z)ν+1/2 F (α+ 1, β + 1, γ + 1; z)

 ,

z =
1

2
(1− tanhϕ) , α = µ+ ν + λ , β = µ+ ν − λ ,

µ =
i (b+ c)

2ω
, ν =

i (b− c)

2ω
, γ = 1/2 + 2µ , λ =

1

ω

√
a2 − b2 .

15. F1 = a/ sinhϕ , F3 = b cothϕ+ c :

V =

 −azµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

(−iωµ+ b) zµ (1− z)ν+1/2 F (α, β + 1; γ; z)

 ,

z = 1− e−2ϕ , µ =
i

ω

√
a2 + b2 , ν =

i (b+ c)

2ω
,

α =
1

2
+ µ+

ic

ω
, β = µ+

ib

ω
, γ = 1 + 2µ .

16. F1 = a, F3 = bt+ c :

V =

 2
√
bDµ (z)

(1 + i) aDµ−1 (z)

 ,

z =
1 + i√
b

(bt+ c) , µ = −ia
2

2b
.
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17. F1 = a, F3 = b/t+ c :

V =

 (1− 2ib) tγe−z/2Φ (α, 2γ; z)

−iatγ+1e−z/2Φ (α+ 1, 2γ + 2, z)

 ,

z = 2it
√
a2 + c2 , γ = −ib , α = γ

(
1− c√

a2 + c2

)
.

18. F1 = a, F3 = b/t+ ct :

V =

 (2b+ i)tγ−1/2e−z/2Φ (α, γ; z)

atγ+1/2e−z/2Φ (α+ 1, γ + 1; z)

 ,

z = ict2 , α =
ia2

4c
, γ =

1

2
− ib .

19. F1 = a , F3 = (b cos 2ϕ+ c) / sin 2ϕ :

V =

 (b+ c+ iω)zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

azµ+1/2 (1− z)ν+1/2 F (α+ 1, β + 1; γ + 1; z)

 ,

z = sin2 ϕ , µ = − i

4ω
(b+ c) , ν =

i

4ω
(c− b) , γ =

1

2
+ 2µ ,

α =
1

2ω

(√
a2 − b2 − ib

)
, β = − 1

2ω

(√
a2 − b2 + ib

)
.

20. F1 = a , F3 = b tanϕ+ c cotϕ :

V =

 (2c+ iω)zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

azµ+1/2 (1− z)ν+1/2 F (α+ 1, β + 1; γ + 1; z)

 ,

z = sin2 ϕ , µ = − ic

2ω
, ν =

ib

2ω
, λ =

1

2ω

√
a2 − (b− c)2 ,

α = µ+ ν + λ , β = µ+ ν − λ , γ =
1

2
+ 2µ .

21. F1 = a , F3 = b tanϕ+ c :

V =

 azµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

(2ωµ− c+ ib) zµ (1− z)ν+1 F (α+ 1, β + 1; γ; z)

 ,

z = −e−2iϕ , µ =
1

2ω

√
a2 + (c− ib)2 , α = µ+ ν + λ ,

ν =
ib

ω
, β = µ+ ν − λ , γ = 1 + 2µ , λ =

1

2ω

√
a2 + (c+ ib)2.
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22. F1 = a , F3 = b tanhϕ+ c cothϕ :

V =

 (2c+ iω)zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

azµ+1/2 (1− z)ν F (α, β + 1; γ + 1; z)

 ,

z = tanh2 ϕ , µ = − ic

2ω
, ν =

i

2ω

√
a2 + (b+ c)2 ,

γ =
1

2
+ 2µ , α = γ + ν +

i

2ω
(b+ c) , β = ν − i

2ω
(b+ c) .

23. F1 = a , F3 = (b cosh 2ϕ+ c) / sinh 2ϕ :

V =

 (b+ c+ iω)zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

azµ+1/2 (1− z)ν F (α, β + 1; γ + 1; z)

 ,

z = tanh2 ϕ , µ = −i (b+ c)

4ω
, ν =

i

2ω

√
a2 + b2 ,

α =
1

2
+ ν − ic

2ω
, β = ν − ib

2ω
, γ =

1

2
+ 2µ .

24. F1 = a , F3 = (b sinhϕ+ c) / coshϕ :

V =

 (2b+ 2ic+ iω)zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

2azµ+1/2 (1− z)ν F (α, β + 1; γ + 1; z)

 ,

z =

(
eϕ + i

eϕ − i

)2

, µ =
c− ib

2ω
, ν =

i

ω

√
a2 + b2 ,

α =
1

2
+ ν +

c

ω
, β = ν − ib

ω
, γ =

1

2
+ 2µ .

25. F1 = a , F3 = b tanhϕ+ c :

V =

 azµ (1− z)ν F (α+ 1, β; γ; z)

− (i2ωµ+ b+ c) zµ (1− z)ν F (α, β + 1; γ; z)

 ,

z =
1

2
(1− tanhϕ) , α = µ+ ν +

ib

ω
, ν =

i

2ω

√
a2 + (b− c)2 ,

β = µ+ ν − ib

ω
, γ = 1 + 2µ , µ =

i

2ω

√
a2 + (b+ c)2 .
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26. F1 = a , F3 = b cothϕ+ c :

V =

 2 (2b+ iω) zµ (1− z)ν F (α, β; γ; z)

azµ+1 (1− z)ν F (α+ 1, β + 1; γ + 2; z)

 ,

z = 1− e−2ϕ , µ = −ib
ω
, ν =

i

2ω

√
a2 + (b+ c)2, α = ν − ib

ω
+ λ ,

β = ν − ib

ω
− λ , γ = −2ib

ω
, λ =

i

2ω

√
a2 + (b− c)2 .
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Capítulo 8

Transformações de Darboux

Considere dois operadores lineares ĥ0 e ĥ1, e vamos supor que exista um operador L̂ tal
que

L̂ĥ0 = ĥ1L̂ . (8.1)
Este operador L̂ é chamado operador de entrelaçamento (intertwining operator) dos ope-
radores ĥ0 e ĥ1. O conhecimento de L̂ permite, a partir de uma solução V do problema
de autovalores de ĥ0,

ĥ0V = εV , (8.2)
construir o vetor

V ′ = L̂V , (8.3)
que representa uma solução do problema de autovetores de ĥ1 com o mesmo autovalor ε,

ĥ1V
′ = εV ′ . (8.4)

Quando os operadores ĥ0 e ĥ1 são operadores diferenciais e L̂ é um operador diferen-
cial de primeira ordem, a relação (8.3) recebe o nome de transformação de Darboux. Este
procedimento, que hoje possui inúmeras aplicações, foi utilizado há mais de um século por
Darboux no tratamento do problema de Sturm-Liouville [24]. Anos mais tarde, este mé-
todo atraiu enorme atenção graças a sua aplicação no tratamento de equações diferenciais
não lineares [27] e no problema inverso do espalhamento [8].
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8.1 Construção do operador de entrelaçamento

Vamos supor que os vetores V e V ′ representam matrizes coluna com n componentes
dependentes do tempo, e ĥ0 e ĥ1 são matrizes n × n cujos elementos contém apenas
operadores de derivação de primeira ordem. Neste caso, temos dois sistemas lineares de
equações diferenciais de primeira ordem. Seguindo [25], vamos considerar ĥ0 e ĥ1 na forma

ĥ0 = γ
d

dt
+ Λ0 (t) , ĥ1 = γ

d

dt
+ Λ1 (t) , (8.5)

onde Λ0 (t) e Λ1 (t) são campos externos matriciais e γ uma matriz constante, todas n×n.
Neste caso, podemos supor a seguinte forma para o operador de entrelaçamento:

L̂ = A (t)
d

dt
+B (t) , (8.6)

onde A (t) e B (t) são matrizes n × n dependentes do tempo. A propriedade de entre-
laçamento (8.1) do operador L̂ resulta no seguinte conjunto de equações para A (t) e
B (t),

Aγ − γA = 0 , (8.7)
γȦ+ γB −Bγ + Λ1A− AΛ0 = 0 , (8.8)
γḂ + Λ1B − AΛ̇0 −BΛ0 = 0 , (8.9)

onde o ponto indica derivação com relação a t e a derivada de uma matriz é a derivada
de cada um de seus elementos. Selecionando A como uma matriz não singular, podemos
usar (8.8) para de�nir Λ1,

Λ1 =
(
AΛ0 +Bγ − γB − γȦ

)
A−1 . (8.10)

Substituindo a expressão acima em (8.9) obtemos
γḂ +

(
AΛ0 +Bγ − γB − γȦ

)
A−1B − AΛ̇0 −BΛ0 = 0 , (8.11)

onde A permanece uma matriz arbitrária não singular, que obedece à relação (8.7). Po-
demos eliminar A da expressão acima fazendo

B = AD ,
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para uma certa matriz D, com o que (8.11) torna-se
γḊ + Λ0D +DγD − γD2 − Λ̇0 −DΛ0 = 0 . (8.12)

Em seguida, podemos eliminar o termo em D2 fazendo
D = −Γ̇Γ−1 =⇒ B = −AΓ̇Γ−1 (8.13)

com Γ (t) uma matriz arbitrária não singular. Como resultado, obtemos a expressão
AΓṀΓ−1 = 0 , (8.14)

onde a matriz M (t) obedece à relação
γΓ̇ + Λ0Γ = ΓM ⇐⇒ ĥ0Γ = ΓM . (8.15)

Podemos satisfazer a equação (8.14), e conseqüentemente (8.9), fazendoM (t) igual a uma
matriz constante (Ṁ = 0). Com isto, podemos usar (8.15) como a de�nição da matriz
Γ. Finalmente, podemos expressar a matriz B e o campo externo transformado Λ1 em
termos das matrizes Γ, M e A,

B = Aγ−1
(
Λ0 − ΓMΓ−1

)
, (8.16)

Λ1 = A
(
γ−1Λ0γ + ΓMΓ−1 − γ−1ΓMΓ−1γ

)
A−1 − γȦA−1 . (8.17)

Escolhendo M como uma matriz diagonal,
Mrs = δrsλ(s) , (8.18)

(sem somatória em s) cada coluna da expressão (8.15) fornecerá uma equação com a
mesma forma de (8.2), o que resultará em n equações, para cada um dos n vetores coluna
V(1), V(2), ..., V(n),

ĥ0V(s) = λ(s)V(s) , V(s) =


Γ1s

Γ2s...
Γns

 , s = 1, 2, ..., n . (8.19)
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Como resultado, conhecendo-se n soluções diferentes (λ(s), V(s)) do problema de autova-
lores de ĥ0 (8.2), podemos construir a matriz Γ fazendo

Γ =
(
V(1) V(2) · · · V(n)

)
. (8.20)

Uma vez construída a matriz Γ, e �xada a matriz A, podemos obter a matriz B e o
campo externo Λ1 de (8.16) e (8.17) e, conseqüentemente, podemos construir o operador
de entrelaçamento L̂ como

L̂ = Aγ−1
(
ĥ0 − ΓMΓ−1

)
. (8.21)

Assim, dado um autovetor V do problema (8.2), com autovalor ε 6= λ(s), podemos construir
um autovetor V ′ do problema (8.4), com o mesmo autovalor ε, fazendo

V ′ = L̂V = Aγ−1
(
ε− ΓMΓ−1

)
V . (8.22)

Para o caso λ(s) = ε o operador de entrelaçamento aniquila o autovetor correspondente
L̂V (ε) = 0.

Por substituição direta pode-se veri�car que se V ′ é uma solução de (8.4), então AV ′

também o será, de sorte que podemos, sem perda de generalidade, fazer A = I, onde I é
a matriz identidade n× n.

O método descrito acima pode ser usado iterativamente, de forma que soluções para
um novo problema, com um novo campo externo Λ2, podem ser construídas aplicando-se
o mesmo procedimento nos autovetores obtidos de ĥ1.

8.2 Transformações de Darboux para a equação de spin

Nosso objetivo é utilizar o método de Darboux para obter novas soluções da equação de
spin com um campo externo na forma

Fε = (F1, 0, F3) , F1 = ε = const, F3 = F3 (t) = F ∗
3 . (8.23)
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Soluções exatas para campos deste tipo podem ser encontradas nos itens 16 − 26 do
capítulo anterior. Equações de spin com campos desse tipo aparecem em vários problemas
em física [17, 14, 26]. Neste caso, escrevendo a equação de spin na forma (8.2) o operador
ĥ0 (8.5) torna-se

ĥ0 = iσ1
d

dt
+ Λ0 , Λ0 = iσ2F3 . (8.24)

Desejamos também que, após a aplicação da transformação de Darboux, o novo campo
externo obtido possua a mesma forma de (8.23) com uma nova função real F ′

3, ou seja,
procuramos por operadores de entrelaçamento L̂ tais que

L̂ĥ0 = ĥ1L̂ , ĥ1 = iσ1
d

dt
+ Λ1 , Λ1 = iσ2F

′
3 . (8.25)

Existe um método geral para a construção do operador de entrelaçamento para um dado
problema de autovalores [27]. Entretanto, para nossos propósitos, a aplicação direta deste
método geral não pode ser utilizada. A aplicação deste método destruiria a estrutura ini-
cial da matriz Λ0 em (8.24), de forma que o novo campo externo obtido Λ1, em geral, não
possuiria a estrutura especi�cada em (8.25), com uma nova função real F ′

3. Então, a pe-
culiaridade de nosso problema é que os campos externos Λ0 e Λ1 devem obedecer algumas
restrições algébricas e a transformação de Darboux precisa respeitar estas restrições.

A relação de entrelaçamento (8.1), com o operador L̂ na forma (8.6) (com A = I) e o
campo Λ1 na forma (8.25) fornece as seguintes relações algébricas

σ1B −Bσ1 + σ2 (F ′
3 − F3) = 0 , (8.26)

σ1Ḃ + σ2BF
′
3 − σ2Ḟ3 −Bσ2F3 = 0 . (8.27)

Vamos escolher
B = α+ i (F3 − β)σ3 , (8.28)

para certas funções do tempo α (t) e β (t). Então, obteremos para a função F ′
3:

F ′
3 = 2β − F3 (8.29)

Substituindo (8.29) e (8.28) em (8.27) temos
α̇− 2β (F3 − β) = 0 , β̇ + 2α (F3 − β) = 0 , (8.30)

48



de onde segue
α2 + β2 = R2 , R = const , (8.31)

com R uma constante, no caso geral, complexa. Podemos satisfazer a expressão acima
fazendo

α = R cosµ , β = R sinµ , (8.32)
onde µ (t) é uma função real do tempo. Substituindo (8.32) em (8.30), obtemos para a
função µ uma equação diferencial transcendental

µ̇ = 2 (R sinµ− F3) . (8.33)
A seguir, desenvolveremos um método para encontrar as funções α (t) e β (t) sem a neces-
sidade de resolver a equação (8.33), conseqüentemente, chegaremos a uma forma indireta
de obter soluções para esta equação.

Se Vε é uma autofunção de ĥ0, com autovalor ε, a derivada temporal contida no
operador L̂ (8.6), quando aplicado a Vε, pode ser calculada usando (8.24)

V ′
ε = [α− i (εσ1 + βσ3)]Vε . (8.34)

Então, a transformação de Darboux procurada tem a forma (8.34) e pode ser determinada
resolvendo-se a equação (8.30) ou (8.33). Entretanto, sabemos da seção anterior que o
operador de entrelaçamento pode ser construído a partir do conhecimento de dois autove-
tores de ĥ0. Na verdade, é necessário conhecer apenas um autovetor Vε, uma vez que um
segundo autovetor V−ε, ortogonal ao primeiro, pode ser construído fazendo V−ε = σ3Vε.
Assim, dado um autovetor Vε0 de ĥ0 com autovalor ε0, podemos construir as matrizes Γ

(8.20) e M (8.18) como

Γ =

 vε0
1 vε0

1

vε0
2 −vε0

2

 , M =

 ε0 0

0 −ε0

 , Vε0 =

 vε0
1

vε0
2

 . (8.35)

Isto permite construir B a partir de (8.16)
B = γ−1

(
Λ0 − ΓMΓ−1

)
= −ε0

L2

L3

+ i

(
F3 + ε0

L1

L3

)
σ3 (8.36)
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onde Li i = 1, 2, 3 são as componentes do vetor L,
L =

(
V̄ε0 , σ̃Vε0

)
, (8.37)

veja (2.24). De acordo com a equação (3.5), este vetor obedece à relação
·
L = 2 [Fε0 × L] , Fε0 = (ε0, 0, F3) . (8.38)

Além disto, as equações (2.25) e (2.7) do apêndice implicam em
L2 = 0 . (8.39)

Comparando (8.36) com (8.28) temos
α = −ε0

L2

L3

, β = −ε0
L1

L3

. (8.40)
Usando (8.39) e (8.40) temos

α2 + β2 = −ε2
0 , (8.41)

além disto, com a ajuda de (8.38), podemos veri�car facilmente que (8.40) é uma solu-
ção de (8.30) com ε0 = iR. Substituindo (8.40) em (8.34), obtemos a forma �nal da
transformação de Darboux procurada,

V ′
ε = σ2

[
(σ̃L)L−1

3 +
ε

ε0

σ3

]
Vε . (8.42)

Usando as equações (2.36) e (B.3) do apêndice, a equação (8.42) pode ser escrita como
V ′

ε =

[
2
(
V̄ε0 , Vε

)
L−1

3 σ2Vε0 + i
ε

ε0

σ1Vε

]
. (8.43)

8.3 Exemplos do método de Darboux

8.3.1 Primeiro exemplo

Como primeiro exemplo, vamos considerar o caso mais simples da transformação de Dar-
boux para um campo inicial constante, ou seja, F3 = c = const. Neste caso, a solução
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geral da equação de spin pode ser obtida de (7.5) e (7.7),

Vε (t) =

 i (c− ω) p exp (iωt)− εq exp (−iωt)

iεp exp (iωt) + (c− ω) q exp (−iωt)

 , ω2 = c2 + ε2 , (8.44)

onde p e q são constantes complexas arbitrárias. Fazendo ε = iR0 nas soluções acima, as
funções α e β, as quais chamaremos α0 e β0, podem ser facilmente encontradas, de (8.40)
temos

α0 (t) = − Q̇0

2 (Q0 − c)
, β0 (t) = c+

c2 −R2
0

Q0 − c
,

Q0 (t) = R0 coshϕ , ϕ = 2 (ω0t+ ϕ0) , ω
2
0 = R2

0 − c2 , (8.45)

onde R0 e ϕ0 são constantes complexas arbitrárias. Com isto, o novo campo externo F ′
3

pode ser encontrado de (8.29),

F ′
3 (t) = c+ 2

c2 −R2
0

Q0 − c
. (8.46)

Se c é real, então F ′
3 também o será, para uma escolha de R0 e ϕ0 reais e R2

0 > c2.
Substituindo ϕ0 por iϕ0, também obteremos F ′

3 real, pois, com isto Q0 = R0 cosϕ e ω0 =√
|R2

0 − c2|. Para c imaginário, obteremos um F ′
3 imaginário quando R0 for imaginário.

As novas soluções V ′
ε para o campo externo (8.46) podem ser facilmente construídas

usando a expressão (8.34),

V ′
ε =

 Q̇0

2(Q0−c)
− i
(
c+

c2−R2
0

Q0−c

)
−iε

−iε Q̇0

2(Q0−c)
+ i
(
c+

c2−R2
0

Q0−c

)
Vε , (8.47)

com Vε dado por (8.44) e Q0 (t) por (8.45).

8.3.2 Segundo exemplo

Para ilustrar a iteratividade do método, vamos aplicar novamente a transformação de
Darboux no resultado obtido anteriormente. Para isso, fazemos ε = iR1em (8.47), com
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R1 uma nova constante real, e substituímos o espinor assim obtido em (8.40), o que fornece
α1 (t) =R1S

[
2α0

(
c0β0 −R2

1

)
Q1 +

(
2β2

0 −R2
0 −R2

1

)
Q̇1/2 + 2R1α0 (β0 − c0)

]
,

β1 (t) =−R1S
{[
c0
(
2β2

0 −R2
0 +R2

1

)
− 2β0R

2
1

]
Q1 − α0β0Q̇1

+R1

[
R2

1 −R2
0 + 2β0 (β0 − c0)

]}
, (8.48)

onde α0 (t) e β0 (t) são dados por (8.45) e
S−1 = R1

(
R2

0 +R2
1 − 2β0c0

)
Q1 + α0R1Q̇1 +

(
R2

0 +R2
1

)
c0 − 2β0R

2
1 ,

Q1 = R1 coshϕ1 , ϕ1 = 2 (ω1t+ γ1) , ω1 =
√
|R2

1 − c20| .

com γ1 uma constante complexa arbitrária. Novamente, as soluções exatas V ′′
ε para o

campo externo
F ′′

3 (t) = 2β1 (t) + F ′
3 (t) = 2 [β1 (t) + β0 (t)]− c , (8.49)

com c o campo constante do exemplo anterior, podem ser obtidos substituindo α1 e β1

em (8.34),
V ′′

ε = [α1 − i (εσ1 + β1σ3)]V
′
ε ,

onde V ′
ε são os espinores (8.47).

8.3.3 Terceiro exemplo

Vamos construir a transformação de Darboux para um campo F3 na forma
F3 (t) =

r0
T

tanh τ +
r1
T
, τ =

t

T
, (8.50)

onde r0, r1 e T são constantes reais. Soluções da equação de spin para o campo externo
acima podem ser escritas como (veja [16])

v1 = (1− z)ν E
[
c1z

µF (a+ 1, b; c; z) + c2z
−µF

(
ā+ 1, b̄; c̄; z

)]
,

v2 = (1− z)ν [(r0 − r1 + 2iµ) c1z
µF (a, b+ 1; c; z) +

(r0 − r1 − 2iµ0) c2z
−µF

(
ā, b̄+ 1; c̄; z

)]
, (8.51)
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onde
z =

1

2
(1 + tanh τ) , a = µ+ ν + ir0 , b = µ+ ν − ir0 , ā = −µ+ ν + ir0 ,

b̄ = −µ+ ν − ir0 , c = 1 + 2µ, c̄ = 1− 2µ, E = εT ,

e c1 e c2 são constantes complexas. Se a seguinte relação for satisfeita
4µ2 + E2 + (r0 − r1)

2 = 0 ,

4ν2 + E2 + (r0 + r1)
2 = 0 , (8.52)

podemos identi�car F (a, b; c; z) com as funções hipergeométricas.
Construiremos o operador de entrelaçamento L̂ apenas para o caso quando µ e ν são

reais. Fazendo E = iR em (8.52), a condição de realidade será satisfeita para
R2 > max (r0 ± r1)

2 .

Neste caso, podemos escrever
µ0 =

1

2

√
R2 − (r0 − r1)

2 , ν0 =
1

2

√
R2 − (r0 + r1)

2 , (8.53)
e as expressões (8.51) tornam-se

v
(0)
1 = −iR (1− z)ν0

(
c1z

µ0F0 + c2z
−µ0F1

)
,

v
(0)
2 = (1− z)ν0

[
(r0 − r1 + 2iµ0) c1z

µ0F ∗
0 + (r0 − r1 − 2iµ0) c2z

−µ0F ∗
1

]
,

F0 = F (a0 + 1, a∗0; 1 + 2µ0; z) , F1 = F (ā0 + 1, ā∗0; 1− 2µ0; z) ,

a0 = µ0 + ν0 + ir0 , ā = −µ0 + ν0 + ir0 . (8.54)
Escolhendo as constantes c1 e c2 satisfazendo a relação

c1
c2

= p2µ0 (r0 − r1 − 2iµ0)R
−1 = p2µ0e−2iϕ0 (8.55)

com p uma nova constante real e ϕ0 uma fase constante de�nida, de acordo com (8.53),
pela expressão

(r0 − r1 + 2iµ0)R
−1 = e2iϕ0 . (8.56)
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Para tal escolha de c1 e c2 as soluções (8.54) assumem a forma

v
(0)
1 = −iR (1− z)ν0

√
c1c2A , v

(0)
2 = R (1− z)ν0

√
c1c2A

∗ ,

A = (pz)µ0 e−iϕ0F0 + (pz)−µ0 eiϕ0F1 . (8.57)

Substituindo as soluções acima em (8.40) obtemos as seguintes expressões para α e β:

α =
iR (A∗2 − A2)

2TAA∗ , β = F3 +
R (A∗2 + A2)

2TAA∗ , (8.58)

com F3 dado por (8.50). Assim, as soluções V ′
ε exatas para o potencial

F ′
3 =

R (A∗2 + A2)

T |A|2
− r0
T

tanh τ − r1
T
, (8.59)

podem ser obtidas da expressão (8.34) com α e β dados por (8.58).
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Capítulo 9

Conclusão

A equação de spin e o seu estudo detalhado são assuntos importantes, uma vez que vários
problemas em física podem ser descritos e analisados através desta equação. Além disto,
é de grande interesse encontrar soluções exatas desta equação para diferentes campos
externos, pois tais soluções permitem modelar o comportamento de sistemas reais, ou seja,
implementáveis em laboratório. Em particular, a construção de portas lógicas quânticas,
como a porta universal de Hadamard, pode ser realizada �sicamente como um sistema de
dois níveis e, conseqüentemente, descrita pela equação de spin.

Na construção de soluções exatas da equação de spin, mostramos como é possível
explorar a riqueza de vários outros problemas �sicamente equivalentes e cujas soluções
são conhecidas. Outrossim, desenvolvemos o método das transformações de Darboux para
sistemas de dois níveis, com o qual podemos utilizar as soluções previamente obtidas com
um determinado campo externo, para gerar novas soluções com campos diferentes.

Durante a construção do operador de entrelaçamento, para a aplicação das transfor-
mações de Darboux, demonstramos o importante e não trivial fato da existência de uma
classe de transformações sob as quais as equações para os sistemas de dois níveis têm sua
forma invariante, i.e., a forma matricial do campo externo inicial não se altera após a
aplicação desta transformação. Além disto, apresentamos um método direto, e de simples
aplicação, para a obtenção explícita de elementos desta classe. Este método pode ser
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diretamente aplicado às soluções 16 a 26 de nossa lista de soluções e permite obter uma
in�nidade de novos campos e suas soluções exatas. É importante notar que alguns destes
campos externos são dados por funções não-periódicas e o tratamento destes campos pelos
métodos aproximativos usuais é, em geral, bastante problemático.

Entre os futuros desenvolvimentos deste trabalho, pretendemos criar uma generali-
zação dos resultados aqui presentes para a descrição do sistema de quatro níveis de dois
spins interagentes e, com isto, obter a realização de portas lógicas quânticas de dois qubits,
essenciais para a implementação das portas lógicas universais.
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Apêndice A

O problema de autovalores

Vamos considerar o problema geral de autovalores num espaço de espinores bidimensionais:

AV = ΛV . (A.1)

Onde A é uma dada matriz 2× 2 e Λ um autovalor. Para soluções não triviais, temos a
condição

det(A− ΛI) = 0 , (A.2)
da qual segue

det(A− ΛI) = Λ2 − Λ trA+ detA . (A.3)
Com a expressão acima, vemos que a equação (A.2) implica na possibilidade de dois
autovalores não nulos,

Λζ =
1

2

[
trA+ ζ

√
(trA)2 − 4 detA

]
, ζ = ±1 . (A.4)

Por outro lado, toda matriz 2× 2 A pode ser escrita como

A = a0I + (σ̃a) =
1

2
trA+ (σ̃a) . (A.5)

Portanto, o problema de autovalores (A.1) pode ser escrito como

(σ̃a)V = λV , (A.6)
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onde λ = Λ− 1
2
trA .

Para a2 6= 0, existem duas soluções não triviais (uma vez que det(σ̃a) = −a2). Multi-
plicando (A.6) por σ̃a pela esquerda, e levando em conta (σ̃a)(σ̃a) = a2, obtemos

a2V = λ2V =⇒ λζ = ζ
√

a2, ζ = ±1 , a2 6= 0 . (A.7)

O autovetor correspondente Vζ pode ser escrito como

V1 = N1

 a3 +
√

a2

a1 + ia2

 , V−1 = N−1

 ia2 − a1

a3 +
√

a2

 , (A.8)

com Nζ um fator de normalização.
Para a2 = 0, a matriz σ̃a é singular, e existe uma solução não trivial V0 da equação

(A.6) para λ = 0,
V0 = N

 ia2 − a1

a3

 , a2 = 0 . (A.9)
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Apêndice B

O problema inverso de autovalores

Dados dois espinores linearmente independentes U e V , o problema inverso de autovalores
consiste em determinar a existência de um vetor a tal que o problema de autovalores (A.6)
admita soluções Vζ , ζ = ±1 da forma

V1 = U , V−1 = V . (B.1)
O vetor a pode ser determinado a partir dos espinores U e V a menos de uma constante
multiplicativa N ,

a = NLŪ ,V , (B.2)
com o vetor LŪ ,V de�nido em (2.24). Para provar esta a�rmação, considere a matriz AU,V ,

AU,V = σ̃LU,V = 2V U+ − (U, V ) I

=

 u∗1v1 − u∗2v2 2u∗2v1

2u∗1v2 u∗2v2 − u∗1v1

 . (B.3)

Esta matriz possui as seguintes propriedades:
AU,V =

(
AV,U

)+
, detAU,V = − (U, V )2 ,

AU,V V = (U, V )V , AU,V Ū = − (U, V ) Ū ,

U+AU,V = (U, V )U+ , V̄ +AU,V = − (U, V ) V̄ + . (B.4)
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Portanto, a prova da a�rmação segue de (B.3) e (B.4).
Se tomarmos U e V ortogonais,

(U, V ) = 0 ⇐⇒ U = αV̄ , α = const , (B.5)

então (B.2) se reduz a
a = N ′LV,V , N ′ = −α∗N , (B.6)

veja (2.7). Note que o vetor LV,V é real.
Em particular, as considerações acima nos permitem concluir que os autovetores U e

V da equação (A.6) são ortogonais se, e somente se, a é o produto de um fator complexo
e um vetor real. Neste caso, os espinores V e V̄ obedecem à relação de completeza (2.9).
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