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"Uber Diffusion"

"...Diffusion von Wasser durch Membranen nicht
nur ein wesentlicher Faktoren des Lebens ist, sondern
auch einen extrem interessanten physikalischen Prozess
darstellt, der viel mehr Beachtung durch Physiker

erfahren sollte als es bisher der Fall ist ..."

Adolf Fick (1829 - 1901)
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Resumo

Este trabalho versa sobre difusdo anomala, dando énfase a problemas de contorno
envolvendo as equacoes de difusdo normal, fraciondria e fraciondria ndo linear. Investiga-
mos vdrias equagdes de difusdo que estendem do caso usual até a difusdo fraciondria ndo
linear em N -dimensdes, para a qual consideramos um coeficiente de difusdo com depen-
déncia espacial e temporal. Para essas equacdes, obtivemos uma nova classe de solugdes,
que estd relacionada com o comportamento da cauda da funcdo. A solucdo desta equa-
cdo pode ser expressa em termos das funcdes g-exponenciais e g-logaritimicas, presentes
no contexto da termoestatistica generalizada (formalismo de Tsallis). Também conside-
ramos uma forca externa e um termo de fonte cuja solu¢cdo obtida mostra uma difusao
ndo usual na distribui¢do e, dependendo da escolha dos parametros, pode apresentar uma
cauda longa ou compacta, que pode estar relacionada a difusdo andmala. Neste sentido,
pensando no formalismo de caminhantes aleatérios, correspondem uma mudanga na dis-
tribuicdo do tempo de espera entre saltos. Em um segundo momento, analisamos um
contexto com equacdo de difusdo fraciondria em N -dimensdes com simetria radial, limi-
tada a uma regido e sujeita as condi¢des de contornos pertinentes. Também estudamos a
mudanca originada nesta equacao pela inclusdo do coeficiente de difusdao com dependén-
cia temporal e o termo de reagdo e, com isso, produzindo diferentes regimes difusivos na
solucdo. Esperamos que os resultados encontrados sejam uteis para estudar sistemas onde

a difusdao andmala esteja presente.



Abstract

This work is concerned with anomalous diffusion, emphasizing boundary-value pro-
blems involving normal, fractional and fractional non-linear diffusion equations. We in-
vestigate several diffusion equations that extend the usual case to the fractional non-linear
diffusion equation in N -dimensions, for which we consider a diffusion coefficient with
spatial and time dependencies. For these equations, we obtain a new class of solutions,
which is related to the behavior of the tail of the function. The solutions of these equa-
tions can be expressed in terms of g-exponential and g-logarithmic functions, present in
the context of the generalized thermostatistics (Tsallis formalism). In addition, we consi-
der the effect of an external force and a source term whose obtained solution exhibits an
unusual spreading in the distribution and, depending on the choice of parameters, may
lead to long or compact tail, which can be related to anomalous diffusion. In this sense,
having in mind the random walk formalism, this scenario may correspond to a change in
the distribution of waiting time between jumps. In a second moment, we analyze a frame-
work with fractional diffusion equation in N\ -dimensions with radial symmetry, confined
to a limited region and subjected to appropriate boundary conditions. We study further-
more the changes arising from the inclusion of a time dependent diffusion coefficient and
a reaction term in this equation, thus producing different diffusion regimes in the solution.
We expect that the obtained results may be useful for studying systems where anomalous

diffusion is present.



Introducao

Neste trabalho, é desenvolvido um estudo sobre difusdo andmala, e pretendemos
estabelecer de uma forma geral uma classe de solu¢des para a equagdo de difusdao nado
linear em N -dimensdes com derivada fraciondria na varidvel temporal, e também consi-
derando a simetria radial do problema em estudo, bem com a ligacdo destas equagdes com
outros formalismos, tais como: caminhante aleatério com tempo continuo e a abordagem
de Langevin. A difusdo andmala é um tema muito amplo e seu estudo envolve varias
vertentes; neste sentido, vamos situar os topicos desenvolvidos neste estudo partindo da
difus@o normal.

O processo de difusdao € um fendmeno muito comum na natureza e, em geral, ocorre
quando um sistema encaminha-se para o estado de equilibrio. Seja ela normal ou andmala,
€ o resultado de um movimento totalmente irregular em nivel microscépico, devido as
interacdes entre seus constituintes € 0 meio no qual estes estdo, mas apresentando uma
regularidade macroscopica. Um dos processos difusivos muito comuns na natureza, € o
movimento Browniano.

A difusdo pode ser vista como um processo no qual potencial quimico tende a se
igualar em todos os pontos do sistema com o passar do tempo; ela deve ocorrer das re-
gides onde o potencial quimico de uma dada substancia é maior para as regides onde este
potencial seja menor, tais como: a difusdo de um soluto num solvente, de fumaca atra-
vés do ar, dos néutrons num reator nuclear, dos elétrons através de um condutor, do calor

através de uma superficie. Em todos esses processos, ocorre a difusdo de uma substin-
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cia através de outra quando o sistema ndo estd em equilibrio. Uma grande variedade de
problemas difusivos na natureza, normalmente os referidos como difusdo normais, sao
satisfatoriamente descritos pelo equacao linear de Fokker-Planck [1].

Entretanto, existem situacdoes em que o processo difusivo se diferencia das carac-
teristicas de um movimento Browniano, ou seja, da difusdo normal. Neste caso, a difusao
serd considerada andmala, pois houve um desvio no seu comportamento. Um marco no
estudo da difusdo andmala € o tratado de Richardson sobre difusdo turbulenta, de 1926 [2].
Ja no contexto da teoria de transportes, esse tipo de difusdo tem sido mais largamente es-
tudado desde o final da década de 60. Por outro lado, questdes relacionadas a difusdo
andmala tém-se mostrado de grande interesse e aplicacdo em vdrias dreas do conheci-
mento, tais como: fisica, engenharia, biologia e economia. Esse tipo de difusdo ocorre
tipicamente em situagdes como transporte de um fluido através de um meio poroso [3],
histograma obtido a partir das batidas do cora¢do de um individuo sauddvel [4], nas flu-
tuacoes de sistemas financeiros [5] e micelas dissolvidas em dgua salgada [6]. Na maioria
das vezes em que estd presente a difusdo andmala, como aquelas mencionadas acima, po-
dem ocorrer duas situagdes:

(i) a varidncia pode ndo ser finita, por exemplo, a do tipo Lévy, embora apresente um
indice bem definido que caracteriza o comportamento andmalo;

(ii) a difusdo andmala correlacionada, que apresenta um segundo momento ((z2)) finito .
Uma grande parte dos processos de difusdo que se comportam de maneira anomala tem

como caracteristica

(2?) oc tH

onde (2?) é o deslocamento quadratico médio ou segundo momento, com p<1 para um
processo sub-difusivo, i = 1 descrevendo um processo de difusdo normal e p>1 corres-
pondendo ao processo de superdifusdo. A equacdo dindmica que interpola tanto o pro-
cesso de difusdo que se comporta de maneira andmala, do tipo correlacionado (segundo

momento finito), bem como o de Lévy, em que o segundo momento diverge, na presenga
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de uma forga externa F'(r, t) e de um termo de fonte externa «(t) [7], é da forma:

0 0 o .
G0 = 5o D ot o 5 o}

— % {E(r)p(r,t)} + a(t) [p(r, t)]#l

onde p(r,t) é a funcdo densidade de probabilidade, D(r,t) é o coeficiente de difusdo
dependente do espago e do tempo, 9"~ /J|r|#~1 é a derivada fraciondria de Riemann-
Liouville, F'(r) é uma forga externa, «(¢) um termo de reagdo e v,~, 0, u, i/ € R.

Caminhos aleatorios, equagdo mestra e equacdes generalizadas de Langevin podem
ser relacionadas a difusdo andmala correlacionada (segundo momento finito) e de Lévy.
Entretanto, o emprego de equagdes diferenciais parciais a descri¢do da difusdo andmala
proporciona um tratamento mais simples quando fontes (ou sumidouros) e campos exter-
nos forem aplicados ao sistema.

De forma geral, a difusdo usual é descrita por um modelo local, ou seja, em pe-
quenas escalas de tempo; a evolu¢do da fungdo densidade em uma dada posicao € afe-
tada apenas por pontos proximos no espago. Em alguns casos, porém, essa suposicao
ndo se aplica, levando a inconsisténcias na definicdo do coeficiente de difusdo. Dito de
outra maneira, mesmo em pequenas escalas de tempo a evolug¢do da funcdo densidade
em uma dada posi¢do pode ser afetada por pontos distantes no espago, caso, por exem-
plo, do transporte turbulento na camada limite convectiva. Uma ferramenta que pode ser
usada para descrever esta ultima classe de fenomenos € baseada no cdlculo fraciondrio,
no qual operadores diferenciais ndo locais podem ser empregados para levar em conta as
correlagdes espaciais. Este procedimento, que leva a equacdes de difusdo fraciondrias,
tem sido amplamente investigado para descrever difusdo andmala. As equacdes de di-
fusdo fraciondrias sdo frequentemente consideradas como um procedimento alternativo
para modelos de caminhada aleatdria com tempo continuo, equagdes de Langevin gene-
ralizadas ou equagdes mestra generalizadas. Assim, equagdes de difusdo fraciondrias, ou

equacgodes de Fokker-Planck fraciondrias, t€m sido consideradas por diversos autores com
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diferentes propdsitos, seja com derivadas fraciondrias temporais, com derivadas fraciona-
rias espaciais ou mesmo incluindo derivadas fraciondrias temporais e espaciais, com termo
absorvente (fonte) e for¢ca externa aplicada ao sistema [8]. A termoestatistica generalizada,
baseada na entropia ndo extensiva de Tsallis, aparenta ser um ambiente natural tanto para
a difusdo andmala correlacionada como para a difusdo andmala do tipo Lévy [9].

A estrutura deste trabalho estd desenvolvida na seguinte forma: No primeiro capi-
tulo, faz-se uma abordagem da difus@o normal utilizando diferentes ferramentas, tais
como: método de separacdo de varidveis, aplicacdo da transformada de Fourier e usando
as propriedades da fun¢do de Green. Mas, em ambos os casos, obtemos 0 mesmo resultado
que € uma distribui¢do gaussiana [10-12].

No segundo capitulo, abordamos o processo difusivo andmalo que emprega deri-
vadas fraciondrias tanto nas varidveis temporais quanto espacial. No primeiro caso, tra-
balhamos com a difusdo andmala correlacionada, que possui o segundo momento finito e
que emprega a derivada de Riemann-Lioville, cuja aplicacdo ocorre em varias situacdes
de interesse fisico, tais como, relaxagdo ao equilibrio em sistemas com memdoria temporal
longa (por exemplo, cadeias de polimeros e membranas) [13], na descri¢cdo de transporte
andmalo em sistemas desordenados [14] e modelagem de processos dinamicos ndo mar-
kovianos em proteinas [15]; neste processo difusivo, suas solu¢des estao associadas a uma
distribui¢do do tipo Boltzmann-Gibbs [16]. No segundo caso, trabalhamos com um pro-
cesso difusivo cujo segundo momento ndo € finito, sendo caracterizado pelas distribuicdes
de Lévy, solucdo que satisfaz o teorema de Lévy-Gnedenko [17], e estd relacionada com a
distribui¢dao que emerge da termoestatistica ndo extensiva.

No terceiro capitulo, dedicamos nosso trabalho ao estudo de solu¢des para a equacao
de difusdo fraciondria néo linear em N -dimensdes, que surge a partir da equagdo da conti-
nuidade pela incorporagao de um termo absorvente. A solucdo obtida mostra uma difusao
ndo usual na distribuicdo e que também apresenta uma cauda compacta ou longa que pode
estar relacionada a difusdao anomala. Além disso, expressamos nosso resultado em termos
das funcdes g-exponencial e g-logaritmica presentes no formalismo de Tsallis [18].

Finalmente, no quarto capitulo, fazemos aplica¢des da equacdo fraciondria na
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difusdo anomala, e a ligagao dela com outros formalismos; a motivagcao para esse estudo
€ compreender suas aplicagdes num contexto onde reina um comportamento nao conven-
cional [19].

Em resumo, o objetivo deste trabalho foi o de procurar solu¢des exatas para a equa-
cdo de difusdo fraciondria em dois contextos gerais. No primeiro, consideramos um sis-
tema infinito com simetria radial, tanto na presenca de fontes (campos externos) quanto
na auséncia desses termos, para uma situacdo descrita por uma equacdo nao-linear. No
segundo contexto, a equagdo de difusdo fraciondria foi resolvida para um sistema limi-
tado por duas superficies cilindricas. Nesse ultimo caso, as paredes que limitam o sistema
apresentam condi¢des de contorno inomogéneas e o fendmeno de adsorcdo pdde ser incor-
porado ao formalismo. Este trabalho foi todo ele desenvolvido no Departamento de Fisica

da Universidade Estadual de Maringd, no ambito do grupo de fisica tedrica.



Capitulo

Difusao

Um fenomeno fisico muito importante é o da difusdo de alguma substincia através
de outra. Como exemplos, a difusdo de um soluto num solvente, de fumaca através do ar,
dos néutrons num reator nuclear, dos elétrons através de um condutor, do calor através de
uma superficie. Todos esses processos envolvem difusdo, e assim, é relevante obter uma

equagdo que os descreva.

1.1 Introducao

Fisicamente, ocorre difusdo de uma substancia através de outra quando o sistema
ndo estd em equilibrio. Por exemplo — como se discute na secio 1.2.1- quando colocamos
algumas gotas de corante em 4gua, vemos que inicialmente a 4gua muda de cor apenas
numa regiao pequena, mas, com o passar do tempo, toda a 4gua fica colorida e homogénea.
Outro exemplo ocorre com um perfume aberto num canto de uma sala. Apds um certo
tempo, toda a sala fica perfumada. Tanto o corante como o perfume se difundem através
de um meio e, quando esse meio fica homogéneo, a difusdo cessa. Por fim, outro exemplo
ocorre com a corrente elétrica, que circula até que seja alcangcado um equilibrio de cargas
entre os condutores.

No fendmeno da difusao, a distribuicao espacial de moléculas ndo deve ser homogeé-

nea; deve existir uma diferenca de potencial quimico que pode se traduzir em um gradiente

14
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ou diferenca de concentracio entre dois pontos do sistema. Portanto, uma grandeza rele-
vante ao nosso estudo € a concentracdo ou, também, a densidade da substincia em questao.
Essa grandeza deve ser medida em quantidade por unidade de volume, sendo quantidade
uma grandeza relevante associada a substancia especifica. Nos casos do corante e do per-
fume, essa quantidade seria a massa, e o nimero de elétrons para a corrente elétrica. Esta
concentracdo, que pode variar tanto no tempo como na posi¢ao, pode ser representada, de

uma forma geral, por

p= p(I‘, t)

onde r retne toda a parte espacial. Nosso objetivo € obter uma equacdo diferencial que
envolva essa grandeza.

A primeira equacdo que podemos extrair envolve a seguinte verificacdo fisica: se
tivermos um certo volume V' fechado (mas nio necessariamente fixo) no espaco e se nesse
volume for colocada uma substancia com densidade p, os processos difusivos que ocor-
rem dentro do volume serdo tais que a quantidade total de substancia permanece constante,
sendo, todavia, permitida a varia¢do tanto do volume V' quanto de p (r,t). Vamos consi-
derar uma quantidade pequena dessa substincia, que representaremos por A() e que pode

ser escrita como

AQ

N

= AQ = pAV

onde AV € o pequeno volume ocupado por essa substincia. Formalmente, AQ) — 0 e
AV — 0. Esse AV ndo € fixo e ele pode variar a medida que a substancia se difunde.
A situacdo fisica de conservacdo da quantidade de substincia, descrita acima, pode

SEer expressa matematicamente como

d
ZAO =
dt @=0
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que resulta na equagdo

dp d
AV — —AV =
vdt+pdt V=0

Como a derivada temporal total de p é dada por

dp(r,t) _ Op(r.t)  Op(r,t)dz  Op(r,t)dy

(1.1)

Op(r,t) dz

dt ot Oxr dt dy dt
€ Como
p  Op . Op
S e T P
Vp=i 3 +J By + 92

a expressao (1.2) fica

dp(r,t) _ Op(r,1)
a o Y Ve

5 di (1.2)

(1.3)

onde v € a velocidade com que essa massa da substancia se difunde. Lembrando que o

divergente de v €

ov, Ov, Ov,
Vov= ox + 8_y * 0z
obtemos
d
—AV =AVV . v
dt

Reunindo as equagdes (1.1), (1.2) e (1.3), encontramos

Op(v,t)

o +v-Vp+pV-v=0

Utilizando a relacdo vetorial

V-(WA)=A Vi + V- A

(1.4)

(1.5)
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podemos escrever

V.l[pv]=pV-v+v- -Vp (1.6)
€, com 1SSo temos
dp
E -+ V . (pV) =0

que independe do volume considerado. A grandeza
j=pv

¢ uma corrente de difusdo, e ela € a quantidade de substancia que passa através de uma
certa drea do meio na unidade de tempo. Ela é uma grandeza vetorial, pois € necessario
representar a dire¢do e o sentido dessa corrente. Com esta defini¢do, obtemos

dp

L= 1.
(%—i—VJ 0 (1.7)

que vale para qualquer volume e geometria considerado. Fisicamente, isso significa o se-
guinte: como nao ha nenhuma fonte ou sorvedouro que faga com que em algum ponto
a substincia que se difunde seja criada ou destruida, se num certo volume infinitesimal
(agora considerado fixo) a densidade aumenta com o tempo, é porque uma certa quan-
tidade de substancia entrou através da superficie fechada que envolve esse volume. Por
outro lado, se a densidade diminui, um pouco da substancia sai através da superficie que
delimita o volume. Portanto, quando % > (, hd um fluxo de substancia direcionado para
dentro do volume, e quando % < 0, o fluxo € direcionado para fora.

O divergente, que estd relacionado a uma funcao vetorial, mede o fluxo dessa funcdo
através de uma dada area que delimita uma certa regido no espaco, que pode ser fechada
ou aberta. Quanto maior for o divergente, maior serd o fluxo da grandeza representada

pela fungdo vetorial, e se for positivo, esse fluxo serd para fora da regido, enquanto que,
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se for negativo, o fluxo ocorrerd para dentro da regido. Portanto, quando no volume in-
finitesimal a corrente de difusdo € direcionada para dentro do volume, entra um pouco
de substancia no volume, e o divergente da corrente de difusdo é negativo. Quando a
corrente ¢ direcionada para fora do volume, sai um pouco de substancia, e o divergente é
positivo. A conclusdo é que os sinais de V- j e de % sd0 opostos. Além disso, a substancia
que entra ou que sai ndo se perde; ela passa através da superficie fechada que delimita o
volume infinitesimal, para dentro ou para fora. Portanto, para cada volume infinitesimal
vale a Eq. (1.7), que é chamada equacao de continuidade. Essa equacao exprime o fato de
que ndo ha perda de substincia dentro de um volume V'; o que ocorre sdo transferéncias
de substancia entre os volumes infinitesimais dentro de V'.

Como a difusdo ocorre das regides de maior concentragdo, ou maior densidade, para
as de menor concentra¢cdo, ou menor densidade, entdo aparece a corrente de difusdo, que
representa esta passagem da substincia através do meio. O gradiente de uma funcao define
a direcdo e o sentido da maior variacao positiva da fun¢do. Assim, podemos relacionar a
corrente, ou densidade de corrente, de difusdo, com o gradiente da densidade p, com sinal

trocado, ou seja,

j=-DVp (1.8)

onde D € o coeficiente de difusdo. O sinal negativo da Eq. (1.8) significa que a difusdo
ocorre na dire¢do de diminui¢do da concentracdo da substancia. A Eq. (1.8) é conhecida
com a primeira lei de Fick, € uma equagdo fenomenoldgica valida para uma grande classe
de fenomenos de difusdo. A primeira lei de Fick, que relaciona o fluxo da substincia
com o gradiente de concentragdo, descreve o processo de difusdo sob condi¢des de estado
estaciondrio, ou seja, o gradiente de concentracdo ndo varia com o tempo. No entanto,
no estudo da difusdo, tem-se interesse na variacdo da concentracido da substincia com o
tempo e com distancia.

A segunda lei de Fick representa a velocidade de alteracdo da concentracao de soluto
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em fungdo do tempo e do deslocamento. Esses dois fatores sdo importantes na determina-
cdo do coeficiente de difusdo de qualquer soluto em diferente sistemas. Através da unido

da equacao da continuidade (1.7) e da primeira lei de Fick Eq. (1.8), temos,

dp 9
9P _ pv 1.
ot P (1.9)

que € a equacdo da difusdo, na auséncia de reacao.

1.2 Difusao unidimensional

Considerando um sistema de coordenadas espaciais unidimensional, a equagdo da

difusdo se escreve:

0 0?

Supondo uma solugdo separdvel na forma p (z,t) = Z (z) T (t), obtemos

1dT 1d*Z
—_ D=2 = —p?
T dt (Z dz? > &

onde —/3? é uma constante de separacdo, o sinal de menos na constante € para satisfazer

as condi¢des de contorno, que requer a existéncia de um regime estaciondrio para tempos

longos. Agora temos duas equacdes diferenciais para serem revolvidas separadamente

1dT
T = -2 (1.11)
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1 d*Z

T —3? (1.12)

Fazendo 3 = wpg VD, a solucdo de (1.12) pode ser escrita na forma geral:

Z(z) = Ae™#* 4 Be s* (1.13)

e a solugdo completa seré:

p(z,t) = Z(2)T(t) = [Ae™s* + Be ™s?|T, ¢~ (1.14)

Incorporando 7}, as outras constantes, obtemos

p(z,t) = [Acoswsz + Bsinwgzle (1.15)

Estas sdo as solugdes tipicas da equacao de difusdo (1.10) em uma dimensao. De-

pendendo das condi¢des de contorno, uma solucao geral pode ser obtida na forma:

p(z,t) = Z[A coswgz + B'sin wgz]e_ﬂQt (1.16)
B

A solucdo (1.16) € relevante, por exemplo, em um sistema fisico limitado ao longo da

direcdo z e com p(z,t) podendo assumir valores bem definidos no contorno [12,20,21].

1.2.1 Aplicacao da transformada de Fourier a equacio de difusao

As solugdes para cada problema em particular dependem das condi¢des auxiliares.

Consideremos, por exemplo, o processo difusivo que ocorre num sistema cilindrico muito
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longo, que vamos considerar como sendo infinito e que tem uma area de se¢io lateral A,
e estd cheio de dgua. No instante ¢ = 0, introduzimos no cano uma certa quantidade de
corante em um certo ponto z, (distante de ambos os extremos do cano). Desejamos achar
a concentracdo do corante em um instante qualquer posterior.

Corante introduzido no instante t = 0

<z Zo

Figura 1.1: Um tubo estreito de comprimento infinito com dgua, onde foi introduzida
uma quantidade de corante em uma posi¢ao z.

Podemos idealizar o problema fisico supondo um cano infinitamente longo conforme
a Fig. 1.1. Além disso, como o didmetro € pequeno, podemos desconsiderar as variagdes
da concentracdo do corante sobre uma seco reta do cano e a concentracdo pode ser tratada

como funcdo somente de duas varidveis, z e t:

p=p(z1) (1.17)

Esta funcdo satisfaz a equagdo de difusdo em uma dimensao (1.10). As condig¢des iniciais
podem ser idealizadas pela afirmativa de que p(z,0) é nula em todos os pontos, exceto
sobre a secdo reta definida por z = z,, onde foram introduzidos M gramas do corante.
Assim, para expressar a densidade no tempo inicial é conveniente recorrer as funcoes

delta de Dirac, ou seja,

p(z,0) = %6(2—20) (1.18)

onde M é a massa do corante e A € a drea de secdo transversal do cano.
As condi¢Oes de contorno para este problema podem ser formuladas por meio da

exigéncia
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p(+00,t) = p(—o0,t) =0
Podemos resolver a equagao (1.18) mediante a integracao da densidade em todo o volume,

ou seja,

/ p(z,0)dV =M (1.19)
1%

que d4 a massa total do corante.

A transformada de Fourier da densidade é

. . 1 oo ;
o(k,t) =0o{p(z,t)} = \/_2_7r/_ p(z,t)e**dz (1.20)

Aplicando a transformada de Fourier a equacao diferencial parcial da difusdo (1.10), ob-

temos para a primeira derivada temporal

~[0p 1 [t ... 0p 1 (™9, .
~) P - = ikz 2V - - -~ ikz
\s{ Gt} o /_OO e 8tdz T /_Oo at(pe )dz

df 1 Aok, 1)
_d ike g, | _ dolk, 121
dt{\/27r /_Oo pe dz} dt (1.21)

Para a segunda derivada espacial, temos:

. 32p 1 oo @pQ
=Ly = —— ihz 27 1.22
\s{ 0z? } V2T /_oo 92 dz (1.22)

Usando a propriedade da derivada da transformada de Fourier, que diz que

"

S{f"(2)} = —K*3{f(x)}
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obtemos

82 ) 1 “+o0o " o
{822} =—k \/_2_71'/ e pdz = —k*p(k,t)

Reunindo as equacdes (1.21) e (1.23), temos

do(k, t)
dt

= —DK?*9(k,t)
cuja solugdo € dada por
ok, t) = ok, 0)e~
Para encontrar a transformada da fun¢@o no tempo inicial, precisamos calcular

zk‘zdz

50k, 0) = Sp(2,0) \/g/

ou seja

o M ; M,
]{7 O 5 — 2z, zkzd — ikzo
d r/ (2 = z)edz = Se

A solugdo da equacgdo (1.25) fica na forma:

M . 2
~ L t) = ezkzoe—Dk t
(k. 1) A2m

(1.23)

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)

(1.28)

Para achar a solucdo em termos da densidade p, devemos calcular a transformada inversa

de Fourier

<[ A 1 e ~ —ikz
plet) = dat )} = <= |t
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18to €,

M [t

—Dth—ik(z—zo)dk 1.2
247 | . € (1.29)

plz,t) =

Apds completar os quadrados da exponencial, obtemos a solucao final, na forma:

z,1) = ———¢ 4Dt 1.30
p(z,t) VLD (1.30)

e a densidade se comporta com uma distribuicao Gaussiana em relagdo a z, sendo que a sua
largura aumenta enquanto que a altura diminui, a medida que o tempo passa [11,22,23].
O gréfico da solucdo obtida estd ilustrado na Fig. 1.2 em algumas situacdes de inter-

€Sse
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Figura 1.2: As curvas mostram a evolugido temporal da distribuigdo p(z,t) no regime
difusivo unidimensional. (a) a distribuicdo para diferentes intervalos de tempos; (b)
para valor diferentes do coeficiente de difusdo; (c) € a drea que estd variando; (d) para
diferentes valores de massa.
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1.3 Equacao de difusao e a funcao de Green

Outra maneira de resolver o mesmo problema difusivo, € utilizando a fungdo de
Green, que trata equacdes diferenciais ndo homogéneas sujeitas as condi¢des de contorno
apropriadas. Nesta situagdo, queremos determinar a difusdo de uma dada substincia sobre
um volume V/, delimitado por uma superficie S, conforme a Fig.1.3. Para esta situacdo, a

equacao tem a forma:

V2p(r,t) — n% = —4mp(r,t) (1.31)

onde ~ € uma constante. Para resolver este problema, introduzimos a fun¢do de Green

Figura 1.3: Volume V delimitado por uma superficie S.

G(r,t;r',t"). Assim, a Eq. (1.31) adquire a forma:

V2G(r, b0, 1) — K%G(ﬂ tr',t) = o(r —1")a(t — 1) (1.32)

sujeita as condi¢des de contorno

G(r,t;7',t') =0 parar sobre S

oG (r, t; 7', 1)
on

= (0 parar sobre S
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e também a condic¢do inicial
Glr,t;r", 8y =0 t<t

Desejamos encontrar a solugdo para o processo de difusdo em toda regido do espago, isto
¢, quando S — oo. Nesta situacio, a fun¢do de Green depende somente das coordenada r

e t porque as coordenadas ' = 0 e t’ = 0. A Eq. (1.32) fica
9 0
VG(r,t) — K,EG(T, t) =0(r)d(t) (1.33)
Desta forma, a condicao inicial é
G(r,t)=0, t<0

Para resolver a (1.33), usando a transformada de Fourier nas coordenadas espaciais, escre-

vemos:
G(r,t) = ( 271)3 / Ple™ DGk, t) (1.34)
G(k,t) = / Bre=HFIG(r 1) (1.35)
€
1 "
5(r) = L / Blelr) (1.36)

A substituicao das expressoes acima na Eq. (1.33), fornece:

— kG (k,t) — m%é(k:, t) = 6(t) (1.37)
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Para ¢t > 0, a solugdo desta equacao é
Gk, t) = Ae~"Ft (1.38)

Para ¢ < 0 e a condic@o inicial G(r,t) = 0, integrando (1.37) com relagdo a um intervalo

de tempo ¢ de duragdo muito pequeno em torno de ¢ = 0, encontramos

G(k,0+¢)—G(k,0—¢€)=—k (1.39)
Fazendo A = —k, a Eq. (1.38) fica

~ 0, t <0
Gk, t) = 2 (1.40)
—re T >0

Substituindo o resultado acima na equagdo (1.34), completando os quadrados e fazendo a

integral Gaussiana, encontramos

—K . 2 —K 2 ! 2
G(r.t) = dSk’ ikr—rk?t _ —r? /4Kt / dSk —kt(k—ir/2kt)
00 = g [ CHEs 6
K _r?
= —We 4wt (] 41)

Consequentemente, obtemos

0, t<t

G(r,t;r' ¢ = (1.42)

K |r—r'|?
T (=32 exp |: - m:| , 1> t

Essa funcdo de Green tem uma caracteristica bem conhecida: é uma gaussiana
conforme mostra a Fig. 1.4, que descreve a maneira como o processo difusivo ocorre
em trés intervalos de tempo (¢ — t’) diferentes [10].

Concluimos que uma grande parte dos fendmenos de difusao normal € satisfatoria-

mente descrita pela equacdo linear de Fokker-Plank (1.10). E que cada processo é
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Figura 1.4: O grifico descreve o comportamento da fun¢do G(r,t) em relagdo a r para
diferentes intervalos de tempo.

corretamente caracterizado pelo fato de que (z2) o .

Recentemente, varios trabalhos tém focado suas atengdes no mesmo tipo de equacao
linear com derivada fraciondria, tanto no tempo, i.e., na forma geral

o 0?

B (2,t) = D@P(%t)

quanto no espago, ou seja,

3

0
ap(z,t) = pr(%t}-

Estas duas generalizacdes da equacdo de Fokker-Planck tém sido usadas para estudar sis-
temas difusivos andomalos. Nos proximos capitulos, nos dedicaremos ao estudo da difusao
andmala com derivadas fraciondrias e também a equacdo de difusdo nao-linear com deri-

vada fracionaria.



Capitulo

Difusao Andomala

Neste capitulo, nos dedicamos ao estudo destas equagdes que empregam derivadas
fraciondrias tanto na varidvel temporal quanto na varidvel espacial. Neste sentido, fare-
mos uma andlise do segundo momento, o qual nos mostrard um alargamento ndo usual
para a nossa distribuicdo quando empregarmos derivadas fraciondrias temporais. Para
o segundo caso — i.e., no caso da derivada fraciondria na parte espacial, o segundo mo-
mento ndo ¢ finito. Em particular, esta situacdo da forma as chamadas distribuicées de
Lévy que, como veremos, tém um extenso raio de aplica¢do. Veremos também como o em-
prego de derivadas fraciondrias na equacdo de difusdo altera as funcoes tempo de espera

entre saltos w(t) e comprimento de saltos \(x).

2.1 Introducao

De forma geral, a difusdo usual € descrita por um modelo local, ou seja, em pe-
quenas escalas de tempo, a evolug@o da fung¢do densidade em uma dada posi¢ao € afetada
apenas por pontos préximos no espaco. Em alguns casos, porém, essa suposi¢do nao se
aplica, levando a incosisténcias na definicdo do coeficiente de difusdo. Dito de outra ma-
neira, mesmo em pequenas escalas de tempo a evolucdo da funcido densidade em uma
dada posicao pode ser afetada por pontos distantes no espago [13], por exemplo, do trans-

porte turbulento na camada limite convectiva. Uma ferramenta que pode ser usada para

30
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descrever esta dltima classe de fendmenos € baseada no calculo fracionario, no qual ope-
radores diferenciais ndo locais podem ser empregados para levar em conta as correlagdes
espaciais. Este procedimento, que leva a equacgdes de difusdo fraciondria, tem sido am-
plamente investigado para decrever difusdo anomala. As equacdes de difusdo fraciondria
sdo frequentemente consideradas como um procedimento alternativo para modelos de ca-
minhada aleatéria com tempo continuo, equacdes de Langevin generalizadas ou equacdes
mestra generalizadas. Assim, equagdes de difusdo fraciondrias, ou equacdes de Fokker-
Planck fraciondrias, t€ém sido consideradas por diversos autores com diferentes propdsitos,
seja com derivadas fraciondrias temporais, com derivadas fraciondrias espaciais ou mesmo
incluindo derivadas fraciondrias temporais e espaciais.

Um exemplo tipico de equagao de difusao fraciondria espacial € dada por

0 o+
= t)=D—— t 2.1
cuja solugdo sao as distribui¢des de Lévy
1 [ .
Lullel.f) = - / dk exp|—ika — Dk 22)
™ —0o0

sendo D,, uma constante e /4 um nimero real (¢ € R). Estas distribui¢des ndo possuem

segundo momento finito e caracterizam a difusdo andmala do tipo Lévy (superdifusdo).
Além de derivadas fraciondrias, podemos generalizar ainda mais a equacao de di-

fusdo acrescentando nao linearidade e dependéncia espacial ao coeficiente de difusao, ou

mesmo um termo de arraste, ou seja

£p(r.0) = 5-4 D)5l ) ~ Fla)ple, ) 23
ot O Olx|* PIE PRE '
onde v, € R,D(z) o |z|™% e F(x) = —dV(z)/dr é uma for¢a externa associada

ao potencial V' (x). Portanto, a equagdo (2.3) pode ser usada para descrever uma ampla
classe de processos de difusao andmala, visto que ela contém, como um caso particular, a

equacao para meios porosos € a superdifusdo de Lévy, bem como uma mistura de ambas.
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2.2 Equacao linear fracionaria unidimensional: derivada

no tempo

Consideremos a equacdo fraciondria de Fokker-Planck, do tipo:

o 2

0 0

onde 07 /9t corresponde a derivada fraciondria de Caputo (Apéndice A.2), aplicada a va-
ridvel temporal. O operador de derivada fraciondria de Caputo parece ser mais apropriado
para estudo de equacdes diferenciais de ordem fraciondria porque a transformada de La-
place da derivada fraciondria de Caputo depende de condi¢des iniciais que possuem inter-
pretagdo fisica. J4 a derivada fraciondria segundo Riemann-Liouville depende de condi-
¢oes dadas em termos de , Dy f () |—o. Outra importante diferenga entre estas duas aborda-
gens € que a derivada fraciondria de Caputo de uma constante € zero, 0 que nao ocorre com
a definicdo de Riemann-Liouville. Isto justifica a utiliza¢do da derivada de Caputo, e ndo a
de Riemann-Liouville, quando estamos interessados em resolver uma equacao diferencial

parcial de ordem fraciondria. Este operador € definido como [31]:

ol 1 oo™ ()

comn —1 < v < nep™(x,t)éan-ésima derivada de p(z,t) em relagio ao tempo.
Temos ainda a presenga do termo de forga externa F'(x,t) e do coeficiente de difusdo D,
que inicialmente consideraremos constante. Mais a frente, veremos situacdes nas quais
D tem uma dependéncia com o espaco, com o tempo e até mesmo com a distribui¢do.
Ainda com relacdo a equacgao (2.4), observamos que ela generaliza a equacao usual de di-
fusdo, conforme vimos no primeiro capitulo, mediante a presenca do operador fraciondrio
atuando na varidvel temporal, e que para v = 1 recuperamos a equacdo usual de difusdo.
Com o intuito de mostrar que a distribui¢do p(z,t) na Eq. (2.4) é normalizdvel, vamos

reescrevé-la na forma
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o7

0
% (x,t) — —T(x,t) =0 (2.6)

ox

ou seja, na forma de uma equacgdo de continuidade, com uma corrente dada por

J(x,t) = D%p(w, t) — F(x,t)p(x,t) (2.7)

A normalizacdo € verificada quando integramos a Eq. (2.6) sobre todo o espago e consi-
deramos que J(x = +oo,t) = 0, pois estamos considerando que p(z = +oo,t) = 0.
Assim, esta importante propriedade, de podermos normalizar a distribui¢do, continua va-
lida mesmo com a presenca do operador de derivada fraciondria do tipo Caputo. Este fato
ndo seria verificado se usdssemos uma derivada fraciondria do tipo Riemann-Liouville.

Voltando a andlise da equacgdo (2.4), vamos investigar suas solucdes e explorar atra-
vés dessas solucdes as consequéncias de usarmos derivadas fraciondrias na varidvel tem-
poral. Neste ponto, cabe observar que as solu¢des da equacdo (2.4) podem ser obtidas por
meio de varios métodos os quais serdo empregados de acordo com a nossa comodidade.
E interessante lembrar também que o procedimento a ser adotado estard relacionado com
as condicdes de contorno impostas ao sistema e as simetrias que ele apresenta. Assim,
dependendo da situagdo que pretendemos analisar, vamos empregar o método que melhor
aproveita as condi¢des impostas sobre o sistema.

Inicialmente, vamos considerar uma situacdo caracterizada pela auséncia de forga
externa, com D constante e a condigdo inicial p(z,0) = p(x). Como condi¢do de contorno,
vamos considerar inicialmente p(x = t+o00,t) = 0. Devido a estas consideracdes, a equa-

¢do a ser resolvida fica na forma

oY 0?

Ao considerarmos tal condi¢ao de contorno, o uso das transformadas de Laplace e Fourier

simplificard o nosso problema. Assim, tomando as transformadas de Laplace e Fourier da
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equacao obtemos

p(k,0)

= 2.
plk.s) = =5t 2.9)

com (0 < 7y < 1. Para a obtermos a Eq. (2.9) usamos a relacio:

) — ;[
— "/ %
E{@t (x, t)} sTp(x, s) ; s {@t” P :E,t)LO

que € vdlida paran — 1 < v < n. Agora, para obtermos a solucdo desejada temos que
inverter ambas as transformadas. Realizando inicialmente a inversdo em Fourier, levando

em conta o teorema de convolugdo, obtemos

plx,s) = /OO dx'p(x — 2)G(2', s) (2.10)

—00

com

(2.11)

1 2 3 2 3
Glz.5) = - (5) exp [— (5) 2]

Observando a Eq. (2.11), vemos que G(x,s) é a fungdo de Green associada a condi¢o

inicial considerada. Assim, o papel de G(x, s) é fazer com que a nossa condi¢@o inicial
evolua até um tempo ¢ qualquer, que neste caso depende do parametro x. Ja para inverter-
mos a transformada de Laplace, faremos uso do seguinte procedimento: relacionaremos a
transformada de Laplace com a transformada de Mellin, inverteremos esta transformada
(Mellin) mediante a identificacdo dessa integral com a integral das funcdes H de Fox,
obtendo entdo p(x,t). As fungdes de Fox (Apéndice A.3) sdo definidas como

a a = y(a 1
H;nqn |:.I ( 1,A1)7( 2»A2)7 7( PvAP):| _ dS X( )

(blvBl)v(vaBQ)r'"7(bQ7BQ) 27{'2 L

IT2 T (b — Bis) [[=, T' (1 — a; + A;s)
= : ! 2.12
X(S) q T (1 —b; + BZS) H?zl-{—n I (ai — AIS) ( )

i=m-+1
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A transformada de Laplace de p(z,t) em relagdo ao tempo é

p(z,s) = /00 dt e ' p(x,t) (2.13)
0

e a transformada de Mellin da mesma func¢do em relagdo a varidvel temporal é

p(z,s) = /00 dt t* " p(x, 1) (2.14)
0

com

1 /
plx,t) = — / p(z, st~ ds'
L

271

Ambas as transformadas de Laplace e de Mellin estdo relacionadas uma com a outra, por

meio da relacdo:

1

p(z,s') = m/o ds s p(x, s) (2.15)

Usando esta ultima equacdo em (2.11), obtemos

2 2 !
S |m|)”(1—53>
9 s) = T (@ Ti—) (10

Invertendo a transformada de Mellin da Eq. (2.16), obtemos

1 20 2% |(1-30)
G(z,t) = JiDb Hi, {m (11) (071)} (2.17)

Esta ultima igualdade € obtida por comparacdo direta da integral resultante da inversdo de
Mellin com a representacao integral dada acima para a func¢do de Fox. Substituindo esta
equacdo em (2.10), temos a solucdo para uma condicdo inicial genérica como segue:

(x —2')?

4Dty

~0 20 )
p(z') Hi, [ (11) 1)

1 [T (1-3)
plx,t) = \/W/_Oodx : } ) (2.18)
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2.2.1 Meio finito (limitado): barreiras absorventes

No caso da condicd@o de contorno ser definida em um intervalo finito, por exemplo,
p(0,t) = p(L,t) = 0, com x definido no intervalo [0, L|, podemos usar o procedimento
de separagdo de variaveis. Tal situac@o é caracterizada fisicamente por termos barreiras
absorventes em * = (0 e x = L. Para obtermos a solu¢do para a equacdo (2.4) com
tais condi¢des de contorno vamos usar uma transformada finita. Em particular, estamos
considerando que a nossa solucdo pode ser expressa em termos de uma série de Fourier.

Assim,

Z B, (t) sen ( ) (2.19)

com

L
But)y== [ 4 oz t 2.20
0 =7 [ dosen (FFa) plat) 2.20)

¢ a solucdo apropriada para o tratamento deste caso, pois satisfaz a condi¢cdo de contorno.
Substituindo (2.19) em (2.8), multiplicando ambos os lados por sen(nzm)/L e integrando
desde 0 a L e identificando B,,(t), obtemos

Al n?m?

5 Bull) = ——5-DB,(1) 2.21)

Para resolver a equacdo acima, vamos aplicar uma transformada de Laplace, o que nos

permitird o uso da fungao E,, () de Mittag-Leffler. Isto se deve ao fato de que

f[ ()] (o)

As fungdes E, () de Mittag-Leffler constituem uma possivel generalizacdo da fungdo ex-

ponencial, e sdo definidas como

7’L

2.22
ZF na+1 ( )

n=0
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Com isso, podemos escrever

n-m

2,2
B.(t) = B,(0)E, (— Dﬁ) (2.23)

L2

Substituindo a solucdo acima em (2.19), levando em conta uma condicao inicial genérica

p(x,0) = p(x), temos

L
plx,t) = /dm'g(x,x’,t)ﬁ(x’) (2.24)
0
com
, 2 nm nm n’mr?
Gz, 2’ t) = ZZsen<fx>sen<fx>E7 7 Dt |.
n=0

2.2.2 Meio finito (limitado): barreiras refletoras

Se ao invés de barreiras absorventes tivéssemos barreiras refletoras, isto €,
Oxple=0 = Opple=r = 0 as mudangas na solugdo acima seriam a troca seno (sen) pelo
cosseno (cos) e a presenga de uma solucio estaciondria. Assim, escrevemos de forma
direta a solugao para este caso, como segue abaixo,

L L
plz,t) = % /0 da’ 5(a') + /0 iz’ Gla, o )p(x) (2.25)

com

2.2

2 (0.9}
G(z,2',t) = T Zcos (%x’) cos (%x) E, (—nLZ Dt”)
n=0

para uma condicdo inicial do tipo p(z,0) = p(x). Observe que, ao considerarmos a

distribui¢do acima no limite de tempos longos, obtemos a solucdo estaciondria

plast = o0) ~ 1 [ dd' la!) = pufa)
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Este fato nos permite determinar a fun¢do de autocorrelacdo estaciondria usando a equa-
¢do (2.25). Assim, usando a defini¢do da fungdo de autocorrelagdo estaciondria e conside-

rando, por simplicidade, p(x,0) = §(x — x’), obtemos

e, = [ ar [ areiste o0

L 8 1 (2n + 1)27?
= ~4+—Y — B (2Dt 2.26
4+7T4Z(1_|_2n)4 7( 12 ( )

n=0

Tomando o limite de tempos longos na equagdo (2.26), verificamos que
(x(t) x(0))s ~ 1/4. Este resultado coincide com o obtido com a equag@o de difusdo usual,
o que indica que a derivada fraciondria somente fard com que o sistema relaxe de forma

andmala até a situacdo de equilibrio.

2.2.3 Sistema Infinito

Agora vamos investigar as implicacdes advindas do emprego de derivadas fraciona-
rias na equagdo de difusdo. Neste sentido, ao observamos a soluciao (2.17) vemos que
o segundo momento ndo varia linearmente com o tempo, mas sim com uma poténcia do
tempo, isto é, (z?) o t7. Este tipo de comportamento para o segundo momento € um
comportamento tipico de um sistema que exibe difusdo andomala. Usando conceitos de
caminhantes aleatdrios, € possivel demonstrar que a densidade de probabilidade relativa a

parte temporal tem o seguinte aspecto

1/t £

> A
Bos(h) =)t a5 (2.28)
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quando consideramos a equagao de difusdo na auséncia de forca externa. Observe que de
acordo com os valores de v temos a distribui¢do mais concentrada em tempos curtos ou
em tempos longos, o que nos levaria a um processo do tipo subdifusivo ou superdifusivo.
Assim, a presencga desta func¢do nas solucdes acima € uma conseqiiéncia das mudangas
produzidas na funcio densidade de probabilidade de tempo de espera pela derivada fra-
ciondria.

Neste contexto, podemos também ter a presenca de forcas externas e/ou um coefi-
ciente dependente do espaco e do tempo. Neste sentido, obteremos aqui a solu¢do para
i) uma forca linear, isto é, F'(z) = —kx;
ii) um coeficiente de difusdo do tipo D(x) = D|z|™.
Na primeira situacdo, podemos obter sua solu¢ao usando o método da separagcdo de va-
ridveis, com as seguintes condi¢des de contorno: p(0,t) = p(oco,t) = 0, e a condi¢do
inicial p(z,0) = p(z). Assim, a soluc@o obtida fica expressa em termos do polindmios de

Hermite, como segue,

| kx? ka2
Pt =y —zw;—zann< ﬁ) Hn( ﬁ)

X exp (—k—xg) E o (—A2ET7) (2.29)
2D Y+a n .

onde \,, = nk. Para a segunda situacao, a equagao de difusao fica dada por

a'y _ D ! ! a Na—1 —0 8 /
o0 (xat)—m/odt M{(t—t) || mp(l‘,t)} (2.30)

na auséncia de forca externa. Para investigar as solu¢des desta equacdo vamos conside-
rar, por simplicadade, que x seja ndo negativo com as seguintes condi¢des de contorno:

p(0,t) = p(oco,t) = 0, e a condigdo inicial p(z,0) = p(z). Entdo, apds alguns cdlculos,
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podemos mostrar que

2072 [ 2k 240
plz,t) = 2+9/0 dk/{;J%z (2+9x 2 )

246

> 2
X / ' p(a' )2’ Tuso ( ; x“’) E o (—DE)  (231)
0 2+0

Em particular, para v + o = 1, a equacgdo (2.31) pode ser reduzida para

oo NL(1+6) 9.3 (246) /5 (2+6) G240, 1240
p(x,t) :/ dx’ %ﬁ(x')léig ( v ) e (407Dt (2.32)
0

(2+6)Dt (2+0)2Dt

Retornemos a equacdo (2.8). Vamos transformd-la em uma equacio integral, que
pode ser muito 1util dependendo do potencial a ser analisado, permitindo uma solucao
recursiva sob forma de uma teoria perturbativa. Neste sentido, cabe ressaltar que sdo
poucos os tipos de forcas externas que nos permitem uma solucio exata para o problema,
0 que torna importante o desenvolvimento de uma teoria perturbativa. Ao desenvolvermos
0s nossos procedimentos de calculos, vamos considerar o termo que contém a forca externa

como um termo de fonte. Entdo, temos

o 0”
g (z,t) = D@P(Iat) —a(z,1) (2.33)
com
(z,t) = 0 [F (. t)p(x,1)] (2.34)
al\xT, — 3_37 x,t)plx, .

Repetindo o procedimento de célculo para o caso livre, obtemos a transformada de Fourier-
Laplace da Eq. (2.33) na forma:
p(k,0) ak,s)

k = — 2.35
plk, s) s+ Dst=7k2 s+ Dsl=7k2 ( )
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Invertendo ambas as transformadas, temos

t o)
p(z,t) = pO(z,t) — / dt’/ de'G(x — 't — (2, 1) (2.36)
0 —00
com
B 1 20 2% |(1-31)
G0 = 7 M | (1) o @37

Substituindo «(z, t) na equagdo (2.36) e integrando por partes, obtemos

p(l‘, t) = p(O) (Z‘, t)

t 00
- / dt’/ dx'gg) (x— 2’ t —t') oDy T [F(2, )p(2, )] (2.38)
0 —00
onde

d
GP(a,t) = —Gy(a1)

(31) 01 (12

. 1 21 lL‘2
VDt P 4Dt

02) (1-37) } (2.39)

A Eq. (2.38) € justamente a equagdo que procuramos € € a forma integral correspondente
a Eq. (2.4) que pode ser usada, por exemplo, para calcular perturbativamente a influén-
cia de uma forca externa aplicada ao sistema. A Fig. 2.1 mostra o comportamento de
(47 Dt")'/2G. (2,t) em relagdo a z/(4Dt7) e, na Fig. 2.2, é mostrado o comportamento de

(Dt)%Lu(x, t) em relagdo a:/(Dt)i para valores tipicos de y.
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1.6

1.4 - ]
] y =1.0

1.2+

(@mt)” 6 (x)

0.0 - T T T T
- -1.0 -0.5 0.0 0.5
x / (4Dt )?

Figura 2.1: Comportamento de (47 Dt7)'/2G. (x,t) versus x/(4DtY), para valores tipi-
cos de vy. Para~y igual a 0,5 e 0,8 difusdo an6mala e para -y igual 1,0 difusdo normal.

0.5

1 1 .
Figura 2.2: Comportamento de (Dt)» L,,(x,t) versus x/(Dt)», para valores tipicos de
. A derivada fraciondria na varidvel espacial caracteriza um processo superdifusivo

do tipo Lévy.
2.3 Equacao linear fracionaria unidimensional: derivada

no espaco
Agora vamos analisar a equacdo de difusdo que emprega derivada fraciondria na

parte espacial. Em particular, faremos um desenvolvimento andlogo ao da sec@o anterior.
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Assim, comec¢aremos observando que a distribui¢cdo de Lévy

*dk
Ly(z) = / —e e IkIrDE (2.40)

oo 2T

€ solu¢do da equacgdo de difusao

dp OFp 0
ot D3|x|l‘ Ox

[F(x,t)p) (2.41)

quando consideramos a auséncia de forca externa. Para provarmos tal afirmacgdo, basta

usarmos o fato de que
F{at pla, 1)} = —|k|“o(k, )

onde

< dx

Fi{p(z,t)} = 3 Eeimp(x,t) (2.42)

€ a transformada de Fourier. Em particular, para verificarmos a dltima afirmativa, basta

empregarmos a definicio

o+ . 2 . s > p(a:’,t)
8|w]“p($’t) = \/;sm ( 5 ) ra+ ,u)/_ dac’x e (2.43)

e e}

Em contraste com o resultado que obtivemos ao empregarmos derivadas fraciondrias na
variavel temporal, as distribuicdes que emergem ao aplicarmos derivadas fraciondrias na
varidvel espacial ndo tém o segundo momento finito. Isto implica que elas ndo seguem o
teorema central do limite, mas sim sua generalizacdo conhecida como teorema de Lévy-
Gnedenko. Podemos obter mais informagao da equagdo acima analisando-a sob o enfoque
de caminhantes aleatérios. Neste caso, o que acontece € uma mudanga nos comprimen-
tos dos saltos provocada pelo emprego da derivada fraciondria na varidvel espacial. Em
particular, o caminhante passa a efetuar saltos longos. A densidade de probabilidade que

caracteriza os saltos entdo adquire um comportamento de cauda longa, caracterizando um
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processo superdifusivo do tipo Lévy.

De forma analoga a secio anterior, podemos ter situacdes que envolvem a presenca
de forcas externas e/ou um coeficiente que dependente do espaco e do tempo. Por exemplo,
para o caso em que temos a presenca de uma forca linear a solug@o para a equagdo (2.41)
€ dada por

pla.t) = —Hj, (2.44)

Em uma situagdo mais simples, em que o coeficiente de difusdo depende somente do
tempo, isto é, D(t) = Dt*~! /T'(«), incorporada a situa¢do descrita acima, a solucdo fica

dada por

1o (L
p(x,t)zu—le?f (%) x (2.45)

Vamos agora analisar a equacao (2.41) considerando uma condicao inicial do tipo
p(x,0) = p(z) e que V(x) seja um potencial genérico que permita o desenvolvimento de
uma série perturbativa. Repetindo o procedimento da sec¢do anterior, vamos transformar
a equacdo (2.41) em uma equacao integral. Assim, tomando a transformada de Laplace e

Fourier da equacdo (2.41), obtemos

p(k,0)

k,§) = ——"— 2.46
Invertendo a equacg@o acima, obtemos
px,t) = / dz'G,(z — 't —t")p(a") (2.47)

onde G, (x,t) = L,(z,t). E a equagdo integral associada a Eq. (2.41) é

t o0
p(z,t) = pO(x,t) — / dt’/ dx’gf)(x —2't =t YF(' )p(a, 1) (2.48)
0 —oo
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onde

< dk
G (@,t) = — - Lula, 1) = /O — ksin(kz)e” " (2.49)

A Eq. (2.49) pode ser usada para calcular pertubativamente a influéncia de uma forga
externa qualquer aplicada ao sistema.

O emprego de derivadas fraciondrias na equagdo de difusdo gera alteracdes nas fun-
coes distribuicao de tempo de espera e de comprimento de saltos, dependendo se sdo apli-
cadas na varidvel temporal ou espacial, respectivamente. Além disso, as distribui¢des de
Lévy apresentam um comportamento superdifusivo, devido a maior frequéncia com que

saltos longos ocorrem, [24-30].



Capitulo

Equacao de difusdo fracionaria nao linear

com forca externa e termo absorvente

Neste capitulo, vamos analisar as solugées da equagdo da difusdo generalizada, que
contém derivadas fraciondrias espaciais e termos ndo lineares. Também vamos considerar
a presenca de uma forca externa e de termos absorventes. As solucoes encontradas tém
dois comportamentos: cauda compacta e cauda longa; para a segunda situagdo, no limite

assintotico, podemos relacionar a solu¢cdo com a distribuicdo de Lévy ou Tsallis.

3.1 Introducao

A equacao de difusao fraciondria nao linear, que é uma generaliza¢ao da equagado de
difusdo normal, devido a sua abrangéncia em situacoes fisicas relacionadas a difusido and-
mala, tem atraido a atenc@o de muito pesquisadores, e tem sido aplicada com sucesso em
vdrias situagdes fisicas [14,32-47]. A equacdo de difusdo fraciondria que vamos analisar
contém uma forca externa aplicada, bem como um termo de reacio devido as interacoes
moleculares do sistema [1,7,48-58]. Os principais resultados deste capitulo foram publi-
cados na Ref. [18].

Como ha uma grande variedade de cendrios que podem ser descritos por essa equa-

cdo, entdo torna-se interessante investigar suas propriedades e solucgdes, a fim de abranger

46
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novas situacdes, onde os processos de difusdo dos fendmenos fisicos ndo sdao normais,
como por exemplo, no deslocamento de um fluido viscoso sobre um menos viscoso, em
um reservatorio de petréleo. Esse problema requer uma abordagem mais ampla, a fim de
se obter um comportamento ndo linear das interfaces consideradas, e também as carac-
teristicas fractais ou multifractais das rochas porosas em que o petroleo estd imerso. Em
particular, a geoestatistica destes reservatdrios serd bem descrita por um movimento Brow-
niano fraciondrio e movimento fraciondrio de Lévy [59]. Assim, pretendemos estabelecer
de uma forma geral algumas classes de solucdes para a equacdo de difusdo nao linear em

d-dimensdes com derivada fraciondria na coordenada espacial e com uma simetria radial:

/

Grrnt) = S e (e

- = LB ()] - EO)p(r ) G

onde D(t) é o coeficiente de difusdo dependente do tempo, F'(r,t)p representa uma forca
externa aplicada ao sistema e o ultimo termo da equacao estd relacionado com um termo
de reacdo. Os operadores fracionarios (8;‘/ e O!), aplicados na varidvel espacial, sdo os
operadores de Riemann-Liouville. A Eq. (3.1) pode ser obtida pela incorpora¢@o do termo

de reac@o ndo linear @(t)p bem como o termo absorvente na equacdo da continuidade

A forca externa aqui considerada F'(r, t) depende da distribui¢do do sistema p(r,t). Para
alguns casos particulares dos pardmetros j e 1, esta forga externa pode assumir a forma

Flrt) = —k(t)r + % (3.2)

<

Esta forca externa incorporada na Eq. (3.1) nos leva a uma extensdo de alguns casos bem
conhecidos como os processos de Ornstein-Uhlenbeck e de Rayleigh [71] e a equagdo

de Burgers [72]. Outros casos particulares da equac¢do acima podem ser encontrados
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em [1,7,58,73,74]. Além disso, o potencial relacionado a esta for¢a externa tem como
caso particular o potencial logaritmico, utilizado, por exemplo, para estabelecer a conexao
entre o coeficiente de difusdo fraciondria e a mobilidade generalizada [75]. A presenca
do termo de reacdo € particularmente interessante nos processos cataliticos heterogéneos,
sistemas desordenados [76—78], coagulacdo de espécies e reacao irreversivel de primeira
ordem [79]. Ele também aparece quando um elemento radioativo, localizdvel em proces-
sos bioldgicos, sofre decaimento radioativo e € transportado através de um meio poroso e
no fluxo de calor que envolve a produgio de calor [80]. Para @(t) = 0, podemos observar

na Eq. (3.1) que

/ drr®=t p(r,t)
0

¢ independente do tempo (por isso, se p € normalizada em ¢ = 0, assim continuard a ser

para sempre). Ao escrever essa equagdo na forma
op =—r"909.T
e admitirmos as condi¢des de contorno
J(00,t) =0
podemos mostrar que

/ drr®p(r,t)
0

€ uma constante de movimento.
Iniciamos nossa andlise, considerando 1/ = 1 na Eq. (3.1) e também a presenga de

uma forga externa do tipo

F(r,t) = —k(t)r (3.3)
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com o coeficiente de difusdo dependente do tempo. Na sequéncia, vamos estender o re-
sultado para p/ # 1. ApO6s estes desenvolvimentos, passamos a analisar casos quando
consideramos valores especiais dos pardmetros y e 1/, na presenca de uma forga externa
na forma (3.2), com o coeficiente de difusdo constante e sem levar em consideracdo o
termo absorvente @(t)p. Além disso, vamos relacionar os resultados obtidos com a distri-

bui¢do de Lévy ou o formalismo de Tsallis.

3.2 Equacao de difusao fracionaria nao linear com de-

pendéncia temporal

Analisaremos as solu¢des dependente do tempo para a Eq. (3.1) considerando uma
forca externa do tipo Eq. (3.3) e um coeficiente de difusdo dependente do tempo, como
dissemos anteriormente. As solug¢des sdo obtidas por meio do método de similaridade, o
que torna possivel a reducao dessa equagdes diferenciais a equagdes ordindrias cuja forma
explicita depende das condi¢des de contorno ou das restricdes impostas na forma de leis

de conservacdo. Desta forma, podemos restringir nossa investigacao para solucdes do tipo

As solugdes obtidas a partir deste procedimento satisfazem as condi¢des de contorno
p(oco,t) = 0, as condigdes iniciais e a condi¢do de normalizagdo quando @(t) = 0. Antes

de analisar as solugdes da Eq. (3.1), vamos considerar que

plr:t) = x| = [ di®|pir0
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onde 7p(r,t) é uma fungdo a ser determinada e é formalmente dada pela Eq. (3.4). Pela

substituicdo de p(r, t) na Eq. (3.1) podemos obter

T - 5@)5_{d [T* A1) | S (1) H
+ %%{rdl(k(t)r>ﬁ(r,t)] (3.5)

onde

Vamos considerar que

e aplicar o método de similaridade na Eq. (3.5), ou seja, considerando que a solugdo é
dada pela Eq. (3.4), podemos reduzir a equacdo de difusdo (3.5) a duas equacdes dife-
renciais ordindrias usando uma constante de separacio k, determinada pela condicio de

normaliza¢@o. Assim, obtemos

dﬁ' {Zdle[ﬁ<z>]7 o ) n} L {zdﬁ(Z)l (3.6)
@(t) = —kD(1) [@@)] ke (3.7
onde

E=dy+m—1)+14+0+ (n+pn+
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Ao resolver a equagdo Eq. (3.7) em relagdo ®(¢), obtemos

(D(t) t T N Tt o / (1/(571)) "t . /
B0) - [1 + K / dtD(t)el& 1 otk e Jo AR (3.8)
0
com
[@(0))¢

Apresenca de ®(0) pode estar relacionada a uma distribui¢do que tem uma forma inicial
dada. Também notamos que solu¢des semelhantes para a funcdo dependente do tempo
foram encontradas para diferentes equacdes de difusdao nao linear [1,7,56-58]. Este fato
indica que diferentes equagdes de difusdo tém propagacao andmala similar na distribui¢ao

de probabilidade.

3.3 Equacao de difusido fracionaria nao linear com de-

pendéncia espacial

Para analisar o comportamento espacial, vamos realizar uma integracao na Eq. (3.6),

que nos leva a

dr'

o {1

dz

[27"B(2))"]

} =k2p(z) +C (3.9)

a partir da qual podemos analisar muitas situagdes diferentes. A nossa andlise inicialmente
serd para o caso: ¢ = 1, com pu,0,7,n e v arbitrarios e C = 0, de modo a satisfazer a

condic¢do de contorno

p(oo,t) =0



52

Impondo estas condi¢des, a Eq. (3.9) fica na forma

n

d* —
e = F ()] (3.10)

dzH

(=" o(2))"]

E um trabalho arduo encontrar uma solug¢ao geral para uma equagao de difusao nao linear
como a Eq. (3.10), que contém derivada fraciondria na varidvel espacial, e considerando
ainda condicdes de contorno na forma p(oo,t) = 0. Assim, para encontrar a solu¢do de

uma forma menos trabalhosa, vamos utilizar o ansatz
p(z) = Nz (1 + bz)P/ (3.11)

Pela substituicdo do ansatz na Eq. (3.10) e usando a definicao de derivada fraciondria de

Riemann-Liouville, ou seja

0 Cla + 1] zo0

dz5 [Za(l * bz)ﬁ} T Tla+1— 0] (1+b2)5 7

(3.12)

para

=a+B+1

podemos obter

o [14+600+p)n]1+pb+ (1 + p)n]
v (VD[ + 6+ (n+ 2u)n]

B np[l+6+ 1+ p)n]

v (y+DI+60+ (n+2u)n]

A=A -pu-mn)
Y= 1460+ (1 + p)n] -13)
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onde

N_{‘F(Ha—n—u)

n_ 1/(nv4+~v-1)
Ml4+a—n) }

Fazendo uma escolha adequada dos pardmetros n, u, p’, 1,6 e v na Eq. (3.13) € possivel

recuperar os resultados fornecido pela equagdo encontrada nas Refs. [1,7,56-58], isto €,

u—1

8 a ¥ v
5Pt = W{D(m [o(r,1)] awl[p(r,t)]}

_ % {F(r)p(r, )} + a(t) [o(r £)]"

Fazendo a substitui¢ao dos parametros «, 3 € v, na Eq. (3.11) podemos escrever a solu¢ao

na forma

140+ (n+12)n] T

[ ny 1 21N
(z) :N{zT(Hbz)ﬁ}”@“"“” (3.14)

onde b € uma constante e, dependendo da situagcdo analisada, pode assumir valores como
+1. A escolha do valor de b = —1 implica uma solucdo limitada, enquanto que, para
o valor de b = 1, a solugdo abrange todo o espaco. Assim, dependendo da escolha dos
parametros u, 6, e v a solugdo pode apresentar comportamento com cauda compacta,
para b = —1, ou com cauda longa, para b = 1. Este tltimo caso pode ser relacionado com
a distribuicdo de Lévy. De fato, se considerarmos o limite assintdtico para um argumento
grande na Eq. (3.14) no caso caracterizado por um comportamento com cauda longa,

temos

1
p(z) ~ ey
Z 1=
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Observamos que as distribui¢des que surgem a partir do formalismo Tsallis [64] t€ém
um comportamento de lei da poténcia e podem estar conectadas a distribuicdo de
Lévy, [65-70]. Neste sentido, também podemos relacionar nossas solugdes aquelas que
surgem no formalismo de Tsallis. Ao estabelecer a relagdo com aquele formalismo, tam-
bém damos uma base termostatistica para esta equacao, de maneira similar a que ocorre
entre a equagdo de difusdo usual e a termoestatistica de Boltzmann-Gibbs. Fazendo a
comparacdo entre o comportamento apresentado pela Eq. (3.14) para um grande argu-
mento com o limite assintético 1/ 22/@=1)_obtido a partir da distribui¢des de Tsallis [64],

obtemos

1+2(1—7)
1+6+ (14 p)n)

Este resultado permite-nos identificar o tipo de caudas e indica uma ligacdo, no limite

assintético, entre a Eq. (3.14) e as distribui¢des que surgem no formalismo de Tsallis.
Podemos agora empregar o mesmo procedimento para obter a solucdo quando

i # 1. Para este procedimento, vamos utilizar o mesmo ansatz (3.11) e a Eq. (3.12).

Obtemos

10424/ + (At pn—1]
nutp’ —1 | T—2(npt+p)—nn—6]

[0+ ()t
m@:N{/“TW”a+M)Fv} (3.15)

com

{1+d—[u’+(1+u)n+9]}
(d+ )

’Y:
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onde

NIEe]

A s )

A—p=—nd =)
W+ (1+pn+6-1)

vV =

e, como antes, b = 41 como pode ser visto na Fig.(3.1).

Outras situa¢des podem ocorrer com a Eq. (3.1) quando incorporamos o termo k /¢
na forga externa. Com o objetivo de manter o procedimento anterior, baseado no método da
similaridade, vamos escolher o valor de ( = £ — 2 e o coeficiente de difusdo independente
do tempo, isto é, D(t) = D = constante. Deste modo, consideraremos as seguintes
situagoes:

Hp' =lep=1

(i)p' =lep=-1;

(i) ' =2ep=0.

Como estamos interessados na solucio que pode ser expressa em termos da fungao (3.4),

a Eq. (3.1) pode ser simplificada e ficar na forma

Zd—l—@ ﬁ-y(z)

g <1 v h <) () (3.17)

A solucdo para a equacgdo (3.17) é dada por

_ 2 1/n
ﬁ(z) — /v exp, [_H/ dz z/m(Ov+n(1-7)) (z_l_ % z—C) ] (3.18)
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1.4 1 e T
12 | AA"",-" ’/,/' n'.\\.-\ \“\
104 /5 7 ‘
08+ /4 /. . W' =-5/2, 1 =5/2,
1 /i . 8=0,n=-2/3 no
064/ ./ w'=-5/2, 1 =3/2,
17 0 =1/2,m=-5/3
14/ —u'=-5/2, u=-3/2,
0.4 17 9=-1/2,1=5/3
O. 2 | ’;«' “.“
¥ (a) ‘
:—T_ OO T T T T T T T T T T T T T T T T T T T :
i 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
5 0.14-
= | w'=1/5u=-5/6
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0.04 -
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Figura 3.1: Mostra o comportamento de [®(t)]?p(r,t) versus r/®(t) para valores ca-

onde

racteristicos de yu, i, 0 e 1 na auséncia de termo absorvente (fonte). Por simplicidade,
estamos considerandon = 1 e d = 1. Observa-se que, dependendo da escolha especi-
fica destes parimetros, podemos ter uma cauda compacta (a) (b = —1) ou uma cauda
longa (b) (b =1).
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Note que
exp,[r] = [1+ (1 - q)x]/1-9 para 1+(1—=¢x >0
de modo que
exp,[z] =0 para I+(1—-¢q)x <0

Devemos observar que a exp, [x] é a g-exponencial que aparece do formalismo Tsallis pela

maximizacdo da entropia de Tsallis [64]:

1= [dxp?

S,
q q—l

obedecendo os vinculos apropriados. Agora vamos analisar a segunda situagdo onde

i =1epu = —1. Obtemos

Zd—l—e ﬁ'y(z)

N [ k
= | _ T.d ¢ —1-C\ =
/0 dz[z7" p¥(2)]| = k= <1 + =2 ) p(2) (3.19)

A solucido para Eq. (3.19) € dada por

1 —1
N B " ke - /(y=1)
i) = (M2

Dk
z k v/(v=1)7"
X expg |—H / dz 7%/ 01 (z+ = EC) (3.20)
Dk
com
1 _
H = —1/n € q =nv + ’y

(y—1*

Para analisar a dltima situacdo, vamos fazer a troca de k£ por —k e com k definido
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pela condi¢do de normalizagdo. Assim, para o caso i/ = 2 e pu = 0, temos

d

= 2700 (2) |2 ()] = —k 2 (1 _ K

D—% z—l—@‘) () (3.21)

De maneira semelhante ao que ocorre no primeiro € no segundo caso, a solu¢ao também

pode ser expressa em termos da fun¢do g-exponencial, como

~ w—1— E w u)kg
plz) = 277" expy [—W (z ) 1na<z>)] (3:22)
com
u)_1—i—cH—(1—i—9—i—77n—d)
B (v + nv)
¢d=2—-nv—-v (=2+4+(—-w
e

Ing(z) = ———

€ a fungdo g-logaritimica, isto é, a funcao inversa da funcdo g-exponencial definida ante-
riormente. As solu¢des encontradas para estes casos especiais também podem apresentar
um comportamento de cauda compacta ou de cauda longa, dependendo dos parametros
v,v,0,nen.

Desta forma, podemos concluir que a equagdo de difusdo fraciondria ndo linear em
d-dimensdes pode ser aplicada em diversas situacdes fisicas, dependendo da escolha dos

parametros v,y,60,n e 1. As solu¢des obtidas estdo relacionadas com a distribuicdo de
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Lévy para o caso caracterizado pelo comportamento de uma cauda longa. Aqui, também

foi proposta uma conex@o com o formalismo de Tsallis.



Capitulo I

Equacao de difusdo fracionaria com

simetria radial

Vamos analisar a equacdo de difusdo fraciondria em N -dimensoes com simetria
radial, considerando o coeficiente de difusdo com dependéncia espacial e temporal, em
uma regido limitada e sujeita as condigcoes de contorno com dependéncia temporal e que
podem estar relacionadas as caracteristicas das superficies ndo homogéneas do sistema.
Os resultados mostra um comportamento anémalo e um comportamento ndo usual da

Jfuncdo densidade de probabilidade.

4.1 Introducao

Neste capitulo, a exemplo do que € feito em detalhes na Ref. [19], vamos considerar

a equacao de difusdo fraciondria

o7 v ~ - _
Ger(e.0) = [ V- (Bt =D V(1) @1

60
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tomando uma situa¢do em N -dimensdes e considerando o caso com simetria radial no

qual

(D(r,t)V ---) =" No,(N " D(r, 1), - - ) (4.2)

para o caso subdifusivo 0 < v < 1, e considerando, também, que o coeficiente de difusao

¢ dado por:

D(r,t) = D(t)r "

onde D(t) é uma fun¢do dependente do tempo, 17 ¢ um niimero real e a derivada fracionaria
temporal utilizada € a derivada de Caputo [84] (Apéndice A.2).

A Eq. (4.1) pode ser empregada em vadrias situagdes, em particular para os casos
em que o processo difusivo € governado por equacdo de difusdo fraciondria, com simetria
esférica e cilindrica, sujeita as condi¢des de bordas com dependéncia espacial e tempo-
ral [85-87]. Desta forma, muitos casos apresentados na literatura sao estendidos a um
contexto mais amplo, que podem apresentar, por exemplo, diferentes regimes de propaga-
¢do da solugdo ou ligacdo com a equacdo fraciondria para uma condi¢do de distribuicdo de
acordo com uma escolha apropriada de D(t).

Para analisar a Eq. (4.1) na presenca de condi¢des de contorno dependentes do
tempo, isto €, superficies ndo homogéneas, usaremos a abordagem da funcio de Green [88].
A funcdo de Green serd ttil para encontrar varias propriedades relacionadas a Eq. (4.1),
ja que ela contém o comportamento dinamico do sistema e pode esclarecer a influéncia
da superficie sobre a propaga¢do da solu¢do e o comportamento da propabilidade de so-
brevivéncia. Neste sentido, as solugdes obtidas possuem caracteristicas notdveis e podem
encontrar aplicacdes. Um exemplo € o fendmeno de adsor¢do onde o efeito de memoria
desempenha um papel importante [89, 90], na presenga de uma contorno reativa [91] e na
primeira passagem temporal em regides confinadas [92,93].

Nossa primeira andlise serd realizada considerando a Eq. (4.1) com D(t) = D§(t)r ™™,

na auséncia do termo de reacdo, isto é, quando «(r,t) = 0, sujeito as condi¢des de
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contorno
prt)ma = Pa(t) & p(r,t)lmp = y(t)

onde Zf%(t) e CAE,(t) sdo duas fungdes quaisquer e dependente do tempo. Depois disso,

analisamos a solugdo para a Eq. (4.1) com o coeficiente de difusdo na forma
D(r) = [D5(t) + D(t)]r™"

e incorporando também o termo de reacdo «(r, t), que representa uma taxa de geragio ou

remogao da substancia difundida [95].

4.2 Equacao de difusao fracionaria

Iniciemos nossa andlise considerando a Eq. (4.1) sujeita as condi¢des de contorno

com dependéncia no tempo na forma;
P )lma = Dalt) e prt)]imy = Dy(1)
e condi¢do inicial
p(r,0) = p(r)
com o coeficiente de difusdo
D(r,t) = D§(t)r™"

Para este caso, a Eq. (4.1) pode ser escrita como:

o

Sp(r,t) = DV - (17 p(r. 1)) 43)
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com (0 < v < 1. Esta equacdo € uma extensdo da equacdo de difusdo usual pela incorpo-
racdo da derivada fraciondria, que produz uma propagacdo andmala da condi¢do inicial e
pode ser obtida a partir do formalismo de caminhantes aleatérios com tempo continuo [96].
Além disso, nota-se que, dependendo da escolha de ®,(t) e $,(t), o sistema pode apresen-
tar uma solucdo estaciondria que € a mesma que a obtida para a equacao de difusdo usual.
Esta caracteristica indica que a presenga da derivada fraciondria temporal produz um re-
laxamento andmalo para o estado estaciondrio, em constraste com a derivada fraciondria
espacial que conduz na dire¢do da distribuicao de Lévy.

Para obter a solucdo para a Eq. (4.3) e examinar a influéncia das condi¢Oes de
contorno sobre a relaxacdo do sistema e a probabilidade de sobrevivéncia, vamos usar
a transformada de Laplace e a abordagem da fun¢ao de Green. Depois de alguns calculos,

€ possivel mostrar que a solugcdo da Eq. (4.3) no espaco de Laplace é dada por

b . ~
p(r,s) = —37_1/ dr'rN TG (' s)p(r') + [DbN_l_"(I)b(s)%g(r,r’;s)
N—-1-n3F J 5 /
— Da ”(I)a(s)yg(r,r;s) ] (4.4)
r r'=a

onde os ultimos termos correspondem aos efeitos de superficie e determinam a existéncia
de uma solugdo estaciondria para o processo. Eles também podem estar relacionados a
vdrios processos, em especial com a adsor¢do em superficies fractais [97]. A func¢do de

Green G(T,7'; s) obedece A equagio

DV - (r’”VQA(r, r'; s)) — 375(7", ' s) = o(r—1") 4.5)

rN=1
e deve satisfazer as condi¢des de contorno
Glr,r';s)|p=p =0 e G(r,r';8)|r=a =0

Recorrendo ao problema das autofunc¢des de Sturm-Liouville, relacionado ao operador
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espacial da Eq. (4.5), temos

V. (T_"V\Il(r, kn)) = —k2U(r, k,)
com
V(a, k,) =¥(b,k,) =0

€ possivel mostrar que

~ 1 0 N
— _/. _ n /
o= 2+n; ot DRz L )P K (4.6)
onde
U(r k,) = raCtN) (Ja (ﬂré(%n)) N, ( 2k a§(2+n))
2+ 2+
- 7, 2k a3+ N,, 2k, 3 (240)
2+n 2+
com
N
T -1 (a2 0)

e Jo(z), N, () sdo as fungdes de Bessel de primeira e segunda espécie, respectivamente,

k,, sdo as solugdes da equacao de autovalores:

T, (ﬂbé(%ﬂz)) N, <ﬂa§(2+n)) _7, ( 2k, a§(2+n)) N, (ﬂbé(%n)) —0
2+n 2+n 240 2+n

4.7)
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-1

2+4n
2kn 7.1 (2+
Ja (ﬁbQ( n)>

I, (%a%(%—n))
-1

Fazendo a transformada inversa de Laplace na Eq. (4.4), obtemos

_ 1 ' / 1 ’ 1, IN—1 1IN
p(r,t) = _m/o dt (t—t’)“//a dr'r® =G (r, v 1) p(r")

t ~
+ / dt’ {Db/‘/—l—’icbb(t —~ t’)—a G(r,r';t)
0 or’

r'=b
— DaV1® (t—t’)ig(r it (4.8)
¢ o= T,
com
/ -1 / -

Glrr'st) = —5 ;an, Fn) U (1 kn)E, o (— DE2EY) (4.9)

onde
e’} LL’i
E _
0 (7) ZF(ﬁ—l—az’)

que € a generalizagcao da funcao Mittag-Leffler definida em (2.28) conforme podemos ver
no gréfico da Fig. 4.1.

A presenga desta fun¢@o na solucdo indica uma propagacao andmala da distribuicao
devido a presenca de derivadas fraciondrias temporais na Eq. (4.1), que pode ser verificado
pela andlise do comportamento do segundo momento. Um notédvel resultado pode ser

obtido a partir da Eq. (4.8) tomando o limite de b — oo, compativel com a condicdo de
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Figura 4.1: Comportamento de G(r,t) versus r obtido a partir da Eq. (4.9) para um valor

tipico de +y e n). Para simplificar, estamos considerando D = 1,t =1,N =3,a=1¢
b=3.

contorno p(oo,t) = 0. Para este caso, a solugdo é dada por

_ 1 ' / 1 ’ 1, IN—1 1IN
p(?",t) = —m/o‘dtm/a dr'r Q(r,r,t)p(r)

t ~ 0
- D/ dt' VI, (¢ — 1)
0

%Q(T,T 7t)

(4.10)

r’'=a
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com a funcdo Green

4.11)

. 2t71 /°° " kW (r, k)W (r' k)E, ., (—k*7)
0 12 (%a%(ﬂn)) +N? (%a%(””))

Consideremos, agora, a Eq. (4.1) quando o coeficiente de difusdo tem a forma

D(r,t) = D(t)r"

com

D(t) = D + D(t)

Vamos, também, incorporar a Eq. (4.1) um termo fonte (reagdo ou absor¢do) a(r,t), a fim
de estender a solucio para um contexto mais amplo e possibilitar uma investigacao, por
exemplo, de fendmenos como a absorc¢do de droga [98], desenvolvimento de tumor [99], e
o fluxo de calor envolvendo produgio de calor [97]. Aplicando os mesmos procedimentos

do caso anterior, a solucdo da Eq. (4.1) para este caso € dada por

_ 1 ' / 1 ’ 1 IN=17 1IN
p(rit) = _m/o dt (t—t’)‘*/a dr'r* =G (r, v’ ) p(r')

¢ b
— /dt’/ dr'rN o Gt —t)
0 a

t
+ / dt’ {Db/‘/—l—’@b(t—t’)ig(r, it
0 or'’ r'=b
N—-1-nF / 0 ~ .,
— Da ”@a(t—t)%g(r,r;t) } (4.12)

com a fung¢do de Green dada por
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G(r,r't) = G(r,r';t) 2+nZN\h k)W (1, k) O(t, k) (4.13)
onde
> (_k,2>m t t3
ot k,) = m; " /Odt D( ) /0 dtyD(ts — ts)
t
X /0 dts Dty — t)t" T TEM (—k28)) (4.14)
€

deaﬁ <y>

o, (y) dym

Esse resultado estende os resultados encontrados nas Refs. [85—-87], considerando o caso
N -dimensional, com um coeficiente de difusdo dependente do espago e tempo, e levando
em conta as condi¢des de contorno ndo homogéneas. Neste sentido, também sdo entendi-
dos os resultados encontrados nas Refs. [37,94].

Utilizando os resultados acima, na auséncia do termo de reacdo, podemos obter
a probabilidade de sobrevivéncia S(t), que estd relacionada a distribui¢do na primeira

passagem temporal, isto é, F(t) = —0S(t)/0t [95]. Assim, podemos mostrar que S(t) é
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dado por
0 asW-n-1 2 A7 , ha W1y, (ﬁ—’;a%(“”))
TSk @ Wy (Zapieen)
’ I vy 247 LV=—n)-1
X dr'r™ = p(r")U (r, k)Y (t, k) — 7Da2
: pEN-m-1] (%a%(ﬂn))
X / At O(t — 1, k) | Pa(F) — ! O, (7) | »(4.15)
0 azWV-n-1j (%b%(ﬂn))
« 2+77
com

m)!

Y(t k) = iw/tdtmb(t—tm)---/t3dt2E(t3—tg)

m=1
to .
X / dty D(ty — 1)t} B (—DE2t]) (4.16)
0

e 0 seu comportamento estd ilustrado na Fig. 4.2.

Em conclusao, investigamos as solu¢des de uma equacgdo de difusdo fraciondria em
N -dimensdes levando em conta uma simetria radial, com um coeficiente de difusdo apre-
sentando uma dependéncia espaco-temporal genérica. Os resultados aqui apresentados
podem ser relevantes quando o fendmeno de difusdo andomala € considerado na presenca

de superficies que desempenham papel importante no comportamento do sistema.
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1.0
“‘ —n=-05 y=05 A=2
1! = 0.4 y=05 A=3
v = 05 =1.0 =3
0.8 1 ) ' "

S(t)

Figura 4.2: Comportamento de S(t) versus ¢ a fim de ilustrar a Eq. (4.15) para va-
lores tipicos de N/, 6§ e ~y. Por simplicidade, consideramos as condi¢des de contorno
pla,t) =0ep(b,t)=0,D=1,a=1,b=3,ep(r,0) = d(r —3/2)/rV 1.



Capitulo

Conclusao e consideracgdes finais

Desde do primeiro artigo (Fick — 1855) sobre difusdo, passando pelo movimento
browniano onde Einstein mostrou "que, admitindo a validade da teoria molecular do ca-
lor, corpos de ordem de magnitude de 1/1000 mm, em suspensdo em liquidos, ja devem
executar um movimento aleatério observdvel, gerado pelo movimento térmico" [20], até o
momento presente, tem-se observado uma surpreendente ampliacdo da aplicabilidade dos
conhecimentos referentes a difusio e aos topicos matemaéticos relacionados a ela. Como
vimos ao longo do presente trabalho, a equacdo de difusdo t€m sido aplicada no estudo de
vdrias situacoes fisicas. Portanto, é de fundamental importancia a obtenciao de solucdes
para o maior nimero possivel de situacdes. No primeiro capitulo, como ponto de partida
e para tornar mais claros os resultados de nosso trabalho, mostramos o que j4 estd na li-
teratura, os deslocamentos quadrétricos médios das particulas em suspensdo, e ndo suas
velocidades, como as quantidades observaveis apropriadas, pois o segundo momento € a
"impressdo digital"dos processos difusivos, conforme as equagdes (1.26) e (1.38), onde a
distribui¢do de probabilidades dos deslocamentos resultantes foi linear, durante o trans-
correr do tempo arbitrério ¢, e o perfil da concentragdo € uma gaussiana.

No segundo capitulo, vimos no formalismo de caminhantes aleatérios, que a difusdo
usual requer que tanto o tempo médio de espera < 7 > quanto o segundo momento < x?* >
sejam finitos. Se assim ndo for, teremos um processo subdifusivo no caso de < 7 >

divergir e superdifusivo no caso em que < z? > ¢ infinito. Foram empregadas derivadas
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fraciondrias tanto na varidvel temporal como na varidvel espacial, que nos levaram a uma
difusdo andmala com o segundo momento finito, isto é, < x* > t, quando o0 emprego de
derivadas fraciondrias € na varidvel temporal; e quando for na varidvel espacial, resultard
em uma difusdo andmala cujo segundo momento ndo € finito, dando origem as chamadas
distribui¢des de Lévy. As solugdes encontradas para os dois caso foram escritas em termos
da funcdes H de Fox, da derivada fraciondria de Caputo e das fun¢des de Mittag-Leffter,
pois estas se mostraram muito apropriadas a forma como desenvolvemos nossos célculos.

No terceiro capitulo, procuramos escrever as solugdes encontradas em termos das
funcdes g-exponencial e g-logaritmica, que sdo inerentes a estatistica generalizada pro-
posta por C. Tsallis, a qual sugere um contexto termoestatistico diferente para a Eq. (3.1).
Ela exibem um comportamento cuja cauda pode ser pequena ou longa dependendo da
escolha dos pardmetros y, i/, 0,6, n, v presentes na equagdo. Em particular, para o com-
portamento com cauda longa, ocorre uma conexdo com as distribui¢cdes de Lévy, que cor-
respondem a um processo de difusdo andomala superdifusivo. Ali também concluimos que
o resultado proposto pode ser utilizado com sucesso para descrever uma classe geral de
aplicacdes relacionadas a difusdo anomala.

Finalmente, no quarto capitulo, fizemos uso da equacao de difusdo fraciondria em
N -dimensdes, considerando uma simetria radial e também o coeficiente de difusdo com
uma dependéncia espacial e temporal, isto é, D(r,t) = D(t)r". Num primeiro mo-
mento, trabalhamos com a equacdo de difusdo fraciondria na auséncia do termo de rea-
cdo e considerando uma condi¢do de contorno nao homogénea e dependente do tempo,
D(t) = D)(t). Neste caso, a distribuicdo tem uma propagagdo andmala devido a pre-
senca da derivada fraciondria e da condic¢io de contorno que é dependente do tempo. Num
segundo momento, incorporamos ao problema um coeficiente de difusdo dependente do
tempo, isto é, D(t) = D + D(t) e o termo de reagdo @(r,t), e observamos que a de-
pendéncia temporal produziu diferentes regimes difusivos na solucdo, que podem estar
relacionados com o estado de espalhamento na equagdo de difusao fraciondria.

Esperamos que os resultados aqui apresentados possam ser Uteis para estudar os

sistemas onde a difusdo andmala esté presente e desempenha um papel importante.



Apéndice A

Func¢oes Especiais

A.1 Operador Fracionario de Riemann-Liouville

Uma maneira de fazer a introducdo formal das derivadas fraciondrias é comecar

lembrando da propriedade da derivada usual, a saber:

n—1 |
D'z" = az® ' = D"z" = """ nH)(a —m) = @ i'n)!ma_” (A.1)
Generalizando-a para a ordem fraciondria, temos:
['(a+1)
D% = ——————z“7¢ A2
T (a—a+ 1>:1: (A.2)

A Eq. (A.2), que corresponde a derivada de Riemann-Liouville, € ideal para trabalhar com

funcdes que podem ser desenvolvidas em série de Taylor [102] como, por exemplo,

f(z) = Z apz” = D f(x) = Z a, D" = Z anmx (A.3)

n=—oo n=—oo n=-—oo
Desenvolvendo a fun¢@o em série de Taylor

73
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fleta)=Y" —Di{'(a) "= D f(ata) =Y T D@ n-a (a4

— ! ~I(n—a+l)

A segunda maneira, mais elegante, de trabalhar com derivadas fraciondrias, € ba-

seada na férmula de Cauchy [103]:

B T . T to
— /0 f(tdt,  D2f(x) /0 /0 F(t1)dt dts (A.5)

O célculo da segunda integral pode ser simplificado, trocando a ordem da integracio, na

forma

D% f(x) = // f(t1) dtldtg—//ftl )dtodty
_ /Of( )/t dtzdtl_/ FO) (@ — )t (A6)

Este método pode ser aplicado repetidas vezes, resultando em:

D" f(x) CEEY /f — )" dt (A7)

Generalizando para valores fracionarios, que € a derivada de Riemann-Liouville, fica:

apy_ LT f()
D f(z)—r(_a>/() (x_t)mdt (A.8)

A derivada de Riemann-Liouville com o limite de integracao inferior a é:

a _ 1 ‘ f(t)
D) = / et (A.9)
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DY € o operador fraciondrio de Riemann-Liouville. A «a-ésima derivada fraciondria é,

entao,

dn
D3 (@) = Z2 DE (@), (A.10)

A partir da defini¢do anterior, para uma poténcia qualquer e a = 0, obtemos

I(p+1)

Dzt = ————
07e T(p—a+1)

zhe (A.11)

que coincide com a generalizacao heuristica da diferenciacao padrao (A.1). Uma conse-

quéncia da definicdo (A.11) € que a diferenciacdo e a integragdo de uma constante €

1
Dil=——a“ A.12
07 NG &)x ( )

A transformada de Laplace do operador Riemann-Liouville sera:

LoDy (1)} = u™"£{f(1)}, (A.13)

A.2 Derivada Fracionaria de Caputo

A derivada de ordem p, no sentido de Caputo, é definida da seguinte maneira [31,

87]:

afit) 1 ! 1 d"f(r)
e F(n—a)/o (S = dr n—1<a<n, (A.14)

ou
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e f(t) _ d"f(t)

_ . Al
dto dtn a=n (A.15)

A transformada de Laplace requer o conhecimento do valor inicial da fungdo f(¢):

« n—1
£ {ddjzglt)} = s L{f(t)} — kz:%fk(0+)sa_l_k’ nel<a<n (A16)

onde k=1,2,--- ,n—1.

A.3 Funcao H

As fungdes H, introduzida por Fox, em 1961, sdo funcdes que abrangem uma larga
classe de funcdes especiais conhecidas em fisica matemadtica, tais como: funcoes de Bes-
sel, funcOes hipergeométricas, funcdes de Meijer, etc. S3o uma ferramenta matemaética
que permite tratar varios fenomenos, incluindo a difusdo andmala, o célculo fraciondrio e
processos estocasticos nao gaussianos, com uma estrutura unificada e elegante [30,44].

De acordo com a notacdo padrdo de Fox, a fun¢do H € definida como:

Hg‘é”(z) = H;fq’” [z

™

ap, Qap 1 s
qu, 55} = 2—/Lx(s)z ds (A.17)

com a densidade integrante:
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m n

A(s) = Hr(bj—@js), B(s) :Hru—ajmjs)
C(s) = H (1 —b;+5;s), D(s) = H ['(a; — ays)

onde m, n, p e ¢ sdo inteiros taisque 0 < n < p, 1 <m <q e {a;,b;} € C,

{o;, B;} € R*. Quando ocorrer um produto vazio, é considerada a seguinte forma

n = 0<= B(s)=1
m = q¢<=C(s)=1
n = p<=D(s)=1

Devido a estrutura do niicleo x(s), definido na integral (A.17), as fun¢des de Fox satisfa-
zem vérias propriedades tteis como, por exemplo, as listadas abaixo.

Propriedade 1. Para k& > 0,

mya [ s | = kg |2 |G o
Propriedade 2.
oo e[ 5] = [z G S5
Propriedade 3.

v m,n A
oD’ (z”Hp,q [(aZ) (bg Ba).(v=n.2)

ap, « —v rrm,n+1 —n,A),(ap, (a
e ,qu))}) = et e [ten )

Algumas fungdes especiais e sua representacdo em termos das func¢des de Fox:
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I il a1
(1 + Z)’I‘ o Hl,l |:Z (0, 1) i|
o
et [ e D)
1+a Hix [az (w/w, 1)]

Generalizacdo da funcdo Mittag-Leffler (E, 1(2) = E,(2))

A.4 Funcoes de Mittag-Leffler

As fungodes de Mittag-Leffler, £, 3(2), sdo as mais usadas em calculo fraciondrio,
fornecem uma possivel generalizagao da func¢io exponencial e da fungdo erro, e sdo defi-

nidas pela seguinte série [13]:

>0 >0 A.18
;an (a>0, §>0) (A18)
Sao casos particulares simples:
e —1 sinh (21/2)

ELQ(Z) =

Z) =
z ) Zl/2
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Para § = 1, obtemos a fun¢ido de Mittag-Leffler em um parametro:

[o.¢] Zn B
Eoq(2) = ; Fan 7 1) = Eo(z) (A.19)

Casos particulares sdo:

Ey(+2%) =coshz e FEy(—2*) =cosz, z€C

Erjo(£2%) = €*[1 + erf(£2"/%)] = e*erfe(¥2/%) 2€C
onde erf (erfc) é definida como funcgio erro (fun¢do erro complementar):

erf(z) := %/0 e du, erfe(z):=1—erf(z) zeC

A funcdo de Mittag-Leffler estd relacionada com a integral de Laplace através da equagao

/ e "Ey(u®z)du = a>0 (A.20)
0

A.5 Funcao de Green

A funcdo de Green fornece um método para tratamento de equacdo diferencial com
um termo de fonte e é usada para resolver equagdes diferenciais nio homogéneas sujeitas
a condi¢des de contorno. Seja L um operador diferencial linear e considere a equacdo
diferencial

Lu(r) = —4mo(T) (A.21)
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onde ¢ é uma funcao conhecida, denominada fonte e u é a fung¢do incégnita. Denomina-se

fun¢do de Green do operador linear L, a fungdo G(7 — 1) tal que

—
/

LG(F — 1) = —4md(F — 1) (A.22)

com condig¢des de contorno definidas pelo problema analisado.

A.5.1 Problema de Sturm-Liouville

Queremos resolver a equacgdo diferencial nio homogénea, no intervalo a < x < b,

sendo () uma fung@o especifica conhecida e condig¢des de contornoem z = a e x = b.

Lu(z) = % [p(x) i ] _ (z)ulz) = () (A.23)

onde L = “L[p(z)L] — g(x) é 0 operador de Sturm-Liouville e ¢(z) é uma fungdo conhe-
cida. Para obter o Teorema de Green, multiplicamos o operador Lu(x) ora por um fator v,

ora por um fator u, e obtemos

vLu(r) = o [vpm s ]—vq@:)u(w)

U

uLn(r) = [up@s) fo)] — ug(e)o(z)

X

Subtraindo uma da outra, integrando de ambos os lados, fica

b b
/ dx[vLu — ulv] = {p (U% - u%)} (A.24)

Tr=a
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Para resolver a equacdo (A.23) para uma fonte comum, (), introduzimos a fungao de

Green G(z, '), que € a solucdo para um ponto fonte em x’:
LG(z,2") = 6(x — 2') (A.25)

onde 6(x — 2') é a delta de Dirac. Fazendo u = u(x) e v(z) = G(z,2’), trocando z por z’

e aplicando o teorema de Green, fica:

b
u(x) = /d:c'G(x’,x)go(:L”)

- [ {cw oD i Lowal] @
p(x ) u(z) -Gz .
Escolhendo as condi¢des de contorno como
G(a, ') =G(b,z") =0

esta condi¢do elimina a quantidade desconhecida du(x’)/dz’ em 2’ = a,b na Eq. (A.26).

Entdo, a equagdo fica

u(z) :/ dr'G(2', x)o(2") + |p(a")u(z")—G (2, x) (A.27)

z'=a

que € a solucdo da equacao (A.23) em termos das quantidades conhecidas.

A.5.2 Expansao da Funcio de Green em Autofuncoes

As fungdes ortogonais surgem frequentemente na resolucdo de equagdes diferen-
ciais; melhor dizendo, pode-se gerar um conjunto ortogonal de fun¢des que envolva um
problema de contorno com equagdes diferenciais lineares de segunda ordem, contendo um

parametro \:
d du,(x)
dx

| = qun(z) = =Anp(x)un(2) (A.28)
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O problema de autovalores de Sturm Liouville é:

d du, ()
dz

sujeito as condi¢des de contorno homogéneas do tipo

Au,(a) + Bu,(a) =0 (A.29)

C'tiy (b) 4+ D, (b) = 0 (A.30)
Agora, queremos resolver a equagdo diferencial nio homogénea do tipo:

Lu+ Mp(z)u = ¢(z) (A31)
sujeita as condi¢des de contorno na forma

Au(a) + Bu'(a) = X
Cu(b) + Du'(b) =Y (A.32)

Nas equagdes acima, () é uma fungio definida, X e Y sdo constantes. Usando a fungao

de Green G(x,2"), que satisfaz a equagdo diferencial

LG(z,2") + Mop(2)G (2, 2") = 6(x — o) (A.33)

e as condi¢des de contorno
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AG(a,2") + BdiG(x, ') =0 (A.34)
T

/ d /
CG(b,x") + D%G(x, z')

a solugdo das equacdes (A.31) e (A.32) € dada por

u(z) = /dm'G(x,x’)go(x')

— [p(x') {G(a:,x')dz(f) — u(:c’)%G(x,:c’)}]bl_ (A.35)

T =a

A solugdo da Eq. (A.33), juntamente com as condi¢des dadas por (A.34) para G(z,2'), é

dada pela série

G(z,2') = Z Voo (")t () (A.36)

Desta forma, com a Eq. (A.33) e a condi¢do de ortogonalidade, encontramos G/(z, 2') dada

por

Qo) = % (A37)

n

onde u,(x) sdo as autofungdes da Eq. (A.28). A equacdo geral (A.37) para G(z,2') é
um bom resultado. Infelizmente, ele envolve uma série infinita. Assim, para facilitar um
dado problema, escolhemos condi¢des de contorno de tal forma que a G(x, ') se anule nas
extremidades, podendo ser desenvolvida em uma série de fungdes ortogonais convenientes

como, por exemplo, uma série em senos de Fourier [10].



Apéndice

Passeio aleatorio

A origem de cada um dos termos que compdem uma equacio de difusdo pode ser
discutida de uma forma muito interessante quando consideramos o formalismo de camin-
hantes aleatérios com espago e o tempo continuos, ao qual nos referiremos como CTRW.
Em contraste com o caminho aleatdrio, onde o tempo de espera e o comprimento dos sal-
tos sdo constantes, no CTRW estas grandezas podem variar. Esta abordagem € baseada
na ideia de usarmos uma formulagdo microscépica levando em conta propriedades como
a distribuic@o das distancias dos salfos efetuados pela substancia ao se difundir em um
substrato e a distribui¢do temporal de espera entre saltos consecutivos. Assim, para for-
mularmos uma abordagem em termos de caminhantes aleatérios com espago € o tempo
continuos, necessitamos definir uma fun¢éo densidade de probabilidade (pdf) ¢ (x,t). De

Y (x,t), podemos obter a distribui¢io relacionada ao comprimento (tamanho) do salto

Az) = /OOO dt (1) (B.1)

e a distribuicdo relacionada ao tempo de espera

w(t) = /00 dx P(z,t) . (B.2)

—00

Assim, \(x)dx é a probabilidade de ocorréncia de um salto com um dado comprimento no

intervalo (x,z + dzx) e w(t)dt é probabilidade de termos um dado tempo de espera entre
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saltos no intervalo de tempo (¢, t+dt). Se o comprimento do salto e do tempo de espera sdo
varidveis aleatdrias independentes, encontra-se sob a forma dissociada ¢ (z,t) = w(t)A(x)
para o salto da fungdo densidade de probabilidade (pdf) ¢)(x,t). Se ambos sdo acoplados,
isto é, ¥(x,t) = p(z|t)w(t) ou ¢ (x,t) = p(t|x)A(x), um salto de um determinado com-
primento envolve um certo tempo, ou vice-versa, ou seja, em um determinado intervalo
de tempo o caminhante s6 pode viajar a uma méixima distancia. Na Fig. B.1 vemos um

modelo do CTRW.

T
F 3
< 1 1 | || -~ |
< < />
N e N
A
P P =
A
A >t
1

Figura B.1: Modelo de caminhantes aleatérios com espago e o tempo continuos (CTRW).

A esquerda, processo CTRW sobre uma rede em duas dimensdes, uma generalizacdo
da situacdo Browniana. O tempo de espera é simbolizado por circulos, onde o dia-
metro de cada circulo é proporcional ao tempo de espera que deve ser gasto em um
determinado sitio, antes que o evento do proximo salto ocorra. O comprimento dos
saltos tem valor fixo. A direita, temos o diagrama (x,t) de um processo CTRW unidi-
mensional [13].

Com estas definicdes podemos formular o CTRW com a seguinte equacao

n(x,t) = /00 dx’ /000 dt n(a’ t(x — 2’ t —t') + 5(x)d(t) (B.3)

que relaciona a pdf n(z, t) de chegada na posi¢do x no tempo ¢, com o evento de chegada
em x’ no tempo t', n(x’,t'). O segundo termo denota a condi¢do inicial que aqui foi

escolhida como sendo do tipo §(z). Conseqiientemente, a pdf p(z,t) de se encontrar a
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particula em z no tempo ¢ é

t
p(z,1) = / dt'n (. )0 (t — 1) (B.4)
0
sendo W (¢) a probabilidade cumulativa, definida por
t
W(t) =1 / dt’ w(t) (B.5)
0

No espacgo de Fourier - Laplace a Eq. (B.4) adquire o seguinte aspecto:

1—w(s)  polk)

Pk, s) = s 1—1(k,s)

(B.6)

onde pg(k) denota a condic@o inicial.



Apéndice C

Difusao Fracionaria Radial em um

Cilindro

Consideremos um caso de difusdo fraciondria temporal radial em duas dimensdes,

no interior de um cilindro de raio R [47], conforme a Fig. C.1. A equacdo diferencial para

[
\J

Figura C.1: Difusdo em um cilindro de raio R.

uma difusdo radial isotropica em duas dimensoes € definida como:

ap(r, t) _ 22 8p(7’7 t) _ 2
o ror [r or ] = DVonlnt) D
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onde p(r,t) é, como usual a func¢do densidade de probabilidade (pdf) e D o coeficiente de
difusdo e r = \/x? + y? é a distincia radial no espago bidimensional.

Integrando a Eq. C.1 em relacdo ao tempo, fica:

t
p(r.t) = plr,0) + D | iyl t)at (€2)
0

As condicdes de contorno apropriadas para difusdo radial em um cilindro de raio R e

comprimento unitdrio sdo:

p(r,0) =0, parar < R

p(R,0) = p(R,t) = po

A integral fraciondria de ordem (0 < o < 1) em relagdo ao tempo € definida como:

oIE (1) = ﬁ / (t— ) F(t)at C3)

a nossa equacao fraciondria da difusdo representada pela forma integral (C.2) se torna

D t
plrt) = p(r.0) + /0 (£ — ) V2 p(r, )t (C4)

O problema que queremos resolver terd como ponto de partida a Eq. (C.4). O pro-
blema foi resolvido por Achar e Hanneken usando transformadas de Hankel [47]. Aqui,
nés o abordaremos usando a transformada de Laplace e obteremos os mesmos resultados.

Aplicando a transformada de Laplace a todos os membros da Eq. (C.4), obtemos

p(r,0)

S

p(r,s) = + Ds™*V?p(r, s) (C.5)
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Usando a primeira das condi¢des de contorno propostas acima, p(r,0) = 0, obtemos
p(r,s) = Ds~*V?p(r, s) (C.6)
A solugdo da Eq. (C.6) pode ser escrita utilizando as autofuncdes
V3, = K2V,

Assim, podemos escrever a Eq. (C.1) como

12( 0 \I/n> = KV, (C.7)

ror TE

Desse modo, a solu¢do da Eq. (C.6) pode ser escrita na forma,
U, (r) = A Jo (K1) + BY,(K,r) (C.8)
O termo B, Y,(K,r) diverge em r = 0. Assim, B,, = 0 entdo, a Eq. (C.8) torna-se:
U, (r) = A, J,(K,r) (C.9)
Utilizando as condigdes de contorno, para os quais W,,(r) = 0, temos,
Jo(Knr) =0 (C.10)

que define os autovalores positivos de K.

A funcgdo p(r, s) pode ser definida na forma:

p(r.s) = An(s)Jo(K,r) (C.11)

onde "
fo r J,(K,r)p(r,s)dr

Anls) = fORr J2(K,r)dr
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Usando as relagdes de recorréncia podemos encontrar A, (s), ou seja,
L e gu(a)| = 2" (w)

— 2" (2)| = 2" Jph1 (2

dx !

d

- {m_an(x)} = —x "Jpi1(x)

Na Eq. (C.6), multiplicando ambos os lados por r .J,(K,r) e integrando no intervalo

de0aR, vem:

R R
/ rJo(Kur)p(r, s)dr = Ds_o‘/ rJo(K,r)V2p(r, s)dr (C.12)
0 0

e, entdo, podemos obter

Au(s) / " P = Ds / "’ {83 [rapg;j ﬂ }Jo(Knr)dr (C.13)

Utilizando a condi¢do de contorno, podemos escrever

Desta forma, a Eq. (C.13) torna-se

f 1o oJ 8.J
2 _ —o + v o B o
An(s)/o rJ5(K,r)dr = Ds { /o U <r 5 )p(r, s)dr — R o

Na Eq. (C.14), o termo
10 ( 0J
— ) = —K?
ror (r or ) nlo

e, entdo, podemos reescrever a Eq. (C.14) como

MRﬁ}CM)
r=R

R R
An(s)/o 'r’Jf(Knr)dr—irDso‘KiAn(s)/o rJ2(K,r)dr = _DSaR%

Mﬁﬁ}
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Fazendo uso das propriedades

2 [xu,,@x)] = € p(60)

f R
/ rJ2(K,r)dr = EJE(K,ZR)
0

Podemos escrever os A, (s) como

2Ds *RJ\ (K, R)p(R, s) 2D 57
An(s) = = R, C.15
&)= marrps ) 2kR ~ mhER Ty kipssy ©P)
A nossa fungdo p(r, s) agora pode ser escrita, na forma
DK, J,( s
R C.16
e RZ JlKR ( T+ k2D (o) (€.16)

O teorema da convolug¢do nos diz que:

{roon) = [rom-o

e, de acordo com a condig¢do inicial,

e {otrs)} = o) =

Assim

S—a
£t =1 'E, .| = K2Dt"
Vi games | =0 (- K200

Tomando a transformada inversa de Laplace na Eq. (C.16), temos

t
%ZD[};}LR )/ po(t—t’)“‘lEa,a{(—KiD)(t—t’)o‘}dt' (C.17)
— 0
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Como
00 k

z
Boalz) =3 o
kZ:O I'(ak + «)

a integral da Eq. (C.17) pode ser escrita na seguinte forma:

t
/ po(t =) 1E, . {(—KiD)(t - t/)“} dt' =t*Eq a1 ( - Dtha)
0

Desta maneira, a Eq. (C.17) pode ser escrita como:

2 = DK, J,(K,r) )
) == LA L T D — DK*t@ C.18
mas
K
o Dto‘( — Dtha>
Dt°E,, ., — DK?*t*) = C.1
’ +1< " ) Z I(ak + a+1) (€19

k=0

o lado direito da Eq. (C.19) pode ser simplificado para

K
% Dt“( — Dth“) |
= —|1—-E,.| — DK*t*
T(ak + a+1) Kg[ ’1( n )}

Disso tudo, resulta uma simplificacdo da Eq. (C.18), que pode agora ser escrita como

k=0

[e.9]

B 2p0 JO(KnT) o B 2,0
plrt) = Zmb Ea,l( DK?t >] (C.20)

n=1



93

Este resultado pode ser expresso em termos do parametro adimensional,

Dt~

6:ﬁ7

e das raizes da fun¢ao de Bessel J,, ¢, = RK,, como:

gy Hoi),
PLU 812y 2 2L -6 (C21)
Po { Z QnJI (QTL> !

Momentos da Distribuicao da Concentracao

A Eq. (C.20) fornece a concentracdo da espécie difundinda em uma dada localizagdo
r como uma funcdo do tempo ¢. O n-ésimo momento normalizado da distribui¢do de

concentracdo € definido por:

fo yr2mrdr
fo (r,t)27mrdr

(r") = (C.22)

e pode ser calculado para qualquer valor particular de n. A quantidade da amostra que esta

sendo difundida é definida como:
R
M, = / p(r,t)2mrdr (C.23)
0

e corresponde ao momento de ordem zero da distribui¢do da concentragdo. Substituindo a

Eq. (C.20) na Eq. (C.23), obtém-se

M, = 2 Jo(K,r)d C.24
SR ; K Ji (K R) /0 (Ror)dr (€29

Podemos calcular a integral da Eq. (C.24), definindo t = K, r; entdo,

dt
dr = —
r o
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Assim, a integral resulta em

/RJ(KT)dr——l /R—d tJy(t) dt——l tJy(t) —RJ(KR)
o TR a7 TRz O_Knl”
Desta forma, a Eq. (C.24) torna-se
00 {1—Ea’1(—DKZtQ>}
M, = 4mp, E (C.25)

K3

n=1

A quantidade da amostra que foi difundida ap6s um tempo muito grande, isto €, quando

t — o0, sera:

M, = lim 4mp, E = 47p, E — (C.26)

Podemos escrever a Eq. (C.26) como

[e.e]

1
My = 4mp, Y | = TpoR? (C.27)
n=1 n
e
o0 Ea 1 ( - ﬁq2)
M, ’ "
—=1-4 L C.28
Mo ; an (€29
onde
Dt*
5 = R2 € dn = RKn

Calculo do Deslocamento Quadratico

Para definir o deslocamento quadratico, vamos tomar o numerador da Eq. (C.22),



95

COmo:

R R R
(r?) = / p(r,)r*2nrdr = / drp(r,t)r’2m = 27r/ p(r,t)r’dr (C.29)
0 0 0

Esta quantidade corresponde ao deslocamento quadritico médio na difusdo da particula.

Fazendo a substitui¢do na Eq. (C.18), obtemos

o0 DK t%Eq o1 | — DK2t" R
(r) = il > 7 - / Jo (K, r)rdr (C.30)
R Ji (K, R) , o '

n=1

Usando o fato de que

RZ

R 5 4
/0 Jo(Kyr)ridr = Fﬁ

RK,, — —

i |1 R) (C.31)

e sabendo que J,(K,R) = 0, substituindo a Eq. (C.31) na Eq. (C.30) e fazendo algumas

operacdes, obtemos

2 = (C.32)

mostrando que o deslocamento quadrado médio ndo apresenta a proporcionalidade com t*

como é conhecido no caso unedimensional.

Resultado Numérico

Os resultados do cédlculo numérico sao apresentados em termos do parametro adi-
mensional, conforme pode ser visto nos graficos abaixo. Na Fig. C.2 mostra-se a concen-
tragdo da p/p, em funcdo de r/R para 3 = 0.05, § = 1/0.05, e 3 = v/0.05, respecti-
vamente. Na Fig.C.3, mostra-se a razdo de M;/M,, em func¢do de (3, enquanto que na

Fig. C.4 mostra-se o comportamento do segundo momento em func¢do do pardmetro /3.

Comentario



96

1.0
0.8 W////////////
| - p= (0_05)1/4
0.6 -
= 172
: - $=(0.05)
O
0.4
0.2+
$=0.05
0.0 ' | | | | | ' I '
0.0 0.2 0.4 T . |
'R

Figura C.2: Variagio da concentracdo com a distancia, conforme a Eq. C.21

0.8 1

0.6

M /M

t infinito

0.4 1

0.2 4

0.0 . , . , . . T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
B =Dt"/R?

Figura C.3: A amostra total difundida em relagdo ao parametro (3, conforme a Eq. C.29

Os resultados exibidos nas Figs. (C.2), (C.3) e (C.4), provenientes das equacdes
(C.21), (C.28) e (C.32), respectivamente, sdo os resultados essenciais deste Apéndice.
Estes resultados para a difusdo radial fraciondria na parte interna de um cilindro sdo novos

e foram obtidos pela primeira vezes por Achar e Henneken [47]. A solucdo da equagdo
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2.0

2<r*>/R?

1.0 T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

B =DtR’

Figura C.4: O segundo momento da distribui¢do da concentracdo em fungdo do parime-
tro 3, conforme a Eq. (C.32).

de difusdo fraciondria (C.21) satisfazem as condicdes de contorno apropriada e quando o
parametro o = 1 a solucdo da equacao de difus@o fraciondria radial se reduz a solucao
padrdo, bem como as solucdes das Egs. (C.28) e (C.32).

Um dos aspectos supreendentes desses resultados é a universalidade latente destas
equagdes. Por exemplo, a curva da variacdo da concentracdo com a distancia Fig. (C.2)
depende somente dos pardmetros adimensional 3 = Dt*/R?, onde D € o coeficiente de
difusdo, R o raio do cilindro e «, o parametro que descreve a difusao fraciondria.

Desse modo, obtém-se a solugdo para o problema da difusdo fraciondria radial no
interior de um cilindro em termos das transformadas inversa de Laplace e da fun¢do de
Mittag-Leffler. Os resultados permitem concluir que a concentragdo, como fungdo da dis-
tancia, a quantidade total da substancia difundida e o segundo momento da concentragio,

todos eles exibem um comportamento universal em termos do pardmetro adimensional /3.
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