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Resumo

Este trabalho visa o estudo das perturbacoes de sistemas gravitacionais
altamente compactos, como buracos negros e estrelas de néutrons e de
quarks. As perturbagoes em questdo podem ser de diversas naturezas (es-
calar, eletromagnética ou gravitacional), sendo que detivemo-nos mais aten-
tamente naquelas de natureza gravitacional, tanto axial quanto polar, pois
estas tém despertado mais interesse por serem astronomicamente mais ficeis
de detectar. Além de estudarmos tais perturbacoes nos sistemas acima men-
cionados, procedemos a uma comparacao dos resultados para buracos ne-
gros, estrelas de néutrons e de quarks. Tal comparacao justifica-se pelo fato
de que a confrontacao de previsoes tedricas com resultados experimentais
pode ajudar-nos a identificar objetos astronémicos de interesse, distingiii-los
e, no caso de estrelas, aprender algo sobre sua estrutura interna, particular-
mente sobre a equagao de estado (EDE) do fluido estelar.

No que se segue, dividimos o trabalho em sete partes. Em primeiro
lugar, damos uma introdugéo bastante sucinta ao mesmo (Capitulo 1). De-
pois, falamos sobre a fisica de estrelas de néutrons e de quarks (Capitulo
2). A seguir, fazemos um estudo comparativo dos dois tipos de estrelas
(Capitulo 3). Mais adiante, discutimos as perturbagoes de diversos tipos,
além de definir os MQNs (Modos Quasi-Normais) de buracos negros de
Schwarzschild (Capitulo 4). Prosseguimos a discussdo com a métrica de
Reissner-Nordstrom de Sitter (Capitulo 5) e introduzimos, na seqiiéncia, os
MQNs estelares, de forma muito breve (Capitulo 6). Por fim, apresentamos
nossas conclusoes (Capitulo 7). A parte inédita deste trabalho estd concen-
trada nos capitulos 5 e 6, 0s quatro anteriores servindo de preparativo e de
base comparativa para estes dois.






Abstract

This work aims the detailed study of the perturbations of highly compact
gravitational systems, such as black holes and both neutron and quark stars.
Such perturbations may have several different characters, such as scalar and
electromagnetic fields as well as gravitational (either axial or polar) distur-
bances. We have focused more closely on the latter kind of perturbation,
since they offer better possibilities of detection in the near future, in the
form of gravitational waves.

Besides studying the aforementioned perturbations, we have proceeded
to a comparison between black holes and neutron and quark stars, when it
comes to the outcomes of the perturbations, usually called QNMs (quasi-
normal modes). Such a comparison is actually in order, since a direct com-
parison of theoretical and observational data may help us identifying as-
tronomical objects and, in the case of compact stars, may provide valuable
insights into these stars’ inner structure, particularly when it comes to their
equation of state (EOS).

In what follows, we have subdivided this work in seven parts. We begin
with a brief introduction (Chapter 1), then proceed to a description of the
physics of both neutron and quark stars (Chapter 2) and, in the sequence,
to a comparative study of both kinds of star (Chapter 3). Subsequently, we
develop the perturbation theory of the Schwarzschild black hole, discussing
their QNMs (Chapter 4) and doing the same, later, for a more general
Reissner-Nordstrom-de Sitter geometry (Chapter 5). After that, we provide
a very brief introduction to the stellar MQNs (Chapter 6). Finally, we
present our conclusions (Chapter 7). The chapters 5 and 6 carry the inedit
part of this work, and the chapters from 1 to 4 pave the way and provide a
comparative basis for them.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta introdugao, discutiremos os conceitos de buracos negros e estrelas
compactas, bem como os fatos basicos acerca dos mesmos.

Buracos negros sao corpos extremamente compactos, com uma gravidade
tao intensa que mesmo sinais viajando & velocidade da luz nao lhes escapam,
uma, vez estando em seu interior. Uma propriedade comum a todos é a
existéncia de uma superficie denominada horizonte de eventos, que separa
0 espago-tempo interno ao buraco negro do espaco-tempo externo a ele, de
forma que é possivel a quem se encontra fora do buraco negro adentré-lo,
mas nao o contrario.

H4 diversos tipos de buracos negros conhecidos, mas ater-nos-emos aqueles
que apresentam simetria esférica, neste trabalho. Essa classe de buracos ne-
gros, em 4 dimensoes, é descrita pela métrica abaixo:

1

ds®> = —h(r)dt* + e

dr? 4 r2d0?, (1.1)
onde h(r) é uma fun¢do cuja forma exata dar-nos-4 informacodes sobre a
estrutura do buraco negro e, falando de modo mais geral, do espaco-tempo
em que 0 mesmo se insere. A saber, temos as seguintes possibilidades para
a métrica h(r):

2M
= 1"
h(r) :
2M  Q?
2
hr) = 1- 2M _ A7
T 3
2M Q?  Ar?
= 1—-—4+=—-—. 1.2
h(r) T3 (1.2)

Na série de equagoes (1.2), o tinico pardmetro comum a todas as métricas é
M, que representa a massa do buraco negro. O parametro () representa a

17



18 CAPITULO 1. INTRODUCAO

carga elétrica do buraco negro e A, a constante cosmolégica do espago-tempo
onde o buraco negro se insere.

O caso mais simples, na primeira equagao, é o do buraco negro de
Schwarzschild, onde o tnico pardmetro é M. Se houver carga (), mas com
A = 0 (segunda equagdo), o buraco negro passa a ser do tipo Reissner-
Nordstrom. Na auséncia de (), mas na presenca de A (terceira equagio),
a classificacdo do buraco negro dependerd do sinal de A. Se A > 0, temos
um buraco negro de Schwarzschild-de Sitter, ao passo que, para A < 0,
temos um buraco negro de Schwarzschild-Anti-de Sitter. Por fim, se os
trés parametros estdo presentes (quarta equagio), temos o caso dos buracos
negros de Reissner-Nordstrom-de Sitter (A > 0) e de Reissner-Nordstrom-
Anti-de Sitter (A < 0). A diferenca de sinal entre geometrias de Sitter
(dS) e Anti-de Sitter (AdS) representa, em termos fisicos, a diferenca en-
tre um Universo em expansao (dS) e em contragdo (AdS). Abreviemos os
nomes dados aos buracos negros por S, RN, SdS, SAdS, RNdS e RNAAJS,
respectivamente.

E pertinente notar que a estrutura do espaco-tempo muda considerav-
elmente de acordo com a relagao existente entre os parametros M, ) e A.
Com efeito, ao resolvermos h(r) = 0, deparamo-nos com seis cendrios difer-
entes, de acordo com as solugoes encontradas, denominadas genericamente
horizontes.

No primeiro caso (S), temos apenas um horizonte, r = ry = 2M, que
é o horizonte de eventos caracteristico de todo buraco negro, como ji men-
cionamos no inicio desta introdugdo. J4 no segundo caso (RN), hi dois
horizontes ry = M + /M2 —-Q? er_ = M — \/M? — @Q?, desde que se
tenha M > Q. Este segundo horizonte, r_, é o horizonte interno (ou de
Cauchy). No terceiro caso (SdS), dependendo da escolha dos pardmetros
M, Q, A, hd também dois horizontes, r. e r, com r, > r4, onde 7. é o hor-
izonte cosmoldgico. No quarto caso (SAdS), apenas o horizonte de eventos
existe. O quinto caso (RNdS) é o mais interessante, pois pode apresentar -
dependendo de M, Q.A - os 3 horizontes: r_, ry e r., verificando-se, neste
caso, sempre a condicao r. > r4+ > r_. O espago-tempo RNdS pode apresen-
tar, portanto, uma estrutura mais rica do que a dos quatro casos anteriores.
Por fim, temos o sexto cendrio, o da geometria RNAdS, em que podemos
ter apenas ry e r_. Quando de nosso trabalho com as perturbacoes de bu-
racos negros, trabalhamos apenas na regiao entre r; e r. (para geometrias
do tipo dS, e com escolhas de M, (), A que permitiam a existéncia destes 3
horizontes), ou entre 4 e 7 — oo (para as demais geometrias).

Os valores de r_, r4 e r., para as geometrias do tipo dS ou AdS, sado
calculados numericamente, dependendo dos valores de M, Q e A. Um caso
interessante, digno de nota, é aquele em que temos dois dos horizontes bas-
tante proximos (por exemplo, r e r. bastante préximos, no caso de buracos
SdS ou RNdS). Neste caso, o buraco negro é dito ser quase-extremo. Este
caso particular serd estudado mais tarde, na hora de apresentarmos a teoria
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das perturbagoes (de qualquer tipo) de estrelas e buracos negros, e também
nas secoes referentes a apresentacao, analise e comparagao de resultados. O
estudo destas perturbacoes tem atraido o interesse de diversos pesquisadores
desde os anos 50 [1], mas foi somente a partir dos anos 70 que o avango dos
métodos e recursos computacionais permitiu os primeiros calculos exten-
sivos acerca dos mesmos, como em [25] e em [26], dentre outros autores.
O interesse pelo assunto permaneceu vivo, com maior ou menor intensi-
dade, durante os anos 80 e 90. Ultimamente, varios fatores tém contribuido
para aumentar o interesse pelo assunto: a possibilidade de detec¢ao de on-
das gravitacionais em um futuro bastante préximo, o riapido progresso de
métodos e recursos computacionais, a constatacao de que o Universo atual
vive uma fase de expansio acelerada (reavivando o interesse por geometrias
com constante cosmoldgica positiva, como os espagos-tempo de de Sitter [2],
[3]) e até mesmo progressos recentes na teoria de cordas - neste caso, para
geometrias AdS - vide [4], [5], [6] e [7]. Modos quasi-normais em geome-
trias do tipo AdS foram obtidos em [7], [8]. Uma boa revisdo de teoria de
perturbagdes para buracos negros e estrelas em geral estd disponivel em [9].

As perturbagoes de buracos negros manifestam-se por meio de campos
escalares (perturbagoes escalares) ou por meio de alteragoes nos termos da
métrica (1.2), no caso de perturbagoes gravitacionais. Um ponto relevante
é a inexisténcia de modos puramente gravitacionais ou puramente eletro-
magnéticos, em geometrias com o termo de carga elétrica; nestas, os modos
gravitacionais e eletromagnéticos misturam-se. De qualquer forma, estas
perturbagoes sao regidas por equagoes de onda da forma

Pw  PW
— - — =VW, (1.3)
0x? ot2
em que W é a perturbagao e V, o potencial que a rege. A teoria das per-
turbagoes de buracos negros (e de estrelas compactas) encontra-se farta-
mente documentada na literatura, e desenvolvemo-la no Apéndice E.

J4 as estrelas de néutrons e de quarks diferenciam-se dos buracos negros
de mesma massa por nao serem tao compactas quanto estes, embora sejam
muito mais compactas do que estrelas como o Sol, ou corpos como a Terra.
Nestes corpos, uma massa M comparavel & massa solar fica confinada em um
volume cujo raio é da ordem de 10km ou menos. Um rapido cdlculo da-nos
uma idéia de quio densa é uma estrela assim. Se R = 10km e M = 103°kg,
entdo a densidade média da estrela, pgy, é

M 3M
Vv AT R3
valor comparavel & densidade da matéria nuclear.

Como veremos em maior detalhe no préximo capitulo, a densidade nao

é uniforme dentro do interior estelar: o valor miximo desta densidade estd
no centro da estrela, e é tipicamente desta ordem de grandeza (variando em

Pav = ~ 1018kg/m3a (1'4)
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uma ordem de grandeza para mais ou para menos), e decresce & medida que
nos aproximamos da superficie da estrela. No inicio, como veremos mais
adiante, tal queda é bastante lenta, e nao chega a ser uma ma aproximagao
afirmar que, ndo muito longe do centro estelar, a densidade é praticamente
constante.

Além da questdo da densidade, hd a questdo da estrutura interna da
estrela, que precisa sempre ser levada em conta quando se introduzem per-
turbagoes no fluido estelar. Em geral, as estrelas, por sua grande massa,
tém uma tendéncia mais ou menos intensa ao colapso gravitacional, o que
é compensado pela pressdo do fluido estelar, dirigida radialmente para fora.
Desenvolveremos a teoria da estrutura estelar no préximo capitulo, mas
podemos antecipar, por ora, que este equilibrio de forgas no interior é regida
pela equacgao de Oppenheimer-Volkov, que correlaciona a pressao p do fluido
estelar & massa m e densidade de energia € da estrela,

dp _  (p+e)(m+4nr’p) L5
ar— r(-2m)y (15)

r

sendo que p e ¢ relacionam-se por meio de uma equacao de estado (EDE).
Dedicaremos especial atencao ao problema das EDEs de estrelas de néutrons
e de quarks neste trabalho.

Por fim, cumpre-nos introduzir a métrica estelar, que é da forma

ds? = — exp(2v(r))dt* + exp(2u(r))dr? + r2dQ?, (1.6)

na qual as fungoes exp(2v(r)) e exp(2u(r)) estao sujeitas as equagoes de
estrutura estelar, que serdao detalhadas no préximo capitulo. Podemos an-
tecipar, entretanto, que fora do raio R da estrela, a métrica acima reduz-se
& do buraco negro de Schwarzschild. E atil, a esta altura, definirmos uma
coordenada denominada, tartaruga, que se relaciona com a coordenada radial

7 por meio de
dw _ [ 9w (1.7)
dr —gut

o que resulta em

dr _ 1

dr— h(r)

dr

o = explu(r) —v(r)), (1.8)

conforme estejamos lidando com buracos negros ou estrelas, respectiva-
mente. A coordenada tartaruga é relevante em problemas de obtengdo de
MQNs, como veremos mais adiante.

Por fim, convém mencionar aqui que trabalhamos com o sistema geométrico
de unidades, no qual G = ¢ = h = kg = 1. Para detalhes sobre como passar
do sistema geométrico para os sistemas de unidades convencionais (MKS ou
CGS) e vice-versa, consultar o Apéndice H.



Capitulo 2

A Estrutura de Estrelas
Compactas

2.1 Sobre a Origem das Estrelas de Néutrons

Ja vimos na Introdugao que toda estrela, para se manter, depende crucial-
mente do equilibrio entre a tendéncia ao colapso gravitacional e a pressao
associada ao fluido estelar (cuja origem varia de acordo com o tipo de estrela
estudado). Esta tendéncia ao colapso gravitacional é causada pela atragio
das camadas mais externas da estrela pela matéria contida em camadas mais
internas. Qualquer desvio em relacdo ao equilibrio, por parte de qualquer
uma das forcas em jogo pode eventualmente resultar ou no referido colapso
(por pressdo interna insuficiente) ou no desmantelamento da estrela (por
um excesso de pressao, que empurraria as camadas externas da estrela para
cada vez mais longe), a menos que, em dado momento de tais processos de
colapso ou expansao, um novo ponto de equilibrio de forgas fosse atingido,
estabilizando novamente a estrela

A origem desta pressao a que aludimos logo acima pode variar de estrela
para estrela. Em estrelas de sequéncia principal, como o Sol, o hidrogénio
¢é convertido em hélio por reacoes de fusao nuclear, nas altas temperaturas
(T =~ 10"K ou mais) e pressdes do nticleo estelar. Tal processo libera muita
energia na forma de radiacdo (fétons) e neutrinos. A pressao da radiagao,
sendo dirigida radialmente para fora da estrela, é responsavel por impedir
o colapso gravitacional estelar. Este mecanismo vigora enquanto ocorrerem
as reacoes de fusao nuclear em causa. O quao rapido esta fase de sequéncia
principal serd, é algo que serd ditado pela massa da estrela, quando de
sua formacado. De acordo com modernas teorias astrofisicas, este tempo é
inversamente proporcional ao quadrado da massa inicial da estrela, aproxi-
madamente. Assim, quanto mais massiva a estrela, mais rdpido ela esgota
o hidrogénio contido em suas regides centrais. A titulo de ilustracio, nosso
Sol ja viveu aproximadamente 4.5 bilhoes de anos nesta fase, e deve viver
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outro tanto nesta condigao, antes de passar para o estigio seguinte.

Para estrelas como o Sol, ou com massa poucas vezes maior do que ele,
quando da cessacdo do hidrogénio no nicleo estelar, temos uma situacao
na qual, momentaneamente, a pressao de radiagdo deixa de existir e a es-
trela inicia o colapso, até o ponto em que tal colapso comprime e aquece
as camadas mais externas da estrela, onde o hidrogénio nao convertido em
hélio passa a sé-lo. Estas camadas mais externas expandir-se-do, dando
origem a uma gigante vermelha. Enquanto isso, o niicleo de hélio continua
a se aquecer e a se contrair, até que temperaturas da ordem de 103K per-
mitam novas reacoes nucleares, que formardo elementos mais pesados (C,
O, possivelmente Mg). Tais reacoes liberam bastante energia, por vezes de
forma tao intensa que podem eventualmente desestabilizar as camadas ex-
ternas. Quando isto acontece, estas sao ejetadas para o espaco circundante,
formando uma nebulosa planetdria. O nucleo restante, rico em He, C, O
e talvez Mg, ndo consegue mais manter as temperaturas necessirias para
prosseguir as reacoes nucleares por que passava, justamente por causa da
auséncia da pressdo causada pelas camadas externas, agora ausentes. As-
sim, este nicleo contrai-se até transformar-se em uma ana branca, com o
tamanho aproximado da Terra e altissimas temperaturas superficiais, que
podem encostar nos 10°K. O Sol apresenta 6000K em sua superficie, para
comparacio. Suas densidades sdo da ordem de 10%g/cm3, ante os 1.4g/cm?
do Sol e os 5.5g/cm? da Terra.

Nas anas brancas, com o esgotamento as reagoes nucleares, é a pressao
do gas de Fermi eletronico que faz o papel de contrabalancar a gravidade,
impedindo que continue o colapso gravitacional que deu origem a este estagio
da vida estelar. E é a energia térmica deste gas eletronico que responde pela
luminosidade destas estrelas, que podem viver por bilhoes de anos, esfriando-
se em anas amarelas, depois laranjas, depois vermelhas e cristalizando-se em
anas pretas.

J4 para estrelas ditas massivas, com massas acima de 8 massas solares,
o final da seqiiéncia principal e os estigios subsequentes da evolugao es-
telar diferem um pouco daqueles verificados em estrelas mais leves. Ha
expansoes de camadas externas pela combustao de hidrogénio, como nas
estrelas menores, e a queima do hélio em carbono e oxigénio no nicleo.
Como a massa (e subseqiiente compressao gravitacional e aquecimento) das
camadas externas é maior, assim que o hélio do nucleo é consumido, as ca-
madas externas também queimam o hélio gerado pela anterior queima de
hidrogénio, e o nicleo passa a queimar oxigénio e depois silicio, gerando fi-
nalmente o ferro (Fe), elemento mais estdvel conhecido. Camadas adjacentes
ao nucleo queimam C e O, assim que as condi¢bes permitirem. Do ferro,
nada mais se produz por fusdo. Assim, temos um nticleo ferroso cercado
por camadas sucessivas de Si, O, C, He e (nas zonas mais superficiais) H.
Essas queimas secunddrias em camadas externas deixam a estrela bastante
agigantada, bem mais do que no caso de estrelas menos massivas. Sao as
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supergigantes vermelhas.

E agora vem a consideracao que nos interessa, por explicar a origem de
boa parte das estrelas de néutrons. Nestas estrelas muito massivas, a pressao
das camadas externas sobre o niicleo de elementos pesados é muito forte, por
conta da gravidade intensa. Isto deixa os elétrons relativisticos nesta parte
da estrela, com energia alta o bastante para promover o decaimento beta
inverso (captura de elétrons por prétons, formando néutrons e deixando os
neutrinos escaparem). Diminui assim a pressdo do gds de Fermi eletronico
que sustentava o nicleo contra a forga gravitacional. Até que chega um ponto
em que tal pressao eletronica nao mais consegue sustentar o nicleo contra
a gravidade. Isto significa que este nicleo atingiu a massa-limite, acima da
qual ele seria esmagado pela atraciao que ele préprio exerce sobre as camadas
mais externas. Tal limite é o limite de Chandrasekhar, por volta de 1.4-1.5
massas solares. A esta altura, o nicleo ja sofreu considerdvel neutronizacgdo
por conta do decaimento beta inverso, ou seja, esta rico em néutrons, mesmo
comportando pequenas quantidades de elétrons. Este nticleo implode ao
atingir o limite acima, por ser comprimido pela gravidade, e esquenta muito,
chegando a 10 K. Sé a pressao de elétrons remanescentes e neutrinos,
todos ultra-relativisticos (agora muito aquecidos), impede o colapso total
do mesmo.

Por uma série complexa de reages que ndo cabe mencionar aqui (ver [10]
e referéncias ali contidas), a estrela chega ao ponto em que o colapso das
camadas externas é seguido por uma violenta explosao que ejeta todas estas
camadas para o espaco circundante, restando apenas o nicleo extremamente
denso e quente, rico em néutrons, mencionado no paragrafo anterior. Tal
explosao é denominada supernova, e espalha elementos quimicos mais pesa-
dos do que H e He pelo espago & volta. Sem estes elementos, corpos como
a Terra ndo se formariam, e nés ndo existiriamos - donde a relevancia deste
fenémeno. O nucleo restante é uma protoestrela de néutrons. Sendo este o
principal meio conhecido de formacao deste tipo de estrela, ficamos assim
sabendo que elas nascem extremamente quentes (7" ~ 10! K), perdendo en-
ergia depois por emissao de neutrinos e depois, de fétons. Voltaremos a este
ponto ao discutirmos a equacao de estado para tais estrelas.

Em estrelas de néutrons, que sao consideravelmente mais densas do que
as anas brancas, é o gias de Fermi de néutrons que responde pela pressao
que contrabalanca a gravidade. Isto se ndo levarmos em conta as interagoes
nucleares, repulsivas para distdncias muito curtas entre nucleons, que ten-
dem também a contrabalancar a tendéncia ao colapso gravitacional. Apesar
de ndo termos lidado com equagdes de estado (para a matéria estelar) en-
volvendo interacoes nucleares, dada a complexidade das mesmas, faremos
alguns comentarios adicionais sobre elas, na secao que discorre justamente
sobre o problema da equacao de estado em estrelas de néutrons.

E perto da superficie estelar que a situacdo torna-se diferente para estre-
las de néutrons e de quarks, dependendo da equacdo de estado usada. Nas
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primeiras, hd uma queda abrupta de p nas vizinhangas da crosta (regido
de profundidade da ordem de centenas de metros), até que p se anule na
superficie estelar. No caso das estrelas de quarks que estudamos aqui, p é
de fato menor junto & superficie, mas nao se anula, podendo mesmo ter a
mesma, ordem de grandeza da densidade central ou, no maximo, ser uma
ordem de grandeza inferior a esta.

2.2 A Métrica Estelar

Assim como no caso de buracos negros, nés nos restringiremos ao caso das
estrelas que apresentam simetria esférica, e que podem ser descritas por uma
métrica do tipo

ds? = — exp(2v)dt* + exp(2us)dr?® + r?dQ?, (2.1)
onde py = —31In(1 — QmT(T)), m(r) sendo a massa da estrela até um certo
raio r. Fora da estrela, a métrica assemelha-se & de Schwarzschild, o que nos
leva a tomar exp(2v) = 1 — % quando r = R, isto é, quando atingimos o
raio da estrela, R, bem como sua massa total, M (condigdo de continuidade
da métrica quando atravessamos o raio estelar).

Diferentemente dos buracos negros, aqui é preciso ocupar-se da descrigao
da estrutura interna da estrela. Suporemos que o fluido estelar é um fluido
perfeito (sem viscosidade, turbuléncia e outros fenémenos), apresentando
uma pressao p e uma densidade de energia ¢, bem como uma 4-velocidade
U, bem definidas. Esta tltima é tal que, no referencial de repouso do fluido,
Ur = Up = Uy = 0 e somente U; nao se anula. Como U -U = —1, temos
U; = —exp(v).

Estas hipdteses deixam o tensor momento-energia do fluido com a forma
bastante simples abaixo,

Top = (p+€)UsUg + pgagp- (2.2)

Para a massa estelar, temos

m(r) = 4w /07“ r2e(r)dr, (2.3)

ao passo que o termo v da métrica estd sujeito a

1
w_ 1y »
dr p+edr
e Z—f, a variagdo de pressdao, obedece & equacdo de Oppenheimer-Volkov,
dada por

dr r2(1 — 2m_(T))

r
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Para uma deducio sucinta das equagdes (2.4) e (2.5), consultar o Apéndice
A.

Voltaremos a estas equagoes quando falarmos da integracao numérica
das mesmas.

2.3 O problema da equacao de estado

Se ha um grande responsivel pelas diferencas existentes entre estrelas de
néutrons e de quarks, trata-se das equagoes de estado (EOS) que governam
sua estrutura interna.

Na estrela de néutrons, supomos um gis de néutrons puro, sem contam-
inagdo por elétrons e prétons. Em verdade, temos os seguintes processos
ocorrendo dentro de uma estrela de néutrons:

pte — n+tr,
n — pte + e, (2.6)

onde o primeiro processo € a captura de elétrons por prétons, e o segundo,
o decaimento 3, em que néutrons decaem em prétons e elétrons. No en-
tanto, a estatistica de Fermi-Dirac proibe dois ou mais férmions de ocu-
parem o mesmo estado quantico simultaneamente. Se quisermos impedir
o decaimento beta, deveremos contar sempre com um mar de elétrons que
preencha todos os niveis de energia até a energia de Fermi, er. De acordo
com a primeira equagao, isto implica a existéncia de um mar de prétons
(neutralidade de carga).

Na pratica, porém, tais contaminacoes eletronicas e protonicas serdao pe-
quenas, isto é, o nimero de prétons (e de elétrons) serd bem menor que o
de néutrons. Assim, justifica-se a idéia apresentada acima, de desconsid-
erar prétons e elétrons na andlise de estrelas de néutrons. Além do mais,
supomos, para simplificar, que o gds de néutrons estd a temperatura nula.
Tomamos o espectro de energia dos néutrons como sendo relativistico, isto
é, e = Vk? + m?2, com k representando o momento e m, a massa de repouso
do néutron.

J4 dissemos na segao precedente que as estrelas de néutrons nascem geral-
mente muito, muito quentes, como subproduto de supernovas, atingindo
temperaturas da ordem de 10'' K. Esta é aproximadamente a temperatura
de Fermi da matéria nuclear. No entanto, as estrelas de néutrons resfriam-se
muito rapido, inicialmente por macica emissao de neutrinos. Segundos apds
a prépria formagdo, esfriam para 10'°K. Por meio de novas emissdes de
neutrinos, bem como de fétons, a temperatura cai a 108K em aproximada-
mente um més. Este tltimo valor j4 é baixo, se comparado aos 10'' K ou
mais da temperatura de Fermi nuclear. Com o passar do tempo, por meio
de processos diversos (reagoes envolvendo hiperons - béarions com quarks s
em sua composicao - entre outros), a temperatura das estrelas de néutrons
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diminui ainda mais, mas em um ritmo bem mais lento. Apdés 1 milhdo de
anos, temos T ~ 10° K no interior estelar, e entre 10°K e 106 K na superficie
[10], [16]. Valores que sdo ainda mais baixos se comparados & temperatura
de Fermi nuclear, Try. Em outras palavras, T/Tpy < 1, e é assim que
deve ser lida a aproximacao T' = 0 nos parigrafos subseqiientes.

Na estatistica de Fermi-Dirac, cujos detalhes aparecem no Apéndice B,
temos, para um gis de Fermi a temperatura nula, as seguintes expressoes
para a pressao p e a densidade de energia e:

kr b
e = 3a/ kQ\/k2+m2dk:3x/ u? V1 + u2du
0 0

kg k? b ’Ll,4
p = o —dk = X/ ——du 2.7
/0 Vk? +m? o VuZ+1 27
onde u = £ y = mc o= Xeb=% " m sendo a massa do néutron
m? 372K3° m m° .

Integrando tais expressoes, tem
p = %[(253 —3b)V/1+ b2+ 3In(b+ /1 + b2)]
e = 3%[(21)3 FOVITE - In(b+ V11 5. (2.8)

o

S

Nas duas passagens acima, temos novamente y = %, de sorte que x/c? =
6.11 - 10°g/cm3. Pode-se relacionar p e € por meio do parametro b. E
interessante observarmos o comportamento de p e de € nos limites b — 0 e
b — oo. Nestes limites, temos

li X’
mp = =
b—)Op 5
li = b
b0 X
li xb*
1m = —_—
b—>oop 4
3yb?
Jme = S @9)

de onde temos p €3 no regime de b pequeno (baixas densidades) e p = §
no regime de b alto (altas densidades). No mais das vezes, porém, encontra-
se b a partir de p (e), para entdo buscarmos ¢ (p), algo que pode ser feito
numericamente. Em nosso trabalho com estrelas de néutrons, a equacgao
(2.8) foi a EOS utilizada. De qualquer forma, tem-se p = 0 quando £ = 0.
Ja para as estrelas de quarks, tomamos o modelo mais simples conhecido,
que é o modelo denominado MIT Bag Model. Este modelo surgiu como
uma primeira tentativa de se explicar as massas dos hadrons em termos das
massas dos quarks que os compoem. Além do mais, serviu também para
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explicar o comportamento dos quarks em geral. Neste modelo, os quarks
sdo confinados em um volume V' do espaco, e para tanto o viacuo deve ser
eliminado de V. Esta eliminac¢do do vdcuo custa energia. Tal energia, por
unidade de volume, é denominada B (bag constant), e portanto BV é a
energia associada a mera presenca dos quarks no volume V. A energia
cinética dos quarks em V soma-se a BV, de modo que a energia total dos
quarks em V excede em muito qualquer energia associada a condicao de
superficie (segundo a qual os quarks ndo podem atravessar a superficie que
isola o volume V' do meio externo).

Dentro deste modelo, a questao que surge naturalmente é: qual o valor de
B que melhor reproduz as propriedades observadas para a matéria hadronica?
A resposta a esta questdo depende de algumas consideragoes que serdo feitas
logo a seguir.

Primeiro, apenas 3 sabores de quarks (os mais leves) sdo normalmente
encontrados na matéria hadrénica no Universo atual: u (up), d (down) e s
(strange). Em uma estrela de quarks, esperamos encontrar estes 3 sabores,
e a energia por particula deste conjunto de quarks deve ser comparada com
aquela dos nucleons (livres ou agrupados em nitcleos). Se esta tltima for a
menor, entdo a matéria mais estavel - do ponto de vista energético - serd
aquela composta de nucleons (prétons e néutrons); do contrario, a matéria
composta de quarks em bags serd mais estavel do ponto de vista energético
e dominard a composi¢ao quimica estelar. O valor de B, assim, determinara
a energia por particula da matéria composta puramente por quarks.

Da Fisica Nuclear, sabemos que o niicleo de Fe3$ é o mais estdvel con-
hecido, apresentando a menor energia por nucleon dentre todos os nicleos,
de 928MeV. O valor de B que leva a uma energia por particula com este
mesmo valor [20] é B'/* = 154.5MeV . Passando este valor para as unidades
nucleares, temos

154.5MeV)*  (154.5MeV)*

gl GoF = (973Mev i~ 75MeV/ fm?. (2.10)

Qualquer valor de B inferior a este implicard uma energia por particula mais
baixa do que a do Fe3d, ou seja, deixard a matéria composta puramente
pelos quarks u, d e s mais estidvel do que a matéria nuclear e, portanto,
mais apta a formar corpos celestes (estrelas) ultracompactos. Do contrério,
a matéria nuclear serd mais estdvel e estrelas de néutrons serao o resultado
natural desta situacdo. Este valor serd importante no préximo capitulo, ao
compararmos estrelas de quarks e estrelas de néutrons.

Alguns autores, como [10], ainda mencionam a possibilidade de nos de-
pararmos com estrelas hibridas, isto é, estrelas onde a regiao central apre-
senta matéria na forma de quarks u, d e s, mas onde as camadas exteriores
apresentam um gés de nucleons e mesmo niicleos (estes, junto & superficie
estelar), mas ndo lidaremos com esta hipétese aqui. Vamos entdo ao que nos
importa neste modelo: a equagao de estado (EDE).
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Neste modelo, a EDE é simplesmente
€—4B
=—3
onde B é uma constante que mede a intensidade do confinamento de quarks
(bag constant). A primeira coisa que pode ser notada a partir da equagao
(2.11) é que o anulamento de p (que define o raio estelar) ndo implica o
anulamento de ¢, diferentemente do que ocorre com estrelas de néutrons.
Ainda em razao disso, a densidade central da estrela deve superar 4B. Mais
detalhes de como a estrutura estelar é afetada aparecem no capitulo seguinte,
ao compararmos os dois tipos de estrela (néutrons/quarks).
Ha4 diversos outros modelos teéricos para as propriedades de quarks em
geral, como em [55], levando a outras EDEs, mas ater-nos-emos ao modelo
MIT aqui citado, por ser mais facil de ser trabalhado.

(2.11)

2.4 Integracao Numérica das Estrelas Compactas

Integramos numericamente as estrelas de quarks e de néutrons por meio das
equagoes (2.5) e (2.3), partindo das condigdes iniciais £(0) = g9 e m(0) = 0.
O método numérico empregado foi o método Runge-Kutta de passo variavel,
descrito no Apéndice C.

A integracdo termina quando p se anula. O valor de r para o qual isto
ocorre é o raio estelar, R, sendo que a massa correspondente é a massa
estelar, M. Para r = R, temos

1 2M
v(R) = Eln(l — ?), (2.12)
que é decorrente da continuidade da métrica em r = R, ji que a métrica
externa a estrela é a de Schwarzschild, para a qual exp(2v) =1 — % Eis
que surge o ponto: como nao sabemos a priori os valores de R e de M para
uma determinada densidade central £y, ndo temos como antecipar o valor
de v(R) e, consequentemente, o valor de v em r = 0, v(0). Na pratica,
podemos tomar v(0) = 0 ao integrarmos (2.4) e comparar v(R) numérico
(Vnum(R)) com o valor analitico acima, v,,(R). A diferenca entre eles,
Vnum(R) — Vgn(R), dar-nos-a o valor de v(0) real.
E util integrar também a coordenada tartaruga x dentro da estrela, ji
definida em (1.7) e que reproduzimos aqui:

grr _ exp[—v(r)]

—9tt \/T(r)

que fora da estrela corresponde a coordenada tartaruga de Schwarzschild,

(2.13)

dr 1
dr ()
hry = 1- M (2.14)
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resultando em ,
= 2M log(—1 + —). 2.15
£(r) = 7+ 2M log(—1 + ) (2.15)
E necessério que a condicdo de continuidade de z através da superficie
estelar se verifique. Assim, em r = R, z = zp = R+ 2M log(—1 + %)
Esta condicdo ajudar-nos-a a fixar o valor de £ em r = 0, zp, uma vez
que a estrutura da estrela tenha sido integrada (M e R conhecidos, bem
como v(0)). Com isso, o valor numérico de z(R) obtido pela integracao de
(2.13) pode ser confrontado com o valor analitico acima. Estas definicoes e
consideracoes valem para os dois tipos de estrela.
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Capitulo 3

Comparando Estrelas
Compactas

Neste capitulo temos uma comparacao razoavelmente extensa das carac-
teristicas de estrelas de néutrons e de quarks, e focaremos as eventuais
semelhancas e diferencas entre elas. Comecemos por apresentar as diferencas
entre estrelas de néutrons que diferem entre si pela densidade central, gg.

3.1 Diferencas Entre Estrelas de Néutrons

Entre as estrelas de néutrons, constatamos variacoes no raio R e na massa
M em func¢do da densidade central. Uma tabela de valores de R e M para
diferentes densidades centrais €( se segue. Como a equagao de estado para es-
trelas de néutrons, definida no capitulo anterior, dependia de um parametro
b diretamente proporcional a0 momento de Fermi do gis de néutrons, o valor
de b correspondente a esta densidade central também foi tabelado junto com
€9 € denominado by. Definimos também outra grandeza, denominada com-
pacidade e denotada por ¢, que mede o grau de compactacao da estrela.
Definimo-la como

c= %, (3.1)
onde 71 é o horizonte de eventos do buraco negro que tem a mesma massa
M da estrela. Naturalmente, um buraco negro de Schwarzschild tem R =
ry = 2M, e portanto apresenta ¢ = 1. Como estamos lidando com estrelas
esfericamente simétricas e estdticas, o buraco negro de Schwarzschild é a
nossa referéncia comparativa, de sorte que ry = 2M, neste trabalho. Como
R > ry em qualquer estrela, temos 0 < ¢ < 1 no que se segue. Quanto
mais perto c estiver de 1, tanto mais compacto é o objeto em questao e mais
proximo ele estd de um buraco negro.

31
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e Densidades Centrais, Massas e Raios para Estrelas de Néutrons
Puras

eo(g/cm?) bo R(m) M(m) c
3.0-10" | 0.169482 | 25809.276 | 262.950 | 0.02038
5.0-10" | 0.200716 | 23557.514 | 330.494 | 0.02806
7.0-1073 | 0.224320 | 22156.715 | 382.201 | 0.03450
1.0-10™ | 0.252316 | 20736.578 | 443.341 | 0.04276
2.0-10™ [ 0.316793 | 18148.008 | 578.997 | 0.06381
3.0-10™ [ 0.361613 | 16728.621 | 665.739 | 0.07959
5.0-10™ | 0.426747 | 15032.749 | 776.657 | 0.10333
7.0-10'* | 0.475546 | 13971.184 | 846.545 | 0.12118
1.0-10™ | 0.532931 | 12895.279 | 913.824 | 0.14173
1.2-10% | 0.564676 | 12365.777 | 944.308 | 0.15273
1.5-10™ | 0.605883 | 11737.49 | 977.12 | 0.16650
2.0-10 | 0.663038 | 10961.19 | 1011.02 | 0.18447
2.5-10"™ [ 0.710665 | 10386.71 | 1030.08 | 0.19835
3.0-10 [ 0.751824 | 9936.11 | 1040.70 | 0.20948
3.5-10" [ 0.788259 | 9568.86 | 1046.15 | 0.21866
4.0-10% | 0.821073 | 9261.14 | 1048.25 | 0.22638
4.5-10" | 0.851007 | 8997.94 | 1048.12 | 0.23297
5.0-10% | 0.878591 | 8769.13 | 1046.48 | 0.23872
5.5-10™ | 0.904213 | 8567.61 | 1043.78 | 0.24366
6.0-10° [ 0.928171 | 8388.24 | 1040.34 | 0.24805
6.5-10" | 0.950695 | 8227.11 | 1036.38 | 0.25194
7.0-10"™ [0.971972 | 8081.30 | 1032.70 | 0.25558
7.5-10 [ 0.992150 | 7948.70 | 1026.68 | 0.25833
8.0-10™ [ 1.011353 | 7826.75 | 1022.80 | 0.26136
9.0-10 | 1.047228 | 7611.02 | 1013.12 | 0.26622
1.0-10' | 1.080246 | 7425.06 | 1003.36 | 0.27026
1.1-10' | 1.110884 | 7262.61 | 993.71 | 0.27365
1.2-10' | 1.139505 | 7119.06 | 984.27 | 0.27652
1.4-10™ | 1.191773 | 6875.86 | 966.22 | 0.28105
1.6-10™ | 1.238706 | 6676.75 | 949.40 | 0.28439
1.8-10'% | 1.281415 | 6509.96 | 933.79 | 0.28688
2.0-10 [ 1.320689 | 6367.78 | 919.31 | 0.28874
3.0-10 | 1.481678 | 5882.83 | 860.50 | 0.29255
4.0-10' | 1.605953 | 5595.85 | 817.47 | 0.29217

As figuras ilustrando a dependéncia de R e de M com ¢( sao as Figs.
(3.1) e (3.2). Também plotamos um gréfico de M vs. R, que aparece na
Fig. (3.3).
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Raio vs. Densidade Central

Estrela de Neutrons - Gas de Neutrons Puro

T T T L T L

raio (m)

o0 z%%(%

| | |

1.0x10" 1.0x10" 1.0x10"°
dens. central (g/cm3)

Figura 3.1: Grafico de R vs. g9 para estrelas de néutrons.

Os dados de que dispomos mostram que o raio estelar decresce mono-
tonicamente com o aumento de €p, ao menos para a faixa de densidades
com as quais trabalhamos. Um ajuste numérico para os dados da tabela
acima forneceu-nos b = —0.22 na relacio R o &, ou seja, temos aqui
R « 5_%, aproximadamente. J4 o mesmo nao acontece com as massas
estelares. Estas experimentam um crescimento moderado com gy até um
certo valor ¢g = 4.0 - 10159/ cm?, decrescendo para densidades acima deste
valor. A grandeza c¢ cresceu monotonicamente com gy - exceto talvez pelo
iltimo valor desta na tabela - significando que, neste modelo, quanto maior
a densidade central, mais compacta é a estrela. De qualquer maneira, c
aparentemente nao supera 0.3. A maior parte das estrelas de néutrons con-
hecidas tem R =~ 10km e M = 1.5 — 2.0km, o que acarreta valores de ¢ em
torno de 0.3 a 0.4. Discutiremos um pouco mais esta questdo das massas
estelares a seguir.

Seria interessante, de qualquer modo, ilustrar as funcoes p, € e m versus
7, para alguns valores de massa. Fizemo-lo nas figuras (3.4), (3.5) e (3.6).

As figuras (3.4), (3.5) e (3.6) deixam bem claro o fenémeno de neutron
drip - fendmeno marcado pela inexisténcia de novos estados ligados para
os néutrons no nicleo atémico, o que obriga os néutrons a abandonarem
gradualmente o nicleo, dando origem a um gis de néutrons. Este fenomeno
se denuncia pelo fato de a densidade (e a pressao) cairem abruptamente,
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Massa vs. Densidade Central
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Figura 3.2: Grafico de M vs. gp para estrelas de néutrons.

marcando, na pratica, a separacao entre a crosta externa da estrela e as
camadas mais internas. Como temos gy da ordem de 10*°g/cm? nas estrelas
ilustradas aqui, e como a densidade para a qual se tem neutron drip é de
Edrip = 4-10*g/cm?, isto significa que o fendomeno deve se manifestar quando
% ~ 107*, 0 que de fato pode ser visto na Fig. (3.5). Como veremos mais
adiante neste capitulo, esta é uma caracteristica importante das estrelas
de néutrons que o modelo simplificado de Oppenheimer-Volkov consegue
reproduzir. Por fim, dois exemplos de como fica a coordenada tartaruga, z,
em funcao de r, no interior estelar, na Fig. (3.7).

Para os dois valores de massa da Fig. (3.7), temos um valor positivo
para o valor de x em r = 0, ¢ , e outro negativo, sendo ambos finitos. Em
geral, quanto mais compacta a estrela (maior valor de ¢), tanto menor serd
zo (mas serd ainda finito). Esta finitude de x( serd importante na discussao
da dinimica de campos em geometrias contendo estrelas compactas.

Em tempo: o programa usado para integrar estrelas de néutrons consta
do Apéndice G.

3.1.1 Consideragoes Extras Sobre Estrelas de Néutrons

Os valores miximos de massa para estrelas de néutrons que obtivemos, em
nosso tratamento do modelo de gias de Fermi de néutrons nao-interagentes,
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Relacao entre M e R

Estrelas de Neutrons - Gas de Neutrons Puro
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Figura 3.3: Gréfico de M vs. R para estrelas de néutrons.

de 0.713M;, é perfeitamente compativel com os valores mencionados para o
mesmo modelo em outros trabalhos, por exemplo 0.70M; em [10] e em [31]
e 0.72M; em [11]. Isto indica que as massas aqui tabeladas estdo dentro
do esperado para este modelo. Assim sendo, cabe uma pergunta: por que
as estrelas de néutrons detectadas em observacoes astronomicas apresentam
massas que sao pelo menos o dobro - chegando, por vezes, ao triplo - das
que encontramos aqui ?

A resposta estd no fato de que a equagao de estado que usamos, emb-
ora seja util para reproduzir algumas caracteristicas relevantes de estrelas
de néutrons, nao representam estrelas de néutrons reais. Nestas, dadas as
condicoes de densidade e temperatura habitualmente encontradas, a com-
posicao quimica, embora obviamente dominada por néutrons, nao prescinde
de outros hadrons (tanto barions quanto mésons) e léptons, como elétrons
(para estabilizar a estrela contra o decaimento () e muons. Detalhar a
composicao quimica destas estrelas estd fora do escopo deste trabalho, e
esbarra também nas limitacoes atuais na compreensao das propriedades da
matéria em densidades supranucleares (> 10*°g/cm3?). Por ora, basta dizer
que a presenca de interagoes nucleares eleva as massas estelares, por causa
do cariter repulsivo de tais forcas a distancias muito curtas, da ordem de
1fm = 10~'5m (os nucleons ficam muito préximos uns aos outros, no estado
de alta compressao gravitacional em que se encontram na matéria estelar).
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Perfil da Pressao no Interior Estelar
Gas de Neutrons Nao-Interagentes
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Figura 3.4: Grafico de p% vs. r para estrelas de néutrons, onde p, é a pressao
central. Notar a queda muito rapida de p préximo & superficie estelar.

Tal pressao soma-se & pressao do gas de Fermi de néutrons, aumentando,
em um primeiro momento, a resisténcia da estrela ao colapso gravitacional.
Isto permite um aumento considerivel na massa estelar, pois a estrela con-
segue suportar tal massa extra, justificando as massas verificadas (de 1.3M;
a mais de 2Mj).

Vem dai uma questdo interessante que vale a pena mencionar: pode-se
aumentar livremente a massa estelar, desde que tenhamos meios de impedir
o colapso gravitacional mediante um aumento de pressao do gis de néutrons
e de interacoes nucleares? A resposta é ndo, e basta observar a equacao de
Oppenheimer-Volkov (2.5) para perceber o porqué. A pressdo oriunda de
interagoes nucleares e de gases de Fermi também contribui para o campo
gravitacional estelar, juntamente com a massa estelar e a densidade de en-
ergia. Se num primeiro momento a pressao em questao faz a estrela resistir
ao colapso gravitacional, permitindo até um aumento significativo (mas nao
exagerado) da massa estelar, em dado momento a contribui¢do da pressdo
para o campo gravitacional serd tal que anula qualquer efeito estabilizador
contra esse mesmo colapso gravitacional. Assim, é licito afirmar que ha
uma massa limite, My;,,, para estrelas de néutrons nao-girantes e que sejam
estritamente barionicas, isto é, ndo apresentem em seu interior matéria na
forma de um fluido de quarks (por exemplo), e este limite é algo intrinseco a
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Perfil da Densidade vs. r
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Figura 3.5: Gréfico de w = = vs. r para estrelas de néutrons. Notar

as quedas tornam-se quase verticais quando w ~ 1072 — 10~*. Nao por
acaso, temos aqui € ~ 10*g/cm?, que é a ordem de grandeza da densidade
correspondente ao neutron drip. Ver texto para maiores detalhes.

natureza da Relatividade Geral. O valor de Mj;,,, pode depender da equacao
de estado, mas a sua existéncia nao. Estimativas diversas de um teto para
M, ja foram feitas em diversos trabalhos, como em [11], e revolvem em
torno de 3M;, ou até um pouco menos.

A presenga de rotagdo aumenta a resisténcia da estrela ao colapso grav-
itacional, pois a forca centrifuga - no referencial de um observador que gira
solidério & estrela - soma-se & pressao do fluido estelar, permitindo & estrela
sustentar uma massa maior. Este efeito é tanto maior quanto maior for a
velocidade angular €2 da estrela em torno de seu eixo, medida por um ob-
servador distante. De qualquer forma, a idéia da massa-limite persiste para
este tipo de estrela. Alguns autores [35] colocam este limite em cerca de
18% acima da massa-limite para estrelas de néutrons estiticas (levando tal
limite para 3.5M;, caso o valor de 3M, para estrelas estaticas esteja cor-
reto), se a matéria for estritamente bariénica, mas hd quem estime valores
de até 30% acima do limite estdtico (algo como 3.9Mj) [36]. Voltaremos &
questao das massas estelares ao final do capitulo. Isto posto, vem a questao
da estabilidade estelar.
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Funcao de Massa vs. r
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Figura 3.6: Gréafico de m(r) vs. r para estrelas de néutrons. Reparar que
temos um platé na fungao de massa estelar, préximo a superficie estelar.
Esta caracteristica distingue estrelas de néutrons das estrelas de quarks.

3.1.2 Estabilidade Estelar

Uma discussao interessante que cabe aqui é a da estabilidade estelar. Ob-
servemos o grafico de M por ¢y (Fig. 3.2), outra vez. Verificamos a existéncia
de um pico, que corresponde & estrela de maior massa que conseguimos
achar numericamente (M., = 1048.25m), para uma densidade central de
g1 = 4.0 - 10%g/cm3. Mais tarde, veremos que este valor de densidade
central, ao menos para estrelas de néutrons, estd de acordo com modelos
mais modernos e realistas de estrutura estelar. Apds €1, temos % <0e
o contrario ocorre se €y < €1. Temos, assim, dois ramos da curva a par-
tir de My,4,: dada uma massa M < M, ela tanto pode corresponder a
uma, densidade central inferior a €1, quanto a um valor maior do que este
ultimo. Pode-se assim perguntar qual dos dois ramos corresponde a uma
estrela estavel.

O critério para decidir a estabilidade da estrela, que foi primeiramente
discutido por [33] e [34], em relacdo a oscilagdes radiais, é

dM

— >0 3.2

ou seja, s6 o ramo com g9 < &1 representa configuragoes estaveis contra
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Figura 3.7: Gréfico de z vs. r para 2 estrelas de néutrons.

perturbactes radiais. A razdo fisica para tanto é descrita nos préximos
paragrafos.

Se uma estrela no ramo estdvel (chamemo-lo de ramo 1), com massa
M e densidade gg, sofre uma perturbacao tal que M nao muda, mas &g
aumenta, ela sai da curva, indo parar um pouco a direita desta. A nova
densidade central, €9, supera o valor € original, e corresponderia, para uma
configuracao em equilibrio, a uma estrela com Ms > M. Como M nio mu-
dou, isto implica que a pressao no interior estelar é maior do que a necessaria
para compensar a gravidade. A pressdo excedendo a gravidade, a estrela se
expande, aumentando seu volume e fazendo a densidade estelar diminuir
(e, consequentemente, a pressdo), até o ponto em que gravidade e pressdo
voltem a se compensar reciprocamente, quando a densidade central da es-
trela retorna a ey. Restabelece-se, entao, o equilibrio momentaneamente
perdido. Da mesma forma, uma queda em ¢( leva a estrela para uma regiao
a esquerda da curva. Para esta densidade central menor, a massa deveria ser
também menor, para se chegar a uma configuracao de equilibrio. Como a
massa se manteve, a gravidade é superior & pressao em toda a regiao interna
a estrela. A gravidade em excesso provocard, entdo, uma contragdo do fluido
estelar, aumentando a densidade e a pressao na estrela, até que o equilibrio
de forcas seja restabelecido quando a densidade central volta a g3. Ou seja,
o ramo 1 representa configuragoes estelares com equilibrio estavel.
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O raciocinio exposto acima pode ser aplicado ao ramo instdvel, onde
€0 > €mag (chamemo-lo de ramo 2), mas os resultados serdo diferentes. Um
aumento de densidade central leva a estrela a uma regiao onde a massa
deveria ser menor do que M, para que houvesse equilibrio estelar. Como
M é superior ao valor de equilibrio, isto significa que a gravidade é mais
intensa do que a pressao intra-estelar, acarretando contracdo da estrela.
Tal contracao eleva as densidades intra-estelares, inclusive no centro. E tal
processo continua, até que a estrela eventualmente colapse. Analogamente,
se £¢ diminui no ramo 2, ocorrerd o contrario: a estrela tenderd a ficar cada
vez menos densa, porque a gravidade ndo serd suficiente para compensar a
pressao. Em outras palavras, o ramo 2 contém configuragoes de equilibrio
instdvel. ConsideracGes similares valem para as estrelas de quarks, e mesmo
para. outros tipos de estrelas nao discutidos aqui.

Uma outra caracteristica de estrelas de néutrons é a presenca de campos
magnéticos particularmente intensos. As estrelas em geral - mesmo as de
seqiiéncia principal, como o0 Sol - apresentam campos magnéticos mais ou
menos intensos, que podem ser detectados por meio do efeito Zeeman nas
linhas espectrais estelares. Para estrelas de seqiiéncia principal, este campo
tem intensidades entre 10° e 10> Gauss. A conservacio do fluxo magnético
durante o colapso gravitacional pode produzir campos de até 1)® Gauss
em estrelas ands brancas, e até 1012 Gauss em estrelas de néutrons [10].
Os valores aqui mencionados referem-se ao campo magnético medido na
superficie das estrelas.

3.1.3 Visao Atual da Estrutura Interna das Estrelas de Néutrons

Dissemos h4 pouco que o valor gy = 4.0 - 10'°g/cm?, que maximiza a massa
estelar no modelo do gas de néutrons nao-interagentes, estd de acordo com
o que se espera das densidades centrais em modelos mais realistas de estre-
las de néutrons. De fato, teorias astrofisicas mais recentes, que levam em
conta as interacoes nucleares, nao apenas explicam massas estelares maiores
(pelo menos até 2My), como também nos ddo uma visdo mais detalhada do
interior estelar, que resumiremos aqui. Maiores detalhes hd em abundéancia
na literatura, como em [10], [30] e [31].

Modernamente, sabemos que as estrelas de néutrons tém uma crosta
externa de nicleos pesados (principalmente Fegg), com um gis de elétrons
fazendo-lhes companhia. Tal crosta é relativamente fina, da ordem de 300
metros de espessura (um pouco mais ou ou pouco menos, dependendo da
EDE), e nela as densidades variam de zero (na superficie estelar) até 4, =
4-10'tg/cm? (ao final da camada), quando os néutrons comegam a escapar
dos nicleos, por nao haver mais estados ligados para eles no nicleo atémico
(neutron drip). Como os néutrons livres exercem pressao sobre os niicleos,
h4 um aumento na pressdo significativo nessa faixa de densidade (EDE fica
mais dura). Este fenomeno de neutron drip fica visivel nos perfis estelares
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(p ou € vs r), como a regidao na qual p (e €) caem muito abruptamente em
relacdo aos valores que possuiam em regioes mais internas.

Tal crosta externa é seguida por uma crosta interna, onde os ntcleos
misturam-se ao gas de néutrons - com pequenas quantidades de prétons e
elétrons para impedir o decaimento beta - e esses mesmos nicleos fundem-
se uns aos outros, gradualmente, formando estruturas como esferas, fios e
mesmo placas, & medida que € aumenta, na direcdo do centro estelar. Esta
camada também é relativamente pouco espessa, medindo aproximadamente
meio quilémetro de espessura, em média. Ao final desta camada, tem-se
€dis = 2-10%g/cm®. Na regido da crosta externa, a EDE é bem conhecida,
sendo normalmente obtida por meio de tabelas de dados nucleares. J4 para
a crosta interna, a EDE é deduzida por extrapolagoes feitas a partir dessas
mesmas tabelas, uma vez que nicleos extremamente ricos em néutrons nao
foram (ainda) observados na Terra. De qualquer modo, quanto maior a
massa estelar, maior serd a atragdo gravitacional sobre a crosta, e tanto
mais fina esta ficard, por ficar mais comprimida.

Esta densidade €4 marca o desaparecimento de estruturas nucleares,
em favor de um fluido uniforme de néutrons, prétons e lIéptons em equilibrio
dindmico. A partir desta densidade, o aumento de € rumo ao centro da
estrela é bem mais lento. No centro da estrela, as densidades ficam na faixa
de (1—4)-10'%g/cm3. Nio por acaso, 4-10'°g/cm? foi o valor de densidade
central que nos deu a massa mixima possivel no modelo de gis de néutrons
ndo-interagentes. Apds este valor de densidade central, entravamos no ramo
instavel das configuragoes estelares, como visto na subsegao anterior. Nesta
faixa de densidades, a EDE é ainda mais incerta. De qualquer modo, é esta
regido que concentra a imensa maioria da massa estelar (aproximadamente
98% da mesma [31], em média). Tal caracteristica, como se viu nos perfis
estelares da funcdo de massa m(r), estd também presente no modelo de
Oppenheimer-Volkov (basta observar os perfis de massa). Assim, a EDE da
regido interna da estrela (justamente onde ela é menos conhecida) tem peso
bem maior nas propriedades estelares do que a EDE da crosta.

Pouco acima dos e, = 2.7-10M¢g /em?, temos o aparecimento de 1éptons
mais pesados do que o elétron, a saber, os mions, porque o processo n —
p+ p~ + v, torna-se possivel do ponto de vista energético - o potencial
quimico eletrénico passa a exceder a massa de repouso do mion. Esta
densidade e,y é a densidade de equilibrio da matéria nuclear uniforme.
Atualmente, sabemos que a matéria nuclear até 2c,,. estd nesse estado de
fluido uniforme de néutrons, com pequenas participagoes de prétons, elétrons
€ muons.

Bérions estranhos (com quarks s na composi¢ao), também denominados
hiperons, podem aparecer em densidades além dos 2¢y,,., por processos gov-
ernados pela interagao fraca. Assim que as densidades beiram os 10*°g/cm?,
existe a possibilidade de transicdo da matéria nuclear para a fase de um flu-
ido de quarks, o que, por si sd, justifica o estudo de estrelas de quarks.
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3.2 Alguns Dados Observacionais Recentes

Em tempos recentes, temos conseguido muita informagio sobre as massas de
estrelas de néutrons, por meio de observagbes astronémicas. O que normal-
mente se detecta em tais observacoes sao sistemas bindrios, compostos por
uma estrela de néutrons e um(a) companheiro(a), que pode ser uma estrela
and branca, um buraco negro ou mesmo outra estrela de néutrons.

Até o fim dos anos 90, praticamente todas as massas de estrelas de
néutrons observadas ficavam ao redor de 1.35 — 1.45M, [44], ou seja, em
uma, estreita faixa de massas centrada aproximadamente em 1.4M;, valor
muito préximo ao limite de Chandrasekhar. A partir de 2002 comecaram a
ser divulgadas massas beirando 2.4M; [48], [54], [53] em sistemas bindrios.
A partir de 2003, novos dados [45] reduziram os valores minimos de massa
conhecidos a 1.25M;, demonstrando que estas estrelas podem ter um espec-
tro de massas mais amplo do que se acreditava até alguns anos antes. No
mesmo ano, observagoes do sistema bindrio Vela X-1 [47] indicaram massas
entre 1.8 M, e 2.4M, para as estrelas ali presentes. Nice, Splaver e Stairs [46]
detectaram estrelas de néutrons com massas em torno de 2.1M;, e estrelas
com massas similares foram também observadas por Shahbaz [49] em 2004.

3.3 Diferencas Entre Estrelas de Quarks

Estrelas de quarks tendem a ser mais compactas do que as estrelas de
néutrons, em geral, e apresentam valores mais altos para R e principal-
mente para M, pelo menos para os valores de B com os quais trabalhamos,
a saber B = 15MeV/fm?2, 50MeV/fm? e B = 140MeV/fm?. Vale relem-
brar, do capitulo anterior, que o valor minimo de ¢y é 4B. Logo, estrelas
com B alto tém valores de ¢y permitidos mais altos. E importante ver-
mos, assim, a faixa de densidades centrais com que estamos trabalhando,
ao efetuar comparacoes entre estrelas de quarks e de néutrons. Para os
valores de B acima, temos e, = 1.074 - 10*g/em?, 3.579 - 10*g/cm? e
1.002 - 10%g/cm®. Seguem-se as tabelas (3.1), (3.2) e (3.3) com valores de
M, R e c para diferentes valores de B e .

Em tempo: o programa usado para integrar estrelas de quarks aparece
no Apéndice G.

No que se segue, apresentamos a fungao R vs. €9 e M vs. g na Fig. (3.8)
e a funcdo M vs. o na Fig. (3.9), para os 3 valores de B que utilizamos.

Igualmente interessante seria mostrar algumas figuras com estrelas de
quarks a esta altura. Temos disponiveis os perfis de p, ¢ e M(r) versus r
para estrelas de quarks, nas figuras (3.10), (3.11) e (3.12), para o caso em que
B = 15MeV/ fm®. Para outros valores de B, os resultados sdo semelhantes.

Nas figuras (3.10), (3.11) e (3.12), podemos ver claramente caracteristicas
distintivas de estrelas de quarks governadas pelo modelo MIT, como o nao-
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po(g/em®) | R(m) | M(m) ¢

1.5-10* | 19464.30 | 2802.19 | 0.28793

2.0-10™ | 21813.43 | 4400.41 | 0.40346

3.0-10" | 22313.34 | 5459.84 | 0.48938

4.0-10™ | 21946.09 | 5738.35 | 0.52295

5.0-101 | 21488.97 | 5799.22 | 0.53974

7.0-10™ | 20675.56 | 5733.75 | 0.55464

1.0- 101 | 19772.16 | 5543.87 | 0.56077

1.5-10% | 18795.68 | 5256.62 | 0.55934

2.0-10'° | 18171.37 | 5036.95 | 0.55438

2.5-10% | 17737.46 | 4867.48 | 0.54884

3.0-10% | 17419.28 | 4733.12 | 0.54343

3.5-101° | 17177.31 | 4623.96 | 0.53838

4.0-10™ | 16988.35 | 4533.50 | 0.53372

4.5-10" | 16838.18 | 4457.31 | 0.52943

5.0-10% | 16716.93 | 4392.30 | 0.52549

5.5-10° | 16617.99 | 4336.23 | 0.52187

6.0-10'° | 16536.67 | 4287.44 | 0.51854

6.5-10% | 16469.39 | 4244.64 | 0.51546

7.0-10™ | 16413.58 | 4206.88 | 0.51261

7.5-10 | 16367.16 | 4173.37 | 0.50997

8.0-10"™ | 16328.55 | 4143.48 | 0.50751

9.0-10"™ | 16269.92 | 4092.67 | 0.50310

1.0-10% | 16230.28 | 4051.40 | 0.49924

1.1-10'% | 16204.54 | 4017.52 | 0.49585

1.2-101% | 16189.27 | 3989.50 | 0.49286

1.4-101% | 16180.73 | 3946.74 | 0.48783

1.6-10% | 16191.41 | 3916.79 | 0.48381

1.8-10' | 16213.83 | 3895.82 | 0.48055

2.0-10% | 16243.39 | 3881.30 | 0.47789

Tabela 3.1: Dados para estrelas de quarks com B = 15MeV/ fmd.
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polg/em®) | R(m) | M(m) ¢

4.0 .10 | 7454.03 | 480.74 | 0.12899

5.0-10'* | 10661.02 | 1534.82 | 0.28793

7.0 -10™ | 12041.44 | 2512.69 | 0.41734

1.0 - 101° | 12221.52 | 2990.48 | 0.48938

1.2-10™ | 12114.90 | 3104.30 | 0.51248

1.5-10% | 11895.03 | 3167.84 | 0.53263

2.0-10% | 11534.54 | 3166.94 | 0.54912

2.5-10% | 11228.83 | 3124.39 | 0.55649

3.0-10% | 10975.14 | 3071.95 | 0.55980

3.5-10% | 10762.93 | 3019.10 | 0.56101

4.0-10% | 10583.07 | 2968.88 | 0.56106

4.5-10° | 10428.74 | 2922.21 | 0.56041

5.0-10" | 10294.81 | 2879.17 | 0.55934

5.5-10% | 10177.45 | 2839.56 | 0.55801

6.0-10'° | 10073.75 | 2803.10 | 0.55652

6.5-10° | 9981.43 | 2769.48 | 0.55493

7.0-10° | 9898.71 | 2738.40 | 0.55328

7.5-101 | 9824.19 | 2709.59 | 0.55162

8.0-10 | 9756.72 | 2682.83 | 0.54995

9.0-10™ | 9639.38 | 2634.64 | 0.54664

1.0-10™® | 9540.94 | 2592.44 | 0.54343

1.1-10% | 9457.34 | 2555.16 | 0.54036

1.2-10' | 9385.68 | 2522.01 | 0.53742

1.4-10'% | 9269.83 | 2465.57 | 0.53196

1.6 -10'% | 9181.16 | 2419.36 | 0.52703

1.8-10' | 9112.05 | 2380.85 | 0.52257

2.0-10% | 9057.51 | 2348.33 | 0.51854

Tabela 3.2: Dados para estrelas de quarks com B = 50MeV/ fm?3.
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eo(g/cm?®) | R(m) M(m) c

1.5-10° | 6651.06 | 1071.61 | 0.32224

2.0-101° | 7215.36 | 1525.09 | 0.42273

2.5-101° | 7312.22 | 1722.25 | 0.47106

3.0-10 | 7286.15 | 1817.13 | 0.49879

3.5-10'° | 7219.53 | 1865.37 | 0.51676

4.0-10™ | 7140.94 | 1888.28 | 0.52886

4.5-10 | 7060.39 | 1897.26 | 0.53744

5.0-10'° | 6982.05 | 1898.05 | 0.54369

5.5-10° | 6907.57 | 1893.86 | 0.54834

6.0 - 10 | 6837.51 | 1886.61 | 0.55184

6.5-10% | 6771.88 | 1877.46 | 0.55449

7.0-10 | 6710.51 | 1867.18 | 0.55649

7.5-10"™ | 6653.13 | 1856.24 | 0.55800

8.0-10 | 6599.43 | 1844.96 | 0.55913

9.0-10™ | 6501.87 | 1822.18 | 0.56051

1.0-10% | 6415.65 | 1799.85 | 0.56108

1.1-10'% | 6338.93 | 1778.41 | 0.56111

1.2-10% | 6270.24 | 1758.04 | 0.56076

1.4-10'% | 6152.33 | 1720.63 | 0.55934

1.6 - 1015 | 6054.72 | 1687.41 | 0.55739

1.8-10' | 5972.55 | 1657.85 | 0.55516

2.0-10% | 5902.42 | 1631.46 | 0.55281

3.0-10' | 5665.33 | 1533.10 | 0.54122

4.0-10' | 5531.34 | 1469.18 | 0.53122

Tabela 3.3: Dados para estrelas de quarks com B = 140MeV/ fm?3.
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Raio vs. Densidade Central
Estrelas de Quarks - Modelo MIT BAG
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Figura 3.8: Grafico de R vs. gy para estrelas de quarks.

anulamento de € em r = R e a auséncia de um platd na fungao de massa. Por
fim, uma ilustracdo da coordenada tartaruga x para uma estrela de quarks
com B = 15MeV/fm? e ey = 2.0 - 10'%g/cm? estd na Fig. (3.13). Nesta
figura, temos x( mais negativo do que nas estrelas de néutrons, o que é fruto
da maior compactacao desta estrela de quarks analisada. Mas, de qualquer
forma, este valor zy é sempre finito, quaisquer que sejam B e €.

Uma observagao de crucial importancia aqui é a comparagao de nossos re-
sultados numéricos com estimativas de massa maxima, MMIT=5 de estrelas
de quarks estaticas governadas por esse modelo MIT de quarks nao-massivos
e ndo-interagentes. Estas estimativas de massa-limite ja foram feitas em [37]
e [38], também por meio de integragio numérica, e reproduzimo-las aqui:

1.96 M.
MMIT*St — $ , 3.3
maxr m ( )

onde By = 60MeV/fm3. Assim, para os valores de B que tomamos aqui,
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Massa vs. Densidade Central
Estrelas de Quarks - Modelo MIT BAG
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Figura 3.9: Grafico de M vs. gy para estrelas de quarks.

temos
Mpae(B = 15MeV/fm3) = 3.92M,
Mpae(B = 50MeV/fm3) = 2.15M,
Mipao(B = 140MeV/fm3) = 1.28M,, (3.4)
valores que mostram muito boa concordancia com nossos resultados numéricos,
que foram de 3.94M;, 2.16 M, e 1.29 M, respectivamente (diferencas inferi-

ores a 1%).
Por fim, cabe-nos registrar aqui uma estimativa de valores de MMLT=rot
para o caso de estrelas de quarks girantes: este cdlculo ja foi feito por Gour-

goulhon [39], e dele resultou, no caso de rotagoes ultra-rapidas

MIT—rot __ MIT—st
M, =1.44M,, .. ,

(3.5)

de sorte que, para os valores de B aqui empregados, poderiamos ter massas
beirando 5.5M,. Por rotacoes ultra-rapidas, entenda-se aquelas préximas
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P/Pc vs.r

Estrelas de Quarks com B=15MeV/fm3
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Figura 3.10: Gréfico de p% vs. r para estrelas de quarks com B =
15MeV/fm?.

de levar a estrela a uma desintegracao, pela expulsao de matéria devido a
forga centrifuga. Para rotagGes mais lentas, este limite de massa serd menor
do que o valor acima, embora superior a0 que se espera para estrelas sem
rotacdo. EDEs mais recentes e realistas para estrelas de quarks prevéem
aumentos de massa de até 40% em casos de rotacao répida, praticamente o
dobro do que se prevé para estrelas de néutrons na mesma situacao.

Nao trabalhamos com estrelas girantes aqui, mas, de qualquer forma,
parece-nos possivel obter estrelas de quarks consideravelmente mais massivas
do que as de néutrons.

A partir das tabelas de que dispomos, podemos inferir algumas carac-
teristicas das estrelas de quarks, a saber:

e O raio R das estrelas de quarks primeiramente cresce até uma deter-
minada densidade central €1 = (2.5 — 3.0)emin, onde epin = 4B. Apds
tal maximo em €1, R decresce com o aumento da densidade central gy;

e Observagao semelhante aplica-se as massas estelares M, a inica diferencga
sendo no ponto de maximo, que geralmente fica no entorno de um valor
gg = (1.5 — 2.0)ey;

e A grandeza c - compacidade - para estas estrelas comporta-se prati-
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Densidade vs. r
Estrelas de Quarks com B=15MeV/fm3
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Figura 3.11: Gréafico de % vs. r para estrelas de quarks com B =
15MeV/fm3. Notar que quando o raio estelar é atingido, ¢ nio se anula.

camente da mesma forma que M e R, em relagdo a ¢y, atingindo um
pico em torno de um determinado e3 = 2¢9;

e O maior valor de R diminui conforme B aumenta, de aproximadamente
22km para B = 15MeV/fm3 até Tkm para B = 140MeV/fm3, pas-
sando por 12km para = 50MeV/fm?. Isto se deve ao fato de que um
valor de B mais alto traduz-se em um confinamento mais intenso dos
quarks, adensando-os em uma regiao menor do espago;

e O miximo de M também diminui conforme B aumenta, variando de
5.8km (3.9M) para B = 15MeV/fm3 até 1.9km (1.3M;) quando B =
140MeV/ fm3, passando por 3.2km (2.2M,) quando B = 50MeV/fm3.
Aqui, M, representa a massa solar (1.47km);

e Uma constatacdo interessante é a de que o maximo de ¢ aparente-
mente nao depende de B, mantendo-se em torno de 0.56. Mesmo nao
estendendo as andlises para outros valores de B, acreditamos que este
valor-limite de ¢ seja uma caracteristica intrinseca ao modelo estudado
(MIT Bag Model). De qualquer forma, estrelas de quarks obedecendo
a equacao de estado do modelo MIT Bag sao consistentemente mais
compactas do que as estrelas de néutrons estudadas, estando no meio
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Massa vs. r
Estrelas de Quarks com B=15 MeV/fm3
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Figura 3.12: Gréfico de m(r) vs. r para estrelas de quarks com B =
15MeV/fm3. Observar a auséncia de um platé na funcio de massa nas
proximidades do raio estelar.

do caminho entre estas e os buracos negros.

3.4 Diferenciando Estrelas Compactas Entre Si

Com os dados apresentados neste capitulo acerca das estrelas de néutrons e
de quarks, podemos tirar as seguintes conclusoes:

e Estrelas de quarks (no modelo MIT) sdo mais massivas do que as de

néutrons baseadas no modelo de gis de Fermi nao-interagentes, ao
menos para a faixa de densidades (e de B) com que trabalhamos.
Acreditamos que isto se deve as diferentes EDEs envolvidas. Quanto
aos raios, as estrelas de quarks com B baixo apresentam raios maiores
ou pelo menos similares aqueles verificados para estrelas de néutrons
de mesma densidade central, enquanto que nos casos de B alto, as
estelas de quarks apresentam raios menores do que aqueles verificados
em estrelas de néutrons;

As massas das estrelas de quarks nao apenas superam aquelas ver-
ificadas para as estrelas de néutrons, como fazem-no com folgada
margem, particularmente para baixos valores de B. Chegamos a obter
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X (m)

X(r) vs.
Estrela de Quarks com B = 15MeV/fm3 e eps0 = 2.0e15g/cm3
4
3.0x10 T T T T T T
2.0x10* - —
1.0x10" - _
0.0 -
-Lox10' _
2.0x10° - —
3.0x10" - —
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-4.0x10
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Figura 3.13: Grafico de x vs. 7 para estrela de quarks com B = 15MeV/ fm?
e g =2.0-10%g/cm3.

estrelas de quarks com quase 4 massas solares, enquanto estrelas de
néutrons (no modelo estudado) nao ultrapassavam cerca de 72% da
massa solar;

Estrelas de néutrons apresentam um plat6é na fun¢do de massa m(r),
quando 7 aproxima-se de R. Tal platd inexiste para as estrelas de
quarks;

Estrelas de quarks nao conhecem o anulamento da densidade quando
a pressao se anula (na superficie), ao contrario das suas congéneres de
néutrons, o que gera uma descontinuidade bem nitida da densidade na
superficie;

A descontinuidade na densidade mencionada logo acima é bastante
abrupta - a densidade passa de valores tipicos da matéria nuclear para
zero exatamente sobre a superficie. As estrelas de quarks, deste modo,
tém superficies extremamente duras;

Os raios estelares decrescem monotonicamente com o aumento da den-
sidade central ¢y para as estrelas de néutrons, ao menos na faixa de
densidades centrais em que elas sao comparadas as estrelas de quarks.
Enquanto isso, estrelas de quarks tém raios que primeiro aumentam
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com ¢p, para atingir um valor maximo e decrescer para €y maiores.
Esta é outra diferenca importante entre os dois tipos de estrela;

e Nos dois casos, as massas estelares primeiro crescem com a densidade
central g, atingindo um méaximo para algum €1 > €y, e decrescendo
a partir dai. No entanto, o valor de &1, assim como o maximo de M,
sao diferentes;

e Do paragrafo anterior, deduzimos que ha, para os dois tipos de estrelas,

. dM o dM . ;
uma regiao com G- > 0 e outra regido com @0 < 0. Ou seja, ha

configuracoes estdveis e instdveis para os dois tipos de estrela;

e A compacidade c é nitidamente maior para as estrelas de quarks (chegando
a ser quase o dobro do valor verificado em estrelas de néutrons), indi-
cando que as estrelas de quarks estdo em uma posigao intermedidria
entre as estrelas de néutrons e os buracos negros.

e Apenas para fins de comparacao, as estrelas de néutrons descritas por
EDESs mais modernas tém 0.2 < ¢ < 0.4 [11], o que estd de acordo com
¢ = 0.3 que achamos para as estrelas de néutrons mais compactas.
Anas brancas tém ¢~ 10™* e 0 Sol, com M = 1470m e R =7 - 108m,
tem ¢ = 4.2-107%. A Terra tem aproximadamente ¢ = 1.5 - 107°.

E hora de colocarmos todos os dados e figuras sobre os dois tipos de
estrela juntos, para realcar o que foi escrito neste capitulo.

A faixa de densidades centrais que aparece nas figuras a seguir é aquela
em que os dois tipos de estrelas sio comparaveis (acima de 10°g/em?). A
figura (3.14) compara as massas estelares, enquanto a figura (3.15) compara
os raios estelares.

Por fim, surge a pergunta: poder-se-ia dizer, a luz do que foi estudado
neste capitulo, que as estrelas de néutrons atualmente observadas poderiam
ser, na verdade, estrelas de quarks 7

A resposta depende crucialmente da massa da estrela observada. Tomemos
estrelas sem rotacdo, em um primeiro instante. Massas na faixa de 1.1—2Mj,
tanto podem representar estrelas de néutrons quanto estrelas de quarks (de-
pendendo dos valores de B que estas assumam), e muitas estrelas compactas
observadas - quer em pares ana-branca/estrela de néutrons ou outras com-
binagoes - apresentam massas nesta faixa. Massas até 3M, (aproximada-
mente), j4 observadas em tempos recentes, poderiam ainda representar es-
trelas de néutrons, mas massas além deste valor muito provavelmente rep-
resentam outros tipos de estrelas, tais como estrelas de quarks ou estrelas
hibridas (lembrando que obtivemos estrelas de quarks com massas até 4 M
e que a massa-limite para estrelas de néutrons é atualmente estimada em
3Msy).

Para estrelas com rotacdo em torno de seu eixo, as massas estelares po-
dem ser até 30% maiores do que no caso estitico (estrelas de néutrons) e
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Quadro Comparativo de Massas

Estrelas de Neutrons e de Quarks

6.0x10° T

5.0x10°

4.0x10° -

3.0x10° [~

massa (m)

3| | B—# Neutrons

2.0x10 S-S B = 15 MeV/fm3
| | ® % B=50MeV/fm3 &4
B—&> B = 140 MeV/fm3

10)(103 L - tHH it

O'O IIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1

1.0x10™ 1.0x10" 1.0x10"°
dens. central (g/cm3)

Figura 3.14: Grafico de M vs. gy para os dois tipos de estrela.

até 44% maiores do que no caso estdtico (estrelas de quarks), e se detec-
tarmos estrelas girantes com massas até um pouco abaixo dos 4M;, nao é
impossivel que estejamos ainda diante de estrelas de néutrons, muito emb-
ora também possam ser estrelas de quarks ou hibridas, que também toleram
massas maiores se forem girantes - mais até do que as estrelas de néutrons,
como vimos. Em verdade, se as massas observadas superarem 4M;, por
exemplo, é muito mais provavel que sejam estrelas de quarks.
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Quadro Comparativo dos Raios

Estrelas de Neutrons e de Quarks

3.0x10"

2.5%10" [

2.0x10" =

1.5x10"

raio (m)

1.0x10* -
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0.0

4 Neutrons

O—O B = 15 MeV/fm3
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49— B = 140 MeV/fm3

1.0x10"

1.0x10" 1.0x10
dens. central (g/cm3)

Figura 3.15: Grafico de R vs. g¢ para os dois tipos de estrela.




Capitulo 4

Perturbando o Buraco Negro

S

O caso-limite de um corpo celeste, esfericamente simétrico e estatico, quando
nem mesmo a pressio do gas de Fermi de néutrons (somada a interagoes nu-
cleares, repulsivas a curta distancia) é suficiente para deter o colapso gravita-
cional, é o buraco negro de Schwarzschild(S). Vimos, no caso de estrelas de
néutrons e de quarks, que as densidades intra-estelares ficavam na casa dos
103 — 10'%g/cm3. Para buracos negros de massas equivalentes, os valores
podem ir além dos 107g/cm3.

Ja vimos, no inicio deste trabalho, que o raio de Schwarzschild para este
tipo de buraco negro é dado por ry = 2M, em unidades geométricas. Para
um corpo com a massa solar, M = 1.47km, ou ry = 2.94km. Nestes corpos,
o termo gy da métrica anula-se no horizonte de eventos, e a coordenada
tartaruga, x, dada por

e 1
dr 1-%
2(r) = r+2Mlog(—1+ ——), (4.1)

2M

tende a —oco em r = 2M e a o0 se r — o0o. No limite r — o0, £ ~ 7,
enquanto que, no limite r — 2M, temos
—-2M

% = log(—1 + ﬁ) 7 —2M = 2M exp(264 (z — 2M)),  (4.2)

onde k4 é dada por
1|dh(r)| 1
Kl = — _ = —
+ 2! " ar r=2M M’

(4.3)
representando a gravidade superficial no horizonte de eventos.

55
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4.1 Os Potenciais Perturbativos

Buracos negros de Schwarzschild estao sujeitos a diversos tipos de per-
turbagoes, sendo que estudamos quatro deles: escalar, eletromagnética,
gravitacional axial e gravitacional polar. E possivel descrever todos estes
tipos de perturbacao por meio de uma tnica equacao de onda, do tipo

o’V 5%
em que o potencial que governa a perturbacao em questao é dado por
2M
Vir)=Q1-—=)a() (4.5)
com
Qsc — w + %
r r
Q, = E(EJ2r 1)
r
L+1) 6M
Qoo = — 53—~ 5
Q _2(n*(1 +n)r® 4+ 3Mn?r? + 9M?nr + 9M?3)
pol r3(nr + 3M)?2
£—-2)(¢+1
n = D€L )2( 1 (4.6)

conforme estejamos a estudar perturbagoes escalares, eletromagnéticas, grav-
itacionais axiais ou polares, respectivamente. A dedugdo das expressoes
(4.4), (4.5) e (4.6) é razoavelmente extensa e encontra-se no Apéndice E.
Uma, caracteristica dos potenciais perturbativos em questao é o comporta-
mento assintético dos mesmos quando x — oo. Como neste limite tem-se
z~7re(l— %) — 1, segue-se que V(r) = e(i—tl) ~ ’3(‘;—31). Esta ob-
servacao serd 1util logo a seguir, na ilustracdo dos potenciais perturbativos
de Schwarzschild.

Um apanhado das caracteristicas mais importantes de potenciais pertur-
bativos estd disponivel nas figuras (4.1) e (4.2).

Como fica evidente pelas figuras em questio, hd um pico de V para algum
z = xg (geralmente, ndo muito afastado de zero), com uma cauda do tipo lei
de poténcia para r — oo (pois z ~ r para r — 00). Como V = h(r)Q(r), e
como Q(r) — 12(1;_-;1) e h(r) — 1 neste limite, entdao V — 12(1;_42-1). J4 no regime
onde 7 — 2M (z — —o0), temos 7 —2M o exp(2k4z). De V = h(r)Q(r) e
de (4.2), tiramos V' « exp(2k4x) para o limite r — 2M, resultando em uma
cauda exponencial.

De qualquer modo, temos todos os potenciais estritamente positivos,
mesmo no caso em que £ = (0 para o campo escalar (ver comentdrios sobre

este caso ao fim do capitulo).
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Potenciais Perturbativos - Geometria de Schwarzschild
Cauda Exponencial Em Destaque

10°E T T T 3
10'E 3
10°F 3
10° 3

® F 3 ]
> o ! — Escalar E
104 —— Eletr =

F -— Axial 3

r + Polar ]
10°F 3
10°F 3

-7 i 1 | 1 | 1 |
10 59 210 0 10 20

X (m)

Figura 4.1: Potencial para diversas perturbagdes, para M = 1.0m e £ = 2, com
énfase nas caudas do tipo exponencial junto ao horizonte de eventos.
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Potenciais Perturbativos - Geometria de Schwarzschild
Cauda Lei de Potencia em Destaque

10 T T T T L B B
— Escalar ]
-—- Polar i
Eletr |
+ Axial
10" -
2 ]
> A
2 \\‘, _
107" F AN =
- N ]
L hN ]
L N i
AN
L “ i
N
N
3 ~
107 F N3
- N
C 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
10 100

X (m)

Figura 4.2: Potencial para diversas perturbagées, para M = 1.0m e £ = 2, com
énfase nas caudas do tipo lei de poténcia para r — 00. Proximo a x = 0 os
potenciais diferem visivelmente, mas a propor¢do que T aumenta, 0S potenciais
convergem, por terem a mesma forma assintdtica.
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‘ M(m) ‘ l ‘ Wse ‘ Wel ‘
1470.00 | 2 | 0.000329 — 0.0000659: | 0.000311 — 0.0000647%
1470.00 | 3 | 0.000459 — 0.0000657% | 0.000447 — 0.0000651%
1470.00 | 4 | 0.000590 — 0.0000656¢ | 0.000580 — 0.00006532
1046.25 | 2 | 0.000461 — 0.0000923% | 0.000436 — 0.00009067
1046.25 | 3 | 0.000644 — 0.00009217 | 0.000627 — 0.00009127
1046.25 | 4 | 0.000828 — 0.0000920: | 0.000814 — 0.00009143
977.12 | 2 | 0.000495 — 0.0000992¢ | 0.000468 — 0.0000974%
977.12 | 3 | 0.000691 — 0.0000989: | 0.000672 — 0.0000981%
977.12 | 4 | 0.000888 — 0.0000988z | 0.000873 — 0.0000983:
846.54 | 2 | 0.000571 — 0.000115: 0.000540 — 0.0001123
846.54 | 3 | 0.000798 — 0.000114% 0.000776 — 0.000113%
846.54 | 4 0.00102 — 0.0001144 0.00101 — 0.0001144
665.74 | 2 | 0.000726 — 0.000145: 0.000687 — 0.000143:
665.74 | 3 0.00101 — 0.000145¢ 0.000987 — 0.000144:
665.74 | 4 0.00130 — 0.000145¢ 0.00128 — 0.0001442
443.34 | 2 0.00109 — 0.0002182 0.00103 — 0.000214%
443.34 | 3 0.00152 — 0.0002182 0.00148 — 0.000216%
443.34 | 4 0.00196 — 0.000217¢ 0.00192 — 0.0002162
330.49 | 2 0.00146 — 0.000293: 0.00138 — 0.000288:
330.49 | 3 0.00204 — 0.000293: 0.00199 — 0.000290:
330.49 |4 0.00262 — 0.000293: 0.00258 — 0.000291+¢

Tabela 4.1: Freqiiéncias para os MQNs dos Buracos Negros de Schwarzschild
- Campos Escalar e Eletromagnético.

4.2 0Os MQNs do Buraco Negro de Schwarzschild

O problema dos MQNs nesta geometria foi estudado primeiramente por
Price [25], e depois Bicdk [26] fez o mesmo para o caso dos buracos negros
de Reissner-Nordstrom. Apesar de os resultados ja serem de hd muito con-
hecidos, é interessante determo-nos um pouco sobre os mesmos, visto que,
mais adiante, podem ser comparados com os MQNs estelares.

Para obter os MQNs do buraco negro de Schwarzschild, integramos a
equacao de onda (4.4), para cada um dos potenciais (4.5), (4.6) em uma
grade v — v quadrada, em que u = ( representa a regido distante da estrela e
U = Upmqy (definido arbitrariamente) aproxima o horizonte de eventos - para
maiores detalhes acerca do método, ver o Apéndice D. Escolhemos valores
de M iguais ou muito préximos aqueles que obtivemos para algumas estrelas
de néutrons, com £ = 2,3,4. Os dados estao contidos nas Tabelas (4.1) e
(4.2).

Apenas a titulo de comparacdo, tomamos os dados das freqiiéncias dos
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[ M(m) |

Waz

Wpo

1470.00

0.000254 — 0.00006204

0.000254 — 0.0000606:

1470.00

0.000407 — 0.00006404

0.000408 — 0.0000632:

1470.00

0.000550 — 0.00006534

0.000550 — 0.0000641:

1046.25

0.000356 — 0.0000853¢

0.000356 — 0.0000849:

1046.25

0.000572 — 0.0000888:

0.000572 — 0.0000884:

1046.25

0.000772 — 0.0000902¢

0.000772 — 0.0000898:

977.12

0.000382 — 0.00009144

0.000382 — 0.0000913:

977.12

0.000613 — 0.00009514

0.000613 — 0.0000951:

977.12

0.000828 — 0.0000966+

0.000828 — 0.0000966:

846.54

0.000442 — 0.000106%

0.000442 — 0.000106%

846.54

0.000708 — 0.000111%

0.000708 — 0.000110:

846.54

0.000956 — 0.0001123

0.000956 — 0.0001123

665.74

0.000561 — 0.000134%

0.000561 — 0.000134:

665.74

0.000900 — 0.000140z

0.000900 — 0.000139:

665.74

0.00112 — 0.0001423

0.00122 — 0.0001424

443.34

0.000843 — 0.0002014

0.000843 — 0.000201%

443.34

0.00135 — 0.000209:

0.00135 — 0.000209:

443.34

0.00183 — 0.000212:

0.00182 — 0.0002124

330.49

0.00113 — 0.000270:

0.00114 — 0.000332:

330.49

0.00181 — 0.000281

0.00181 — 0.000281:

QO DN | Q| N[ ]| N B[N ] W N W N W NS

330.49

0.00245 — 0.0002864

0.00245 — 0.000286%

Tabela 4.2:

Freqiiéncias dos MQNs para os Buracos Negros de

Schwarzschild, para os campos gravitacionais axial e polar.
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[M(m) [ €] wlV | Wy |
330.49 | 2 | 0.00146 — 0.000293i | 0.00148 — 0.000280:
330.49 | 3 | 0.00204 — 0.000293i | 0.00201 — 0.000280i
330.49 | 4 | 0.00262 — 0.000293i | 0.00267 — 0.000312i
443.34 | 2 | 0.00109 — 0.000218; | 0.00111 — 0.000209i
44334 | 3 | 0.00152 — 0.000218; | 0.00150 — 0.000208i
44334 | 4 | 0.00196 — 0.0002173 | 0.00198 — 0.000239
846.54 | 2 | 0.000571 — 0.0001154 | 0.000579 — 0.000109:
846.54 | 3 | 0.000798 — 0.000114; | 0.000786 — 0.000109i
846.54 | 3 | 0.00102 — 0.000114i | 0.00104 — 0.000125

Tabela 4.3: Comparando resultados para métodos diferentes - grade nula
u — v e grade £ — ¢t - Campo Escalar.

[M(m) [ ¢] we” | wel |
330.49 | 2 | 0.00138 — 0.000288: | 0.00141 — 0.000279%
330.49 | 3 | 0.00199 — 0.0002907 | 0.00196 — 0.0002743%
330.49 | 4 | 0.00258 — 0.0002917 | 0.00262 — 0.000317%
443.34 | 2 | 0.00103 — 0.000214z | 0.00105 — 0.000208%
443.34 | 3 | 0.00148 —0.000216z | 0.00146 — 0.000204%
443.34 | 4 | 0.00192 — 0.0002167 | 0.00194 — 0.000241%
846.54 | 2 | 0.000540 — 0.000112z | 0.000549 — 0.000109%
846.54 | 3 | 0.000776 — 0.000113z | 0.000766 — 0.000107%
846.54 | 3 | 0.00101 —0.000114% | 0.00102 — 0.000127%

Tabela 4.4: Comparando resultados para métodos diferentes - grade nula
u — v e grade x —t - Campo Eletromagnético.

MQNs para o buraco negro de Schwarzschild utilizando um método numérico
um pouco diferente, que envolve as coordenadas tartaruga, x, e temporal, t.
Para maiores detalhes, consultar o Apéndice D. Neste método, observa-se
a evolucdao temporal do campo em um determinado ponto xz. Montamos
tabelas comparativas - Tabelas (4.3) e (4.4) - dos resultados para o campo
escalar, para alguns valores de massas.

Comparando os dados das frequéncias para os campos escalar e eletro-
magnético, notamos uma concordincia bastante boa entre as partes reais,
com variacoes de até 2%, para mais ou para menos, entre os métodos. J4 as
partes imagindrias apresentaram discrepancia maior, de até 10%. Uma das
possibilidades para justificar a discrepancia é o fato de, no caso da grade
x —t, nao estarmos proximos do horizonte de eventos, ao contrario do que se
passava com a grade u — v. Os campos na grade z — t foram calculados em
z = Om, préximos ao pico do potencial perturbativo. Utilizamos este breve
comparativo para calibrar o método numérico utilizado para perturbacoes
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estelares. O programa utilizado para este tipo de grade estd disponivel no
Apéndice G.

Tlustracées de como ficam os MQNs nesta geometria aparecem nas trés
préximas figuras. A primeira mostra os MQNs para os buracos negros de
0.71M; (equivalentes as estrelas de néutrons mais massivas previstas pelo
modelo de Oppenheimer-Volkov), resultantes de perturbagoes escalares, para
£=2,3,4-Fig. (4.3). A segunda é para os buracos negros de mesma massa,
mas diferentes perturbagoes, com ¢ = 4 - Fig. (4.4). A terceira é para o
mesmo tipo de perturbagao (polar) e £ = 4, mas com massas M distintas -
Fig (4.5).

QNMs de Buracos Negros de Schwarzschild

Perturbacao Escalar - M = 0.713 Ms
T 1T T T T T T 1

1
1
1
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Figura 4.3: MQNs para um buraco negro de Schwarzschild. Perturbacao
escalar com M = 0.713M; e £ = 2,3, 4.

Tecemos a seguir algumas consideragoes sobre os dados obtidos.

e Para todos os tipos de perturbagbes conhecidas, a parte real das freqiiéncias

w dos MQNs decrescia com o aumento da massa M (oscilagoes mais
intensas dos campos quando os buracos tém massa menor). Tal fato
parece indicar que, quanto mais massivo o buraco negro, menos suscetivel
ele se torna a perturbacoes de qualquer espécie;

e Observacao idéntica aplica-se para as partes imagindrias de w, es-
tas sempre negativas, indicando amortecimento (damping) dos MQNs.
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QNMs - Buraco Negro de Schwarzschild
Diversas Perturbacoes - M = 0.713 Ms, 1 = 4
T T T T T T ] \
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Figura 4.4: MQNs para um buraco negro nas mesmas condi¢des, mas com
£ = 4 e todos os tipos de perturbacoes.

Quanto maior a massa M, tanto menos negativa fica I'm(w), isto é,
mais devagar os campos decaem;

e O valor de ¢ também exerce preponderante papel na parte real das
freqiiéncias w, aumentando-as conforme £ aumenta (mais intensas fi-
cam as oscilagoes). Tal efeito, porém, mostra-se menos perceptivel nas
partes imagindrias de w (taxas de decaimento dos campos), sendo que
£ mais alto tem amortecimento ligeiramente maior. Novamente, tais
caracteristicas mantém-se para todos os campos estudados;

e Comparando-se buracos negros sujeitos a diferentes perturbagoes, pode-
mos notar, para valores idénticos de M e de £, que Re(w) é maior para
perturbacdes eletromagnéticas e escalares do que para perturbagoes
gravitacionais polares e axiais;

e Entre as perturbagoes escalares e eletromagnéticas, as primeiras apre-
sentam valores de Re(w) ligeiramente maiores, muito embora a diferenca
entre elas neste ponto seja bem menor do que a que separa ambas das
perturbagdes gravitacionais. Como o spin das perturbagoes é 0 para as
escalares, 1 para as eletromagnéticas e 2 para as gravitacionais, temos
aqui um decréscimo de Re(w) com o aumento do spin da perturbagio,
para idénticos valores de M e /;
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QNMs para Buracos Negros de Schwarzschild
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Figura 4.5: MQNs de perturbacées polares para um buraco negro com £ = 4
e todos os tipos de perturbacoes.

e No que toca a I'm(w), hd uma ligeira diferenca entre perturbagoes es-
calares e eletromagnéticas, sendo as segundas menos negativas do que
as primeiras (isto é, com taxa de amortecimento ligeiramente inferior).
Ja as perturbagoes gravitacionais (as duas) tém I'm(w) ainda menos
negativas do que as eletromagnéticas, indicando que sao as mais dificeis
de amortecer, além de apresentar menores taxas de oscilagao do que
as demais perturbagoes. Igualmente, tais observacgoes aplicam-se para
buracos com M e £ iguais;

e As perturbagdes polares e axiais tém valores de w relativamente préximos,
principalmente para os menores valores de M. Detectamos apenas dis-
crepancias ligeiras para os valores de M mais altos.

Falta observar um ultimo ponto: as caudas pés-MQNs. Como neste
capitulo trabalhamos com massas grandes, da ordem de 1M, as grades de
integracdo numérica ficaram muito grandes, e as caudas demoram muito a
aparecer, muitoembora efetivamente aparecam. Apenas a titulo de com-
paracao com os resultados do préximo capitulo, tomemos as caudas para o
caso de uma massa M = 1.0m.

As caudas dependem de /, tendo a forma de uma lei de poténcia,
independentemente do tipo de perturbacao estudado. Um exemplo ilustra-

—20-3
t ;
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tivo é dado na Fig. (4.6).

Caudas Lei de Potencia
Buraco Negro Sch - M = 1.0m

‘ﬁl
r
?
‘H\I

——
—

E l;‘.ﬂhﬁ‘ §§§§§§§§§§
2k e T T T = /5
104 F I '!f' , 3
L
— AxalL=2| M
;- —- AxialL=3 e s
1071 ‘= Axial L=4 t T e ]
107 =
1036 d | E
1000
v (m)

Figura 4.6: Caudas para o campo axial, com M = 1.0. Para os demais
campos, o resultado é semelhante.

4.2.1 O Campo Escalar com / =0

O caso em que £ = 0 para o campo escalar, na geometria de Schwarzschild,
nao apresenta maiores dificuldades, pois o potencial correspondente (4.6) é
positivo-definido neste caso, e a queda do mesmo (para r — oo) se d4 sob a
forma de uma lei de poténcia 73 - ver Fig. (4.7).

O campo escalar sujeito a este potencial evolui como ilustrado na Fig.
(4.8).

Podemos notar que o campo pouco oscila quando £ = 0, decaindo como
lei de poténcia, logo a seguir. Este comportamento indica que este campo
escalar com £ = 0 nao sustenta uma fase oscilatéria por muito tempo, se
comparado a campos com ¢ mais alto. Tal comportamento qualitativo é
verificado para outros valores de M, também. O decaimento da cauda é da
forma t=2, de conformidade com o resultado ¢=2¢=3 visto ao final da secio
anterior.
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Potencial Escalar com L=0
Geometria de Schwarzschild
T I T

|

condil vl vl
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V(x)
5, ‘ . ‘ S,
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0.0 4.0x10* 8.0x10"

Figura 4.7: Potencial escalar com £ = 0. Aqui, M = 1000m.

A razdo para termos apresentado este caso a parte dos demais foi que o
mesmo campo, analisado na geometria RNdS (no préximo capitulo) apre-
senta comportamento sui generis, que pode ser contrastado com o que foi
exposto nesta secao.
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Figura 4.8: Campo escalar com £ = 0, em Schwarzschild. Aqui, M = 1000m.
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Capitulo 5

Perturbando Buracos Negros
RINdS

Durante o curso este trabalho, lidamos também com buracos negros assin-
toticamente dS (de Sitter), cuja métrica ja foi apresentada no inicio deste
trabalho. Devido ao aparecimento de grandezas fisicas novas, como carga )
e constante cosmolégica A > 0, a estrutura do espaco-tempo se enriquece,
com o aparecimento dos horizontes interno, r_ (nos casos em que @ aparece)
e 7. (cosmolégico), devido & constante cosmolégica (quando A > 0). E til
definirmos aqui o raio de de Sitter, a, via a®> = 2. Neste capitulo, no entanto,
lidaremos com buracos negros de massas reduzidas (quando comparados a
buracos negros realistas, de massas comparaveis & massa solar, como os do
capitulo anterior).

Como ja vimos, buracos negros do tipo dS apresentam um horizonte
de eventos, ry, e um horizonte cosmolégico, r., com r. > r,. No caso
de buracos negros SdS, apenas estes dois horizontes existem, ao passo que
no caso RNdS hd um terceiro horizonte, o horizonte interno, r_, tal que
r_ < ry < r.. Em qualquer caso, a regido do espago-tempo que nos interessa
é dada por r4 <71 < re.

Nesta regidao, temos, para a coordenada tartaruga x,

S P
h(r) ., +7"2 3
e 1
dr h(r)
(r) = ———log(r —r) + ——log(r —ry) — —— log(r —r_) +
z(r) = o og(re —r Sy og(r —ry 5 og(r —r_
1
+ log(r —rs)
2K,
1, dh(r)
- Nl
ki 2| dr |n (5.1)

69
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onde ry = —(r4 +7_+7.). As constantes k; sdo simplesmente as gravidades
superficiais nos horizontes r;.

A teoria de perturbagdo para buracos negros do tipo SdS e RNdS é
bem conhecida, de forma que as dedugées formais das equagoes de onda que
regem as tais perturbagdes encontram-se na literatura, como em [17]. Aqui
ja entraremos com as equacoes correspondentes. Por razoes de economia de
espaco, entraremos com as equacoes do caso RNdS, sendo que o caso SdS é
facilmente obtido tomando-se o limite em que a carga () tende a zero.

No caso RNdS, sao 5 perturbacoes distintas: uma escalar, com o indice
de multipolo minimo £,,;;, = 0, duas axiais (denotemo-las por W e W),
e duas polares (denotemo-las por WfL e W2+ ). O ponto relevante aqui é a
mistura das perturbacoes eletromagnéticas e gravitacionais em Wii, 0 que
nao ocorre com buracos negros de Schwarzschild e SdS.

A equagao de onda é similar, na forma, aquela vista na geometria de
Schwarzschild, ) ,

o o = Vaerdar)W, (5:2)
a diferenca entre as perturbacoes estando nos potenciais Vper, que assumem
a forma abaixo,

Le+1) 2M  2Q% 2

Vese = Mr)=—5—+-—5 —— 1 — 3l
_ Le+1) 4Q? 3M —+\/9IM? + 8nQ?
Vl = h(’l‘)[ 72 + rh - r3 ]

) 144 + 1) N 4Q*  3M + \/9M2+8nQ2]
A r3
v = g[m\/mfl
Vit o= (—;" — V/OM? + 8nQ2A]
rh(r

)(2nr 4+ 3M) nr—l—M—F%
+

A = 5
« «
20%  2Ar3. 2nr2h
U = (@nur+3M)A+ @M — 22 2, 2nrhi(n)
T 3 a
9 2
a = nr+3M—i
-1 2
n = w (5.3)

2

No limite em que a carga desaparece, () — 0, temos os potenciais Vz:t
transformando-se nos potenciais V* (polar e axial, respectivamente), da
geometria SdS, dados por

= hSdS(T)[E(eT-iQ_ L) oM

SdS
Vaw

—]

r3
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2hgas(r)
SdS  _ Sds 3 22 2 2,2
V;)Ol = WX[QM +37T/Q7'+9M7L7"+3Mn7‘ —
— 3M*rPPA+nP(n+ 1)), (5.4)

de sorte que apresentam £,,,;, = 2. J4 os potenciais VljE tendem ao potencial
eletromagnético da geometria SdS, dado por

L+1
vies = n(n D (5.5
r
e, portanto, tém 4,,;, = 1. Passando-se a equacao de onda para as co-

ordenadas nulas u e v, definidas exatamente como no caso da métrica de
Schwarzschild, temos
2
O = V)W, (5.6
Oudv 4
que foi a forma usada no método numérico direto, para obtencao dos MQNs.

Com os potenciais & mao, é o momento de discutir os métodos empre-
gados para a obtencdo dos MQNs e suas respectivas freqiiéncias w.

Primeiramente, empregamos o método numérico direto utilizado nos bu-
racos de Schwarzschild (com as devidas adaptacoes), bem como métodos
semi-analiticos, como o método WKB. Um caso particular digno de nota é
o caso de buracos negros RNdS quase-extremos, onde r. e r; estdo muito
préoximos, caso em que ha solucdo analitica para as freqiiéncias dos MQNs
(potencial de Pdschl-Teller), como veremos mais adiante. Trabalhamos
também com o caso em que A << 1, ou seja, r. >> r4, que é 0 €aso
conhecido como o limite assintoticamente plano.

Antes de descrevermos os métodos empregados na solugdo dos problemas
de MQNs, convém ilustrar o comportamento dos potenciais V(r) acima.
Esta ilustracao é pertinente, pois ajudar-nos-4 a compreender a dindmica
dos campos na geometria RNdS, principalmente as caracteristicas peculiares
a esta.

Na fig. (5.1), fica explicita a presenca de duas caudas do tipo exponen-
cial, uma para x — 00, outra para x — 0o, com um pico (barreira finita)
para algum zy. Para os mesmos valores dos parametros da geometria, nao
ha diferencas qualitativas aprecidveis entre os potenciais avaliados.

E possivel verificar os expoentes das caudas exponenciais. No caso em
que x — —o0, r = r4, de sorte que a fungao z(r) fica

K k4 K

=t 5t
r—ry = (re—ry)re(ry —r_)"~ (2ry +rc+7_) ™ exp(2k4+x)
~ Cexp(2kiz), (5.7)
e, sendo o potencial da forma V(r) = h(z)Q(ry) nas imediagoes de ry,

temos V(z) = exp(2rk4z). Analogamente, temos V(z) =~ exp(—2k.z) no
limite r — 7. (z — 00).
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Potenciais Perturbativos em RNdS, V(x)

10 E T T T E
L — Scalar .
B -—- Polar 1 T
B + Polar 2 T
3| —-- Axial 1 n
10 3 Axial 2 3
2 il .
> 10°F E
10°F E
10—6 | | 1 | | 1 |
-200 -100 100 200 300 400
X (m)

Figura 5.1: Comparando os 5 tipos distintos de potenciais para massa, carga e
constante cosmoldgica idénticos. Neste caso, £ = 2, M = 11.76m, Q = 5.20m e
A=210-1073.
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Potencial Escalar RNdS, V(x)
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Figura 5.2: Comparando wvalores distintos de £ para £ = 2, M = 11.76m, Q =
5.20m e A = 2.10-1073, para o potencial escalar. Notar que o caso £ = 0 apresenta
uma regido onde V < 0.
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Potencial Axial 1 - RNdS

Um Exemplo do Caso Quase-Extremo

E ' T ' T ' T ' E

10 '_ ]
|
10 ]
E 3

‘S’ 10" = 5
E 3
10" = 5
=
10" = .

~10000 10000

X (m)

Figura 5.3: Potencial para o perturbag¢io azial Wi, para M = 1.0m, @ = 0.50m
e A =1.2155-10"1, além de £ = 3. Notar a simetria em torno de x = 0, tipica de
um potencial de Pédschl-Teller.

No exemplo dado na fig. (5.7), temos, para todos os potenciais, uma
forma funcional do tipo V' = exp(—bz) com b = 0.0677 na regido z — —oo.
Para a regiao £ — oo, temos b = 0.0163 para todos os potenciais.

Por fim, ilustraremos um exemplo do caso quase-extremo, na fig. (5.3).

5.1 Trabalhando com o Método Numeérico Direto

Aqui, como na discussido sobre buracos negros de Schwarzschild, empreg-
amos uma grade u — v quadrada (cujos detalhes operacionais estdo no
Apéndice D) iniciando em 4 = 0 e v = 0, com uma condi¢ao inicial sendo
colocada em u = 0, geralmente na forma de um pacote gaussiano centrado
em algum v = v., com uma largura ¢. Ao longo de v = 0, foi usada a
condicao de contorno W = 0, isto é, o campo é nulo na borda da grade.

A integracao prossegue até que se atinja um valor miaximo de u, Umqz,
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que deve ser grande o bastante de modo a aproximar bem o horizonte de
eventos. Em v = vy, temos uma boa aproximacdo para o horizonte cos-
molégico. O campo obtido nestas regides pode entao ser analisado por meio
de programas de ajuste nao-linear, que nos permite obter as partes real
(oscilatéria) e imagindria (amortecimento) das frequéncias w destes mesmos
MQNs. Os valores de w assim obtidos puderam ser entdo comparados com
aqueles obtidos por métodos alternativos, como o WKB, objeto da préxima
secao.

5.2 Trabalhando com o Método WKB

No regime dos MQNs, as perturbagoes tém a forma
W (z,t) = W(z) exp(—iwt), (5.8)

denominada dependéncia temporal harmoénica. Esta dependéncia trans-
forma as equacoes de onda em
2
% + W = VW. (5.9)
O método WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin) é um método semi-analitico
para se encontrar autovalores w e autofungoes W de problemas regidos pela
equagao (5.9), que aparecem nao somente na fisica dos buracos negros, mas
também em fen6menos que apresentam oscilacoes e dissipacoes diversas,
como ocorre, por exemplo, em Mecanica Quantica. Em verdade, do ponto
de vista matematico, o estudo dos MQNs de buracos negros guarda muitas
semelhancas com o problema de espalhamento por barreiras finitas de po-
tencial em Mecanica Quantica, pois todos os potenciais perturbativos aqui
descritos tém forma semelhante, com um pico para algum z = zg, € um
decaimento para £ — oo e para £ — —o0, dependendo da geometria em
questao. Neste método, assumimos uma dependéncia funcional para W da
forma
S(z)

W) = eXP(T)

S(z) = Y §"Su(x) (5.10)
=1

As expressoes completas para as fungoes Sy, (z), bem como as adaptagoes
necessarias para o estudo de MQNs, estdo no Apéndice F.

Introduzamos aqui algumas notagées: dado um potencial perturbativo
V, e seu extremo (aqui, um ponto de mdximo) zy, o potencial calculado
justamente em z( serd denominado Vj. A n-ésima derivada de V relativa-

)

7 . n ~
mente a z, calculada em zg, serd denominada Vb( . Com esta notacao, as
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frequéncias dos modos quasinormais previstas pelo método WKB sao dadas

por
w? = (Vo + P) — o/ =2V (1 + Q)i (5.11)
onde
1Y AR
P = -9 _(a?+0.25) — —[2)%(7 + 600?)
2 2
8 Vo( ) 288 %( )
1 (5 vV
Q = — [2514(77 + 188a%) —
2%( ){6912 %( )
1 V(4) (V(3))2
— [ —2—](51 4+ 100a”) +
384 (VO( ))3
1 V¥ 1 v®y6)
+ o [0 TP (67 +680%) 4+ 20 —
2304 VO( ) 288 (VO( ))2
LY o a2
- syt )}
0
a = n—l—%. (5.12)
n sendo um numero inteiro indicador do modo em questao, sendo n = 0
o modo fundamental. Os valores n = 1,2,3,... indicam modos acima do
fundamental, com Re(w) > 0, e os valores n = —1,—2,... indicam modos

com Re(w) < 0.

Tabelamos a seguir alguns valores obtidos para freqiiéncias dos MQNs
com métodos WKB e numérico direto.

Podemos ver que a concordincia entre os valores fornecidos pelo método
numérico e pelo método WKB é bastante boa, em geral, com discrepancias
inferiores a 1% tanto para as partes reais quanto para as partes imaginérias
das frequéncias. Um caso onde tal concordincia nao se mostrou tao boa
foi o do campo W] quando ¢ = 1, para o qual Im(w) = wr apresentou
discrepéncias inferiores a 1%, mas Re(w) = wg foi consideravelmente maior
no método WKB, por vezes até 20% maior. Além do mais, os casos onde
¢ = 3 (para todos os campos) apresentaram valores de —wr cerca de 10%
mais altos no método WKB, em comparacao com o método numeérico direto.
O método WKB parece funcionar melhor para valores mais baixos de /4.

Outra caracteristica dos MQNs que salta aos olhos ao analisarmos as
tabelas acima, é o comportamento de w ao se fixar M e @, mas variando
A. Em todos os casos analisados, wr aumenta consideravelmente com o
decréscimo de A, principalmente na faixa em que A varia de 10~! até 10 3.
O aumento de wg torna-se desprezivel para A < 1073. De qualquer modo,
quanto menor a constante cosmoldgica, mais rapida € a oscilacdo do campo.
Fenomeno semelhante ocorre com wjy.
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| q=05 | Numérico | WKB \
‘ / ‘ A H Re(w) ‘ -Im(w) H Re(w) ‘ -Im(w) ‘
1 | 1.000E-5 || 3.07E-1 | 9.88E-2 || 3.05E-1 | 9.91E-2
1.000E-4 || 3.05E-1 | 9.85E-2 || 3.05E-1 | 9.91E-2
1.000E-3 || 3.05E-1 | 9.85E-2 || 3.03E-1 | 9.88E-2
1.000E-2 || 2.95E-1 | 9.71E-2 || 2.90E-1 | 9.62E-2
1.000E-1 || 1.15E-1 | 4.34E-2 || 1.15E-1 | 4.30E-2
2 | 1.000E-5 || 5.05E-1 | 8.57E-2 || 5.06E-1 | 9.80E-2
1.000E-4 || 5.05E-1 | 8.59E-2 || 5.05E-1 | 9.79E-2
1.000E-3 || 5.03E-1 | 8.52E-2 || 5.03E-1 | 9.76E-2
1.000E-2 || 4.83E-1 | 5.43E-2 || 4.83E-1 | 9.43E-2
1.000E-1 || 2.05E-1 | 4.21E-2 || 2.05E-1 | 4.16E-2
3 [ 1.000E-5 || 7.06E-1 | 8.97E-2 || 7.06E-1 | 9.77E-2
1.000E-4 || 7.06E-1 | 8.96E-2 || 7.06E-1 | 9.77E-2
1.000E-3 || 7.03E-1 | 8.88E-2 || 7.03E-1 | 9.73E-2
1.000E-2 || 6.76E-1 | 8.77E-2 || 6.75E-1 | 9.39E-2
1.000E-1 || 2.92E-1 | 4.21E-2 || 2.92E-1 | 4.13E-2

Tabela 5.1: Fregiéncias para o campo escalar We¢, quando ¢ = 0.5 e m = 1.0,
usando os métodos numérico e WKB.

‘ q=0.5 H Numérico H WKB ‘
| 2] A | Re(w) | -Im(w) || Re(w) | -Im(w) |
1| 1.000E-5 || 2.71E-1 | 9.51E-2 || 3.28E-1 | 9.53E-2
1.000E-4 || 2.71E-1 | 9.50E-2 || 3.28E-1 | 9.53E-2
1.000E-3 || 2.70E-1 | 9.47E-2 || 3.27E-1 | 9.49E-2
1.000E-2 || 2.60E-1 | 9.11E-2 || 3.15E-1 | 9.14E-2
1.000E-1 || 1.16E-1 | 4.08E-2 || 1.40E-1 | 4.08E-2
2 | 1.000E-5 || 4.94E-1 | 9.72E-2 || 4.94E-1 | 9.71E-2
1.000E-4 || 4.93E-1 | 9.72E-2 || 4.94E-1 | 9.71E-2
1.000E-3 || 4.91E-1 | 9.68E-2 || 4.92E-1 | 9.67E-2
1.000E-2 || 4.73E-1 | 9.31E-2 || 4.73E-1 | 9.30E-2
1.000E-1 || 2.09E-1 | 4.10E-2 || 2.09E-1 | 4.16E-2
3 | 1.000E-5 || 7.05E-1 | 8.95E-2 || 7.05E-1 | 9.77E-2
1.000E-4 || 7.05E-1 | 8.94E-2 || 7.05E-1 | 9.76E-2
1.000E-3 || 7.02E-1 | 8.87E-2 || 7.02E-1 | 9.73E-2
1.000E-2 || 6.77E-1 | 8.50E-2 || 6.76E-1 | 9.35E-2
1.000E-1 || 2.98E-1 | 4.10E-2 || 2.98E-1 | 4.10E-2

Tabela 5.2: Fregiiéncias para o campo azial Wi, quando ¢ = 0.5 e m = 1.0,
usando os métodos numérico e WKB.
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q=0.5

Numérico

WKB

L]

A

| Re(w) | -Im(w) | Re(w) | -Im(w) |

1.000E-5

3.82E-1

8.96E-2

3.81E-1

8.98E-2

1.000E-4

3.82E-1

8.96E-2

3.81E-1

8.98E-2

1.000E-3

3.80E-1

8.93E-2

3.80E-1

8.95E-2

1.000E-2

3.66E-1

8.67E-2

3.65E-1

8.67E-2

1.000E-1

1.60E-1

4.06E-2

1.60E-1

4.05E-2

1.000E-5

6.13E-1

8.59E-2

6.12E-1

9.33E-2

1.000E-4

6.13E-1

8.59E-2

6.12E-1

9.32E-2

1.000E-3

6.10E-1

8.59E-2

6.10E-1

9.29E-2

1.000E-2

5.88E-1

8.50E-2

5.87E-1

8.97E-2

1.000E-1

2.58E-1

4.07E-2

2.59E-1

4.07E-2

0s métodos numérico e WKB.

Tabela 5.3: Fregiéncias para o campo azial Wy quando ¢ = 0.5 em = 1.0, usando

q=20.5

Numérico

WKB

2] A

| Re(w) | -Im(w) | Re(w) | -Im(w) |

1.000E-5

2.711E-1

9.51E-2

2.69E-1

9.55E-2

1.000E-4

2.71E-1

9.50E-2

2.68E-1

9.55E-2

1.000E-3

2.70E-1

9.47E-2

2.67E-1

9.51E-2

1.000E-2

2.60E-1

9.11E-2

2.57E-1

9.15E-2

1.000E-1

1.16E-1

4.08E-2

1.16E-1

4.08E-2

1.000E-5

4.94E-1

9.71E-2

4.93E-1

9.72E-2

1.000E-4

4.94E-1

9.71E-2

4.93E-1

9.72E-2

1.000E-3

4.92E-1

9.67E-2

4.91E-1

9.68E-2

1.000E-2

4.73E-1

9.30E-2

4.73E-1

9.31E-2

1.000E-1

2.09E-1

4.16E-2

2.09E-1

4.10E-2

1.000E-5

7.05E-1

8.95E-2

7.05E-1

9.77E-2

1.000E-4

7.05E-1

8.94E-2

7.05E-1

9.76E-2

1.000E-3

7.02E-1

8.86E-2

7.02E-1

9.73E-2

1.000E-2

6.77E-1

8.50E-2

6.76E-1

9.35E-2

1.000E-1

2.98E-1

4.10E-2

2.98E-1

4.10E-2

usando os métodos numérico e WKB.

Tabela 5.4: Fregiiéncias para o campo polar W;F, quando ¢ = 0.5 e m = 1.0,
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| q=05 | Numérico | WKB |
| ¢ ] A | Re(w) | -Im(w) || Re(w) | -Im(w) |
1.000E-5 || 3.82E-1 | 8.96E-2 || 3.81E-1 | 8.99E-2
1.000E-4 || 3.82E-1 | 8.95E-2 || 3.81E-1 | 8.97TE-2
1.000E-3 || 3.80E-1 | 8.93E-2 || 3.79E-1 | 8.94E-2
1.000E-2 || 3.66E-1 | 8.64E-2 || 3.65E-1 | 8.66E-2
1.000E-1 || 1.60E-1 | 4.13E-2 || 1.60E-1 | 4.05E-2
3 [ 1.000E-5 || 6.13E-1 | 8.56E-2 || 6.12E-1 | 9.33E-2
1.000E-4 || 6.13E-1 | 8.56E-2 || 6.12E-1 | 9.32E-2
1.000E-3 || 6.10E-1 | 8.56E-2 || 6.10E-1 | 9.29E-2
1.000E-2 || 5.88E-1 | 8.49E-2 || 5.87E-1 | 8.97E-2
1.000E-1 || 2.58E-1 | 4.07E-2 || 2.58E-1 | 4.07E-2

Tabela 5.5: Fregiiéncias para o campo polar W, quando ¢ = 0.5 e m = 1.0,
usando os métodos numérico e WKB.

Um programa em Mathematica para o cdlculo das frequéncias via WKB
é dado ao final do Apéndice G.

5.3 O Caso Quase-Extremo

O caso quase-extremo da geometria RNdS é aquele caracterizado pela forte
proximidade entre os horizontes cosmolédgico e de eventos, 0 que matemati-
camente se expressa pelo pardmetro adimensional §, definido como

Te — T4

= 1
§=" (5.13)

sujeito a condicdo 0 < § << 1. Este limite é interessante para se analisar,
porque a relacao entre r e z torna-se mais simples, simplificando sobre-
maneira o cilculo dos potenciais perturbativos e - melhor ainda - levando o
problema dos MQNs a uma solucdo analitica, com expressoes simples para,
as freqiiéncias w. Demonstraremos tais assertivas a seguir.

E conveniente reescrever a métrica RNdS em termos dos seus horizontes,
como se segue,

hir)=1—-—+ =5 —— == ((re—r)(r—ry)(r—r_)(r+ry+r_+re).

(5.14)
Como a regiao onde trabalhamos é bastante restrita em termos da coorde-
nada radial r, aproximemos a expressao anterior por

A

h(r) = —
(r) 37"_2|_

(re =r)(r —ry)Bry +r_)(ry —ro). (5.15)
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Integrando-se z—f = ﬁ, temos

_ (re—ry)my
h(z) = 2 ol (0] + 0(6%), (5.16)

e os potenciais passam, neste limite, a se comportar como

Vo

V(z) = h(z)Q(ry) + O(0) = o2 (mrd)

+ 0(9). (5.17)
Tais potenciais sao conhecidos como potenciais de Poschl-Teller. Estes po-
tenciais e suas aplicagoes dentro da fisica de buracos negros sao discutidos,
por exemplo, em [21], [22], [23] e [24].

Naturalmente, o valor de V; diferenciara os diferentes tipos de potenciais,

ja que a forma funcional de todos os potenciais, no limite quase-extremo, é
a mesma. As expressoes para Vj serao:

L+ 1)Ky (re — 1)

VCS —
0 27“_2|_
L malre =)+ D3 +4Q7 — 3M + IV 4 80P
oo o= o
T+
—2 kg (re —m4)[€(£ + 1)7"_2|_ +4Q% —3M — \/IM? + 8nQ?
K - 2rd
+
2Ar3
yprt o felre—re) Gurd 4 3Mry oy JOM? 4+ 80Q(nry + M+ T5) |y
27'+ nry +3M — %
2Ar3
yprt = falre—ry) @nrd & 3Mry =7y VOM? +8nQP)(nry + M+ ) |y
2
2T+ nry + 3IM — %
2Ar4
Y = 2MT+—2Q2_%
SR -

Os MQNs devido a potenciais de Poschl-Teller tém frequéncia w dada por

Voo 1 . 1
_ _ - _ = 5.19
onde m = 0,1,2,... indica o modo. Estes valores tedricos podem ser com-

parados com os valores numéricos. De qualquer forma, podemos antecipar
aqui que os campos W aqui tém dindmica caracterizada inteiramente por
MQNs, sem a presenca de caudas de qualquer tipo apés os MQNs. Tlus-
traremos esta observacao a seguir, por meio das figuras (5.4), (5.5) e (5.6).
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le-04

8e-05—

6e-05 -

Re (0)’

4e-05 —

2e-05—

\ \ \ \
0e+00
© 0 10 20 30 40 50 60

I(1+1)
Figura 5.4: Fregiéncias de MQNs no caso quase-extremo para diferentes valores

da carga q, para o campo escalar. Os valores tedricos aparecem na forma de retas,
ao passo que os valores obtidos numericamente aparecem como pontos.

le-02

8e-03
8e-03

66-03 | 6e-03

Re (w)

4e-03 T 4e-03

2e-03

| 2¢-03

\ \ \ \ \ \ \
0e+00
e+ ] 4

Figura 5.5: Fregiéncias de MQNs no caso quase-extremo para diferentes valores
da carga q, para os campos polares, Wf,rZ. A esquerda, estio os dados para Wit e,
a direita, para Wit.
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le-02

le-02

8e-03
8e-03

6e-03

6e-03

Re (w)

4e-03

4e-03

0+00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 2e-03

Figura 5.6: Fregiéncias de MQNs no caso quase-extremo para diferentes valores
da carga q, para os campos aziais, Wy ,. A esquerda, estao os dados para W e, d
direita, para Wy .

Podemos, assim, observar a concordancia (bastante boa) entre valores
tedricos e numéricos, no regime quase-extremo. Em todas as figuras mostradas
aqui, temos M = 1.0 para os buracos negros.

Para terminar esta segao, é interessante mostrar alguns dos MQNs que
obtivemos, como nas figuras (5.7) e (5.8). Reparar a auséncia de caudas de
qualquer tipo.

Para a figura (5.7), no caso em que Q = 0.1, temos w = 2.45 - 1073 —
5.16 - 10 %i. No caso em que Q = 0.5, temos w = 3.12- 1073 — 6.31 - 10~ %4,
enquanto que para Q = 0.9, w = 2.62 - 1072 — 4.57 - 10~*i. J4 no caso
da figura (5.8), os valores de w sdo w(Q = 0.1) = 2.46 - 1073 — 5.22 - 104,
w(Q =0.5) =3.21-103-6.31-10 % e w(Q = 0.9) = 2.90-10 3 —4.58-10*i.
A parte o caso @ = 0.9 (onde as partes reais divergiram em mais de 10%),
os valores de w estao bastante préximos para os dois tipos de perturbacoes.

Ao observar as figuras de MQNs do caso quase-extremo, para os difer-
entes campos, notamos que hi uma relacio entre Re(w?) e a quantidade
£(£ + 1), e esta relagdo pode ser quantificada, sendo da forma

Re(w?) = A(Q) + B(Q)4(£ + 1), (5.20)

onde A(Q) e B(R) dependem do campo e da carga @ do buraco negro RNdS.
Noés obtivemos, para os campos escalar, Wft e Wzi, os valores de A(Q) e de
B(Q), listando-os nas Tabelas (5.6), (5.7) e (5.8).
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Buraco Negro RNdS Quase-Extremo - M=1.0m,L=2

Campo Escalar

10 T T T T T T T T
10_1 — Q=0.1, Lamdha = 0.114801
- - Q=0.5Lamdha=0.1215519
]()'2 5 » = Q=0.9, Lamdha = 0.1608042
107 gy W,
4 T WAVER,
DN VOV N
105 3 ! o ? ALY
. v : I ! : 1Y o N
_ 10 1 H IR R AW -
5 1!1!(% | LRVt
0 SRR e
: 1 ! /4
T e
10” e i N
N |
10" |
10"
10-12
10»13 I | I | I | 1 | 1
0 5000 10000 15000 20000 25000

v (m)

Figura 5.7: MQNs do campo escalar no caso quase-extremo para diferentes valores
da carga q e A, mantendo-se M = 1.0m e £ = 2. Temos ky = 1073 em todos os
€asos.

Q] 4@ B(Q)
0.1 | —4.95FE —7 | 9.99F — 7
0.3 | —5.02FE —7 | 1.02E — 6
0.5 | =5.00F —7 | 1.06E — 6
0.7 —5.00FE —7 | 1.16E — 6
09 | —497FE —7 | 1.44F — 6

Tabela 5.6: Relaciio entre Re(w?) e £(£ + 1), para o campo escalar.
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MQNs - Buraco Negro RNdS Quase-Extremo, M=1.0m, L=2
Campo Axial 1
10 . ' T ' | '
. — Q=0.1, Lamdha = 0.1114801
10 - - Q=0.5, Lamdha = 0.1215019
102k - — Q=0.9, Lamdha = 0.1608042

IWI
p—
S
N
- —

—
=)

0 5000 10000 15000 20000
v (M)

Figura 5.8: MQ@Ns do campo azial W no caso quase-extremo para diferentes
valores da carga q¢ e A, mantendo-se M = 1.0m e £ = 2. Temos k; = 1072 em
todos os casos.

Q AQ) B(Q)
0.1 | —=5.00E — 7 | 1.00E — 6
0.3 | —4.40E — 7 [ 1.O3E — 6
0.5 | —2.44E — 7 [ 1.10E — 6
0.7 1.70E -7 [1.22E —6

09| 1.20E -6 | 1.55E —6

Tabela 5.7: Relacio entre Re(w?) e £(£ + 1), para os campos Wi.



5.3. O CASO QUASE-EXTREMO 85

MQNs - Buraco Negro RNdS Quase-Extremo, M=1.0m, L=2
Campo Polar 1

Wi

0

10 T

10"

10”8
10°
4]
10 'I
10°F !

10°

107

10®

10°

— Q=0.1, Lamdha = 0.1114801
—— Q=0.5, Lamdha = 0.1215519
+ = Q=0.9, Lamdha = 0.1608042

=
~
=TS
JE———_
~

- -

10000
v (m)

15000 20000

Figura 5.9: MQNs do campo azial W, no caso quase-extremo para diferentes
valores da carga q e A, mantendo-se M = 1.0m e £ = 2. Temos ki = 1072 em
todos os casos.

Q[ AQ B(Q)

0.1 | —246F —6 | 9.92F — 7
0.3 | —2.50FE —6 | 1.00E — 6
05| —2.75E —6 | 1.03E — 6
0.7 —3.16EF —6 | 1.10F — 6
09| —420E—-6 | 1.33E —6

Tabela 5.8: Relacio entre Re(w?) e £(£ + 1), para os campos Wj.

25000
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As tabelas (5.6), (5.7) e (5.8) deixam transparecer que B(Q) cresce com
a carga, independentemente do campo estudado. J4 o termo B(Q) é prati-
camente constante (e negativo) para o campo escalar. Para os campos WQi,
A(Q) é negativo e decresce com o aumento da carga (). J4 para os campos
Wli, A(Q) comega negativo com baixos valores de @), crescendo e passando
a positivo conforme @) cresce.

5.4 Regiao Intermediaria

Nesta regido intermedidria, os métodos numérico direto e WKB foram am-
plamente empregados, pois nao ha como aproximar por fungoes analiticas a
relacdo entre as coordenadas radial r e tartaruga x ou as solucoes da equagao
de onda aqui, diferentemente do que ocorria no caso quase-extremo.

Observamos aqui uma evolucdo temporal marcada, de inicio, por modos
quasinormais, seguidos por uma cauda do tipo exponencial. Aqui temos uma,
diferenca importante entre os casos Schwarzschild e RNdS: nos primeiros,
tal decaimento é do tipo lei de poténcia. Em outras palavras, temos, em
RNdS, um decaimento do tipo

W; ~ exp(—v;v) (5.21)

para v — oo (na prética, t — 00). Estes expoentes, no limite de A — 0 (isto
é, baixos valores de k), portam-se como

Yi = Uk + bik?), (5.22)

onde b; é uma constante que depende do campo estudado.

Um outro ponto relevante nessas caudas exponenciais é a nao-dependéncia
delas com a carga @, ao contrario do que se passa com as frequéncias dos
MQNs, onde a carga tem seu papel, como veremos nas figuras (5.10) e (5.11).

As freqiiéncias que obtivemos, para o campo axial W, , foram w =
0.372 — 0.0886¢ quando @ = 0.1, w = 0.386 — 0.08937 quando @@ = 0.5 e
w = 0.412 — 0.08817 quando @ = 0.9. J4 para o campo escalar, os valores
obtidos foram w = 0.484—0.0855: se Q = 0.1, w = 0.505—0.09117 se Q = 0.5
e w = 0.581 — 0.0858: se Q = 0.9. Assim, vemos que um aumento na carga
Q reflete-se no aumento da parte real das freqiiéncias, isto é, as oscilagoes
sao mais freqientes. Ja a parte imagindria w; mostrou comportamento di-
verso: um aumento de ) inicialmente aumentava w; (aumentando a taxa
de amortecimento do modo), até determinado ponto. Um novo aumento de
Q@ reduzia wy. De qualquer maneira, as variagoes em () afetaram mais a
freqiiéncia oscilatéria, wg, do que a taxa de amortecimento (damping), wy.

Um caso que merece mengao a parte é aquele em que £ = 0 para o campo
escalar. Trataremos dele a seguir.
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MQNs do Campo Axial 2
M = 1.0m, Lamdha = 1.0e-3
100 T T T T T T T
) o,
—— Q=0.1
E
e 1 ; n - Q=05 E
] | | — Q=09
E 1 ,’ ‘l g
-6 [} Ty AN 3
10 | |' I h‘. )Y
’ it )\
E : -ll WA E|
z 10" f IHNT o E
| 1ofrFy DTk I %™
! R R
R
102 ARAT N =
T
| -|
15 ig
10 1
IO—ISE | | | | 1 1 1 5
0 100 200 300

Figura 5.10: MQNs para o campo azial Wy, mostrando a dependéncia destes com
a carga Q. Os pardametros fizos sio £ =2, M =1.0m e A =1.0-1073.
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MQNs - Campo Escalar
M = 1.0m, Lamdha = 1.0e-3

]()0 T T T T T T T T T T T
iy ; 0=
E !f“ . Q=0.1 ]
i E [T M —- Q=05 3
kI A - Q=09
e
E 1Ry 3
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Figura 5.11: MQ@QNs para o campo escalar, mostrando a dependéncia destes com a
carga Q. Os parametros fizos sdo £ =2, M =1.0m e A =1.0-1073.
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5.4.1 O Caso do Campo Escalar com ¢ = 0.

Este é o tdnico caso onde o potencial perturbativo ndo é positivo-definido.
Dependendo da relagao entre os pardmetros da geometria (M, Q e A), pode-
mos ter V' < 0 para alguns valores de r (ou de z). Um exemplo disso é
claramente visivel na Fig. (5.12).

Um Exemplo de Potencial Escalar com L=0
Geometria RNdS / M = 6.44m, Q = 5.44m, Lambda = 2.62e-4
L e L

6.0x10™ - —

4.0x10™ —

V (x)

2.0x10™ - —

0.0

| | | | | | |
-1000 -750 -500 -250 0 250 500 750 1000
X (m)

Figura 5.12: Potencial escalar com £ = 0. Aqui, M = 6.44, Q = 5.44 ¢
A = 2.62-107*. Notar a existéncia de dois extremos: um miximo de V
positivo seguido de um minimo de V negativo.

O campo escalar com £ = 0 em geometrias RNdS apresenta dindmica
prépria, diversa de todos os demais campos. Tal campo inicialmente oscila
e decai como os demais, mas ndo forma MQNs bem definidos, pois esta fase
de oscilagdo com dissipacao logo cede o lugar para uma fase onde o valor
do campo estabiliza-se até tornar-se constante. O problema em questao foi
discutido para geometrias SdS em [27] e em [28], dentre outros trabalhos.
Julgamos conveniente estudar o mesmo problema na geometria RNdS. Uma
ilustragdo do problema aparece na Fig. (5.13).

Vemos entao que, diferentemente do caso da geometria de Schwarzschild,
onde o caso £ = 0 ndo despertava maior interesse, o campo escalar com o
mesmo £ em geometrias RNdS apresenta comportamento sui generis, bem
diferente dos demais campos estudados. O mesmo vale para as geometrias
SdS [27], [28].
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Campo Escalar Com L=0 No Horizonte de Eventos
M =1.0,Q = 0.5, Lambda = 1.0e-3

% ool vl vl ||||||£ ool vl sl

100 200 300 400 0

Figura 5.13: A evolugio do campo escalar com £ = 0 na geometria RNdS. Os
demais pardmetros sio M =1.0m e A =1.0-1073. Notamos que o campo tende a
wma constante, depois de uma rdpida fase oscilatéria inicial.
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Caudas para o Campo Polar 1
M = 1.0m, Q = 0.5, Lamdha = 1.0e-5
10 T * \ * \

0.0 5.0x10° 1.0x10° 1.5x10° 2.0x10° 2.5x10° 3.0x10°
v (m)

Figura 5.14: MQNs seguidos por caudas do tipo lei de poténcia no limite A — 0,
com M = 1.0m, Q@ = 0.5m e A = 1.0-107°, para o campo polar Wit. A parte
inicial da cauda é do tipo lei de poténcia, transformando-se em exponencial ao final
da evolugdo temporal, para v alto.

5.5 Limite Assintoticamente Plano

Este limite assintoticamente plano caracteriza-se, como ja vimos, por A — 0
ou, analogamente, r, >> ry. Retomando o pardmetro § que utilizamos para
a discussao do caso quase-extremo, temos, neste caso,

’l"c—’f‘_|_

5= > 50, (5.23)

T+
o valor 50 tendo sido determinado empiricamente, por meio dos resultados
obtidos com o método numérico direto.

J4 vimos que, no caso da geometria de Schwarzschild (S), os MQNs eram
seguidos por caudas do tipo lei de poténcia, com esta fase de cauda apre-
sentando uma dependéncia com o indice de multipolo, ¢, do tipo ¢ 2¢3.
Como a métrica RNdS, aqui, aproxima-se assintoticamente da métrica S,
com 7, — 00, é interessante verificar se a dindmica dos campos escalar, po-
lares e axiais, no limite assinalado, reproduz a cauda do tipo lei de poténcia
tipica de espagos-tempos assintoticamente planos, ou se hd alguma diferencga
qualitativa entre as dinamicas S e RNdS com A — 0.

Constatamos, pelo método numérico direto, que de fato aparece uma
regiao entre os MQNs (valores baixos de v) e a cauda exponencial dominante
para valores altos de v, onde aparece uma cauda do tipo lei de poténcia, a
semelhanca do que se passava com geometrias assintoticamente planas. A
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Caudas do Campo Polar 2
M = 1.0m, Q = 0.5, Lamdha = 1.0e-5
10 \ * \ * \
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10705

Figura 5.15: MQNs seguidos por caudas do tipo lei de poténcia no limite A — 0,
com M = 1.0m, Q@ = 0.5m e A = 1.0 - 10~°, para o campo polar W5'. A parte
inicial da cauda é do tipo lei de poténcia, transformando-se em exponencial ao final
da evolugdo temporal, para v alto.

Caudas para o Campo Polar 1
M = 1.0m, Q = 0.5, Lamdha = 1.0e-5
10 T T T

4B L=2
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Figura 5.16: MQNs seguidos por caudas do tipo lei de poténcia no limite A — 0,
com M =1.0m, Q =0.5m e A = 1.0- 1075, para o campo W;". Aqui, a cauda lei
de poténcia - na regido intermedidria entre os MQNs e a cauda exponencial - foi
realcada. Obtivemos, para o poténcia b em v=t, b =10.1 se £ = 3 e b = 7.86 se
{=2.
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Caudas do Campo Polar 2
M = 1.0m, Q = 0.5, Lamdha = 1.0e-5
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Figura 5.17: MQNs seguidos por caudas do tipo lei de poténcia no limite A — 0,
com M =1.0m, Q@ = 0.5m e A = 1.0- 1073, para o campo W,". Aqui, a cauda lei
de poténcia - na regido intermedidria entre os MQNs e a cauda exponencial - foi
realcada. Obtivemos, para a poténcia b em v=t, b =102 se £ = 3 e b = 7.88 se
{=2.
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Figura 5.18: MQNs seguidos por caudas do tipo lei de poténcia no limite A — 0,
com M = 1.0m, Q = 0.5m e A = 1.0-107°, para o campo W;". Aqui, a cauda
exponencial - ao final da evolucdo temporal dos campos analisados - foi realcada.
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Figura 5.19: MQ@Ns seguidos por caudas do tipo lei de poténcia no limite A — 0,
com M = 1.0m, Q@ = 0.5m e A = 1.0-107°, para o campo W,'. Aqui, a cauda
exponencial - ao final da evolugdo temporal dos campos analisados - foi real¢ada.
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Figura 5.20: Campo escalar (¢ = 1), campos polares Wt e Wi (¢ = 2)
aprozimando-se do limite assintoticamente plano. Os pardametros da geometria sao
@ =0.5, M =1.0. Atentar para o cauda puramente lei de poténcia no caso A =0,

para fins de comparagdo.
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seqiiéncia de figuras (5.14), (5.15), (5.16), (5.17), (5.18) e (5.19) ilustra este
ponto. Embora as figuras sejam relativas aos dois campos polares, WfZ,
vale notar que os demais campos apresentam a mesma, dindmica destes dois,
no limite A — 0.

Tal regiao intermedidria torna-se cada vez mais pronunciada, em detri-
mento da cauda exponencial, & propor¢do que A — 0, como evidenciado pela
figura (5.20), em que o caso A = 0 serve-nos de pardmetro para comparagao
com os demais casos.
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Capitulo 6

Os M(QNs de Estrelas
Compactas

Damos aqui os primeiros passos para o interessante problema dos MQNs
de estrelas de néutrons e de quarks. A importancia de um tal estudo vai
além do escopo da Relatividade Geral, chegando aos dominios da Fisica
Nuclear e de Particulas, uma vez que a natureza da matéria estelar tem
papel central na determinacdo da estrutura estelar. Se a estrutura estelar
tiver algum papel preponderante na dindmica dos MQNs estelares - é o que
pretendemos investigar - entdo poderemos inferir o papel da EDE da matéria
estelar nesses mesmos MQNs. Como a EDE depende da propria natureza
da matéria estelar, esta poderia, em principio, afetar os MQNs. A futura
comparacao de dados observacionais com as previsoes tedricas para cada
modelo de estrutura estelar (e, consequentemente, de EDE) pode ajudar-
nos a entender melhor o préprio comportamento da matéria conhecida nas
condicoes extremas de densidade e pressao no interior estelar.

Assim como no problema dos MQNs em buracos negros, as estrelas de
néutrons estao sujeitas a diversos tipos de perturbacoes, com um espectro
muito rico delas. Isto se deve ao fato de o fluido (matéria) estelar apre-
sentar modos préprios, que apareceriam mesmo no caso de estrelas nao-
relativisticas’. Uma boa introducio ao tema é encontrada em [9] e em [52].
Aqui, limitar-nos-emos aos casos de perturbacdes escalares e gravitacionais
axiais, por razoes descritas no préximo paragrafo.

As perturbagbes gravitacionais em estrelas, assim como se passava com
buracos negros, subdividem-se em polares e axiais, e foram estudadas por S.
Chandrasekhar e V. Ferrari [51], entre outros. Entre as perturbagoes polares
e axiais, as primeiras sao mais dificeis de descrever e de estudar, porque
excitam o fluido estelar, ao passo que as perturbacoes axiais ndo o fazem,
uma, vez que, por definicdo, ndo introduzem movimentos nas direcoes radial,

!Estrelas onde a pressdo p do fluido estelar nfo contribui significativamente para o
campo gravitacional e onde temos uma compacidade ¢ < 1
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r, e polar, . Pode-se demonstrar [51] que mesmo na dire¢do azimutal, ¢,
nenhum movimento do fluido estelar existe, nao havendo assim acoplamento
de perturbagoes axiais com o fluido estelar. Desta forma, as perturbagoes
axiais em estrelas sdo matematicamente mais simples de se descrever. E
as perturbacoes escalares em estrelas tém a sua deducgao e formulacao no
Apéndice E.
Estas perturbagoes sao governadas por equagoes de onda muito similares
aquelas vistas no estudo de MQNs de buracos negros,
o\ o R
_W_}—W =VV, (6.1)

onde V representa o potencial perturbativo, escalar ou axial,

L(+1) n 2m(r)

Vese = exp(2v(r))[ +4m(e(r) — p(r))]

72 73
Ve = exp@(N g~ U tn(er) —p(r)). (62)

Vemos, na equagio (6.2), que os potenciais perturbativos aqui descritos
sdo semelhantes - na forma funcional - aos potenciais perturbativos de
buracos negros, diferindo destes pelo aparecimento de termos de densi-
dade e pressao. Naturalmente, ao sairmos da estrela, temos m(r) = M,
exp(2v(r)) =1— % ep = ¢ = 0. Ou seja, a regifo externa & estrela tem po-
tenciais do tipo Schwarzschild. As semelhancas com o caso de Schwarzschild,
no entanto, esgotam-se ai. Enquanto no caso dos buracos negros paravamos
em r = 2M, onde V = 0, aqui podemos ir até o centro da estrela, em r = 0.
Sé que, ao tomarmos o limite » — 0, obtemos (para os dois potenciais
tratados, se £ =1,2,...)

lim V = oo, (6.3)

r—0

devido ao termo 2(5:2-1)’ uma vez que p, &,V sao todos finitos em r = 0, e o

mir 7 . o .
termo % é praticamente constante nas vizinhancas de r = 0. Tal carac-

teristica, que imita um potencial do tipo coulombiano, inexiste no contexto
de buracos negros, e é responsavel pela imposicao de uma condigao de con-
torno para os MQNs tipica de estrelas em geral: o campo ¥ deve se anular
no centro estelar, isto é, ¥(r = 0) = 0 ou, equivalentemente, ¥(zg), onde
xg é o valor da coordenada tartaruga em r = 0 (veremos o porqué mais
adiante). Para o caso do campo escalar com ¢ = 0, o potencial é finito na
origem, valendo

47
Vese(£=0,r =0) = 3 exp(2v9)(5e0 — 3po), (6.4)

o que acarreta, para a condigdo de contorno, um campo regular (finito) na
origem. Aqui, pg e €p sdo a pressao e a densidade centrais, respectivamente,
enquanto vy é o valor central de v(r).
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Tlustraremos os potenciais perturbativos acima a seguir, comparando-os
com aqueles obtidos no caso da geometria de Schwarzschild. Nas figuras
(6.1) e (6.2) temos ilustragdes comparativas dos potenciais escalar e axial
para estrelas de néutrons e buracos negros de mesma massa. A diferenca
fica clara na regido onde r — 0, quando os potenciais estelares apresentam
divergéncia.

Potencial Perturbativo Escalar L=4
M = 1048m, R = 9.26km

— Estrela
— — Buraco Negro

T
[

AL S B L e ALy AL
Lo Lo Low | o

[

0.0 5.0x10° 1.0x10" 1.5x10" 2.0x10"

Figura 6.1: Gréfico do potencial escalar V(r) vs. r, para estrela de néutrons
e buraco negro com M = 1048m, comparando os dois casos.

Vamos demonstrar rapidamente que se £ # 0, ¥(r = 0) = 0. Em primeiro
lugar, vejamos a forma da coordenada tartaruga nas proximidades de r = 0.
Sabemos que a r = 0 corresponde um valor minimo de z, 5. A relacdo
entre z e r, ji vista antes neste trabalho, é

d_fE _ exp(—v(r)) (6.5)

dr 2m ’
/ 1 'r(T)
2m(r)

sendo que = ox 72 — 0 e as fungdes p(r), e(r) e v(r) podem ser expandidas

em séries de poténcias em torno de r = 0 [51], como se segue:

p(r) = po+par’+part+...
e(r) = eo+eor?+eqgrt+...
vir) = vtwriturt. (6.6)

sendo que, no limite r — 0, v(r) = vy = const.. Assim, tem-se

d
— ~ exp(-w0), (6.7)
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Potencial Perturbativo Axial L=4
M = 1048m, R = 9.26km

— Estrela
— — Buraco Negro
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Figura 6.2: Gréfico do potencial axial V(r) vs. r, para estrela de néutrons
e buraco negro com M = 1048m, comparando os dois casos.

o que acarreta x—xo = 1 exp(—y) para r muito préximo de zero. Nos poten-

ciais perturbativos acima descritos, o termo exp(2v(r)) vale entdo exp(2vy) e

o termo dominante nas proximidades de r = 0 é o termo em Z(—tgﬁ, que pode

exp(—2vpl({+1)

ser reescrito como ). Assim, temos, nos arredores de x = xg,

(z—20)?
2, o6+ 1)

onde assumimos uma dependéncia temporal harménica para U, U(z,t) =
exp(—iwt)¥(z). Se expandirmos ¥ como uma série de poténcias em volta
de z = =z [51],

U= Az —20)* + Bz —20)*"2 + ..., (6.9)

com A, B constantes, e substituirmos tal expressao em (6.8), poderemos
facilmente encontrar « = —f¢ e a = £+ 1. Como o campo deve se anular em
x = zo (r = 0) por conta da barreira de potencial ali existente, e como £
aqui é positivo, temos a = £ + 1, ou seja, ¥ = A(x — $0)£+1 junto a z = xg
(A é uma constante multiplicando a solugdo). Como z — zy x r na regido
em questio, temos ¥ x rft1, o que efetivamente anula o campo em 7 = 0.
Passemos aos resultados numéricos disponiveis.

Ilustremos alguns dos modos obtidos - em estrelas de néutrons - com o
método numérico da grade z — ¢, sucintamente descrito no Apéndice D. As

figuras sao (6.3), (6.4), (6.5) e (6.6).
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MQNs de Estrelas de Neutrons
L=4, M=1048m, Campo em r=R=9.26km
‘ \ ‘ \ ‘ \

— escalar
- — axial

L
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Figura 6.3: Grafico dos MQNs dos campos escalar e axial para o caso de
M = 1048m, £ = 4.

MassaEstelar(m) | £ Wese Waz
1048 3 | 0.000455 — 0.0002907 | 0.000452 — 0.0002901
1048 4 | 0.000664 — 0.000333: | 0.000555 — 0.0003457
977 3 - -
977 4 | 0.000500 — 0.0003167 | 0.000467 — 0.000301+2

Tabela 6.1: Fregiéncias dos modos quasi-normais em estrelas de néutrons, para os
campos escalar e axial. Valores obtidos junto a superficie estelar. Onde hd tragos,
€ porque nao foi possivel obter os dados com seguranga.

Os resultados exibidos nas figuras de (6.3) a (6.6) sao ainda preliminares,
e estao ainda sujeitos a verificagoes mais profundas, no momento em que este
trabalho estd sendo escrito. De qualquer maneira, é interessante comparar
estes resultados preliminares com aqueles verificados para buracos negros de
Schwarzschild, no capitulo 4, usando o método numérico da grade u — v, que
nos permitia obter as freqiiéncias dos MQNs junto ao horizonte de eventos.
As freqiiéncias de alguns MQNs estelares por nés encontrados estdo na tabela
(6.1).

Para comparacao, os valores obtidos para o buraco negro de Schwarzschild
- junto ao horizonte de eventos - com as massas mais proximas possiveis as
destas estrelas estdo na tabela (6.2).

A tabela (6.1) mostra as freqiiéncias obtidas em r = R, u seja, junto
4 superficie estelar. Verificamos as mesmas freqiiéncias dentro e fora da
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MQNs de Estrelas de Neutrons
Campo Escalar, L=4

T
— M=1048m
—- M=977m
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Figura 6.4: Grafico dos MQNs do campo escalar, £ = 4, para M = 1048m e
M =977m.

MassaEstelar(m) | £ Wese Waz
1046.25 3 | 0.000644 — 0.0000921% | 0.000572 — 0.00008884
1046.25 4 | 0.000828 — 0.0000920:¢ | 0.000772 — 0.0000902:
977.12 3 | 0.000691 — 0.0000989: | 0.000613 — 0.0000951:
977.12 4 | 0.000888 — 0.0000988: | 0.000828 — 0.0000966:
Tabela 6.2: Fregiéncias dos modos quasi-normais para o buraco negro de

Schwarzschild, para comparagdo.

estrela, para detectarmos possiveis discrepancias, o que de fato ocorreu.
Para o caso em que M = 1048m, temos os valores da tabela (6.3). O
fendmeno repetiu-se para M = 977m.

Pelo que pudemos inferir das tabelas (6.1) e (6.3), os modos dentro da
estrela tém I'm(w) mais negativo do que na superficie, indicando amortec-
imento mais intenso ali. Fora da estrela, nao detectamos, até agora, uma
tendéncia clara para I'm(w). Pareceu-nos haver também oscilagdes menos
intensas no interior estelar (Re(w) menor), quando comparadas aquelas vis-
tas na superficie. Os modos axiais oscilaram um pouco mais lentamente do
que os escalares, como na geometria de Schwarzschild, mas os valores de
Re(w) cairam com a diminuicdo da massa, ao contririo do que se passava
na geometria de Schwarzschild. Como os dados obtidos até aqui nao foram
muitos, necessitando de estudos mais amplos, preferimos nao prolongar esta
discussao.
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MQNs do Campo Escalar - Estrela de Neutrons
L=4, M=1048m, R=9.26km

— 1=9.26km
— - r=5.0km
—-- r=30.0km
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Figura 6.5: Gréfico dos MQNs do campo axial com M = 1048m, ¢ = 2, para
diferentes valores de r - dentro da estrela, na superficie e fora da estrela.
Houve pequenas diferencas nas freqiiéncias w dentro e fora da estrela, embora
nao muito pronunciadas - ver texto.

Ao comparar as tabelas (6.1) e (6.3) com a tabela (6.2), detectamos al-
gumas caracteristicas que podem distinguir os MQNs estelares daqueles dos
buracos negros de Schwarzschild: os MQNs estelares aparentemente oscilam
mais devagar e tém amortecimentento consideravelmente mais intenso do
que aqueles de buracos negros, a0 menos nos poucos casos que pudemos
observar aqui. Uma andlise mais extensiva e aprofundada destes MQNs
estelares estd em nossos planos futuros.

Campo | ¢ Wsup Wint Wert
esc 3 | 0.000455 — 0.000290z | 0.000485 — 0.000326¢ | 0.000441 — 0.000344:
esc 4 | 0.000664 — 0.000333% | 0.000601 — 0.000375z | 0.000538 — 0.000333:
ax 3 | 0.000452 — 0.000290z | 0.000434 — 0.0003252 -
ax 4 | 0.000555 — 0.000345¢ | 0.000547 — 0.000377% | 0.000563 — 0.0002557

Tabela 6.3: Fregiiéncias dos modos quasi-normais em estrelas de néutrons de M =
1048m, para os campos escalar e azial, na superficie da estrela (wsyp), bem como
dentro (wint) € fora da mesma (wegt). Raio estelar R = 9.26km, posicdo de cdlculo
de wint: 5.0km, posicio de cdlculo de wegt: 30.0km (a partir do centro estelar).
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MQNs do Campo Escalar - Estrela de Neutrons
M=1048m, Campo na superficie estelar (R=9.26km)
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Figura 6.6: Grafico dos MQNs do campo escalar com M = 1048m, variando-
se £. Como era de se esperar, as oscilacoes ficam mais rapidas com £ mais

alto.




Capitulo 7

Conclusoes

Neste capitulo reunimos as conclusoes de nosso trabalho.

e O primeiro modelo de estrelas de néutrons conhecidos, o de Oppenheimer-
Volkov, baseado na suposicao de que a matéria em tais estrelas é com-
posta essencialmente de um gis de néutrons nao-interagentes, nao é
capaz de explicar as massas atualmente observadas para tais estre-
las, que oscilam de pouco mais de 1M até mais de 2.5M; - o modelo
vai até 0.72M,, mas reproduz algumas caracteristicas fundamentais
dessa classe de estrelas: a faixa esperada de densidades centrais -
até 4 - 10'%g/cm3, o lento decaimento da densidade até as proximi-
dades da superficie e o subsequente fenémeno de neutron drip com
uma diminuicdo dristica da densidade (e da pressdo) até que se atinja
a superficie estelar;

e As massas estelares atuais sdo bem descritas por uma vasta gama de
EDEs mais modernas, baseadas no estudo de interacoes hadronicas e
mesmo da Teoria Quantica de Campos. Baseando-nos apenas nas mas-
sas, todavia, ndo se pode afirmar qual a EDE correta, sendo necessério
tomarmos outros parametros da estrela, como o raio R, por exemplo.
De qualquer maneira, o modelo de gis de Fermi de néutrons nao-
interagentes a temperatura nula (no sentido de termos T' << Tp"¢ ~
101 K), é interessante no estudo de modos quasi-normais dessas estre-
las, uma vez que os cdlculos de estrutura estelar, bem como dos poten-
ciais perturbativos, torna-se bastante simples, sem que percamos de
vista as caracteristicas fundamentais dessas estrelas, como vimos no
pardgrafo anterior. Os graus de compactacao das estrelas de néutrons
conhecidas hoje tem c entre 0.2 e 0.4, sendo que o modelo aqui estu-
dado ficou dentro desta faixa;

e As estrelas de quarks que estudamos, a luz do modelo MIT, no en-
tanto, apresentaram massas bem maiores do que aquelas por nés ver-
ificadas no modelo de Oppenheimer-Volkov de estrelas de néutrons,

105
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chegando mesmo a beirar os 4M; em alguns casos (baixos valores da
constante B), e encaixando-se sem problemas na faixa de massas ob-
servadas para estrelas de néutrons. Como alguns autores estimam que
a massa-limite de uma estrela de néutrons estd préxima de 3M;, e o
aumento de massa permitido pela rotacdo - nao estudado aqui - difi-
cilmente excede 20 a 30% da massa da estrela sem rotacio, podemos
dizer, com alguma seguranca, que estrelas com raios menores do que
algumas dezenas de quilometros com massas excedendo 4 M, sao muito
provavelmente estrelas de quarks ou possivelmente hibridas. Estrelas
igualmente compactas na faixa de 1 — 3M; podem ser de qualquer um
destes tipos. De novo, apenas a massa, sozinha, nao determina com
precisao o tipo de estrela com que estamos lidando;

Estrelas de quarks tém raios comparaveis aos de estrelas de néutrons,
ao menos para os valores de B e de densidade central, £y, considerados.
Além do mais, estrelas de quarks tém superficie extremamente lisa
e dura, com descontinuidade brutal na densidade em sua superficie,
ao passo que estrelas de néutrons por nés estudadas tém densidade
tendendo a zero na superficie (se comparada as densidades em seu
interior). As estrelas de quarks tendem a ser mais compactas do que
as de néutrons e, desta forma, estdo mais préximas dos buracos negros
do que suas congéneres;

Buracos negros de Schwarzschild tém MQNs bem conhecidos, que con-
seguimos reproduzir aqui no intuito de compara-los com os MQNs es-
telares. Observamos aqui oscilagbes mais lentas dos MQNs & medida
que a massa aumentava. Além disso, o aumento da massa dos buracos
negros diminuia a taxa de decaimento dos MQNs. Estas caracteristicas
mantém-se para todos os campos estudados. Fisicamente, isto indica
que um buraco negro massivo ¢ mais dificil de ser perturbado;

Ainda com relagdo aos MQNs dos buracos negros de Schwarzschild,

perturbagoes escalares tém freqiiéncias oscilatorias ligeiramente maiores
e amortecimento ligeiramente mais intenso do que as eletromagnéticas,

que por seu turno tém amortecimento maior e oscilacoes mais rapidas

do que as gravitacionais axiais e polares. Entre estas duas iltimas, as

variagoes sao diminutas. De qualquer forma, dado um buraco negro

de massa M e o indice de multipolo £ da perturbacdo, as freqiiéncias

de oscilagao e taxas de amortecimento dos MQNs diminuem com o

aumento do spin da perturbagcao;

Quanto & dindmica dos campos para tempos ¢ suficientemente grandes,
obtivemos decaimentos do tipo lei de poténcia, t~2~3, como esperado;

Com relagao aos buracos negros da geometria RNdS, pudemos avaliar
a riqueza da dindmica das perturbacoes de diversos tipos, causada



107

pela estrutura consideravelmente mais rica do espago-tempo estudado.
Em primeiro lugar, o caso do campo escalar com £ = 0, que nao
apresentava nada de excepcional na geometria de Schwarzschild, mas
que inicialmente oscila e depois estabiliza-se em um valor constante,
nao-nulo;

No caso de buracos negros RNdS quase-extremos, os MQNs dominam
por completo a evolugao temporal dos campos, independentemente da
natureza destes. E nossos resultados numéricos concordaram bastante
bem com previsoes tedricas;

Se os buracos negros RNdS ndo eram quase-extremos, a dindmica dos
campo era caracterizada por duas fases bem distintas: uma primeira
fase com os MQNs bem visiveis - até que o campo nao mais tenha
energia para oscilar, o que d4 inicio a segunda fase - em que os campos
decaem exponencialmente. E esta cauda exponencial é a primeira
diferenca significativa entre a dindmica dos campos em RNdS e em
Schwarzschild (lei de poténcia);

Estas caudas exponenciais em geometrias RNdS ndo dependiam da
carga () dos buracos negros, embora variassem com M e A. Mais
exatamente, dependiam de £ e de kg;

A carga @), no entanto, tinha influéncia - moderada - nos MQNs; As
oscilagoes ficam mais rdpidas no caso de cargas maiores, e o amorteci-
mento (damping) das oscilagoes inicialmente aumentava com @, atingindo
um pico para algum valor intermediario de () e depois caindo com car-
gas progressivamente maiores. Porém esta variacdo no damping era
muito reduzida se comparada & variacao no ritmo das oscilagoes;

No limite de carga nula, a dindmica dos campos em RNdS tornava-se
idéntica & dindmica dos campos na geometria SAS, com o desacopla-
mento das perturbagoes eletromagnéticas e gravitacionais;

A constante cosmolégica A tem papel mais interessante do que a carga
@ na dindmica dos campos em RNdS. Quanto maior A, menores serao
a taxa de oscilacao dos MQNs e também as taxas de amortecimento
dos mesmos, particularmente para A > 10™3m~2. Abaixo deste valor,
as tendéncias acima mencionadas continuam, mas com menor inten-
sidade. Além disso, o limite A — 0 provoca o aparecimento de uma
fase intermedidria entre os MQNs e as caudas exponenciais. Esta fase
intermediaria é a cauda do tipo lei de poténcia, imitando a dindmica
dos campos na geometria de Schwarzschild. Esta cauda fica tanto mais
clara quanto mais A tende a zero, e torna-se a cauda dos campos estu-
dados quando A = 0, como esperado. Este é o limite assintoticamente
plano.
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e Uma breve nota sobre os MQNs de estrelas de néutrons: os poucos
dados disponiveis até o momento levam-nos a crer que os MQNs es-
telares sao mais fortemente amortecidos e oscilam menos do que os
MQNs de buracos negros de Schwarzschild. Pretendemos continuar o
estudo dos MQNs estelares de forma mais extensiva e aprofundada,
daqui por diante.



Apéndice A

A Equacao de
Oppenheimer-Volkov

Deduzir a equagao de Oppenheimer-Volkov é relativamente simples. Recor-
dando a forma do tensor de energia-momento,

Top = (p+€)UaUp + pgagp, (A1)
bem como a forma da 4-velocidade U, U# = (exp(—v),0,0,0), além da
métrica,

ds? = —exp(2v)dt? + exp(2u0)dr? + r2d9?, (A.2)

pode-se chegar na equacao (2.5), por meio das equagoes de Einstein,
1
R.p — EgaﬂR = 81Ty, (A.3)

sendo que precisamos apenas das componentes Ry, Ry € Rgg.
Para as componentes em causa, temos

R,, = 1/,2, +Vpp —Vplloy — Qlf’r = —4n(e — p) exp(2u2)
Rag = —1-+exp(—2us) + rexp(—2p) (v — piny) = —dr?(e — p)
Ry = exp(@r - 2a)[vpy — 22 4 vy, 2] =

= —4mrexp(2v)(3p +¢) (A4)

Temos ainda a equacio de equilibrio hidrostatico, deduzida um pouco mais
adiante,

1 dp
=— —. A5
Y p+edr (A.5)
Montemos uma equagdo para exp(2u2). Tomamos a expressdo
Ryrexp(—2p2) Ry = Ryexp(—2v) 2p2,r €xp(—2p2) 1
—_— Yttt = - - =+
2 T 2 T T
-2

xp(=202) _ _g.0 (A6)

r2
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que se reescreve como
d(r exp(—2p2))

dr

cuja solucao (finita em r = 0) é

=1 - 8nrie, (A.7)

1 2
po = —=1In(1 — m(r)
2
m(r) definida como em (2.3). Com o auxilio de (A.5) e de (A.8), eliminamos
os potenciais ug e v da equagdo para Rgg. Isolando o termo g—f da expressao

encontrada, temos

); (A.8)

dp (p + &) (m(r) + 47r°p)
dr r2(1 — ZW_(T)) ’ (A-9)

r

que ¢ a equacao de Oppenheimer-Volkov, obtida pela primeira vez por J. R,
Oppenheimer e G. M. Volkov em 1939 [32].
A equagado (A.5) vem da conservacao do tensor momento-energia, T+ .
Com efeito, temos
T = pg"” + (p + e)UFU”, (A.10)

e a equagao de conservagio deste tensor é T%” = 0. Aplicando esta derivada
covariante em 1" acima, temos

1 9

— V- e)\UFUY +T% e\UYU“, A1
onde g é o determinante da métrica. Temos, ainda, U*U,, = —1 e como o
fluido estd sendo analisado em um referencial onde se encontra em repouso,
Ut = /=gy e U" = U’ = U?® = 0. E nenhum dos Juv, DM p e nem ¢
dependem do tempo. Temos, ainda,

v _
CZ",/; — pau

1 5,001
0 = ——gfv24 A12
it 29 Orv ( )
e, com a forma que U* assume aqui,
0
- BITV] —
pp (p+e)UFU"] = 0. (A.13)

A equagio para Th” = 0 acima pode ser multiplicada por 9ux, O que resulta
em

1 0
“Px = 5(11 + 5)% log(—gzt), (A.14)

para x = r,0,¢. Se x = t, a equagado acima é trivialmente satisfeita. A
equacao (A.14) é simplesmente a equagao de equilibrio hidrostatico na Rel-
atividade Geral. Tomando-se x = r, chega-se & equagdo (A.5), apds tomar-

mos gy = — exp(2v(r)). Ficamos assim com
dv 1 dp
- _ hd Al
dr (p+e)dr’ (A.15)

que é a equagao procurada.



Apéndice B

EDE para Estrelas de
Neéutrons

Reservamos este apéndice para a deducao das expressoes para a EDE que
rege as estrelas de néutrons compostas por um gas de néutrons puro, sem a
presenca de outras particulas.

Da estatistica de Fermi-Dirac, temos o nimero médio n; de ocupacao do
j-ésimo orbital (estado quantico) em func¢do da temperatura reciproca 3 e
do potencial quimico u,

1

n; = , (B.1)
7 14exp(Ble — pl)

e a grande funcao de particao =, dada por

In(Z) = 3" Inf1 + exp(—Ble; — ul)l, (B.2)
J
que se relaciona com o grande potencial termodinamico ¢ por

In(E)
d=— . B.3
5 (B.3)

Da Termodindmica conhecemos a relagdo entre a pressao p e ®, dada por
d = —pV, (B.4)

V sendo o volume do sistema estudado. Da equagido acima e de (B.3),
tiramos BT

=—InkZE. B.5

p=77n (B.5)

A forma exata de p dependerd do espectro de energia €;. Para a energia U

do sistema, temos
U= Z €575, (B.6)
J
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que resulta em uma densidade de energia

P=v (B.7)

O numero de particulas do sistema, por unidade de volume, é
N=> n, (B.8)
J

Feitas estas consideracdes iniciais, podemos calcular as grandezas de in-
teresse. Como estamos limitando-nos a um sistema de temperatura nula
(T = 0), a funcdo definida em (B.1) passa a ser uma fun¢io degrau depen-
dendo da méxima energia do sistema, ez (energia de Fermi). Se ¢; < ep,
n; = 1 e nj = 0 de outra forma. Além do mais, tomamos o espectro de
energia do gds de Fermi de néutrons como sendo relativistico,

e(k) = eV k2 +m2c?, (B.9)

sendo k o momento linear e m a massa do néutron. Temos ainda kr =
V Er—m2c2? .
~¥——— (momento de Fermi).

Tomando o limite de um ntmero muito grande de particulas (limite

termodinamico), as expressoes para N e p passam as formas integrais abaixo,

drs
N = 2
on h / k*dk

4ms kr
= k2dkVk? B.10
onde s é a multiplicidade de estados de spin. Para néutrons, s = 2. Apds
integracdo, a expressao acima para N transforma-se em

ki

=& B.11
1273437 ( )

indicando que o momento de Fermi é proporcional a N 5. Para integrarmos
p, facamos z = % na expressao para p em (B.10). O resultado sera

b ,2’2
= 3 dz—
P Pc A Tt .2 s

Pe = 3m2h3

p = ke (B.12)
mc

que, integrado, fornece-nos

p(b) = SP2[(26° + B)V/I 4 2 — In(b + V1 1 B2)). (B.13)

8



113

No limite de baixas energias, onde b — 0, temos
p(b) o< b°, (B.14)

ao passo que, no limite oposto (b — oc), vale

3v*
p(b) = e (B.15)
Quanto & pressao p tinhamos
In(E)
p=—", B.16
3 (B.16)
que no limite termodindmico assume a forma integral
p= 27rﬁ / E2dk In[1 + exp(—Ble — u))], (B.17)
que, apds integracao por partes, termina em
b 4
S Y PR (B.18)

3 Jo \/1+22’
ZE1(20° — 3b)V/ 1+ b2 + 31n[b + /1 + b2]], (B.19)

usando a mesma notagao do célculo de p. Para a expressao (B.19), temos

ou

lim p(b) o b°

b—0
b4
lim p(b) = —. (B.20)
b—o0 4
Assim, no limite b — 0, temos p x p3 e, no limite b — oo, p = £ (esta

ultima EOS é tipica de um gés relativistico). Fora destes limites, tomamos
o valor de p (p), resolvemos para b e calculamos p (p).
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Apéndice C

Integrando Estrelas
Compactas

Utilizamos o classico método Runge-Kutta para integrar as equagoes de
estrutura estelar, mas com passo de integracio varidvel (adaptativo), para
controle de erros locais de truncamento.

Neste método, é resolvida uma equacao do tipo

dy

E :f(xay)a (Cl)

onde z é a varidvel independente, sujeita & condicdo inicial y(zg) = yo. Seja
z o ponto (atual) onde y foi calculada, e seja y(z + h) a mesma fungao no
ponto z + h, onde h é o passo (atual) de integracdo (podendo ser positivo
ou negativo). Em um método Runge-Kutta clissico, de ordem 4, teriamos
4 passos intermediarios entre x e x + h, a saber,

g = hxf(z,y)
h 1
g2 = h*f(:v+—,y+97)

2
h 2
g3 = h*f(w+§,y+%)
gs = h*f($+hay+g3)7 (02)

que seriam utilizados para se achar y(z + h) a partir de y(z), via
1
y(@+h) = y(@) + £ (g1 + g4 + 23 + 292) + O(r°), (C.3)

onde temos o erro de truncamento local proporcional a h®, sendo o método
acurado até a ordem h* (donde a designacio quarta ordem).

O problema deste método é que o passo de integracdo h é constante,
o que pode ndo ser adequado a circunstiancias nas quais a fungao a ser in-
tegrada nao é suave, ou apresenta muitas oscilagoes, ou simplesmente tem
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uma, forma sobre a qual ndo temos nenhuma indicacdo prévia. Nestes ca-
sos, seria interessante um monitoramento mais cauteloso do erro local de
truncamento, mantendo-o dentro de limites previamente estabelecidos. Tal
procedimento implicaria na correcdo do passo de integracao h em cada ponto.
Este procedimento existe e foi primeiramente descrito por Fehlberg.

O método descrito por (C.2) e (C.3) precisa de 4 cdlculos intermedidrios
para chegar a uma resposta. Métodos de ordem r > 4 precisarao de r+1 ou
7+ 2 cdlculos. Fehlberg [42] descobriu um método de ordem 5 que precisava
de 6 calculos intermediarios, sendo que uma dada combinacao desses mesmos
calculos resultava em um método de ordem 4. A diferenca entre as respostas
para y(z+h) dadas por estes dois métodos de Fehlberg poderia ser utilizada
como estimativa do erro de truncamento local da solu¢do. Se tal estimativa
ficar acima de um valor pré-estabelecido, significa que o passo h deve ser
reduzido para reduzirmos este erro local estimado, recalculando entao y(x +
h). Do contrério, podemos usar a resposta atual e redefinir 4, aumentando-o,
para o passo seguinte. E assim sucessivamente.

Atualmente, o procedimento de Fehlberg tem diversas variantes, mas tém
as mesmas caracteristicas basicas, como a forma dos cédlculos intermedidrios,
a saber

@ = hf(z,y)

g2 = hf(z+ ash,y+ Paqi)

g3 = hf(z+ash,y+ B31q1+ B3292)

g = hf(z+ash,y+ Buq + Bi2ge + Pazqs)

g5 = hf(z+ash,y+ Bs1q1 + Bs292 + B5393 + Ps4q4)

g6 = hf(z+ ash,y+ Be1q1 + Bs292 + Be3q3 + Beaqs + Bes3s), (C.4)

sendo que a soluc¢do y(z + h) de ordem 5 é dada por

y5th(x + h) = y + Z’YzQZ + O(hﬁ) (C5)
=1

A solucio de ordem 4 é

yan(T + h) = y(z) + Z Gigi + O(RY), (C.6)
=1

o que resulta em uma diferenca entre as duas estimativas, dada por
6

A =yspn(z +h) —yam(@ +h) =D (v — G)gs o< h°. (C.7)
=1

As constantes o, (L, vi e Bij podem mudar, dependendo da variante do
método utilizada. A variante que usamos aqui foi a de Cash-Karp [43], com

!Este simbolo nio representa a fungio Zeta de Riemann, nem estd, de algum modo,
relacionado a ela. E simplesmente uma escolha notacional.
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os valores a seguir:

g = 0.2
ag = 0.3
ay = 0.6
a5 = 1.0
ag = 0.875, (C.8)
37 2825
n o= 3o (1= 27648
Y2 = 0 (=0
280 18575
Y3 = 621 (3= 18334
125 13525
Y4 = 621 Ca :27575796
o= 0 (= 14336
Y6 = % Cﬁ =0.25 (Cg)

Bor = 0.2 P31 =0.075 B3z =0.225
Buu = 03 Pso=-09 Py3=12

11 70
Psr = —g7 Pa=25 fsz=—o
35 1631 175
Bsa = 77 Be1 = 55296 Be2 = RD)
575 44275 253
Bos = 1321 P~ Tios0 7%~ Z006° (C.10)

Este conjunto de valores tem a propriedade de minimizar o erro de trun-
camento cometido em um dado passo de integracao.
Como A é proporcional a k%, temos o seguinte raciocinio: se h; produz
um erro 4, entdo o valor de h que resultaria em um outro erro A, é
hy = ho(22)} (C.11)
Ay
Seja entdao A, o erro previamente estabelecido (erro-limite, que nio deve ser
ultrapassado), e A; o erro atualmente obtido com o passo hy. Se Ay > Ay, hy
deve ser reduzido até h,, de acordo com a prescri¢do (C.11), e o passo atual,
repetido, com h, no lugar de hy; o programa passa a andar mais devagar na
regido em z por onde estd passando. Se A; < A,, entdo podemos aceitar
o passo atual e usar (C.11) para estimar o valor de h = h, para o prdzimo
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passo, que serd entao maior do que o passo h; atual, deixando o programa
andar mais rapido.

A discussao acima pode ser generalizada para um sistema de equagoes
diferenciais, e as quantidades y(z) e A acima definidas transformam-se em
vetores. O erro deve ser monitorado para cada equacgao, e o maior dentre os
erros estimados, em qualquer tempo, guiard a escolha do passo de integragao,
que é o mesmo, em cada ponto, para todas as equacoes componentes do
sistema. Os programas utilizados foram as rotinas odeint, rkck e rkqs da
referéncia [12].

No nosso problema de integragio de estrelas (quarks ou néutrons), havia
4 equacoes diferenciais de ordem 1, acopladas. Na estrela de néutrons,
tinhamos b (momento de Fermi especifico), m (massa), v (expoente do termo
g1+ da métrica interna & estrela) e z (coordenada tartaruga). Na estrela de
quarks, b foi trocado por ¢ (densidade de energia), as demais varidveis sendo
as mesmas da estrela de néutrons. Em qualquer caso, o erro estimado em
cada variavel era armazenado em um vetor ye,., sendo que o erro relativo
em cada componente deveria ficar abaixo de um certo valor €, que tomamos
como 10715, um valor mais do que suficiente para obtermos solucdes con-
vergentes, isto é, solugdes que mudam muito pouco com a variagao de e.
A integracdo parava sempre que a pressao p atingia o valor zero, pois o
anulamento da pressdo é o que define a superficie (raio) da estrela.



Apéndice D

Método Numérico Direto em
BNs

O método numérico direto por nés utilizado para a resolucdo de equacoes
da forma
2
% = —iV(u,v)\Il(u,v), (D.1)
no contexto de buracos negros (BNs) é aqui sucintamente discutido.

Em primeiro lugar, devemos delimitar a regido do espago-tempo onde
estamos trabalhando. Tal forma depende do problema em questdao, mais
precisamente da geometria do espaco-tempo. Normalmente, tomamos uma
regiao do tipo 0 < v < vmaz € 0 < u < umaz, em que u = umax representa
o horizonte de eventos de um buraco negro e v = vmaxz pode representar, no
caso de geometrias do tipo dS, um horizonte cosmoldgico. Frequentemente
temos vmax = umaz, mas tais escolhas ndo sao obrigatérias: podem ser
ajustadas a cada problema de buracos negros estudado. O préximo passo
é transformar a equagdo (D.1) em uma equacao integral no plano u — v.
Perfazendo a integracdo em um retdngulo nulo, como visto na figura (D).

Nesta figura, temos os limites de integragao ui,us em u e v1,v2 em v. A
integral de superficie de (D.1) fica

82‘1' v2 u2 82\11 1 v2 u2
_ — duldv.
auavdudv /1)1 [ . 6uavdu]dv 4/1]1 [/u1 V(u,v)¥du]dv
(D.2)

Levando a integracao do lado esquerdo da equagao acima a cabo, vem

v2 u2 2\1]
/ [ 0 duldv =

. Ju, Oulv
:‘IJ(’U,Q,UQ) —\I'(’U,Q,’Ul) —\Il(ul,vg)-i-‘lf(ul,vl) =
Uy — Uy — Vg + Ug. (D3)
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$*  *g

:'U

Figura D.1: O Retangulo Nulo.

Em outras palavras, temos, em (D.2),
1 V2 U
Uy — Uy —Up+Tg = ——/ / V(’U,,’U)\I/(’U,,’U). (D4)
4 V1 u1

Seja agora g(u,v) = V(u,v)¥(u,v). Assim,

v Ul v2 u2
/ / V(u,v)¥(u,v)dudv = / / g(u,v)dudv. (D.5)
v1 u v1 U1

Tomando a figura (D), podemos, sem perda de generalidade, tomar a origem
do sistema de coordenadas como estando no centro do retangulo nulo. Desta
forma, uo = —u; = % e vy = —v = %. A 1dltima equacao transforma-se

em

va U2 Av Au
/ / g(u,v)dudv =/2 /: g(u,v)dudv = p(uz,vz)Aulv, (D.6)
v Ju -5 =2

onde, na tultima passagem, usamos o Teorema do Valor Médio, com u; <
ux < ug e v1 < vr < vy. Continuando, supomos que g(u,v) seja da classe
C? (duplamente diferencidvel) nas varidveis u e v, dentro do retangulo nulo.
Podemos expandir g, dentro do retangulo nulo, em torno da origem, como
se segue.

_ 9, .9 2
g(uz,vz) = ¢(0,0) + P + 50" + O(A%), (D.7)

onde as derivadas sao calculadas na origem. Com a expansao acima, temos
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Av Au
2 2

/_& /_Au g(u,v)dudv =
2 2

(9(0,0) + g—Zux + %UQ:)AUAU +0(AY) =

Au

g(0,0)Aulv + Av/z (uz)du + A’U/Z (vz)dv + O(A*) =
-5 -5

g(0,0)AuAv + O(AY).  (D.8)

Ay

J4 sabemos o valor do lado esquerdo de (D.2), presente em (D.3). Podemos
agora voltar & equagdo (D.2) e completar o lado direito.

v2
Un—Vy—Vpt+¥g = —%/ /u2 V (u, ) ¥ (u,v) = V(C)T(C)AvAu+O(AY),
vi Juy

(D.9)
onde C representa o ponto no centro do retangulo, (u = 0,v = 0). Por fim,
é possivel escrever

To = %[xpw +Tp] + O(AY), (D.10)

e, como V(N) = V(S) = V(C), escrevamos V(C) = V(S). Com estas

consideragoes finais, temos
1
Uy =Yy +Vg— Vg + gAuA'uV(S)[\IJ(W) + U(E)], (D.11)

que € a equacao procurada. Com o conhecimento do campo ¥ em 3 pontos
(S,W, E), do potencial perturbativo em S e dos espacamentos Au.Av nas
direcoes u, v, calculamos o campo ¥ no quarto ponto, N. Trabalhamos com
Au = Aw ao utilizar este método numeérico para caracterizar a dindmica dos
campos nas geometrias de Schwarzschild e assintoticamente de Sitter.

O método acima necessita de condigoes iniciais em u = (0. Normalmente,
temos ai um pulso gaussiano - a forma do pulso inicial nao interfere nos
MQNs e caudas, sendo visivel apenas no transiente dos campos, isto é, em
tempos muito curtos apds o inicio da perturbacao. Além disso, devemos
especificar o campo em v = 0, que aqui foi tomado como sendo zero.

Uma ilustracdo do método aqui detalhado estd na Fig. (D.2).

No caso do método da grade x — t, temos a expressao

56
\If(to + (5t,.’1,‘0) = —\I/(to - (St,.’l,'()) + (2 - 52$V($0) - W)\I/(to,xo) +
46t2[¥ (to, zo + dx) + U (to, To — 67)]
+ —
30z
_ (5t2[\11(t0,$0 —20z) + U(tg, zo + 25£E)] (D 12)
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U
A
z=20
W, .N
L @
S FE
= IU
v = vmazx

Figura D.2: Exemplo de Grade u — v com espacamento idéntico em u e v,
origem em (u = 0,v = 0) e tendo por limites u = umaz (aproximando o
horizonte de eventos) e v = vmaz (aproximando o horizonte cosmoldgico,
quando for o caso)). Notar os pontos S, E, W, N onde o campo ¥ é calcu-
lado. Com os dados de ¥y, ¥ g, Ug, calcula-se ¥y de acordo com a férmula
(D.11).

para o cdlculo do campo ¥ no ponto (t,z) = (to + 8t, 2o + dz). Este cdlculo
necessita do campo em 5 pontos no instante £y e do campo em um ponto no
instante ty — dt, e precisamos especificar, no instante inicial ¢;,;, ndo apenas
o campo ¥, mas também a sua derivada temporal %—‘f, em uma regiao do
espaco que vai de z;,; até zy;,. A cada instante, serdo necessirios mais
dois pontos em z, tanto a direita do x4, atual quanto & esquerda do x4,
atual, de forma que toda a integracdo (até que z ou ¢ atinjam um certo
valor predeterminado) se passa dentro de um cone invertido. Um ponto
importante a ser notado aqui é que o espacamento temporal §; deve ser
sempre inferior ao espagamento em z, J,, isto é, se m = g—;, devemos ter
m < 1, para garantir a estabilidade numérica do algoritmo. Esta grandeza
adimensional m é denominada mesh ratio. Uma ilustracao da grade é a Fig.
(D).

Utilizamos este método numérico extra para perturbacoes estelares, uma
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vez que a presenga de valores minimos para a coordenada tartaruga x im-
posta pela métrica estelar impedia-nos de usar as grades 4 —v com a mesma
desenvoltura com que a utilizdvamos para estudar perturbacoes de buracos
negros, onde £ — —oo no horizonte de eventos, ndo limitando a grade.

Figura D.3: A Grade = —t.
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Apéndice E

Equacoes de Perturbacao de
SGs

Aqui encontram-se as dedugoes das equagoes de onda que governam os di-
versos tipos de perturbagoes de sistemas gravitacionais(SGs). Por serem
extensas as deducoes e diversos os tipos de perturbacoes estudados, subdi-
vidiremos este capitulo em quatro partes: a que introduz a métrica empre-
gada, a que trata de perturbacgoes escalares, a que trata das perturbagoes
eletromagnéticas e a que trata de perturbagoes gravitacionais (tanto axiais
quanto polares).

E.1 Apresentando a Métrica

Uma métrica bastante geral, que descreve sistemas axialmente simétricos e
estaciondrios, é dada pela expressao

ds? = exp(2v)dt? — exp(29))[d¢ — wdt]® — exp(2ug)dr? — exp(2u3)do?, (E.1)

onde v, 1, o e u3 sao funcoes de r e de 6, mas nao de ¢t ou de ¢. Tomamos,
neste trabalho, w = 0, isto é, nao lidamos com corpos em rotagao. Tal
simplificacao diagonaliza a métrica acima, que fica

ds® = exp(2v)dt? — exp(2uy)dr? — exp(2u3)dh? — exp(2¢)dp?.  (E.2)
Seu determinante g vale, neste caso em que ndo ha rotacdo envolvida,
g=—exp2(v+ v+ p2 + p3)). (E.3)

No que se segue, a simetria esférica traduz-se por ps = po(r) e v =v(r),
bem como por

exp(2u3) = r°
exp(29) = r?sin?(0), (E.4)

o que nos deixa com g = —r*sin?(0) exp(2[u2 + ¥]).
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E.2 Perturbacoes Escalares

A equacao que rege os campos escalares ® é

Pt = m’®, (E.5)

que pode ser reescrita como
1 9(/—gg*®
V99" 0) _ g, (E.6)
V=5 O

m representando a massa do campo escalar (que pode ser zero).
Utilizando a métrica definida na secao anterior, temos

exp(—[v + p2)) (r?

— exp(—2v)® .+ .2 réexp(v — p2)® ) +

1
(sin(0)®9),0 + —

2
m¢,¢’¢ —m o = 0. (E.7)

72 8in(6)

No caso de campos escalares, é possivel expandirmos o termo ® em harmonicos
esféricos,

®(r,t,0,9) = 0(r, t)Y;*(8, 4), (E.8)

o que simplifica a expressdo (E.7), que se torna (apés a fatoragido do termo

Y50, )

WE+1)d
2

exp(—v — p2)

2 (rlexp(v—p2)® ) » — —m2® = 0.

(E.9)

—exp(—21/)(I>7t,t+ ,

Tomamos ¢ = ¥ /r na equagio acima, obtendo

—exp(—2v)V ;; + exp(—2u2)V ., +exp(—2u2) v,y — 2, |V, —

_ 1
Y or “H2rg WTJ; ) 2y —o.
T

—  exp(—2p2

Falta apenas a transformacao de r para a coordenada tartaruga z, definida
como

d
d—f = exp(—v + pa). (E.10)

Com esta transformacgao, chega-se a
exp(=20)[=T s + Uyl — f(r)T=0

i) = é(é:; b, exp(;2uz) (Vs — pins) — m?. (E.11)

A forma final fica, apds a simplificacdo da expressio acima, com as
defini¢oes da métrica e a equagao (A.5) para v

\I/@,m — \P,t,t = V(’I")\IJ, (E12)
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onde
L+1)  2m(r)

Vi) =ep@)[ "y + T an(p—p),  (E.13)

sendo que, fora da estrela, p =p =0 e exp(2v) =1 — %, idéntico ao caso
do buraco negro de Schwarzschild,

A A 2

Vir)=1(1 (E.14)

No caso particular dos buracos negros, para métricas mais gerais do que

a de Schwarzschild, mas que preservam a simetria esférica desta, como a
métrica RNdS, temos

V(r) = h(r)]

e et (E.15)

2
onde h(r) =1 — % - AT’J + ?—2 Eliminando-se @) (preservando A) destas
expressoes, temos o potencial escalar da métrica SdS. Preservando-se @) e

eliminando-se A, é o potencial escalar da métrica RN que resulta.

E.3 Perturbacoes Eletromagnéticas

As perturbagoes eletromagnéticas necessitam das equagoes de Maxwell para
serem descritas. Estas equagbes, no contexto da Relatividade Geral, sdo

gea afBe — 0

onde F,g é o tensor do campo eletromagnético. Como estamos trabalhando
com uma, teoria de perturbagao linear, podemos ignorar a reagao da radiacgao
que, se levada em conta, alteraria a métrica. Assim, neste problema, a
métrica nao se altera.

O tensor F,g relaciona-se com o potencial vetor A, do campo eletro-
magnético via

Fop = OaAg — 03 Aq. (E.17)

A primeira das equagoes em (E.16) pode ser reescrita como

1 O(F*P)
V-9 0z°

Dada a forma de F,g em (E.17), o procedimento usual é decompor A,
em harmonicos esféricos vetoriais, separando os termos com paridade pos-
itiva dos termos com paridade negativa. H4&, assim, duas equacgoes inde-
pendentes para as perturbagoes eletromagnéticas, dependendo da paridade
dos harmonicos esféricos tensoriais envolvidos. Mas as duas equagoes em

= 0. (E.18)



128 APENDICE E. EQUACOES DE PERTURBACAO DE SGS

questdo se reduzem a apenas uma equacdo para todas as componentes de

Aqy. O formalismo completo pode ser encontrado em [29]. A equagdo em
questao é

0V, 0%y

ot? Ox?

Va(r(z)) = h(r)

V;zl('r(x))\ljel

Qe+ 1)

2, (E.19)

r

onde h(r) é a funcdo da métrica.

E.4 Perturbacoes Gravitacionais

Discutiremos aqui as perturbagoes gravitacionais, tanto axiais quanto po-
lares. Reescrevendo a métrica geral em (E.1) como

ds® = exp(2v)dt? —exp(2¢)) [dp—wdt—qodr—q3df] —exp(2p2) dr? —exp(2u3) d6?,
(E.20)

em que w, g € g3 sdo as perturbacoes que introduzem termos cruzados
(rotagao) na métrica nao-perturbada, Eq. (E.1). E sao estes termos cruzados
que definem as perturbacdes axiais - perturbagdes que provocam a rotacao
em sistemas que eram, antes destas aparecerem, esfericamente simétricos
e estaticos. Diferentemente das perturbacoes polares, em que estes termos
cruzados nao existem, e as mudancas ocorrem nas fungoes ¥, v, us € us.

Introduzimos aqui a notacao qo = w e Qa,B = qa,B — 4B,A-

Para as perturbacoes axiais, como temos apenas o aparecimento de go,
g3 € w, as equacoes que regem as perturbacoes sao

§Ris = 6Ry3 = 0, (E.21)

0 que, dadas as expressoes ja existentes para Ri9 e R13 validas para a métrica
(E.20), traduz-se por

(exp(3¢ +v — g — p3)Q23) 3 = —exp(3Y — v+ p3 — p2)Qo2,0
(exp(39) + v — 2 — p3)Q23)2 = exp(39h — v+ puz — p3)Qoz - (E.22)

Definindo-se A = 12 —2Mr e Q = AQ3 = —AQ3, as equagdes acima
transformam-se em

1 @ — (W, — q2t)
risid(0) 09 or T e
1 0Q

risid(g) or 0T B E.23
r4 sin3(9) or (wo —gs,t),t ( )

Eliminemos w das equagOes acima, derivando a primeira com respeito a 6
e a segunda com respeito a r, somando-as em seguida. Tal procedimento
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resultars (apés multiplicacio do resultado por r*sin(6)) em

49 899 9, 1 9Q, roQ

ar 1t or %(sin‘o’(O) 89) NG (E24)

.3
) + sin”(0) A 92

A fungdo @ pode ser decomposta em suas partes radial e angular (em 6),
como

Q = Q(r,0) = Q(r)G; 3(0), (E.25)

onde Gg representa uma classe de fun¢oes conhecida como fungdes de Gegen-
bauer, que obedecem & equagao

B
%(sinm(e) dg;;“) +ala+28)sn?O)GE0) =0.  (B.26)
Fatorando a funcao de Gegenbauer, obtemos a equagao radial,
d AdQ AQ 9%Q
—(—)—-(— 2)— — —— =0. E.2
dr(r4 dr) (=1)+2) 74 ot? 0 (E.27)

E o0 momento de fazermos as duas iltimas manipulacoes: definimos a coor-
denada tartaruga, x, via

(E.28)

em conjunto com a fun¢do Z = % Aqui j4 empregamos os valores exp(2v) =
1- % e exp(2u2) = 1—+ﬂ da geometria de Schwarzschild. Inserindo-se tais

defini¢oes em (E.27), cheTga-se finalmente & equacao desejada,

922 Ot2 = Vaw(r)Z
Valr) = (1= 2D _Omy (g

A partir dai, é s6 proceder & transformacdo v =t — z, v = t + z, para se
chegar a
7z 1
oudv 4
forma-padrao encontrada neste trabalho. Para estrelas, a deducao é virtual-
mente a mesma, a Unica diferenca é que ndo tomamos A = r? — 2M7r, mas

sim A = r2exp(2v — 2us) e exp(2ug) = I_Q%, de sorte que, em (E.27),

Vaz Z, (E.30)

m+4nrd am

_ 2
r2(1_2m(r)) dr T 4mr &
T

aparecerao as derivadas de v e de ps. Como v, =

onde p e ¢ significam pressao e densidade de energia do fluido estelar, re-
spectivamente, aparecerao termos dem p e € no potencial perturbativo, que
assumird a forma

LL+1)  6m(r)

Vaz = exp(21/(7"))[ r2 T3 + 47T(€ - p)]a (E31)
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que se reduz a forma vista em (E.29) fora da estrela.

Para as perturbacoes polares, a deducao é um pouco mais complicada.
Estas perturbacoes ndo introduzem rotacées na estrela, apenas alterando
os termos (fungoes) ji existentes na métrica (E.20). Em outras palavras,
variamos os termos v, v, y; da métrica em questao.

Tomando as variages (até primeira ordem de perturbagio) das compo-
nentes Rgo, Ry3, Ra3, Gos € Rq1 dos tensores de Ricci e Einstein, temos

3+ 0us)y + (- v )(F+ Ops) — bz =0
(69 +dp2)e + (69 —dusz)cot(d) =0
(69 +0v)rp + (09 — dus)rcot(0) + (v, —

S| =

1
)(51/79 — (1/,7- + ;)6'[1,270 = O
2 1 2 1
eXP(—Quz)[;éV,r + (; +vp) (69 + Sps) r — 25112(;’/,7" + r_2)] +
1 .2 1 1 2
+ r—g[;‘s’/,r + (; +ve) (09 + 6p3) r — 25#2(73 + ;5)] -
— exp(—2v)(d% + dusz) 00 =0
1 1 1) 1
exXp)[ 0+ 2+ V)0 + —(00 + v — Spiz + us) ;- 2%(— +2u,)] +

T
1
+ r—2[5¢,0,9 + (209 + 0v + dpe — 6p3) o cot(0) + 26p3] —
— exp(—2v)dY o = 0. (E.32)
Aqui, como nas demais dedugées, a dependéncia temporal é do tipo harmoénico,
exp(iot), o sendo complexo. Tal fator é comum a todas as equagoes (E.32)
e pode ser eliminado por fatoracao.
Podemos aplicar uma separagao de varidveis ao conjunto de equagoes
(E.32), da forma que se segue:
dv = N(r)P;cos(8), Opa = L(r)Pycos(0),
Sus = TP+ V(1) Prog, 8% = T(r) P+ V(1) Py cot (6),(E.33)
em que P cos(f) representa o polinémio de Legendre de ordem £ em cos(6).

A segunda das equagoes em (E.32), ao ser reescrita com o auxilio das
equacoes (E.33) e com o uso da equacgio de Legendre,

Py + Prgcot() = —L(L+ 1) Py, (E.34)
revela-nos a seguinte identidade entre as fungées radiais T', L e V,
T+L-V=0. (E.35)

Ou seja, das 4 fungoes radiais utilizadas em (E.33), somente 3 sdo LI (lin-
earmente independentes). Trabalharemos doravante apenas com N, Le V.
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Podemos agora reescrever todo o conjunto de equagées em (E.32) fazendo
uso do conjunto (E.33) e eliminando 7' com o uso de (E.35). Ei-las em nova
forma;:

1 1
N,-L, = (; —vy)N + (; +v,)L
2 1
L,+ (; —ve)L = —n(V,+ (; —v)V)=-X, -
1
— (; — I/,,«)X (E.36)

2 exp(—2v) 2.1 1
SN A ) — 5N = (4 20) L = 2(- ) (LA V) -

exp(—2v
- 2n%(V — L) — 20% exp(—4v)(L+nV) =0
1 -2
Vier + 2(; T V,T)V,r + eXPE«72V)(N + L) + o’ exp(—4v)V =0. (E.37)
Tomamos X = nV, com n = w. Como temos 3 funcoes LI e

4 equacgoes, segue-se que uma delas é combinacio linear das outras trés.
Podemos tomar a tultima das equagdes em (E.37) como sendo LD (linear-
mente dependente) das demais. Temos agora um sistema de trés equagoes
LI acopladas para N, L e X = nV. Antes de passarmos a etapa final desta
deducdo, vejamos formas alternativas para a segunda e a quarta equagoes
da série (E.36) e (E.37), respectivamente,

(2r —5M)L+ (r —3M)X

(L+X)r = - r(r —2M)
nr + 3M n+1
X, = — N I—
’ r(r—2M) +T—2M
1 M
[ — (L+X). (E.38)
r—2M T(T—ZM)—I—%

A dltima etapa desta deducdo consiste em transformar o conjunto de
equagoes (E.36), (E.37) em uma tnica equagao de onda. Tomemos a fungao
W, dada por

7,2

W=rV—-—(L+X). E.39
’ nr+ 3M (L +X) ( )
Esta fungao, ao ser derivada com relagdo a coordenada tartaruga, z, fica,

apds o uso da primeira componente de (E.38)

dr 2M
W,w = _Z,r = (1 - —)Z,T

dr T
nr? — 3nMr — 3M?
= —2M)V.
(r W+ (nr + 3M)2

(L+X)+

3M(r — 2M)V

r(nr+ 3M) (E-40)
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Derivamo-la outra vez, agora com relacao a r.

2 2
War — (r—2M)Vy,+ (14 —% d . 32]\]4”))) L 43U :f;“(nt f‘g%j M)y 4
3Mn[r((£+1)) — M] nr? — 3Mnr — 3M? o
(nr+3M)3 r(r —2M)(nr + 3M)?
x [(2r —5M)L + (r —3M)X]. (E.41)

Temos, na equacao acima, um termo contendo V. ., que também apareceu
no conjunto de equagdes (E.32). Usemos a expressao 14 contida para V.,
em termos de N, L, V e V,. Para V,, usamos a segunda componente de
(E.38), jd que V = % Feitas as devidas substituigoes (e simplificagoes) em
(E.41), chegamos a

a>w
W + O'QW:Vpol(T)W,
2(1 —2M
I/vpol('r) = ( - )

r3(nr + 3M)? %
[n2(1 4+ n)r® + 3Mn*r? + 9M*nr + 9M?], (E.42)

X

que é a equacao de onda procurada, regendo as perturbacoes polares, também
conhecida como a equagao de Zerilli.



Apéndice F

O Método WKB

Aqui ilustraremos brevemente o método WKB que mencionamos no decor-
rer deste trabalho, particularmente no capitulo dedicado as perturbacoes da
geometria RNdS . Este método tem amplo uso em problemas fisicos envol-
vendo oscilacgoes e dissipacoes, como ocorre com os MQNs, sendo aplicdvel
para uma ampla gama de equagbes diferenciais descrevendo tais sistemas,
notavelmente aquelas sem solucgoes analiticas conhecidas. Para niao fugirmos
aos propésitos do presente trabalho, ater-nos-emos as equacés com as quais
efetivamente lidamos, do tipo
2 2
% — % =V(z)y, (F.1)
onde, no caso dos MQNs, temos dependéncias temporais da forma exp(—iwt),
resultando em uma equacao do tipo

0%y

0x?
onde estamos interessados em encontrar o autovalor complexo w, correspon-
dendo as frequéncias dos MQNs. Para o método funcionar, Q(z) deve ser
bem-comportada (no presente contexto, deve ser uam fungao de variagao
lenta, isto é, deve variar por dz quando o argumento x variar por dz) para
os valores de  que nos interessam. Reescrevamos a ultima equacdo como

= (V(z) — w?)y = Q(z)y, (F.2)

2
2V = (V@) ~ Py = Qo (F.3)

onde € é um pardmetro de controle. Assumindo uma solu¢ao y da forma
assintoética abaixo,

1 o
y~exp(= ) "8 (@)n), (F.4)

n=0
onde tomamos o limite ¢ — 0. Ao substituir esta expressdo na equagao
(F.3) e igualar os termos com poténcias iguais de &, vém as equagoes para
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as fungoes S(z),:

Se) = % [ NG

Si() = —;loB(Q(x)
Ol
sw) = + [ ayly - ML),
8Q)2 32Q)>
(2) (1))2
Sy(z) = _§Q2+5(§1Q3), (F.5)

e assim sucessivamente. Indices envolvidos por parénteses indicam ordem de
diferenciagao com respeito a t. Os dois sinais () refletem a existéncia de 2
solucoes independentes para uma equacao diferencial de ordem 2. O indice
n em S, indica a ordem da aproximacao WKB empregada. Se pararmos em
n = k, por exemplo, temos 0 método WKB de ordem k. No nosso trabalho,
k=3.

Uma tultima observagdo a fazer sobre a solucdo (F.4) é quanto & sua
validade. Para uma aproximacao WKB de ordem NV ser considerada de boa
qualidade, as seguintes condigdes devem ser satisfeitas:

fS(@)p1 < e 18(x),k=1,2,...,N
eVS(r)vi1 < 1,6 = 0. (F.6)

Para os casos aqui tratados, estas condicoes estao geralmente satisfeitas. Os
problemas surgem quando Q(z) — 0, pois entdo o termo Si(z) em (F.5) di-
verge. Os pontos onde Q(z) = 0 sao os pontos de retorno. Para geometrias
S, RN, SdS e RNdS, V(z) tem a forma de uma barreira de potencial finita
centrada em um ponto de maximo zg, indo a zero para r — Foo. Logo,
Q(z) = V(z) — w? apresenta tipicamente dois pontos de retorno. Para tais
problemas, é possivel determinar as freqiéncias w e mesmo as autofungoes
y que nos interessam, através de técnicas de conexao (conectando solugoes
assintéticas para  — o0 - i.e., longe da barreira - através de uma solugao
aproximada para a equagao (F.3) na regiao da barreira. As expressoes para
tais solugoes, em um método WKB de ordem 3, tém deducao bastante com-
plexa e extensa que nido cabe aqui, podendo ser encontradas na literatura,
como nas referéncias [19] e [18]. Limitar-nos-emos a deixar as expressoes
para as freqiiéncias dos MQNSs, obtidas com este método. Assim, para o
n-ésimo modo quasinormal, temos

1/2
w?(n) = (Vo + P) —ia (-2v) " (1+ Q) (F.7)
onde as funcgoes P e () sdo dadas por
1 VO(4) 1 ) 1 VO(3) )
0 0
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1 5 [v® 1 [y®2y®
Q = 5 05| (77 +1880%) — o— | 2—=0—| (51 + 100a”)
_2VO( ) ] 6912 VO( ) 384 VO( )
2
1 [y o1 [VOye \
5301 —V0(2) (67 + 68%) + 558 7%(2)2 (19 + 28a?%)
1 [v®
~ 5% —VO(Q) (5 + 40?) } , (F.9)
0

onde @ = n + 1/2. Aqui, V{ significa a derivada de ordem p (com relagao
a ) do potencial V(z), calculada em z = 1z, seu ponto de méximo. Para
comparagoes com simulacées numéricas, usamos n = (, correspondendo ao
modo fundamental para cada valor de g, m, A e £, para um dado tipo de
perturbacao, regido pelo potencial correspondente. Isto porque o método
numérico, salvo em circunstancias muito particulares, nao detecta modos
acima do fundamental, isto é, modos com n =1,2,....
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Apéndice G
Programas Utilizados

Aqui damos os programas utilizados para os cdlculos numéricos e semi-
analiticos efetuados ao longo deste trabalho. Em sua quase totalidade, os
programas foram escritos na linguagem de programacio FORTRAN 77.

Primeiramente damos os programas utilizados para as perturbagoes dos
buracos de Schwarzschild.

2k 2k 3k dk ok 2k 2k K ok ok 2k dk 3k ok k 3k ok 2k ok k dk ok %k %k 2k 3k ok ok 2k dk dk ok ok %k 2k k dk 2k >k %k 2k 2k sk ok >k %k 2k 3k 2k ok >k 3k dk ok >k %k %k k 5k >k >k >k dk 5k %k >k %k %k %k %k %k

Versao 4.0

* *
* PROGRAMA dinamica.f *
* *
* Geometria Schwarzschild *
* Dimensao 4 *
* *
* *
* *
* Campos: ES - Escalar *
* Electromagnetic *
* Axial *
* Polar *
* *
* *
* *
* *
* *
* *

3k 3k 3k ok 3k 3k ok ok 3k ok sk 3k 3k ok vk 3k ok k 3k 3k sk vk 3k ok sk 3k 3k vk 3k 3k sk >k 3k 5k 3k 3k 3k 3k 3k 3k ok 3k sk k >k sk ok 3k ok 3k 3k >k dk 3k 3k sk 3k 5k dk 3k 5k sk >k 5k sk >k >k sk %k >k %k
*

* Variaveis de entrada
*

implicit none
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real*8 rp
integer 1

real*8 vmax, umax
integer ncv

real*8 vc, sigma

logical she

Variaveis para o campo

real*8 psil(700000), psi2(700000)
real*8 psihc(700000), psix(700000)
real*8 v_array(700000), potbh
real*8 psin, psis, psie, psiw

Variaveis calculadas por subrotinas

real*8 m
real*8 c2

real*8 bpsiini
Variaveis da grade

real*8 delta, u0, vO
integer ncu

Inteiros correspondentes a variaveis
integer us, vs

Variavel de erro

integer ier

Inteiros para loops diversos

integer i, j

real*8 outd, ms, ucurr, vcurr, xcurr, potcurr, conf, diff



10
20

$

Compartilha variaveis com subprogramas

common m, c2, ier
integer index

Formatacoes usadas

format (’Trabalho realizado: ’,f6.2,°%’)

format(101d15.6)

Le arquivo de entrada S.dat

call sentrada(rp, 1, vmax, ncv,

Calcula constantes compartilhadas com subprogramas

c2 =rp
m rp/2.0d0

Faz vmax = 2*umax (tomamos redes retangulares)

umax = 0.5d0*vmax
ncu = ncv/2

Calcula u0 e vO

u0 = 0.0d0
vO = 0.0d0

vc, sigma, she, index)

Calcula espacamento da rede

delta = (vmax - v0)/dfloat(ncv)

Limpa vetores psit e psitp

open(unit=90,file=’initialpulse.dat’,status=’unknown’)

do vs=1,ncv+1

psil(vs) = bpsiini(vs, delta, v0O, sigma, vc)

outd = dabs(psil(vs))

139
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if (outd.le.1.0d-99) outd = 1.0d4-99
write(90,20) v0 + dfloat(vs-1)*delta, outd

enddo
close(90,status="keep’)
psi2(1) = 0.0d0
Loops em us e vs (parte dinamica do programa)
do us=1,ncu
do vs=1,ncv

Resolve celulas normais

psil(vs)
psi2(vs)
psil(vs+1)

psis
psiw
psie

call scelula3(index, rp, 1, psiw, psis, psie, psin,
$ u0, vO, vs, us, delta, potbh)

psi2(vs+1) = psin
v_array(vs) = potbh

Salva ultimo valor de PSI(us)
enddo
Atualiza vetor psil
do j=1l,ncv + 1
psil(j) = psi2(j)
enddo
if (us.eq.500) then
open(unit=89,file=’500thstep.dat’,status=’unknown’)
do j=1,ncv+l
ms = dabs(psi2(j))

if (ms.le.1.0d-99) ms = 1.0d4-99
write(89,20) vO + dfloat(j-1)*delta, ms
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enddo
close(89,status=’keep’)

endif
if (us.eq.1000) then

open(unit=90,file=’1000thstep.dat’,status=’unknown’)

do j=1,ncv+l
ms = dabs(psi2(j))
if (ms.le.1.0d-99) ms = 1.0d-99
write(90,20) vO + dfloat(j-1)*delta, ms

enddo
close(90,status="keep’)

endif

if (us.eq.2000) then
open(unit=91,file=’2000thstep.dat’,status=’unknown’)
do j=1,ncv+1
ms = dabs(psi2(j))
if (ms.le.1.0d-99) ms = 1.0d-99
write(91,20) vO + dfloat(j-1)*delta, ms

enddo
close(91,status="keep’)
endif

if (us.eq.5000) then
open(unit=92,file=’5000thstep.dat’,status=’unknown’)
do j=1,ncv+l
ms = dabs(psi2(j))
if (ms.le.1.0d-99) ms = 1.04-99
write(92,20) vO + dfloat(j-1)*delta, ms

enddo
close(92,status="keep’)
endif

if (us.eq.5000) then
open(unit=93,file=’5000thstep.dat’,status=’unknown’)
do j=1,ncv+l
ms = dabs(psi2(j))
write(93,20) v0 + dfloat(j-1)*delta, ms
enddo
close(93,status=’keep’)
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endif

if (us.eq.4000) then
open(unit=94,file=’4000thstep.dat’,status=’unknown’)
do j=1,ncv+l
ms = dabs(psi2(j))
write(94,20) vO + dfloat(j-1)*delta, ms

enddo
close(94,status=’keep’)

endif

if (us.eq.5000) then
open(unit=95,file=’5000thstep.dat’,status=’unknown’)
do j=1,ncv+l
ms = dabs(psi2(j))
if (ms.le.1.0d-99) ms = 1.0d-99
write(95,20) vO + dfloat(j-1)*delta, ms

enddo
close(95,status=’keep’)

endif

if (us.eq.7500) then
open(unit=96,file=’7500thstep.dat’,status=’unknown’)

do j=1,ncv+l
ms = dabs(psi2(j))
if (ms.le.1.0d-99) ms = 1.0d-99
write(96,20) vO + dfloat(j-1)*delta, ms

enddo
close(96,status=’keep’)

endif
if (us.eq.10000) then
open(unit=97,file=’10000thstep.dat’,status=’unknown’)

do j=1,ncv+l
ms = dabs(psi2(j))
if (ms.le.1.0d-99) ms = 1.0d-99
write(97,20) vO + dfloat(j-1)*delta, ms

enddo
close(97,status="keep’)

endif

enddo

Salva resultados em arquivos de saida
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write(*,*) ’Salvando resultados...’

if (she) then
open(unit=1, file=’he.dat’, status=’unknown’)
open(unit=8, file=’hea.dat’,status=’unknown’)
do vs=1,ncv + 1
write(1,20) vO + dfloat(vs - 1)*delta, psi2(vs)

if (dabs(psi2(vs)).1t.1.0d-99) then
outd = 1.0d-99

else
outd = dabs(psi2(vs))

endif

write(8,20) v0 + dfloat(vs - 1)*delta, outd

enddo
endfile(unit=1)
endfile(unit=8)

open(unit=77,file=’greattest.dat’,status=’unknown’)
open(unit=78,file="he2a.dat’,status=’unknown’)
open(unit=79,file=’diff.dat’,status=’unknown’)

300 format(1x,i6,2x,d16.6,2x,416.6,2x,d16.6,2x,d16.6,2x,d16.6,2x,
$ d16.6,2x,d16.6,2x,d16.6,2x,d16.6)

ucurr = u0 + dfloat(ncu)*delta
do vs=2,ncv+1

vcurr = vO + dfloat(vs-1)*delta
xcurr = 0.5d0*(vcurr - ucurr)

psin = psi2(vs)

psiw = psi2(vs-1)

psie = psil(vs)

psis = psil(vs-1)

potcurr = v_array(vs-1)

conf = -psis + psie + psiw - 0.125d0*deltax*delta*potcurr*
$ (psiw + psie)

diff = psin - conf

write(77,300) vs, vcurr, xcurr, psis, psie, psiw, potcurr,
$ conf, psin, diff
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write(78,20) vcurr, dabs(conf)
write(79,20) vcurr, dabs(diff)

enddo

endfile(unit=77)
endfile(unit=78)
endfile (unit=79)
close(1,status="keep’)
close(8,status=’keep’)
close(77,status=’keep’)
close(78,status=’keep’)
close(79,status=’keep’)
endif

* K K K X X X X *

stop

end

A seguir, damos o programa denominado dinamica.f, empregado no es-
tudo de perturbacoes de buracos negros RNdS.

2k % ok ok 2k 3k 5k ok 2k k ok ok ok k dk ok %k %k dk k ok k 2k ok ok >k k 2k 3k ok ok >k k 2k ok ok ok k 3k 2k ok >k %k dk 2k 3k >k >k 2k 2k 3k 5k *k %k 2k 2k ok >k >k 2k dk 5k >k >k %k %k %k 5k *k *k %k

Versao 4.0

* *
* PROGRAMA dinamica.f *
* *
* Geometria Reissner-Nordstrom-de Sitter *
* Dimensao 4 *
* *
* *
* *
* Campos: ES - Escalar *
* Z+1 - bvZ+l *
* Z+2 - bvZ+2 *
* Z-1 - bvi-1 *
* Z-1 - bvZi-1 *
* *
* *
* *
* *
* *
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* *
3k 3k 3k k 3k 2k 3k k 5k 3k 3k 3k 3k ok ok 3k 5k ok >k 3k 5k 3k 3k >k 3k 3k 3k 5k 3k 3k 3k 3k 3k >k >k 3k 3k 3k >k >k 3k 3k 5k >k >k >k 3k 3k >k >k >k 3k 3k 5k >k >k >k 3k 5k >k >k >k 3k 5k 5k >k >k %k % %k %k

E3
* Variaveis de entrada
£ 3
real*16 rc, rp, rm
£ 3
real*16 xi
£ 3
integer 1
3
integer nt
real*16 tini, tfin
£ 3
integer nx
real*16 xini, xfin
£ 3
real*16 vmax
integer ncv
E3
real*16 vc, sigma
£ 3
logical she, shc, ccargalN, cFQ
Variaveis para o campo
real*16 psil(50000), psi2(50000)
real*16 psihc(50000), psix(50000)
real*16 psit(100,50000), psitp(100,50000)
£ 3
real*16 psin, psis, psie, psiw
Variaveis calculadas por subrotinas
real*16 m, bm, gs, bgs, as, bas
real*16 c1, bcl, c2, bc2, c3, bc3, c4, bchd
£ 3

real*16 bpsiini, bcargaN, bfator4
Variaveis da grade

real*16 delta, u0O, vO
integer ncu
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Inteiros correspondentes a variaveis

integer us, vs, xs, ts, dois_ts(100), dois_xls, xsmax
Variavel de erro

integer ier

Inteiros para loops diversos

integer i, j

Variaveis especificando regioes de analise

real*16 tanalise, xanalise

Variaveis para o calculo da carga

real*16 cargaN(100)
integer xsi, xsf

Fator de qualidade

real*16 FQ, dFQ, FQp,FQn

%k
integer tamanho
sk
%
* Compartilha variaveis com subprogramas
%
common m, gs, as, cl, c2, c3, c4, ier
%

Formatacoes usadas

10 format(’Trabalho realizado: ’,f6.2,°%’)
20 format(101d15.6)

Le arquivo de entrada bh.dat
call sentrada(rc, rp, rm, xi, 1, nt, tini, tfin,

$ nx, xini, xfin, vmax, ncv,
$ vc, sigma, she, shc, ccargaN, cFQ)
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Calcula constantes compartilhadas com subprogramas

cl = bci(rc,rp,rm)
c2 = bc2(rc,rp,rm)
c3 = bc3(rc,rp,rm)
c4 = bcé(rc,rp,rm)
m = bm(rc,rp,rm)
gs = bgs(rc,rp,rm)
as = bas(rc,rp,rm)

Faz vmax = umax (tomamos redes quadradas)

umax = vmax
ncu = ncv

Calcula u0 e vO

u0 = 0.0q0
v0 = 0.0q0

Calcula espacamento da rede

*
delta = (vmax - vO0)/qfloat(ncv)
*
* Calcula inteiros correspondente a t = t1, t2,..
* Forca 2TS ser par
*
do 30 i=1,nt
tanalise = tini + (tfin - tini)*qfloat(i - 1)/qfloat(nt - 1)
*
dois_ts(i) = iqint(2.0q0 + (2.0qO0*tanalise - vO - u0O)/delta)
*
if (mod(dois_ts(i),2) .ne.0) dois_ts(i) = dois_ts(i) + 1
*
* WRITE (,*)
* WRITE(*,*) ’Ti, DOIS_TS(i):’,tanalise, DOIS_TS(i)

30 continue

*  *

Calcula o valor maximo de xs

xsmax = dois_ts(nt) - 1
WRITE(*,*) ’XSMAX:’,XSMAX

* %
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Limpa vetores psit e psitp

do 50 i=1, nt
do 40 xs=1,ncu + 1
psit(i,xs) = 0.0q0
psitp(i,xs) = 0.0q0
40 continue
50 continue

Calcula inteiros correspondente a x = x1, x2,..

dois_x1s = iqint ((2.0g0*xanalise - vO + u0)/delta)

* X ¥ X ¥

do 60 vs=1,ncv+l
psil(vs) = bpsiini(vs, delta, vO, sigma, vc)
60 continue

psi2(1) = 0.0q0
psihc (1) = psil(ncv+1)

Fator de qualidade - calculo inicial (soma psis e psie)

if (cFQ) then
FQ = 0.0q0
FQp = 0.0q0
FQn = 0.0q0

if (psi1(1).gt.0.0q0) then
FQp = FQp + psil(1)
else
FQn = FQn + psil(1)
endif

if (psil(ncv+1).gt.0.090) then
FQp = FQp + psil(ncv+1)
else
FQn
endif
endif

FQn + psil(ncv+1)

Loops em us e vs (parte dinamica do programa)

* ¥ ¥

do 100 us=1,ncu
do 80 vs=1,ncv
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Resolve celulas normais

psis = psil(vs)
psiw = psi2(vs)
psie = psil(vs+1)

WRITE (*,*)
WRITE(*,*) °CELULA:’, (us-1)*ncv + vs
WRITE(*,*) ’US,VS:’,US,VS

WRITE(*,*) ’T:’, 0.5DO*(U0 + VO + DFLOAT (US+VS-2)*DELTA)
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WRITE(*,*) ’PSIS, PSIW, PSIE:’,PSIS, PSIW, PSIE

call scelula(rc, rp, rm, xi, 1, psiw, psis, psie, psin,

u0, vO, vs, us, delta)
WRITE(*,*) ’PSIN:’,PSIN
psi2(vs+1l) = psin
Fator de qualidade: elementos de integracao

if (cFQ) then
dFQ = bfator4(rc, rp, rm, xi, 1, psiw, psis,
psie, psin, u0, vO, vs, us, delta)

if (dFQ.gt.0.0q0) then
FQp = FQp + dFQ
else
FQn = FQn + dFQ
endif
endif

Salva ultimo valor de PSI(us)
if ((vs.eq.ncv).and.shc) then
psihc(us+1l) = psi2(ncv+1)
endif
Salva valor de PSI(t(vs)) no eixo x = x1
if ((vs - us).eq.dois_x1s) then

psix(vs) = psil(vs)
endif
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*
* Salva valor de PSI(xs) no eixo t = t1,t2,...
*
* if (ts.gt.0) then
* do 70 i=1,nt
* if ((vs + us).eq.dois_ts(i)) then
* xs = (vs - us + xsmax + 1)/2
*
* psit(i,xs) = psil(vs)
* psitp(i,xs) = psi2(vs+1)
*
* WRITE(*,*) °’EIX0 i:’,i
* WRITE(*,*) ’XS: ’,XS
* WRITE(*,*) ’X:’,0.5D0*(VO-UO+DFLOAT (2*XS-xsmax—-2)*DELTA)
* endif
* 70 continue
* endif
*
80 continue
*
* Atualiza vetor psil
do 90 vs=1,ncv + 1
psil(vs) = psi2(vs)
90 continue
*
write(*,10) gfloat(us)*100.0q0/qfloat (ncu)
*

100 continue
Calcula cargas conservadas
if (ccargaN.and.(nx.gt.0)) then

do 110 i=1,nt
xsi = (2 - dois_ts(i) + xsmax + 1)/2

xsf = (dois_ts(i) - 2 + xsmax + 1)/2
cargaN(i) = bcargaN(rc,rp,rm,xi,1,v0,u0,delta,
$ psit,psitp,i,xsi,xsf,xsmax)
* WRITE(*,*) ’i, CARGAN:’, i, cargan(i)
110 continue
endif

* Fator de qualidade: ultimas contribuicoes (psiw e psin)
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if (cFQ) then
if (psi2(1).gt.0.090) then
FQp = FQp + psi2(1)
else
FQn = FQn + psi2(1)
endif

if (psi2(ncv+1).gt.0.0g0) then
FQp = FQp + psi2(ncv+1)
else
FQn = FQn + psi2(ncv+1)
endif

FQ = FQp + FQn
endif

Salva resultados em arquivos de saida

write(*,*) ’Salvando resultados...’

if (she) then
open(unit=1, file=’he.dat’, status=’unknown’)
do 120 vs=1,ncv + 1
write(1,20) vO + gfloat(vs - 1)*delta, psi2(vs)
120 continue
endfile(unit=1)
close(1l,status=’keep’)
endif

if (shc) then
open(unit=2, file=’hc.dat’, status=’unknown’)
do 130 us=1,ncu + 1
write(2,20) u0 + gfloat(us - 1)*delta, psihc(us)
130 continue
endfile(unit=2)
close(2,status=’keep’)
endif

if (nx.gt.0) then
open(unit=3, file=’ts.dat’, status=’unknown’)
do 140 xs=1,xsmax
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140

150

160

170
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write(3,20) 0.5q0*(v0 - u0 + gfloat(2*xs-xsmax-2)*delta),
(psit(i,xs), i=1,nt)
continue
endfile(unit=3)
close(3,status="keep’)

open(unit=4, file=’ts+.dat’, status=’unknown’)
do 150 xs=1,xsmax
write(4,20) 0.5q0*(v0 - u0 + gfloat(2*xs-xsmax-2)*delta),
(psitp(i,xs), i=1,nt)
continue
endfile(unit=4)
close(4,status=’keep’)

open(unit=5, file=’dts.dat’, status=’unknown’)
do 160 xs=1,xsmax

write(5,20) 0.590*(v0 - u0 + gfloat(2*xs-xsmax-2)*delta),
((psitp(i,xs)-psit(i,xs))/delta, i=1,nt)

continue
endfile(unit=5)
close(5,status="keep’)

endif

if (ccargaN.and.(nx.gt.0)) then

open(unit=6, file=’QN.dat’, status=’unknown’)

do 170 i=1,nt
write(6,20) 0.590*(v0 + u0 + gfloat(dois_ts(i)-2)*delta),

cargaN(i)
continue
endfile(unit=6)
close(6,status=’keep’)

endif

if (cFQ) then

open(unit=7, file=’FQ’, status=’unknown’)
write(7,*) ncu*ncv, FQ

endfile(unit=7)

close(7,status="keep’)

endif
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stop
end

A seguir, deixamos & disposicao dos leitores os programas empregados
na integracao da estrutura estelar. Primeiramente, colocamos o programa
odeint.f que integrou as estrelas de néutrons, seguido pelo programa que
integrou as estrelas de quarks.

* ¥ *

10

odeint.f - INTEGRANDO ESTRELAS DE NEUTRONS

subroutine odeint(index,l,ystart,eps,noise,
derivs,rkqs,radius,mstar,nicen,xcen,store_x2,store_v2,
jmax,sign,rmax,xmax)

implicit none

integer MAXSTP,NMAX,MX, ch

real*8 eps,h,radius,ystart(4),TINY,mstar,nicen,xcen,k
EXTERNAL derivs,rkqgs

PARAMETER (MAXSTP=1000000,NMAX=30,MX=55000,TINY=1.0d-30)
PARAMETER (k=4.539d-9)

integer i,nstp,j,jmax

real*8 hdid,hnext,r,dydr(4),y(4),ynew(4), yint(4)

real*8 yscal(4), noise, pot

real*8 b0, rhocen, pcen, b, rho, p, m, ni, x, rint
integer npoints, sign, 1, index

real*8 store_v(MX), store_r(MX), store_x(MX), store_ni(MX)
real*8 store_m(MX), store_b(MX), store_1(MX), store_2(MX)
real*8 nith, xth, store_x2(MX), store_v2(MX)

realx8 f

real*8 xradius, xmax, rmax, deltar
sign = 0

b0 = ystart(1)

rhocen = kx*f(b0,0.0d0,2)

pcen = k*xf(b0,0.0d0,1)

Especificacoes de formato

format(1x,d20.9,2x,d20.9)
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Inicializando passo h e valor minimo de r

0.0d0
1.0d-3

r
h

Inicializando vetor y (de variaveis: b, m, ni, x)
do i=1,4
y(i) = ystart(i)

enddo

do nstp=1,MAXSTP
Calcula dydr
call derivs(r,y,dydr)
Vetor de erros yscal eh definido
do i=1,4
yscal(i) = dabs(y(i)) + dabs(h*dydr(i)) + TINY
enddo
Chamando a rotina integradora (Runge-Kutta)
call rkqgs(y,dydr,r,h,eps,yscal,hdid,hnext,derivs,ynew)

Vetor ynew deve ser checado; r foi retornado atualizado

b = ynew(1)
m = ynew(2)
ni = ynew(3)
x = ynew(4)

rho = k*f(b,0.0d0,2)
p = k*f(b,0.0d0,1)

if ((p/pcen).ge.noise) then
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Pressao ainda positiva e a integracao das estrelas de neutrons
deve continuar

Ataulizando vetor y a partir de ynew
do i=1,4
y(i) = ynew(i)
enddo

valor de h para o proximo passo

h = hnext

store_m(nstp) = m
store_r(nstp) = r
store_1(nstp) = ni
store_2(nstp) = x

else if ((p/pcen).ge.0.0d0) then
Regiao de ruido numerico - integracao para no r atual (raio R da
estrela) - Valores das diferentes grandezas em r=R sao
armazenados
radius = r
b = ynew(1)
store_r(nstp) = radius

mstar = ynew(2)
store_m(nstp) = mstar

ni = ynew(3)
store_1(nstp) = ni
x = ynew(4)
store_2(nstp) = x

Sai do loop; integracao acabou
goto 140

else
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Pressao negativa nao pode ocorrer - Pare o r no valor atual
call lininter(r,r-hdid,ynew,y,rint,yint)

radius = rint

store_r(nstp) = radius
b0 = yint(1)
store_b(nstp) = b0
mstar = yint(2)
store_m(nstp) = mstar

ni = yint(3)
store_1(nstp) = ni
x = yint(4)
store_2(nstp) = x

Sai do loop; integracao acabou
goto 140
endif
enddo

Variavel sinalizadora sign com valor 1 significa
’a integracao acabou’

sign = 1
Corrigindo dados
Valores analiticos de x(R) e ni(R) sao definidos

nith = 0.5d0*dlog(1.0d0 - 2.0dO*mstar/radius)
xth = radius + 2.0d0*mstar*dlog(-1.0d0 + radius/2.0d0/mstar)

Correcoes em ni e em X

nicen = nith - ni
xcen = xth - dexp(-nicen)*x

Corrige vetores de dados para x e ni ; vetores contem nstp pontos
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do i=1,nstp

store_ni(i) = store_1(i) + nicen
store_x(i) = xcen + dexp(-nicen)*store_2(i)

enddo
Calculando potenciais perturbativos DENTRO da estrela
open(unit=84,file=’starpot.dat’,status=’new’)
format(1x,d18.9,2x,d18.9)
do i=1,nstp
m = store_m(i)
ni = store_ni(i)
store_r (i)
store_x(i)
store_b(i)

k*f(b,0.0d40,1)
rho = kxf(b,0.0d0,2)

T O MR
nnn

call vns(r,ni,1l,m,rho,p,index,pot)
store_v(i) = pot

write(84,50) x, pot
enddo

j=1
do i=1,nstp
x = store_x(i)
pot = store_v(i)
if ((x-xcen).ge.1.0d-3) then
store_x2(j) = x
store_v2(j) = pot
if (i.ne.nstp) j=j+1
endif
enddo

Diferenca entre indices i e j

ch = nstp - j
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%
* Queremos completar os vetores store_i ateh algum rmax
* fora da estrela
%
* Definindo rmax
%
rmax = 10.5d0*radius
%
* Calculando x(rmax) e x(R)
xradius = radius + 2.0d0*mstar*dlog(-1.0d0 + radius/2.0d0/mstar)
xmax = rmax + 2.0dO*mstar*dlog(-1.0d0 + rmax/2.0d0/mstar)
Numero de posicoes ainda disponiveis nos vetores store_i
npoints = MX - nstp
Espacamento em r para o restante dos vetores
deltar = (rmax - radius)/dfloat(npoints)
%
r = radius + deltar
%
do i=nstp+1,MX
*
store_r(i) = r
store_x(i) = r + 2.0d0*mstar*dlog(-1.0d0 + r/2.0d0/mstar)
store_b(i) = 0.0d0
store_m(i) = mstar
store_ni(i) = 0.5d0*dlog(1.0d0 - 2.0dO*mstar/r)
%
x = store_x(i)
ni = store_ni(i)
%
* Calculando o potencial fora da estrela
%
call vns(r,ni,l,mstar,0.0d0,0.0d0,index,pot)
%
store_v(i) = pot
%

store_x2(i-ch) = store_x(i)
store_v2(i-ch) store_v (i)

write(84,50) x, pot
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r = r + deltar
enddo
Tamanho dos vetores store_x e store_v

jmax = MX - ch
close(84,status="keep’)

return

end
C (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software #>,13.

odeint.f - INTEGRANDO ESTRELAS DE QUARKS

*  *

subroutine odeint(ystart,rl,eps,noise,h,nsteps,derivs,
$ rkgs,radius,mstar,nicen,xcen,sign)

implicit none

integer MAXSTP,NMAX,MX

real*8 eps,h,rl,radius,ystart(4),TINY,mstar,nicen,xcen
EXTERNAL derivs,rkqgs

PARAMETER (MAXSTP=100000000,NMAX=30,MX=110000,TINY=1.0d-30)
integer i,nstp,j,div,nsteps

real*8 hdid,hnext,r,dydr(4),y(4),ynew(4), yint(4)
real*8 yscal(4), noise

real*8 B, rhocen, pcen, rho, p, m, ni, x, rint

integer npoints, sign

real*8 storel(MX), store2(MX)

real*8 store3(MX)

real*8 nith, xth, rmax, deltar

common B

sign = 0

div = 1000

rhocen = ystart(1)

pcen = (rhocen - 4.0d0%*B)/3.0d40
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Opens Output Files

open(unit=1,file=’rho.dat’,status=’unknown’)
open(unit=2,file=’mass.dat’,status=’unknown’)
open(unit=3,file=’ni.dat’,status=’unknown’)
open(unit=4,file=’x.dat’,status=’unknown’)
open(unit=5,file=’p.dat’,status=’unknown’)

Sends first data to them
write(1,5) r1, 1.0d40
write(2,5) rl, ystart(2)
write(5,5) r1, 1.0d40

r =ri

format (1x,d20.9,2x,d20.9)

storel(l) = r
store2(1) = ystart(3)
store3(1) = ystart(4)

Initializes y from ystart (initial conditions)
do i=1,4
y(i) = ystart(i)
enddo
Integration Loop
do nstp=1,nsteps
j = nstp/div
Computes dydr
call derivs(r,y,dydr)
Error scaling array yscal defined

do i=1,4
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yscal(i) = dabs(y(i)) + dabs(h*dydr(i)) + TINY
enddo
Calling integration routine (Runge-Kutta)
call rkqgs(y,dydr,r,h,eps,yscal,hdid,hnext,derivs,ynew)
Array ynew must be checked; r was returned updated

rho = ynew(1)
p = (rho - 4.0d0%*B)/3.0d0

if ((p/pcen).ge.noise) then
Pressure still positive and quark star integration must continue
Updating y array from ynew
do j=1,4
y(3) = ynew(j)
enddo
defining next stepsize (hnext)
h = hnext
if ((nstp-div*j).eq.0) then
write(1,5) r, rho/rhocen

write(2,5) r, y(2)
write(5,5) r, p/pcen

storel(nstp+l) = r

store2(nstp+1) = y(3)

store3(nstp+1l) = y(4)
endif

else if ((p/pcen).ge.0.0d0) then

Numerical noise region - integration should stop
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Values of different quantities at the star radius are stored

radius = r
mstar = ynew(2)
ni = ynew(3)

x = ynew(4)

write(1,5) radius, rho/rhocen
write(2,5) radius, mstar
write(5,5) radius, p/pcen

storel(nstp+1) = radius
store2(nstp+1) = ni
store3(nstp+l) = x

Analytical values of ni and x are defined

nith = 0.5d0*dlog(1.0d0 - 2.0d0*mstar/radius)
xth = radius + 2.0d0*mstar*dlog(-1.0d0 + radius/2.0d0/mstar)

Corrections to be made to output files ni.dat and x.dat

nicen = nith - ni
xcen = xth - dexp(-nicen)*x

sign = 1
goto 200
else

Negative pressure is unphysical - stop r at the current point
call lininter(r,r-hdid,ynew,y,rint,yint)

radius = rint
mstar = yint(2)

ni = yint(3)

x = yint(4)
storel(nstp+1) = radius
store2(nstp+1) = ni
store3(nstp+l) = x
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*
write(1,5) radius, rho/rhocen
write(2,5) radius, mstar
write(5,5) radius, p/pcen
* Analytical values of ni and x are defined
*
nith = 0.5d0*dlog(1.0d0 - 2.0d0*mstar/radius)
xth = radius + 2.0d0*mstar*dlog(-1.0d0 + radius/2.0d0/mstar)
*
* Corrections to be made to output files ni.dat and x.dat
nicen = nith - ni
xcen = xth - dexp(-nicen)*x
*
sign = 1
*
goto 200
*
endif
*
enddo

Correcting ni and x

200 do i=1,nstp+1

*
store2(i) = store2(i) + nicen
store3(i) = xcen + dexp(-nicen)*store3(i)
*
enddo
*
open(unit=3,file=’ni.dat’,status=’01d’)
open(unit=4,file=’x.dat’,status=’01d’)
Sends corrected data to ni.dat, x.dat
do i=1,nstp+1
*
write(3,5) storel(i), store2(i)
write(4,5) storel(i), store3(i)
*

enddo
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rmax = 3.0d0*radius

m = mstar

div = MX - (nstp+1)

deltar = (rmax-radius)/dfloat(div)
r = radius + deltar

*
do j=nstp+2,MX
*
x = r + 2.0d0O*mstar*dlog(-1.0d0 + r/2.0d0/mstar)
ni = 0.5d0*dlog(1.0d0 - 2.0dO*mstar/r)
*
write(3,5) r, ni
write(4,5) r, x
*
r = r + deltar
*
enddo
*
close(3,status=’keep’)
close(4,status="keep’)
*
close(1,status=’keep’)
close(2,status="keep’)
close(5,status="keep’)
*
return
*
end
C (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software #>,13.

O leitor deve ter notado que as duas rotinas sao bastante semelhantes.
De fato, a diferenca entre ambas reside na subrotina derivs.f, que contém as
expressoes do lado direito das equagoes diferenciais.

* %

derivs.f - p/ estrelas de neutrons
subroutine derivs(r,y,dydr)

implicit none
real*8 r, y(4), dydr(4)
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real*8 b, pi, rho, p, m, ni, k
PARAMETER (k=4.537d-9)

real*8 f

pi = dacos(-1.0d0)

lendo b, m, ni a partir do vetor y

b = y(1)
m = y(2)
ni = y(3)

rho = kxf(b,0.0d0,2)
p = k*f(b,0.0d0,1)

if (r.1t.1.0d1) then

dydr(1) = -4.0d0*pi*r*(rho/3.0d0 + p)*(1.0d0 + bx*b)
dydr(3) = 4.0d0*pi*r*(rho/3.0d0 + p)
dydr(4) = dexp(-ni)
else
dydr(1) = -(1.0d0 + b*b)*(m + 4.0d0*pi*r**3*p)/b/r/r/
$ (1.0d0 - 2.0d0*m/r)
dydr(3) = (m + 4.0d0*pi*r**3xp)/r/r/(1.0d0 - 2.0d0*m/r)
dydr (4) = dexp(-ni)/dsqrt(1.0d0 - 2.0d0*m/r)
endif
dydr(2) = 4.0d0*pi*r**2*rho
return
end

derivs.f - para estrelas de quarks

subroutine derivs(r,y,dydr)
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%
implicit none
real*8 r, y(4), dydr(4)
%
real*8 B, pi, rho, m, ni
%
common B
%
pi = dacos(-1.0d0)
Lendo rho, m, ni a partir do vetor y
rho = y(1)
m = y(2)
ni = y(3)
%
if (r.1t.1.0d1) then
%
dydr (1) = -32.0d0*pi*r*(rho - B)*(rho - 2.0d40%*B)/3.0d0
%k
dydr (3) = 8.0d0*pi*r*(rho - 2.0d0*B)/3.0d40
sk
dydr (4) = dexp(-ni)
sk
else
%
dydr (1) = -4.0d0*(rho-B)*(3.0d0*m+4.0d0*pi*r**3*(rho-4.0d40*B))/
$ r/r/3.0d0/(1.0d0-2.0d0*m/r)
sk
dydr(3) = (3.0d0*m + 4.0dO*pi*r**3*(rho - 4.0d0*B))/3.0d40/r/r/
$ (1.0d0 - 2.0d0*m/r)
%
dydr(4) = dexp(-ni)/dsqrt(1.0d0 - 2.0d0*m/r)
%
endif
sk
dydr(2) = 4.0dO*pi*r**2*rho
sk
return
%
end

Seguem-se as rotinas rkgs.f e rkck.f, auxiliares das duas rotinas anteri-
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ores, nos cdlculos RKF.

CU

11

rkgs.f
subroutine rkqs(y,dydr,r,htry,eps,yscal,hdid,hnext,derivs,ynew)
integer n,NMAX
real*8 eps,hdid,hnext,htry,r,dydr(4),y(4),yscal(4),ynew(4)
EXTERNAL derivs
PARAMETER (NMAX=50)
USES derivs,rkck
integer i
real*8 errmax,h,htemp,rnew,yerr (NMAX) ,ytemp(NMAX) ,SAFETY,PGROW
real*8 PSHRNK,ERRCON
PARAMETER (SAFETY=0.9d0,PGROW=-0.2d0,PSHRNK=-0.25d0)
PARAMETER (ERRCON=1.89d-4)
h = htry
call rkck(y,dydr,r,h,ytemp,yerr,derivs)
errmax = 0.0d0
do 11 i=1,4
errmax = dmaxl(errmax,dabs(yerr(i)/yscal(i)))
continue
errmax = errmax/eps
if (errmax.gt.1.0d0) then
htemp = SAFETY*h* (errmax**PSHRNK)
h = dsign(dmax1(dabs (htemp),0.10d0*dabs(h)) ,h)
rnew = r + h

if (rnew.eq.r) then

write(*,%*) ’stepsize underflow in rkqgs’
stop
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endif
goto 1
else

if (errmax.gt.ERRCON) then

hnext = SAFETY*h*(errmax**PGROW)
%
else
%
hnext = 5.0d0%*h
sk
endif
%
hdid = h
r=r+h
%
do 12 i=1,4

ynew(i) = ytemp(i)
12 continue
return
endif

end
C (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software #>,13.

rkck.f
subroutine rkck(y,dydr,r,h,yout,yerr,derivs)

integer NMAX

real*8 h,r,dydr(4),y(4) ,yerr(4),yout(4)
EXTERNAL derivs

PARAMETER (NMAX=50)
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USES derivs
integer i

real*8 ak2(NMAX),ak3(NMAX),ak4 (NMAX) ,ak5 (NMAX) ,ak6 (NMAX)
real*8 ytemp(NMAX),A2,A3,A4,A5,A6,B21,B31,B32,B41,B42,B43,B51,B52
real*8 B53,B54,B61,B62,B63,B64,B65,C1,C3,C4,C6,DC1,DC3,DC4,DC5,DC6

PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER
PARAMETER

(A2=0.24d0,A3=0.3d0,A4=0.6d0,A5=1.040,A6=0.875d0)
(B21=0.2d0,B31=3.0d40/40.0d0,B32=9.0d0/40.04d0)
(B41=0.3d0,B42=-0.940,B43=1.2d0,B51=-11.0d40/54.0d0)
(B52=2.5d0,B53=-70.0d0/27.0d0,B54=35.0d40/27.0d0)
(B61=1631.0d0/55296.0d0,B62=175.0d0/512.0d0)
(B63=575.040/13824.0d0,B64=44275.040/110592.040)
(B65=253.0d40/4096.0d0)
(C1=37.0d0/378.0d0,C3=250.040/621.040)
(C4=125.0d0/594.0d0,C6=512.0d0/1771.04d0)
(DC1=C1-2825.0d40/27648.0d0,DC3=C3-18575.0d40/48384.0d0)
(DC4=C4-13525.0d0/55296 .0d0,DC5=-277.0d40/14336.0d0)
(DC6=C6-0.25d0)

do 11 i=1,4

ytemp(i) = y(i) + B21lxh*dydr(i)

continue

call derivs(r+A2+h,ytemp,ak2)

do 12 i=1,4

ytemp(i) = y(i) + h*(B31*dydr(i)+B32*ak2(i))

continue

call derivs(r+A3+h,ytemp,ak3)

do 13 i=1,4

ytemp(i) = y(i) + h*(B41*dydr(i)+B42*ak2(i)+B43*ak3(i))

continue

call derivs(r+A4xh,ytemp,ak4)



170 APENDICE G. PROGRAMAS UTILIZADOS

do 14 i=1,4

ytemp(i) = y(i) + h*(B51*dydr(i)+B52*ak2(i)+B53*ak3(i)+
$ B54x*ak4(i))

14  continue
call derivs(r+A5*h,ytemp,ak5)
do 15 i=1,4

ytemp(i)= y(i) + h*(B61*dydr(i)+B62*ak2(i)+B63*ak3(i)+B64*ak4 (i)
$ + B65*ak5(i))

15 continue
call derivs(r+A6*h,ytemp,ak6)
do 16 i=1,4
yout(i) = y(i) + h*(Cl*dydr(i)+C3*ak3(i)+C4*ak4 (i)+C6*ak6(i))
16 continue
do 17 i=1,4

yerr (i) = h*(DC1l*dydr (i)+DC3*ak3(i)+DC4*ak4 (i)+DC5*akb (i)+DC6*
$ ak6(i))

17 continue
return

end
C (C) Copr. 1986-92 Numerical Recipes Software #>,13.

Apresentamos agora o programa encarregado de trabalhar com grades
do tipo z — t, para a obtencdo de MQNs e outras caracteristicas de campos
diversos em geometrias de buracos negros e estrelas.

CCCCCCCceeeceeecceeeeeececececeeeecceceeeeccececeeccceeecccecececccececeeccceeccce
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implicit none

real*8 XRL, DT, DX, XO, XMAX, DELTAR, XCRIT

integer TYPE, ITMAX, NJ, TJ, NIT, JL, JR, J, I, L, NDIV

real*8 XPEAK, ARG1, ARG2, M, AUX, AUX2, LIM1, LIM2, ALPHA

real*8 XCURR, TCURR, TO, X1, X2, X3

real*8 SIGMA, EN
CCCCcccceceeeececececceecceeecceccceececce

PARAMETER (NJ=300001,ITMAX=100000)

PARAMETER (DELTAR=1.0d-11)
CCCCCCCCCCCCCCccccecceccceccccecccccecccce

real*8 ZERO(NJ), PSIO(NJ), PSI1(NJ), PSIA(NJ), V(NJ), ARR(NJ)
Cccceeeeeceeeeceecceecceecceecceecccceccccecccceccc
C Input Vars
CCCCCcccceeeceeceeceececeeecceecceeccccecccceccceccc

write(*,*) ’Calling input subroutine.’

call input(TYPE,M,L,NIT,X0,XMAX,NDIV)

if (NIT.gt.ITMAX) NIT=ITMAX
CCCCCCCLceeeeeeeeeeceeeeeceeeecceeeceeceececceccecceececceccceccccecccccece

¢ Minimum value for x, due to machine precision

C limitations in the root-finding BFUNR.F routine
ccceeecceecceecceeccceeccecceeccecccecccecceecceccceccecccceccee
C XCRIT = 2.0q0*M + DELTAR + 2.0qO0*M*QLOG(DELTAR/2.0q0/M)

(W ddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddeddddddedddeddoe
write(*,*) ’INITIAL X0:’, XO

C write(*,*) ’XCRIT:’, XCRIT
C if (X0.1t.XCRIT) XO = XCRIT + 1.0q0
C write(*,*) ’EFFECTIVE X0:’, X0

DX = (XMAX - X0)/DFLOAT(NDIV)
TJ = NDIV + 1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCreeeeeeeececececccceccececcecccece
C MESH RATI0 M = DT/DX DEFINED HERE
CCCCCCCereeeceereceeeceeeeeeeecceeeccececceceeccccee
DT = 0.50d0*DX
CCCCCCCceeeeeeereceeececeeeceeeecceeeccececceceeccceee
TO = 0.0d0
write(*,*) °NDIV,TJ,DX,DT:’,NDIV,TJ,DX,DT
if (TJ.gt.NJ) then
write(*,*) ’Decrease number of divisions along v.’
stop
endif
CCCCCCCLreceeceereeeeeeeeeeceecceeeeeceeecceceecceeecececceceeecceceeccceeccce
C PEAK OF THE INITIAL PULSE RIGHT IN THE MIDDLE OF THE GRID
CCCCCCCeeeceeceereceereceeeeeceececeeeecececeececeeecceeecececceceeecceceeccceeccce
XPEAK = 0.5d0* (XMAX + X0)
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SIGMA = 2.0d1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
c FETCHING ARRAY OF DATA ON THE POTENTIAL (V)
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe

call sch(TYPE,M,X0,XMAX,DX,L,V,ARR)
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeeeee

5 format(1x,d17.9,2x,d17.9)

10 format(1x,d17.9,2x,d17.9,2x,d17.9)
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeee
c OPENING FILES
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeeeeeee

C open(1,FILE=psilst.dat’, STATUS=’UNKNOWN’)

C open(2,FILE=’initialpulse.dat’, STATUS=’UNKNOWN’)
C open(3,file=’v.dat’,status=’unknown’)

C open(4,file="r.dat’,status=’unknown’)

open(58,file=’energy.dat’,status=’unknown’)

JL = NDIV/2 - 500 + 1

JR = NDIV/2 + 500 + 1
CCCCCCCcceeeeeeeeececercecrecececececcececececcececcecceccece

C COMPUTING THE FIRST STEP IN TIME

cccceceeeecceceeeecccceeecccccececeeecccccccceeccccc
do J=1,TJ

CCCCCCCCCCCCCCccceccececcececccececcecececcecececececccececce

C write(3,5) x0 + dfloat(j-1)*dx, v(j)

C write(4,5) x0 + dfloat(j-1)*dx, arr(j)

IF (J.LT.JL) THEN
PSIO(J) = 0.0d0

ELSE IF (J.GT.JR) THEN
PSIO(J) = 0.0d0

ELSE
CCCCCCCceeeeececceceeeececececeeeecceceeeccececeeccceceecccceeccccce
C 1ST INITIAL CONDITION / FIELD AT T=0

CCCCCLeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeccecececececccccccccccccccccccce
ARG1 = X0 + DFLOAT(J - 1)*DX
PSI1(J) = DEXP(-0.5d0* ((ARG1 - XPEAK)**2)/SIGMA/SIGMA)
CCCCCLeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeececececececececcccceccccccccccccccccececcececce
¢ 2ND INITIAL CONDITION / FIELD DERIVATIVE AT T=0
CCCCCLeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeececececececececcceccccccccccccccccececcececce
PSI0(J) = 0.0d0
ENDIF
zero(j) = 0.0d0
enddo
call ener(v,zero,psil,psiO,dt,dx,jl,jr,en)
write(58,*) t0, en
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do j=1,TJ
[ddeddeddeddadddddddeddedededddeddedededdeddededdeddededdeeee
C FIELD AT T = TO + DT

Ccccceeeecceceeeeececceeeeeececcceeceeececcccceeeeeeccccccccececcccc
PSIA(J) = PSI1(J) + PSIO(J)*DT
AUX = DABS(PSIA(J))
AUX2 = DABS(PSI1(J))
Ccccceeecececeeeeececececeeeeeecccceceeeccceccceceececccccccceeecccc
if (AUX.le.1.0d-100) AUX = 1.04-100
if (AUX2.le.1.0d-100) AUX2 = 1.0d4-100
C write(1,5) X0 + DFLOAT(J - 1)*DX, AUX
C write(2,5) X0 + DFLOAT(J - 1)*DX, AUX2
CCCCCCCCCCCCCCcceceececectcecetcccCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
enddo
call ener(v,psia,psil,,dt,dx,jl,jr,en)
write(58,*) t0 + dt, en
close(1, STATUS=’KEEP’)
close(2, STATUS=’KEEP’)
close(3, STATUS=’KEEP’)
close(4, STATUS=’KEEP’)
ccceeeeeecceeeeeccceeeeeeccceccceeeeeeeccceeeeeeecccecccececeececccccccece
C UPDATING ARRAYS SWEEPING THROUGH THE GRID
Ccccceeeeececeeeecececeeeeecceccecceeeeececcccccececececccccccceececccccccce

e E*H*ESHY]

do j=1,TJ
psi0(j) = psil(j)
psil(j) = psia(j)
enddo

CCCCCCCcecrerereeeeeercererecrercerecrececeecececcececececcecceccececcecceccece
C EXPANDING & CONTROLLING THE BORDERS OF THE LIGHT CONE
[Hdddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddddeddddddedddeddoe
JL = MAX(4,JL-2)
JR = MIN(TJ-3,JR+2)
[ ddddddddddddddddddddddddddddddddededoe
C SPECIFYING X-VALUES TO LOOK AT
[ddddddddddddddddddddddddddddddddddedeoe
X2 = XPEAK
¢ececececceceececececcceceececcccecccce
¢ NORMAL ITERATIONS
CCCCccceeeceeeeeccecececceccceccceccece
open(8,FILE="x2.dat’,STATUS=’unknown’)
open(9,file="x2a.dat’,status=’unknown’)
do I=2,NIT
CCCccceeeceeceeeeccececccccceccce
C COMPUTING TIME T
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CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCe
TCURR = TO + DFLOAT(I)*DT
do J=JL-1,JR+1
PSIA(J) = 2.0d0*PSI1(J) - PSIO(J) -DT**2xV(J)*PSI1(J)+

$ DT**2x(16.0d0*( PSI1(J+1) + PSI1(J-1)) -
$ PSI1(J+2) - PSI1(J-2) - 30.040*PSI1(J))/
$ (12.0d0*DX*%2)

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee
c FIELD AT SELECTED X-VALUES
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
XCURR = X0 + DFLOAT(J-1)#*DX
if (DABS(XCURR-X2).le.(0.5d0*DX)) then
AUX = DABS(PSIA(J))
if (AUX.le.1.0d-100) AUX = 1.0d-100
write(9,5) TCURR, AUX
write(8,5) TCURR, PSIA(j)
endif
enddo
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee
C UPDATING ARRAYS FOR NEXT T
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCee

do J=1,TJ
PSI0(J) = PSI1(J)
PSI1(J) = PSIA(J)
enddo

JL = MAX(4,JL-2)
JR = MIN(JR+2,TJ-3)
if ((JL.le.4).or.(JR.ge.(TJ-3))) then
write(*,*) ’Reaching border. Stopping now.’
write(*x,*) ’I, TCURR:’, I, TCURR
stop
endif
enddo
CCCCCCceeeeeecereecerceecececcececcecce
C CLOSING FILES
CCCCCCeeeeeeeececceceeeeeececcececcece
close(8,status="keep’)
close(9,status="keep’)
close(58,status="keep’)
CCCCCCCeeeeeeeeecceeeeeecececeeeeceececececececeeeceeece
end
Cccccceeeeceeeecececececceccee
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Por fim, o programa (em Mathematica) utilizado para o cdlculo das
freqiiéncias pelo método WKB. Neste exemplo, as freqiiéncias sao para o
campo polar W;" da geometria RNdS. Para os demais campos, os programas
sdo similares.

Constantes de entrada

m=1.0

q=0.5

Lambda = 1.0%10"(-5)
1 =1

n=20

Funcao h(r)
hlr_] =1 - 2m/Tr + q"2/r~ 2 - Lambda*r~2/3
Horizontes de evento e cosmologico

Zeros = Sort[r /. NSolve[h[r] == 0, r]l];

rc = Zeros[[Length[Zeros]]]
rp = Zeros[[Length[Zeros] - 1]]
rm = Zeros[[Length[Zeros] - 2]]

Calcula c, pl, p2, wbarl[r]

c=(1-1)*x(1 + 2)/2

pl = 3*m + Sqrt[9*m~2 + 8%xq~2*c]
p2 = 3*m - Sqrt[9*m~2 + 8xq~2*c]
wbar[r_] cxr + 3xm - 2%q~2/r

Calcula W[r] e Ulr]

Wlr_] = Simplify[(r*h[r]/wbar[r]~2)*(2*c*r + 3*m) + (c*r + m +
2*Lambda*r~3/3) /wbar [r]]
Ulr_1 = Simplify[(2*c*r + 3*m)*W[r] + (wbar[r] - c*r - m - 2*Lambda*r~3/3) -

2%c*xr~2xh[r] /wbar [r]]
Potencial Efetivo Escalar
VIr_] = hlr]*(U[r] + (pl - p2)*W[r]l/2)/r"3

Ponto Extremo do Potencial
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eq = Simplify[D[V[r], r]l]l == 0;
r0 = r /. FindRoot[eq, {r, rp, rp, rcl}]

Derivadas do Potencial

Vilr_]l = h[r]l*D[V[r], r];

V2[r_] = Simplify[h[r]*D[V1i[r], rl];
V3[r_] = Simplify[h[r]*D[V2[r], r]l];
V4[r_] = Simplify[h[r]*D[V3[r], rl];
V5[r_] = Simplify[h[r]*D[V4[r], rl];
V6[r_] = Simplify[h[r]*D[V5[r], rl];

Valores do Potencial e de suas derivadas no ponto extremo

VO = V[x0] ;

V02 = V2[r0];
V03 = V3[r0];
V04 = v4[r0];
V05 = V5[r0];
Vo6 = V6[r0];

Frequencias WKB

alpha = n + 1/2;

P = (V04/V02)*(1/4 + alpha~2)/8 - (V03/V02)"2*(7 + 60*alpha”2)/288;

Q = ((5/6912)*(V03/V02) ~4*(77 + 188*alpha~2) - (1/384)*(V03~2x
V04/V02~3)*(51 + 100*alpha~2) + (1/2304)*(V04/V02)~2x(67 +
68*alpha~2) + (1/288)*(V03%V05/V02°2)*(19 + 28*alpha~2) - (1/
288)*(V06/V02)* (5 + 4*alpha~2))/(-2xV02);

wsq = VO + P - Ix(n + 1/2)*Sqrt[-2*xV02]*(1 + Q);

w = Sqrt[wsq]



Apéndice H

O Sistema Geométrico de
Unidades

Ja foi mencionado na Introdugao que empregamos o sistema geométrico de
unidades no curso deste trabalho. Neste sistema, temos G = ¢ = h = kp,
o que tem a vantagem de facilitar bastante os calculos tedricos - donde seu
emprego em aspectos tedricos da Relatividade Geral, Cosmologia e areas
correlatas. O prego a ser pago por esta simplificacao é dbvio: nao é um
sistema de unidades préprio para aplicacoes praticas, pois estas precisam das
unidades fisicas convencionais (MKS ou CGS). Neste contexto, é pertinente
uma descricao de como se passa de um sistema convencional de unidades
(CGS ou MKS) para o sistema em questao, e vice-versa.

Qualquer grandeza fisica pode ser expressa em termos de comprimento
(X), tempo (T') e massa (M), isto é, as dimensdes tém a forma X*TP M7,
onde os expoentes «, 3,7 dependerao da grandeza estudada em particular.
Em unidades convencionais, a constante ¢ tem dimensdo X7 !, enquanto G
tem dimensdo X3T~2M 1!, de sorte que G/c? tem dimensido X'7T~!. Estas
consideragoes serao tuteis nas conversoes a seguir.

Comecemos pelas medidas de comprimento. Estas sdo idénticas nos sis-
temas convencionais e no geométrico, sem necessidade de conversao.

Em segundo lugar, vém as medidas de tempo. Se a luz leva 1 segundo
para percorrer 2.9979245-108m no vicuo, basta multiplicar o tempo (em se-
gundos) por ¢ = 2.9979245-103m /s (no MKS) ou no ¢ = 2.9979245-10%¢cm /s
(no CGS), para se ter a medida do tempo em metros (ou centimetros), nas
unidades geométricas. Inversamente, para converter o tempo em unidades
geométricas para as convencionais, basta dividir por c.

Depois, vém as medidas de velocidade (v). Todas as velocidades sao
comparadas & velocidade da luz no véacuo, ¢, e toma-se entdo a raziao entre
v e ¢, do que resultard um ntmero entre 0 e 1. Assim, a velocidade é
adimensional no sistema geométrico. A multiplicacdo do valor resultante
desta operacao por ¢ leva-nos de volta ao sistema convencional.
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J4 para as massas, vimos que G/c? tem dimensdo de X/M, de sorte que
se M for multiplicada por G/c?, terd dimensdo de comprimento. Assim, a
massa € medida em unidades de comprimento no sistema geométrico, sendo
G/c? o fator de conversdo do sistema convencional para o geométrico. Para
exemplificar, uma massa como a do Sol, M = 2-103°kg no MKS, vale 1.47km
no sistema, geométrico. Para retornar ao sistema convencional, basta dividir
o valor em unidades geométricas por G/c?.

Desta forma, vemos que se uma grandeza tem dimensio X*T?M?7 em
unidades convencionais, em unidades geométricas ela terd dimensao XA +7,
sendo G7¢#~27 o fator de conversio (de unidades convencionais para geométricas).

Assim, podemos converter todas as grandezas fisicas conhecidas para
unidades geométricas, utilizando os fatores de conversido apropriados. Para
voltar as unidades convencionais, multiplica-se o valor em unidades geométricas
pelo fator inverso. Temos, por exemplo, os fatores G/c* para a densidade
de energia e para a pressio, G/c* para a prépria energia, ¢~ 2 para a acel-
eragio, G/c* para a forca, G/c® para o momento angular (e também para
o momento linear), /G /c* para a carga elétrica, e assim sucessivamente.
Tabelas de conversao bem detalhadas estao em [40] e [41].
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