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Resumo

A andlise de erros € uma metodologia de pesquisa e ensino que pode auxiliar professores e
alunos a rever contetidos nos quais surgem dificuldades. Neste artigo, a partir de uma breve
revisdo sobre essa abordagem, sdo apresentados resultados de investigagdes sobre erros
cometidos por estudantes universitirios de Matematica que respondiam questdes de Algebra
ou de Logica Matemdtica. Com vistas a futura pritica docente desses alunos, foram
construidos jogos para revisdo dos conteddos em que eles tiveram maiores dificuldades. Esses
jogos, adaptados para os conteddos envolvidos, sdo sugestdes prdticas para aulas de
Metodologia do Ensino de Matemética ou para atividades de estdgio curricular.

Palavras-chave: Anilise de erros. Algebra e Légica. Jogos.

1 - Introducao

A andlise de erros nas solugdes dos alunos em questdes matemdticas vem sendo
empregada por muito pesquisadores, com caracteristicas diversas, que dependem do tema
enfocado pela pesquisa, dos seus objetivos, dos pressupostos tedricos que embasam a
investigacdo e dos resultados obtidos.

Tendo desenvolvido investigagOes sobre erros em disciplinas matemadticas de cursos
da area de Ciéncias Exatas (Matematica, Engenharia, Ciéncia da Computacdo), estabelecemos
uma metodologia de pesquisa que envolve elementos quantitativos e qualitativos, bem como a
elaboracgdo de recursos didaticos para auxiliar os estudantes em suas dificuldades.

Desde 2006, vimos trabalhando em novas pesquisas sobre erros cometidos por alunos
calouros e escolhemos, para relatar neste artigo, contetidos de Algebra e Légica e um tipo de
recurso instrucional, que é o jogo. Essas investigagcdes t€m recebido o auxilio da bolsista de

Iniciacdo Cientifica' que é co-autora deste trabalho.

! A aluna de Licenciatura em Matemética recebeu, em 2007, bolsa de Iniciag¢do Cientifica da PUCRS.
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Dividimos este artigo em trés partes, apresentando alguns elementos sobre andlise de

erros, os dados da pesquisa e a descricao de dois dos jogos elaborados.

2 - Analise de Erros

Em uma breve sintese, queremos inicialmente apresentar alguns tedricos que
trouxeram contribuicdes para a andlise de erros, considerada por nés como uma tendéncia em
emergéncia na Educagdo Matemadtica, haja vista o nimero de dissertacdes, teses ou
comunicacdes sobre o tema, mesmo que empreguem outras expressoes para indicar a andlise
cuidadosa das produgdes dos estudantes.

O interesse pelo registro e anédlise dos erros levou Thorndike, nos inicio do século XX,
a sugerir aos professores que descrevessem minuciosamente os tipos de exercicios que
deveriam ser propostos aos estudantes, pois ele se propunha a analisar a capacidade de
realizar determinados cédlculos, até chegar “a estabelecer um conjunto detalhado de habitos ou
de conexdes mentais, cada um dos quais se converteria em candidato para sua formacdo e
refor¢o.” (RESNICK; FORD, 1990, p. 28).

Na Unido Soviética, mais ou menos na mesma época, Krutetskii criticava a rigidez dos
testes aplicados até entdo, em que ndo havia interesse em estudar o processo de solucdo em si.
Dessa forma, ele abriu um novo caminho, investigando as habilidades matemaéticas dos
estudantes de uma forma abrangente, com instrumentos variados, com participacdo de alunos,
professores e pais. A €nfase na observacdo detalhada da resolucdo dos problemas, com o
cuidado de registrar o “pensar em voz alta” dos estudantes e de questionar suas respostas,
trouxe novos rumos as andlises de erros, ainda que ndo tenham recebido essa denominacao
naquelas pesquisas. (KRUTETSKII, 1976).

Mais recentes sdo os trabalhos de investigadores franceses que se preocupam com 0s
erros constituidos em obstaculos. Brousseau (1983) comenta que hd vérios estudos voltados

para os obstdculos na constitui¢do dos conceitos e afirma:

Um obsticulo se manifesta, pois, por erros, mas estes ndo sdo devidos ao acaso. [...]
Além disso, esses erros, em um mesmo sujeito, sdo ligados entre si por uma fonte
comum: uma maneira de conhecer, uma concepg¢do caracteristica, coerente ainda que
ndo seja correta, um ‘“conhecimento” antigo e que é bem sucedido em todo um
conjunto de a¢des. (p. 173-174).
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A 1italiana Rafaella Borasi, trabalhando também nos Estados Unidos, sintetiza varias
pesquisas sobre erros, desenvolvidas por ela e seus colaboradores e considera que as
contribuicdes filoséficas que buscou em Kuhn, Lakatos e Kline e trouxe para a andlise de
erros lhe permitiram responder a questdes desafiadoras sobre resultados apresentados por
estudantes, tais como: “o que aconteceria se aceitdssemos esse resultado?” ou “em que
circunstancias esse resultado pode ser considerado correto?” (BORASI, 1996, p. 29). Essas
perguntas sdo a base de suas propostas de atividades para utilizar os erros para pesquisa e
ensino em Matematica.

Borasi (1996) propde uma taxionomia de uso dos erros, segundo o objetivo do
processo de ensino e aprendizagem (remediar o erro, explori-lo ou fazer descobertas por meio
dele) e o foco do professor-pesquisador (conteido técnico-matemdtico, natureza da
matematica, processo de aprendizagem em Matematica).

Ao analisarmos erros cometidos por alunos de Célculo Diferencial e Integral, em
cursos de Engenharia ou Ciéncia da Computagdo, por exemplo, nosso objetivo maior &
auxiliar os estudantes na superacdo de suas dificuldades, detectadas pela andlise qualitativa
das suas respostas. Para isso, podemos usar vdrios recursos (inclusive trabalhando em
laboratério de Informdtica) ou mesmo propondo, como sugere Borasi (1996), a aceitacdo do
erro e desafiando o aluno a encontrar situacdes em que seja valida a férmula ou regra aplicada
por ele de forma equivocada.

No entanto, quando trabalhamos com alunos de um curso de Licenciatura em
Matemitica, além dos mesmos objetivos acima citados, ainda podemos aproveitar os erros
para discutir metodologias de ensino e propor recursos instrucionais que possam ser usados na
futura pritica desses licenciandos. E com essa finalidade que criamos os jogos aqui
exemplificados, para explorar dificuldades tanto da Educagao Basica como da Superior.

Em pesquisa realizada em 2005 com 368 calouros de oito Instituicdes de Ensino
Superior do Rio Grande do Sul, a equipe de investigadores propds duas questdes envolvendo
contetidos de Algebra do Ensino Fundamental, mas que sdo usados em disciplinas iniciais de

X3

+x2—6x

Célculo. Uma das questdes solicitava a simplificagdo da expressdo , para X # 2

8x2 —16x

1 2

+ =— ,em R.
X+5 2x+9  9x2119x+45

e ndo nulo; a outra, pedia a resolucdo da equacdo

Na primeira questdo, os que erraram ou ndo responderam correspondem a 67% dos
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participantes. J4 na segunda questdo, a que apresentou maiores problemas para os alunos,
apenas 17% deles acertaram.

A andlise qualitativa revelou que a maior parte dos erros, em ambas as questdes, se
deve a dificuldades nas operacdes com fragcdes algébricas, as tentativas de substituir valores
nas alternativas dadas, a problemas nas operacdes com racionais ou ao desconhecimento da
diferenca entre expressao e equagdo, pois muitos alunos tentaram “resolver” a expressao da
primeira questdo, igualando numerador e denominador, obtendo uma equagéo de terceiro grau
para a qual nao encontraram férmula de resolucio. (CURY, 2006; CURY; KONZEN, 2006).

Os erros nessas questdes estio relacionados a conteiddos e habilidades desenvolvidos
em Algebra, no Ensino Fundamental, mas as dificuldades com as operagcdes com fragdes
algébricas acarretam problemas para os alunos de disciplinas matemdticas em cursos
superiores, como, por exemplo, no cilculo do limite de uma fungdo em um ponto e na
integracdo pelo método das fragdes parciais.

Outro conteido que faz parte da ementa de disciplinas de cursos de Ciéncias da
Computacdo e de Licenciatura em Matemadtica sdo as operacdes logicas. Nos cursos de
Matemadtica, muitas vezes a apresentagdo dos conetivos légicos e das operagdes com
proposi¢des introduz a primeira disciplina de Algebra, haja vista que propicia a base para o
estudo da Teoria dos Conjuntos. E sobre este tema que vamos apresentar, a seguir, parte de

uma pesquisa sobre andlise de erros.

3 - A pesquisa sobre Erros em Ldgica Matematica

Durante o ano letivo de 2007, vem se desenvolvendo na Pontificia Universidade
Catolica do Rio grande do Sul (PUCRS) uma pesquisa que tem como objetivo analisar erros
cometidos por alunos de disciplinas especificas do curso de Licenciatura em Matematica.
Neste artigo, vamos apresentar apenas a andlise de uma das questdes aplicadas na primeira
prova de Loégica Matematica, disciplina que € oferecida no primeiro semestre do curso e
embasa a Algebra A. Privilegiamos, na escolha, a questio que envolvia os contetidos ou
técnicas mais relevantes para a pratica do futuro professor, escolha esta que foi feita de
comum acordo com o professor responsavel.

A prova foi realizada por 47 alunos e a questdo 4, escolhida para andlise, tem o
seguinte enunciado: Considerando que a proposicdo simbolizada por p A q — r v s tem valor
logico falso, determine, se possivel, o valor logico das proposicoes que seguem. Explique seu

raciocinio:
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a) pvqger~svm
b) arnb —>s vt
c) aru—p

Dos 47 alunos, apenas dois deixaram em branco a questdo. O quadro 1 indica a

distribui¢do dos alunos que erraram cada item.

Item Erraram
n° %°
4a 14 31
4b 11 24
4c 16 36

Quadro 1 — Distribui¢do dos alunos que erraram a questao 4

Vemos que a questdo foi bem compreendida pelos estudantes, pois, em cada item,
cerca de 70% da turma acertou. Analisamos qualitativamente as respostas daqueles que
erraram em cada item, criando categorias. Ndo quantificamos cada classe, pois as vezes hd
apenas um exemplo de determinado erro, mas ele € importante para a revisao do contetido em
futuras aulas da disciplina. Apresentamos a seguir as classes de erros encontrados em cada
item:

Item a:

Classe A: o aluno confunde termos légicos, pois usa letras diferentes para indicar V ou F,
considerando que V é “tautologia”;

Classe B: o aluno nao usa as informacdes dadas na questao, ndo analisa as condicdes para que
o condicional seja falso e com isso ndo consegue valores para avaliar a proposi¢do indicada
no item a; em alguns casos, faz tabelas-verdade para quatro proposi¢des e, no entanto, ndao
enuncia uma conclusdo porque ndo usa as informagdes;

Classe C: apesar de ter determinado os valores 16gicos das proposi¢des do enunciado, sabendo
que s é falsa, considera que ~s também ¢ falsa;

Classe D: o aluno confunde-se nas explicagdes sobre o bi-condicional, diz, por exemplo, que
se a disjun¢do € V isso “bicondiciona a outra proposi¢do a ser V”;

Item b:

Classe E: o aluno faz afirmativas erradas sobre o condicional ou sobre as proposi¢cdes

envolvidas no condicional apresentado na questdo: “se o antecedente € V entdo o condicional
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€ falso”; “no condicional, s6 é falso se o predicado l6gico for falso e o sujeito verdadeiro,
neste caso o predicado € verdadeiro, entdo € verdade”; “tanto anb como svt podem apresentar
valores diferentes”. Alguns ainda afirmaram que o valor do antecedente determina o valor do
conseqiiente, que o condicional depende diretamente do valor do conseqiiente e, se este é
falso, o condicional é falso;
Classe F: o aluno ndo usa as informagdes dadas na questdo, por isso ndo consegue determinar
os valores das proposi¢des;
Classe G: apesar de determinar o valor 16gico de s (F), no primeiro item, o aluno afirma que s
€ V; também usa informagdes que nao foram dadas, como considerar que a proposi¢do t é
falsa.
Item c:
Classe H: o aluno confunde termos légicos;
Classe I: o aluno parte do fato de que a proposicao p € falsa quando ja sabe que € verdadeira,
pelo item a; atribui valores que ndo foram dados as proposi¢des a e u; mesmo sabendo que a
proposicdo p é verdadeira, considera impossivel atribuir um valor 16gico ao condicional
porque ndo conhece os valores de a e u, ou seja, considera necessdrio saber o valor 16gico do
antecedente mesmo sabendo que o conseqiiente é verdadeiro;
Classe J: o aluno considera que o condicional é falso quando o conseqiiente € falso;
Classe L: idéntica a classe C;
Classe M: o aluno considera que aAu ndo € proposi¢ao.
Em todos os trés itens, algumas respostas foram incompreensiveis, o que originou uma
ultima classe, N.
Analisando em conjunto e refinando a classificacdo, podemos apresentar, para as
respostas dessa questdo 4 da prova de Légica Matemadtica, as seguintes categorias:
1) o aluno confunde termos l6gicos ou ndo aceita letras diferentes das habituais para
proposicdes (p, q, I...);
2) o aluno ndo usa as informag¢des que podem ser deduzidas do enunciado da questao;
3) o aluno confunde os valores 16gicos das proposi¢des, apesar de té-los determinado a
partir das informacdes do enunciado;
4) o aluno faz afirmativas erradas sobre condicional ou bi-condicional, confundindo-se
em relacdo a antecedente e conseqiiente;

5) o aluno escreve uma resposta incompreensivel.
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Pela comparag@o entre a andlise quantitativa e a qualitativa, vemos que, apesar de nio
serem muitos os alunos que erraram, seus erros impedem a aprendizagem desse contetdo e,
talvez, de subseqiientes tépicos de Algebra, visto que envolvem a compreensio dos conceitos
bésicos de Ldgica.

A preocupacdo com a aprendizagem desses alunos, tanto em contetidos do Ensino
Fundamental, pré-requisitos para o Célculo e bdsicos para os que vao ser professores de
Matemitica, quanto em contetidos de Légica, fundamentais para a aprendizagem de Algebra e
para qualquer demonstragdo de uma proposi¢cdo matemadtica, nos levaram a elaborar recursos
instrucionais para auxiliar os estudantes, especialmente os do curso de Licenciatura em
Matemitica. A seguir, descrevemos dois jogos, que podem ser adaptados para muitos outros

conteddos matemadticos ou mesmo para outras disciplinas.

4 - A Elaboracao dos Jogos

Nos ultimos anos, tem aumentado a publicagdo de livros sobre o uso de jogos na
Educacdo Matemadtica, com recomendagdes e exemplos. Em geral, os autores dessas obras
classificam os jogos, mencionando aqueles que envolvem conteidos especificos e os que
desenvolvem estratégias, e cada um desses tipos é importante em alguma etapa da
aprendizagem. (REGO; REGO, 2000; LARA, 2003; FLEMMING; MELLO, 2003).

O uso do jogo no ensino tem vantagens para professores e alunos. Para os primeiros,
ha a possibilidade de analisar o desempenho dos estudantes na resolucdo de uma questdo,
verificando seu raciocinio légico ou detectando os erros cometidos. Dessa forma, é possivel
diagnosticar dificuldades em um item especifico do contetido e necessidades individuais ou
coletivas, buscando, entdo, novas estratégias de ensino para auxilid-los.

Ao empregar jogos em sala de aula, o professor deve tomar alguns cuidados para que a
atividade nao se esgote em si mesma, ou seja, para que seu emprego nao se restrinja ao jogo
em si, mas as habilidades que pode desenvolver.

Lara (2003) classifica os tipos de jogos: de construgdo, de treinamento, de
aprofundamento e de estratégia. Os jogos de construcdo sdo aqueles que trazem ao aluno um
assunto novo a ser trabalhado a partir da resolucio de um problema. Seu uso vai além da
memorizacdo e auxilia o estudante a atingir niveis mais avangados de conhecimento.

Os jogos de treinamento, como o nome diz, sdo Uteis para treinar alguma habilidade,
memorizar conceitos, féormulas, regras. Pode ser usado quando o professor prefere substituir

listas de exercicio por um recurso mais agil. Sua principal caracteristica € a repeticao.
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Os jogos de aprofundamento sdo aplicados ap6s o estudo de um determinado assunto,
permitindo que o aluno avance no seu aprendizado. Finalmente, os jogos de estratégia t&ém
como meta desenvolver o raciocinio dedutivo, o que se evidencia na escolha das jogadas,
levando o jogador a elaborar e reelaborar suas hipéteses a todo instante, para descobrir ndo sé
a estratégia que permitird vencer, mas também para neutralizar a do adversério.

Levando em conta as observagdes acima mencionadas, elaboramos dois jogos, o
Quarteto das Fragoes Algébricas e o Vira e Confere. Segundo a classificagdo de Lara (2003),
o primeiro jogo pode ser considerado de aprofundamento, haja vista que os conteudos ja
foram estudados pelos alunos (se pensarmos em estudantes de um curso de Licenciatura que
tenham cometido os erros relatados acima) e nosso objetivo € revisd-los, para que eles
possam, em outras disciplinas ou em suas prdticas docentes, superar as dificuldades
apresentadas.

O Quarteto das Fragdes Algébricas é um jogo elaborado, em principio, para alunos de
7% série do Ensino Fundamental, com o objetivo de desenvolver uma melhor compreensao das
operacdes com fracdes algébricas. Este jogo € baseado em um similar, elaborado por Mungo-
Verlagz, e que adaptamos para a nossa realidade e para o conteiido em questdo. Como
motivagdo para estudantes de Matemdtica, escolhemos imagens de fractais® para ilustrar as

cartas, conforme vemos na figura 1, a seguir:

* Firma alemd, especializada em recursos didaticos: http://www.mungo-verlag.info/
* Encontradas em http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm14/galeria.htm e
http://www.fractarte.com.br/galeria2/galeria.php
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Figura 1 — Frente e verso de uma carta do Quarteto das Fra¢des Algébricas
Fonte: Material das autoras

Os alunos recebem um baralho de 36 cartas, constituido de nove quartetos. Em cada
quarteto, ha quatro operacdes com fracdes algébricas, uma ji realizada e as outras trés em
aberto. As cartas sdo embaralhadas e distribuidas para trés ou quatro jogadores. Se algum
jogador notar que j4 tem um quarteto formado, ele o coloca de lado. E escolhido um estudante
para iniciar o jogo; ele pergunta ao colega da direita se este tem uma determinada carta que
lhe falta para completar o quarteto. Por exemplo, ele possui a carta com a operagdo Al ja
efetuada e pergunta ao seu colega se ele possui uma carta com A2 efetuada. Se o colega
responder afirmativamente, entdo o primeiro deve dizer qual é a fracdo que € solucdo da
operagdo em A2. Se acertar, o colega lhe entrega a carta e ele continua, perguntando pela
carta com a operagdo A3 efetuada. Se errar, o colega a quem ele perguntou continuard o
processo, da mesma forma. O jogo termina quando todos os quartetos forem formados.

O Vira e Confere é um jogo que pode ser usado com qualquer conteido no qual
tenhamos exercicios com questdes e respostas e ¢ empregado individualmente, para fixacao

de contetido, No caso, elaboramos cartelas para equivaléncias entre proposi¢des ldgicas.
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O jogo foi baseado em outro similar, chamado “Wrap Ups”, disponivel em um site
sobre material manipulativo para Matemética®. Consiste de uma cartela, em material rigido,
em cuja ponta € inserido um barbante com um né. O aluno pega a cartela, passa o barbante
sobre a primeira ranhura acima, a esquerda, abaixo da qual hd uma proposi¢cdo. Encontra a
proposi¢do equivalente a ela na parte inferior da cartela e passa o barbante por cima, até a
ranhura correspondente a resposta. Em seguida passa o barbante por baixo da cartela até a
segunda ranhura e continua o processo até a dltima, depositando o barbante na ranhura central
a direita. Vira, entdo, a cartela e confere o desenho determinado pelo barbante. Se coincidir
com o da cartela, o aluno acertou todas as questdes, caso contrdrio pode tentar novamente.

Abaixo, na figura 2, é apresentada a cartela do jogo para as equivaléncias légicas.

1p-ra) e (p—>-q) e pvig=ipralie pagans -page

Figura 2 — Cartela das equivaléncias 16gicas
Fonte: Arquivo das autoras

Os dois modelos de jogos também foram adaptados para outros contetdos de
disciplinas matemadticas do mesmo curso de Licenciatura em Matemadtica objeto de nossa
investigacdo. Assim, poderdo ser empregados nas Disciplinas Integradoras, que trabalham os
conteddos das disciplinas especificas usando recursos instrucionais que podem ser utilizados

nas aulas de estdgio e na propria prética dos futuros licenciados.

5 - Consideracoes Finais
Neste artigo, apresentamos algumas idéias sobre a andlise de erros, considerada como

metodologia de pesquisa e ensino. Também relatamos uma investigacdo realizada com alunos

4 . .
http://www.learningwrapups.com/wrapsOverview.asp
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de um curso de Licenciatura em Matemadtica, escolhendo uma questdo de Légica Matematica
para exemplificar os passos da andlise. A seguir, mostramos dois jogos elaborados para
auxiliar os alunos em suas dificuldades, especialmente levando em conta que, como futuros
professores, precisam conhecer recursos instrucionais que possam ser adaptdveis para
diferentes contetidos.

Esperamos, assim, ter contribuido com sugestdes para novas pesquisas em andlise de
erros e com idéias para elaboragdo de outros jogos que possam ajudar os estudantes a retomar

os contetddos nos quais apresentam maiores dificuldades.
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