DOMINO DAS QUATRO CORES

Aparecida Francisco da SILVA'
Hélia Matiko Yano KODAMA?

Resumo: O jogo Quatro Cores tem sido objeto de estudo de muitos profissionais que se
dedicam a pesquisa da aplicacao de jogos no ensino da Matematica e em [1] os
autores apresentam uma série de atividades que podem ser desenvolvidas com
esse jogo, em varias fases. Neste artigo, apresentamos algumas propostas que
surgiram durante o trabalho com classes de primeira até sexta série do ensino
fundamental na sala de jogos da COOPEC/CECAS, visando obter solugdes para a
proposta de construir o quadrado com todas as pecas; 40 solu¢des deste
problema, obtidas em varias ocasides em que utilizamos o jogo; uma proposta
para o trabalho com areas de figuras planas, especialmente a questao da escolha
da unidade e a exploragcdo do conceito de fragdo, operagdes com fragdes e
simetrias do quadrado.

Palavras-chave: quatro cores; area.

INTRODUCAO

No presente artigo apresentamos uma proposta de utilizacdo do jogo “Dominé
das Quatro Cores” (quebra cabegca geométrico) no ensino da Matematica, da forma como foi
desenvolvido no projeto “Jogos no Ensino da Matematica”, especialmente no que diz respeito
as atividades iniciais para se chegar a constru¢do do quadrado com todas as pecas de modo

que duas de mesma cor ndo se toquem sequer pelos vértices.

Segundo literatura especializada, ao trabalhar com jogos de estratégias no

ensino de Matematica, podemos observar as seguintes fases:

eexploracdo do material;
e a aprendizagem de regras;
e a construgao de estratégias;

¢ a resolucéo de situagdes problemas.

Vale destacar que, estas fases aparecem sempre no trabalho de um cientista,
mas também sdo importantes na atuacdo de um cidadao consciente de seus direitos e suas

responsabilidades.

Ao trabalhar com o Dominé da Quatro Cores pudemos observar que, seguindo o
roteiro proposto, mesmo as criancas das séries iniciais conseguem resolver o desafio e ainda

comegam um processo de trocas que facilita o trabalho posterior com éareas e fragdes, bem
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como um trabalho inicial com simetrias de figuras planas, particularmente o quadrado, conforme

descreveremos neste trabalho.

Com intuito de incentivar o uso deste jogo pelos leitores, apresentamos, na
primeira parte, a descricdo do material (de facil construcdo) e as regras para jogo em
cooperacao ou de forma competitiva. Na segunda, ha uma seqiiéncia de atividades visando
especificamente construir o quadrado de modo que duas pegas de mesma cor nao se toquem
nem mesmo pelo vértice, bem como algumas das solu¢gdes encontradas. Observamos,
entretanto, que a sequiéncia ideal deve ser escolhida pelo professor, de acordo com o nivel de

entendimento dos alunos de modo a nao tornar o trabalho magante e sem interesse.

Na terceira parte, algumas atividades que podem ser utilizadas para a exploragao
das simetrias do quadrado e na ultima parte um roteiro para a exploracao de area do quadrado
e de retangulos e uma descrigdo de atividades que podem ser utilizadas para a introdugao do
conceito de fracdo ou para sua fixacao.

Utilizamos a seqUéncia de atividades da forma como aparece neste artigo,
inclusive com jovens e adultos em varias ocasiées, como, por exemplo, na exposicao “Jogos no
Ensino da Matematica”, realizada em agosto, e em mini-cursos e oficinas que desenvolvemos

ao longo do ano de 2003.

I - Construindo o Material a ser Utilizado e Conhecendo as Regras
e Construir em madeira, ou cartolina, ou EVA, ou papelao, etc., nas cores amarela,
vermelha, azul e verde, conforme descricdo a seguir: seis pegas retangulares com lados
medindo 3 cm e 9 cm, sendo duas amarelas, duas azuis e duas verdes; seis pegas
retangulares de lados 3 cm e 6 cm, sendo duas azuis, duas vermelhas e duas verdes; e,
seis pecas quadradas com lados medindo 3 cm, sendo trés azuis, duas vermelhas e

uma amarela.
e Objetivo:

Utilizando todas as pecas, construir um quadrado de modo que pecas de mesma cor

nao se toquem nem mesmo pelo vértice.
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Observacao: A proposta pode ser desenvolvida de modo cooperativo em que os jogadores
buscam a solugcdo do problema, discutindo, analisando as possibilidades e
trocando idéias, ou na forma competitiva entre dois jogadores, ou dois grupos de
jogadores. Para se jogar em dupla, podem ser adotados dois procedimentos:

1. Cada jogador, ou dupla, na sua vez, escolhe uma pega do monte e a coloca
sobre uma base quadrada de 18 cm de lado (em qualquer posi¢cao — n&o precisa
ser adjacente a ultima colocada). Perde o jogo quem, na sua vez, ndo conseguir
colocar uma peca dentro do quadrado, de acordo com as regras.

2. Parainiciar, os jogadores (ou equipes) escolhem nove pegas cada um(a). A sua
vez, s6 podera colocar uma dentre as pecas ja selecionadas. O jogo prossegue
até que os jogadores (ou duplas) ndo possam mais colocar pecas para formar o
quadrado. Na impossibilidade de continuar o jogo, ganha quem ficar com o

menor numero de pecas.

3. No que segue, usaremos a seguinte indicacao para as cores: # para o vermelho;

/ para o azul; * para o amarelo e + para o verde.

Il - Construindo Quadrados

1) Construir um quadrado com uma unica peca.
Obviamente, as unicas solugdes possiveis sdo tomar uma da pecas quadradas:
2) Construir um quadrado, usando a regra e duas pecas.

As solucdes possiveis (a menos de isometrias’):

/" #* #|/
/1" #* #1|/

3) Construir, usando a regra e trés, quatro, cinco, seis, sete, oito,..., dezoito pegas.
Quando nao for possivel discutir a impossibilidade.
As solugdes possiveis usando trés pegas:
(I) Usando uma peca 6x3 e duas pecgas 3x3:

#1711 [+[1] [+[#]  [7]#] /]
#|* + " +|* /|* + | #
* Ver Ill — Explorando simetrias
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(1) Usando trés pecas grandes (9 solugdes):

*

*

*

=+
+
=+

(V1)

/* |/

[ * 1/

/* |/

(I
+|F |+
+|7 |+
+|7 |+
(VII)

[+ [ |+ +

[ 1+* [ [* |+ +

[+ [ |+ +

(i) (IV) V)
+/ * * / *
+/ * * / *
+/ * * / *
(VI (IX)

As solugdes usando quatro pecas podem ser obtidas a partir das solugées com

trés pecgas. Observe, entretanto, que sé podemos iniciar 0 processo a partir das pegas grandes.

(Vocé saberia explicar por qué?) Por exemplo, substituindo a pega da direita por uma pega

meédia e uma pequena, encontramos a menos de isometrias do quadrado, as solugbes

apresentadas a seguir que, para facilitar a leitura do texto chamaremos de solucoes

derivadas.

F1+15 ] ||+ [#] /" | # +|/ "] + |/ |#]
[ |+1]/ [ |+|/ [0/ +|/ |+ +|/ |+
[ |+1]/ [ 1+1/ [0/ +|/ |+ +|/ |+
(1) (2) (3) (4) (5)

T FFE OV FUE FUE
+* |+ +* |+ | # N |+ | |+
+|* |+ +* |+ C# 1/ |+ “|/ |+
(6) (7) (8) 9) (10)

T |+ #] T 1+ +|/ "]
4/ 14/ | # Tl # +|/ |#
4]/ 4]/ 4 # 4 # +|/ | #
(11) (12) (13) (14) (15)
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E claro que podemos obter outras solugdes fazendo a substituicdo da peca do meio:

[ |#]/ /™ ]/ /1> [ |#]* AER
[ |+1/ /| +]|/ /| #]|/ [ +]" / [#]+
[ +1/ [ |+1]/ [ |#|/ [+]" / 1#|+
+ ]+ +# |+ +[" |+ +|/ |+ +|/ |*
+|/ |+ +|/ |+ + [ # |+ + [ # |+ + | #|”
+|/ |+ +|/ |+ + | # |+ + | # |+ +#|”
+£* *i* */_* *i* */_*
+/* */* *#* *+* *+*
+/* */* *#* *+* *+*

Podemos proceder como antes trocando a pega da esquerda. Sera que obtemos

novas combinagdes com essa troca? Por qué?

Também, podemos usar a mesma estratégia para obter as solu¢gdes compostas
por cinco pecgas:

A partir da solugcdo (1) com quatro pecas, por exemplo, podemos obter
substituindo a pega média as seguintes solugdes:

ST+ |/ [+ [+ [+ #] ||+ ||+ [#] | |+]/]]
A T e VA e VA S e R VA A A VR E AV v e
[+l ||+ |# [ |+]/ [+ #] ||+ ] || +#] |/ |+]|#

(1a) (1b) (1c) (1d)° (1e) (1f) (19)
Se tomarmos a solugéo (2), teremos apenas uma “solucédo derivada”, ja que as
demais pecas pequenas sao todas azuis.

Kid
#)

* Esta solugao também pode ser vista como obtida de (2) ou (4).
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A partir de (3) teremos as duas solucdes derivadas (3a) e (3b) e de (4) ndo ha
solucdes derivadas. De (5) obtemos (2a).

/" | #] ™1

/1" 1/ /" | #]

/" | # /1" ]/

(3a) (3b)

Aplicando a mesma “troca” a (6) obtemos uma unica solu¢ao derivada, a saber,
(6a)

+* |/
+ " #]
+* |/
(6a)

As solugdes (7), (8), (9) e (15) nao apresentam solucdes derivadas, (10) tém

como solugédo derivada apenas (10a), enquanto (11) e (13) tem solugbes derivadas (11a) e
(11b).

*/i *+*_ *+*_ *+i *+i
*/*_ *+/_ *+£ *+/_ *+*_
1| # 4 # 4]/ ] e

(10a) (11a) (11b) (12a) (12b)

E a solucdo (12) tem solugdes derivadas (12a) e (12b). Por fim, (14) tem
solugdes (14a), (14b), (14c) e (14d).

+1/] +1/] S S
* +*_ * +*_ * +£ * +£
* + / * + # * + / * + *
(14a) (14b) (14c) (14d)

Desta forma, podemos observar que apenas com a estratégia de trocar a peca
média por duas pequenas teremos 20 solugdes distintas” com cinco pecas.

* Sempre “a menos de isometrias”.
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Vocé é capaz de dizer quantas solugdes podemos obter “trocando” a peca
grande do meio por uma média e uma pequena? E se trocarmos a pega grande que aparece na

lateral?
Vamos mostrar as solugdes para este Ultimo caso.

1) A partir de (1), ou (11), obtemos: (1a,), (1b4), (1c4) e (1dy).

#]+]] #]+]*] o+ [+
!/ |+]/ #+|/ #+|/ |+
[ |+]/ / |+]/ #+|/ #+|/
(1ay) (1b1) (1cq) (1dy)

2) A partir de (2), ou (12), as novas solugdes que podem ser obtidas da forma descrita sdo:
(231), (2b1) e (201).

# |+ [ #] /| +|# #+ | #]
[ |+]/ o+ #|+]|/
[ 1+|/ #+]/ [ |+]/
(28.1) (2b1) (2C1)

3) A partir da solucao (3), usando a nova estratégia ha uma solucao, a saber, (3a;). Ja para
(4) e (5) temos as solugbes (4a4), (4by), (4¢.), (4d4), (4eq), (4f1), (404) € (4hy).

I T#] [#]F [ #[#] /] [#]
Ny /1" #T |/ #1"1/
#* 1/ Ry /" |/ #1*0/
(4a) (4b4) (4c4) (4d4)
+| " [ # +| " # #T# T #
+] |/ +] |/ +|* |/ +|* |/
#1*0/ /1 +* |/ +* 1/
(4e4) (4f4) (494) (4hy)
4) A partir da solugéo (6) obtemos, ainda:
T [ T FE
+|* |+ +|* [+ #* |+ #T|+
+* |+ +[* |+ #1* |+ ANE:
(6ay) (6by) (6¢1) (6d4)
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5) As novas solugdes derivadas de (7) por aplicagdo desta estratégia, além das ja obtidas

anteriormente sao:

[ [#] T [#]
+* |+ T+
+* |+ #" |+
(7a1) (701)

6) De (8) ou (15), obtemos apenas duas novas solugdes:

+|/ | #|/T
+|/ [#] +|/ |#
#|/ |# +|/ |#
(8ay) (8by)

7) As solugbes usando a ultima estratégia, tomando como base (9) ou (10) sao:

#/|* +/ "]
+ |/ |+ +|/ |+
+|/ |+ #|/ |+

8) Tomando como base (13) ou (14) podemos obter:

/1+ 1" Eara
#+ | # +|/ |+
#+ | # #|/ |+
(13a1) (13b1)

Observe que apresentamos todas as possiveis solugdes utilizando duas
estratégias diferentes, mas podemos pensar em outras “trocas” obtendo ainda outras
solucdes possiveis.

Procedendo com estratégias semelhantes podemos obter solugdes usando
seis ou sete pecas. Nao apresentamos todas as solugdes possiveis nestes casos, apenas
algumas.

a) Com 6 pegas:

#+ | # #|+ |/ [ |+ |#
#+]" I 1+" ] [ |+ |#
[ |# [ |+ |# #1* 1/
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b) Com 7 pecas

/.
#+|#
/

*
~

+
+

!+

=+

/

#|/

+|/ |+

+* [+
#1/ | #

+
=+

#|+
+

/

#/

Observe que, usando a estratégia de “trocar” as pegas por pegas menores é

impossivel obter solugdo com oito pecas ja que ndao ha mais pegas menores disponiveis e

nao podemos colocar duas fileiras de pegas pequenas juntas, pois nao ha como intercalar

as trés azuis nesta configuracdo. Mas podemos trabalhar com as pecgas grandes e obter

quadrados como, por exemplo:

A partir da segunda podemos obter a seguinte solugdo com dez pecas:

Apresentamos no que segue solugdes com outros nimeros de pegas:

++ + + | ###
HETTTT | * ]+
4+ ||t
L=/
+++ ‘### /
10 pecas

+ | # M++-++
+ * k *k * % /
+ |/ |# |+ |#
#* |# |+ |#
+++ |11
12 pegas

*

/
# *
#

*

~ | ~

1111

|+ + |+

1

a

+ + +

=H:=H:‘\

*

q:': S~ T~

+++

4+ 4+ +

*

*

T 1]
/" [#]
/ /

#|+++

++++

HiH

1

++++

1111

*

*

*

+++ | #H##H

~[ v+ [~

11 pecas

+ 11111

+ * k k k %

U Te

# > |#

1111

+
+

#“\\\ + #

“+

13 pecas

2

a

++++

Hit#

Iy

++++

Iy

*

*

*

#

*

#itH

/
+
+
/

12 pecas

/\#\/

++++

Iy

#

+++

*

Iy

H R

/
+
+
/
/

14 pecgas
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Observe que como ndo ha trocas possiveis para se aumentar o numero de
pecas a partir de solugdes com 13 ou 14 pecas, ao acrescentar outra pega teremos o
quadrado completo com 18 pecas, sendo entdo impossivel de se obter quadrados usando
15, 16, ou 17 pecas.

Quanto a solugdo com todas as pecgas foram obtidas varias solugdes nas
atividades em que utilizamos o Dominé das Quatro Cores, vejam:

e [11111] |## ]/ 1111 [#] 111
1 |+ e S DR
#U e E]T JITTT#] 1T+ e+ [/ #]*[#
IITTE [* | [#] I R [\ # | [#|+]]
k| Y[t I # |1 | ## BEIR
B e e [ +[71 ]+
| | ### |+t | ] /1] #]+++++ # /| #] /11
";";+*‘*///‘# i FEREx LI [ 44+ ] " | +++

ottt [ | +++++ | #]|/ # | /] | #]/
/1111 ###‘/ / ###‘/ #/ J 4] **** |+
T F T et [+ 1111] ]+
[T 1#][ 11111 N [+ ]+
#l+et |/ [#]/ +++ [ /1] ] [ +++ | " | +++
[11]**** |+ T #i#| /] [#]/
i [#]]|#]/]|# ] T
(111 ]*]7]* [ | #] +++++ |/ [ 17 #] 111
+H+++ | | #HHH [ " | #|/ T | 4444+
(1111 *] 111 +++| /11| #]/ L% ]| ###]
+++ | /] | #i#t# [1111]*]111 [T | #4444+
[#] > x| #HE | e+ | R O# |/
+++++ | |+ |/ (111 #]]]* [ +++ |/ |+ |#]
[/[#]*]+]/ e | gy | [\ ##HE ||+ ]/
| | HHE [#]/|#]/1/ | | #HH
[T +H+++ [ # |+ N
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* * * |~

/

/]

+++| /1]

#

|/

/ * * % %

+++

[ | #] /| ##t#

/

/ * k * %

+

+++++ | #

[111] | #

+
+

*

/
/

+++ |/ | #

+++

/‘****

111

Hit#

+++++

/ *
/ *
/ *

[111]

+++++

/11

| #

~| *| ¥

[111] | ###

=+

* % % %

Hi#

/

/ |+

#]
/
/
/

#+

+++

/11

*
*
*

\\|+++\

/#]/

#iHE |/

+++++

* % % %

Il

#HE | +++

+++

ey

111

#|+++++

* * % %

1177

+++++

#1777

11171

* % k% %

+++++

#|/|#

#|+++

|+
[+

11171

* K K * ‘/

/1] ]| ##t#

11171

* % k% %

+++++

#HHt | /

11171

* % k% %

+++++

#iHE |/

/1]

*

/| +++

+++

#

| [#]/

+++++

/| #

|/

+++++

[111]

[+

11117

/| ##t#

* % k% %

+++ | #

1]

#|+++

1177

* * % %

+++++

#HHE| ]

[111]

* * % %

+++++

#HHE| |

mE

/| +++

#]+++

|| ###11111

* * % %

/1T T#]]

|t

I111]

++ | # ] +++] /

/1]

| #

/[#]/

* * % %

+++

!+
[+

#

#

|| ###

/|+]/

/ * * % %

+|/

++++ | /]| +]/

~
~
~

| T~~~
+
~ ~ ~

* * %

~[|~[# =
*

<[]+ + +

/11

+ +

HH##

+++++ | /| #]/
[ [ +++
[ |#|] | ###]/
AR AEE=ar
;+# * % % *
[+\#]/1111]
#1111
#/|" | +++++
+++ | F|#| T
[|#]]|#]|+#]
+ * k * % +/
+| /111 +]/
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#\/ #1111/ I+ |+ /]] [11]] | +++]/

H# | #] At [+ 1|+ #it# S A

SAEE I+ +|111 +|/[#]/|#]/

eI e, B +| /]

et/ #] [#] [ +++]* ### |+ /| +++

[1] | #]+++]/ +++ | < [#]/ ] /1] ]+ |#]/

#1111 #\/\#| /1111 #1111

H#| | At H# || # | A #/|" | +++++

L #] UL #] | K H#| Y]

Ll # A eI e [ #] ] #|+ | #]

e #] [ #] el T 4

[ * | +++]|/ [1] | #]|+++ ]|/ +| /1] +]/

IITTTT | +++ | ] LITTTT | ## | I1TTTT | ##E |/

mEEEEEarl mErEEraral mEEEETamal

[ TTETT|#] TR+ TR ]

|/ T AN N e

##H# |+ | /| +++ ### |+ | /| +++ ##H# |+ || +++

I+ #]7]/ ////+*#‘/ I+ #]7]/
PV L\ + | #L) [ LLITTD #]111] I >\ 11T [T > 1]
I+ +i+ 4 | | HH# | | ++++4+4+ +H++++ | T # |+
Pl [ [y [~ {7 JITTTT [T+
FEEEEIR| T (A #Hit ++++++\# e+ | H#E |
PU# [ #)0(#) (#]/]#]/ ] #]/ ] [#]]
P [ +++ ] #|*|H#| +++ [ #] 4+ |/ e+t | /[ #HE |

Note que ao trabalharmos com este jogo desta forma, aparecem

naturalmente duas questdes sempre presentes na Matematica, quais sejam:

- existéncia de solucao;

- unicidade de solugéao;

e que podem ser abordadas apropriadamente com alunos do Ensino

Fundamental.
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lll - Explorando as Simetrias do Quadrado

Considerando as solugdes obtidas para o quadrado usando um numero fixo
de pecas podemos explorar as simetrias do quadrado.

Por exemplo, tomando as solugbes a seguir que sdo obtidas usando as
mesmas pegas, temos:

#* #1/ /| # E
#1{/ # = * | # /| #
U (I ) (IV)
#H## /] |/ #Hit#
/1* H#it# H#iH# |/
(V) (VI (VI (V1)

Podemos observar que, a partir de (I) obtemos (V), (Ill), (VII) por meio de
rotagdes de 902, 180° e 270° no sentido horario, respectivamente.

As solugdes (l) e (VI) nos dao quadrados que sao simétricos em relagao a
uma diagonal e (Il) e (V) em relagéo a outra diagonal.

Os pares de solugdes (Ill) — (IV), (V) — (VI), (VII) = (VIIl) e (I) = (Il) sé&o
simétricos em relacao a reta horizontal que passa pelo ponto médio dos lados e os pares (l)
— (IV), (1) = (1), (V) = (Vlll) e (VI) = (VIl) sdo simétricos em relagédo a reta vertical que
contém os pontos médios dos lados horizontais. Assim, poderiamos dizer que as solucdes
obtidas sao equivalentes por isometrias do quadrado e afirmar que “a menos de isometrias
representam uma unica solu¢do”. Temos assim justificado a afirmagéo feita no inicio do

trabalho de que “a menos de isometrias” aquelas eram as solug¢des possiveis.

Observacao: Desta forma, estamos trabalhando uma outra no¢do muito importante na
Matematica: a nogao de equivaléncia.

Sugerimos a exploragdo de simetrias para solugbes com quatro ou cinco
pecas.
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IV — Medidas

Sem nos determos na definicdo de medida, sabemos que para medir realizamos
as seguintes tarefas:

1. Escolha de unidade adequada;

2. Verificacdo de quantas vezes a unidade escolhida “cabe” no que deve ser
medido;

3. Expressar o resultado desta verificagado por meio de um numero.

Quando nos referimos a escolha da unidade adequada estamos pensando na
comodidade de se usar a unidade escolhida. Veja, seria tdo incémodo tomar como unidade de
comprimento de tecidos para o vestuario o quilometro quanto tomar para unidade de distancias

geografica o milimetro.

Assim, no ensino de medidas é importante destacar que a unidade pode ser
escolhida. Mas, na pratica, o niumero que se obtém como resultado da medicdo condiciona a
escolha da unidade.

As operagbes de troca que ocorrem na vida em sociedade seriam, se nao
impossiveis, pelo menos extremamente complicadas de serem realizadas se a “unidade”
adotada nestas trocas nao fosse a mesma. Muitas vezes para obtermos uma padroniza¢ao do
processo temos que trabalhar com “transformacdes” de unidades.

Com o trabalho com “Domin6é da Quatro Cores” podemos abordar estes dois
aspectos da medida de modo bastante facil, por meio de situagdes—problemas como a que

apresentamos a seguir:

1. Medir a area dos quadrados obtidos em cada resposta usando uma das
pecas como unidade de medida. Uma seqliéncia de atividades poderia ser:

a) escolha uma pega como unidade de medida.

b) usando a peca escolhida como unidade de medida, medir a area dos
quadrados obtidos como respostas das atividades de (I).

c) escolher outra peca (com forma diferente da primeira) e refazer b).

d) comparando os resultados obtidos o que podemos concluir?
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Observacao: Em geral os alunos a partir da 52 série j4 tém nogédo de area e a escolha da
unidade padrdo recaird sobre o quadrado. E importante discutir a adequacao
desta escolha apresentando problemas praticos como o seguinte: Como é feita a

divisdo de um “quarteirdo”, em lotes, com uma dada area?

2. Explorar a relagdo que existe entre as areas das diferentes pegas.

Por exemplo, a area do quadrado é e da drea do reténgulo ou a drea do
retangulo é trés vezes a area do quadrado.

Observar que as trocas efetuadas, para se aumentar o numero de pegas, para se
obter solugdes usando mais pegas, tém como principio a manutengao da area.

Com estas atividades podemos introduzir, ou reforgar o trabalho com fracdes
equivalentes, inverso de uma fracao, adicao e subtracédo de fracoes.

Além das atividades ja propostas, ao usar o “Domindé das Quatro Cores”, no
Ensino Fundamental, estamos preparando o aluno para visualizar as operacdes algébricas por
meio de areas de retangulos como proposto em varios textos do Ensino Fundamental, e que
nos leva naturalmente a solugao de equacgdes do segundo grau, nas séries finais deste nivel de

ensino.
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