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Neste artigo, fagco uma revisao dos métodos de resolugao de problemas dindmicos usados antes que as equagoes
de Newton fossem descobertas, escritas na forma diferencial e fossem universalmente aceitas. Os argumentos
que fundamentam essas solugdes tornam inteligiveis equagdes, que, de outra forma, permaneceriam misteriosas

e frutos de um pensamento mégico.
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In this paper I review the methods used to solve problems in dynamics that were used before the newtonian
equations were found, put in differential form, and universally accepted. The arguments on which the laws of
dynamics were founded are rationale that make intelligible equations that otherwise would remain misterious

and magic.
Keywords: force, lagrangian, dynamic methods.

1. Introducao

Artigo dedicado aos gigantes em cujos ombros
Isaac Newton diz ter subido.

Em particular, a Robert Hooke, que

— muitos acreditam hoje —

ensinou a Newton o método dinamico

1.1. Motivacao

O titulo deste artigo é o espanto que um pensador
deveria sentir, quando apresentado a Segunda Lei da
Mecanica, proposta por Isaac Newton em seu Philoso-
phie Naturalis Principia Mathematica; afinal, por que
nao poderia ser a lei do movimento algo como F =
ma3a? De fato, a lei nio foi imediatamente aceita [1].
A principal critica a Sequnda Lei da Mecanica veio, so-
bretudo, da Franca. Deixando de lado a intolerancia
gerada pela camisa de forca do cartesianismo, que, até
hoje, ainda reprime o pensamento ocidental, principal-
mente na Filosofia, a principal dificuldade foi a onto-
logia do conceito de for¢a [2]. Para muitos cartesia-
nos, o conceito de forca ecoava as qualidades ocultas
do que se chamava o pensamento comum. Padre Pi-
erre Mersenne, o lider do cartesianismo, clamava que
s6 uma ciéncia descritiva (assertérica) do movimento

1E-mail: penha@if.ufrj.br.

seria possivel [2], descartando a possibilidade de uma
ciéncia apoditica. Esse ceticismo filoséfico desenvolve-
se na Doutrina do Ocasionalismo, cujo representante
foi Nicolas de Malebranche [2]: Empurrdes e puxoes
sao ocasioes para a acao de Deus; embora Ele seja con-
sistente em seus atos, as leis sao Sua escolha e ha espaco
para o milagre, logo nao podem ser deduzidas a-priori.
Até mesmo Jean Le Rond D’Alembert considerou que
F nao é, senao, um nome para ma, de modo que a
quantidade F ndo tem “vida prépria” [3)%.

Entretanto, a falta de uma Dinamica bem funda-
mentada e universalmente aceita nao impediu que, an-
tes mesmo do Principia, sistemas dinamicos tivessem
sido corretamente descritos, em particular a queda dos
corpos na superficie terrestre (Galileu Galilei) e 0 mo-
vimento dos planetas (Johann Kepler). Além disso,
no século XVIII foram desenvolvidos varios métodos
para tratar sistemas dinamicos. Em 1740, Pierre-
Louis-Moreau de Maupertuis fundamentou a Estatica
no Principio do Repouso e, em 1744, ele fundamentou a
Dinamica no Principio da A¢do Minima [3]; entretanto,
a base de seu raciocinio era metafisica [3]. Em 1751,
Leonhard Euler colocou os dois principios de Mauper-
tuis em “harmonia” [4, 5]; mostrei [6] que dessa “harmo-
nia” se seguem os fundamentos da mecanica analitica e

2N3o &, pois, de se admirar que a Filosofia Natural, de Newton tivesse entrado na Europa continental pelas méaos dos holandeses,
principalmente Wilhelm Jacob van ’s Gravesande (a quem Voltaire chamava de o professor “cujo nome comecga com um apédstrofo”) e

Pieter van Musschenbroek ([2], p. 6).
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uma interpretacao fisica de sua grandeza basica, a Lag-
rangiana. Em 1744, o préprio Euler colocou em forma
diferencial a equacdo de Newton [7, 8]; é interessante
que Euler considera sua equagao “um novo principio”,
nao dando créditos a Newton [3]. Em 1744, Jean le
Rond D’Alembert apresentou um novo principio, que,
hoje, leva seu nome [9]. Em 1788, Joseph-Louis La-
grange apresentou uma nova formulacdo da mecanica
[10], na qual o leitor moderno pode reconhecer um de-
senvolvimento das idéias de Euler e sua relagao com o
Principio de D’Alembert [3].

Este artigo é uma escavagao arqueolégica da
Histéria da Fisica, em busca do fundamento do con-
ceito de for¢ca e da lei que rege seu comportamento e
dos fundamentos dos métodos dinamicos acima citados.
O artigo apresenta uma revisao desses métodos, enfa-
tizando o desenvolvimento dos formalismos; a intencao
é reproduzir (em linguagem atual) cada passo seguido
pelos que introduziram esses métodos.

A importancia desse tipo de historia para o apren-
dizado da Fisica ja foi por mim expressa em artigo nesta
mesma revista [11]; sua ligacdo com métodos de apren-
dizagem é a base de outra linha de trabalho que venho
desenvolvendo [12, 13, 14]. Entretanto, nunca é demais
repetir que a histéria de uma ciéncia fornece um foro,
sendo o unico foro apropriado, para discutir seus funda-
mentos. Como venho defendendo, os argumentos que
fundamentam as solugoes dadas aos problemas propo-
stos e as heuristicas correpondentes sao rationale que
tornam inteligiveis as leis de uma ciéncia (no caso, a
mecanica), as quais, de outra forma, permanecem mis-

teriosas e frutos do pensamento magico®.

1.2. Heuristicas

O sistema fisico padrao da Estatica era a balanca.
Desde a Antigiiidade Grega ja se conhecia a lei do
equilibrio e, durante a Idade Média, varias tentativas
de demonstra-la foram feitas [15, 16] (segdo 2.1). Gali-
leu [17], embora nao tivesse o conceito de forc¢a, engen-
hosamente, mede “aquilo que impele para baixo” um
corpo em um plano inclinado, pelo peso necessario para
contrabalangar o movimento (segao 2.2). Em uma cria-
tiva interpretacao do Principio da Balan¢a, Gottfried
Wilhelm Leibniz [18, 19, 20], seguido por Johann Ber-
noulli [21] , identifica mv como a grandeza gerada pela
quebra do equilibrio de uma balanga (secao 2.3).

O século XVIII chamou de Teorema de Galileu a
expresdo v? = 2gh, embora a forma s = %th do teo-
rema tivesse sido, também, largamente usada. FKEsse

Dias

teorema foi demonstrado por Galileu como corolario
do teorema medieval que descreve movimentos unifor-
memente diformes ou uniformemente acelerados (segao
3.1). Leonhard Euler reconheceu que qualquer movi-
mento, em cada instante tomado isoladamente, é uni-
formemente acelerado [3]; entdo, usa esse teorema para
fundamentar a forma diferencial da lei dindmica (segao
3.2); mas sua medida de for¢a é, ainda, o peso; com
isso, fundamenta um Principio da Eqiiivaléncia pri-
mevo [3]. Euler dd, ainda, um outro uso ao teorema:
Partindo dele, fundamenta a mecanica analitica; inci-
dentalmente, seu calculo mostra o significado fisico da
Lagrangiana, embora ele nao tivesse reconhecido uma
nova entidade fisica e, menos ainda, ter-lhe dado esse
nome [6] (secao 3.3).

No século XVII, René Descartes [22, 23] concebeu
uma descricao do movimento circular que influenciou
seu tempo (segao 4.1); ele reconheceu a tendéncia que
corpos em um movimento circular tém de se afastar
do centro do circulo, mas nao forneceu uma expressao
matematica para ela; nem interpretou fisicamente essa
tendéncia: Era, tao somente, uma “tendéncia natu-
ral” [24]. Christiaan Huygens inventa o nome tendéncia
centrifuga, enquanto Newton a chama de conatus rece-
dendi @ centro. Sua expressao foi calculada por Newton
e por Huygens, independentemente. A demonstracao
de Newton (segdo 4.2), ndo publicada, foi achada em
seus rascunhos [25], provavelmente escritos em cerca de
1664-1665. Posteriormente, em 1669, Newton trata o
movimento circular uniforme (segao 4.3), usando o Teo-
rema de Galileu na forma s o< t2; de qualquer modo, ele
somente apresentaria a expresao % no Principia. Huy-
gens [26] demonstrou uma série de teoremas, que, jun-
tos, resultam na expressao % (secao 4.4); os enunciados
foram publicados em 1673 [27], mas as demonstragoes
somente o foram em 1703, postumamente [26]; as de-
monstracoes dos teoremas nao sao apresentadas aqui,
mas o ponto é que, nelas, Huygens usa o Teorema de
Galileu. A motivagao de Huygens é discutida por Joella
Yoder [28]%.

No Livro I do Principia [29], Newton enuncia as leis
da mecanica, apresenta, ainda, pela primeira vez, o con-
ceito de for¢a da Fisica hodierna, junto com o conceito
de massa e de forga central. Ele apresenta, ainda, mui-
tos outros resultados importantes; na Proposicao 1, ele
demonstra a Lei das Areas, de Kepler®; na Proposicao
11, Livro 1, Newton demonstra o chamado Problema
Direto: Se a érbita for eliptica, a forca central atra-
tiva é do tipo T%; na Proposicao 43, ele demonstra o
chamado Problema Inverso: Dada uma expressao para

3Infelizmente, a pratica nos departamentos de Fisica esquece os ensinamentos dos grandes mestres. As leis da natureza sio ensina-
das como se fossem fruto de uma presumida “genialidade” de alguns eleitos. E comum ouvir-se, por exemplo, que experimentos com
carrinhos em colisdo “provam”a lei. No maximo, esses experimentos corroboram, mas nada provam, como mostrou Edmund Hume em

1739.

4Huygens interessou-se pelo estudo do movimento circular, a fim de entender o movimento do péndulo para projetar o relégio. O
problema da construgao do relégio foi um desafio colocado na época, valendo prémio monetério.

5A Lei das Areas ndo era aceita, na época. Foi Newton quem lhe deu credibilidade [30].

6Subrahmanyan Chandrasekhar [31] colocou o Principia em roupagem moderna, mas, ao fazé-lo, subtraiu ao leitor a informacio de
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a forga, achar a érbita. A segdo 5 é dedicada a apre-
sentacdo da estrutura conceitual do Principia®. Essa
estrutura conceitual é construida em uma série de de-
fini¢oes e proposicoes, aqui apresentadas, sem as quais
é impossivel entender como Newton caracteriza, usa
e mede o conceito de forca; a despeito do enunciado
da Segunda Lei, no formalismo do Principia a for¢a é
(proporcional a) a aceleragao de “queda” da tangente
a curva, por uma linha passando pelo centro do circulo
osculador, em uma aplicacao imediata e explicita do
Teorema de Galileu”.

Sobre a dificuldade de ler o livro de Newton, assim
se expressou Bernard Cohen ([29], p. 318):

Cada uma das provas de Newton apresenta
uma série de enigmas ao leitor em perspectiva.
Primeiro de tudo, ha o problema de seguir a
légica da prova, passo a passo, o que, freqiien-
temente, significa expandir cada uma das afir-
mativas de Newton, [enunciadas em] seu estilo
“telegrafico” ou compacto, no qual ele combina
vérias relagbes geométricas ou proporgoes em
uma simples expressao.

Além disso, ([29], p. 317):

O mais alto nivel de entendimento e com-
preensdo [do livro de Newton] teria de levar
em conta o estado do conhecimento nos dias
de Newton e deveria resultar em um reconheci-
mento do significado total de cada proposigao,
junto com a habilidade de detetar faltas e li-
mitagaoes nos argumentos de Newton e de re-
conhecer hipotese escondidas.

Esse percurso mostra duas linhas nitidas que funda-
mentaram as heuristicas [3]:

1. Estatica. FEla fundamenta a equacao do mo-
vimento, na medida em que identifica o que se
ganha, quando equilibrio cessa.

2. Teorema de Galileu. Esse teorema depende do
Teorema da Velocidade Média e o leitor moderno
pode reconhecer em ambos a solugao do pro-
blema do movimento uniformemente acelerado.
Sua riqueza e importancia para a Fisica depende
do fato de que todo e qualquer movimento é
— em cada instante tomado separadamente —
uniformemente acelerado (uma decorréncia das
equagoes diferenciais serem de segunda ordem no
tempo).

O uso do Teorema de Galileu nessas heuristicas pres-
supoe uma analogia entre o campo gravitacional na su-
perficie da Terra e forca, qualquer que seja sua natu-
reza. Além disso, pode-se dizer, em termos modernos,
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que Galileu ja havia usado o peso como medida de for¢a
(secao 2.2). Portanto, ja existia o uso de um Principio
da Eqiivaléncia, embora esse nome e a atengao para o
fato sejam (erroneamente) atribuidos a Albert Einstein.

O Principio de D’Alembert parte de outra mo-
tivagdo. Em manuais de mecdnica analitica [32], é co-
mum ler-se que D’Alembert tentava reduzir a Dinamica
a Estatica, mas tal afirmacao é, quando menos, de-
satenta: Como uma teoria mais abrangente pode ser
reduzida a uma teoria menos abrangente? Esse mito
talvez tenha-se originado naquilo que Clifford Ambrose
Truesdell chamou de “principio da aceleragao reversa”
[1]: Consiste em se escrever a equacao do movimento
na forma (F — m%) = 0, de modo que a massa pode
ser considerada em repouso; isso permitiria aplicar a
condigao de equilibrio, de Maupertuis, que, como serd
visto, é (F — m%) -0r = 0. Mas como observado por
Truesdell e desenvolvido por mim [3], o grande mérito
de D’Alembert foi separar as equagoes em dois con-
juntos: Equacgoes do movimento e equagoes de vinculo
(secao 6); na verdade, o “principio da aceleracao re-
versa” significa que o lado direito, 0, é a resultante das
forcas de vinculo. Posteriormente, Lagrange [10] inven-
tou um método elegantissimo para obter as equagoes de
movimento, apds eliminagao dos vinculos, isto é, de es-
crever as equacoes na superficie de vinculo, no espago
de configuracao.

A secao 7 é dedicada a génese do conceito de forga.
A discussao do status epistémico do conceito de forca
foge ao escopo deste artigo. Anadlises eruditas podem
ser lidas em Thomas L. Hankins [33] e em J.L. Heilbron
[2]. A fundamentagao filoséfica do conceito de for¢a foi
feita por Leibniz [18, 19, 20, 34, 35], no final do século
XVII e inicio do XVIII; esse conceito estd no centro da
metafisica e da dindmica de Leibniz [3]. O pensamento
de Leibniz é analisado no belissimo artigo de Daniel
Garber [36]. Nas segdes 7.1 a 7.4, apresento e funda-
mento uma conjetura: Newton sé foi capaz de formular
o conceito de forca, quando aprendeu a tratar orbitas
nao retilineas, com Robert Hooke; em outras palavras,
a forca é a irma gémea do método de calculo.

Minha tese permanece uma conjetura por existir
um problema que Newton teria solucionado de modo
aparentemente correto, antes de aprender o método de
Hooke. O problema gerou uma polémica na Histéria da
Fisica: Para alguns, Newton ja possuia um método para
tracar orbitas, quando teve conhecimento do método de
Hooke; para outros (entre os quais me incluo), ndo. A
polémica ultrapassa o limite do preciosismo de histo-
riadores. Inicialmente, a discussao do problema ajuda
a esclarecer o aparato conceitual disponivel a Newton,
antes de sua interacao com Hooke; além disso, o pro-

como Newton calculava, de sua ferramenta conceitual e suas motivagoes; o resultado é um trabalho hermético.

"Historiadores discutem, ainda, se o célculo foi ou nio utilizado no Principia [29]; ndo ha divida de que o foi, mas certamente nao de
um modo direto, analitico, como nds fazemos, isto é, escrevendo uma equagao diferencial e integrando-a; o livro de Newton é escrito na
linguagem da Geometria e um exemplo maravilhoso é a Proposi¢ao 43, acima mencionada, onde o método de integragao é geométrico.
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blema ¢ interessante qua problema de Fisica. O pro-
blema é discutido no Apéndice.

2. A estatica

2.1. O principio da alavanca e o principio da
velocidade virtual

A Estética ja era estudada desde a Antigiiidade Greco-
romana. Ela era descrita pelo Principio da Alavanca e
um dos problemas era justificar essa lei [15].

Figura 1 - A alavanca. Os l;’s sdo os bragos de alavanca; os f;’s
s&o pesos aplicados nas extremidades, respectivamente; o angulo
de rotacao é d¢; os s;’s sao os comprimentos dos arcos de rotagao.

Considere uma balanca em equilibrio; o Principio da
Alavanca é: % = % Suponha, agora, que a alavanca
gire um angulo infinitesimal d¢: ds = [d¢p. Segue-se:
fi e — l2Xd¢p __ dsp — dsaxdt _ va.

lh = 11x00 651 — dsixot — wvp? 0s I/S Sao

zj;eloczdades virtuais, pois sao, respectivamente, as ve-
locidades com que os bragos se moveriam no primeiro
instante apds equilibrio ter sido quebrado. O Principio
da Velocidade Virtual é: 41 = 2. Se f = mg, entao

i Vo f2 2
Mo = " ou mivrvy = mala.

2.2. Galileu Galilei e a medida da forga pelo
peso (1638)

Na segunda edicao de seu Discurso sobre Duas Novas
Ciéncias [17], Galileu adicionou uma nota de pé de
péagina, escrita, a seu pedido, por seu pupilo Vincen-
zio Viviani. Nessa nota, Galileu calcula a “forca que
impele para baixo” um corpo colocado sobre um plano
inclinado.

C A

Figura 2 - O plano inclinado. O peso H ¢ ligado ao corpo
G por um fio, passando por uma polia (F'). As forcas estdo em
equilibrio, de modo que H cancela a “forca impulsionadora” de
G, para baixo.

Dias

Parafraseando o raciocinio de Galileu ([17], p. 209):

principio da velocidade virtual:

_dist. vert. de queda de M
— dist. vert. de queda de m *

forga no corpo m (= mg)
forga no corpo M (= Mg)

O vinculo devido ao barbante que liga as massas é:

distancia percorrida por M no plano =

distancia vertical de queda de m = §s.

Entao, o principio da velocidade virtual pode ser es-
crito:

5s s
%z%ﬁ ou mg = Mg sin ¢.

Como

peso que equilibra a ‘forca que impele’ = mg,
segue-se
‘forca que impele’ = M gsin ¢.

O ponto crucial é o entendimento de que essa forca
pode ser medida pelo peso que mantém o corpo em
equilibrio. Max Jammer ([37], p. 101) reconhece, nesse
célculo, “[...] talvez a primeira expressao de um con-
ceito unificado de forcas estaticas e dinamicas”.

2.3. A geracao do movimento: Gottfried
Wilhelm Leibniz e Johann Bernoulli
(1690-1727)

Johann Bernoulli [21] interpretou equilibrio como uma
continua criagao e destrui¢ao de movimento, em cada
instante tomado isoladamente; exemplificando com a
balanca: Em cada instante tomado isoladamente, um
brago da alavanca esta caindo, devido ao peso nele co-
locado, mas o peso do outro lado o faz voltar.

A forga que age em sistemas em equilibrio é o
que Leibniz chamou de for¢a morta; portanto, ela é,
também, a forca que age no braco da alavanca, no ins-
tante em que equilibrio é quebrado e o corpo comega
a se mover [3]. A conclusdo é que for¢a morta é a
for¢a que gera movimento e que entra na expressao mo-
derna F = Z—‘Z. Quando o corpo ja se move, sobre ele
atua a forca viva, mv?, ou “forca do corpo em movi-
mento” [34, 35].

Ha instancias nas obras de Leibniz e de Bernoulli,
em que eles reconhecem que, no instante em que movi-
mento é gerado, o corpo ganha mv (a notacao vetorial
¢ minha) [3]. As leis do movimento sao, entao, obti-
das pelo seguinte silogismo, que pode ser reconhecido
em uma passagem do De Ipsa Natura ([20], p. 105) (a
notagao vetorial é minha) [3]:
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resultado da quebra de equilibrio = “ser colocado em movimento” significa  adquirir (mdév) no tempo virtual §t
ou: o “efeito” da “causa” do movimento agindo durante ot é gerar m v

premissa: causa = efeito
logo: “causa” do movimento (agindo durante &t) = mov

A conclusao requer, como premissa menor, o
principio metafisico de que um efeito deve ser igual a
sua causa. Ora, isso nao foi ébvio, no século XVIII:
D’Alembert critica a equagao de Newton, justamente
por parecer requerer que causas e seus efeitos se igualem
[3]. Por outro lado, a igualdade de causas e efeitos é um
principio indissociavel da metafisica leibniziana: Estéa
na base de sua critica & medida cartesiana de “forca” e
em sua justificativa da existéncia de “forcas” [3, 38].

3. O teorema de Galileu (1638)

3.1. O movimento uniformemente diforme

Uma modificagao profunda do entendimento do movi-
mento foi feita no século X1V, em Oxford, na Inglaterra
[15, 16, 39]. William of Ockham, um tedlogo e frade
franciscano, definiu o movimento com conceitos bem
diferentes dos aristotélicos. Ele enuncia um principio
epistemoldgico, que ficou conhecido como Navalha de
Ockham, que significa algo como (apud [39], p. 537)
“[...] é futil usar mais entidades [para explicar al-
guma coisa], se for possivel usar menos [...]”. Segundo
Ockham, “movimento” pode ser concebido como o mero
deslocamento do corpo (no tempo), o que torna “fitil”
o uso de outras “entidades”S.

As idéias de Ockham influenciaram seus contem-
poraneos, em Oxford. Um grupo de pensadores per-
tencentes ao Colégio de Merton inventou o que se
chama, hoje, Cinemdtica [15, 16]. Embora nao tivessem
as categorias matematicas para desenvolver um trata-
mento matematico analitico, puderam utilizar Geome-
tria. Importantes contribuicoes foram [15, 16]:

1. Uma clara distincao entre descricao do movi-
mento e causa do movimento. Obviamente, isso
decorre da definicao de movimento dada por
Ockham.

2. A definicao de wvelocidade (no sentido de “rapi-
dez” ou de “vagarosidade”) como deslocamento
no tempo e a conceitualizagao de velocidade ins-
tantanea.

3. A definicao de aceleragao como variacao de velo-
cidade no tempo.

4. A consideracao de movimentos uniformes e movi-
mentos uniformemente acelerados. Tragaram os
graficos v x t desses movimentos e entenderam que
as distancias percorridas nesses movimentos sao
dadas, respectivamente, pelas dreas do retangulo

e do triangulo, formados pelo conjunto das orde-
nadas (velocidade).

5. A formulagao e demonstracao do Teorema da Ve-
locidade Média.

O problema colocado pelos Mertonianos foi o de
como qualidades podem ser somadas ou subtraidas
(15, 16]. Para tratar esse problema, os Mertonianos
atribuiram a uma qualidade uma intensidade e uma ex-
tensao: A intensidade é medida por graus; saber como
uma qualidade varia consiste, agora, em saber como o
grau de sua intensidade varia ao longo de uma linha
arbitrdria e imaginéria, chamada extensao. Uma felici-
dade na Historia da Fisica foi terem concebido o mo-
vimento como uma qualidade: O grau é a velocidade
instantanea e a extensao, o tempo, embora se saiba que,
durante muitos anos, Galileu usou a distancia ao invés
do tempo [16].

A
M
E | N D
B : L C

Figura 3 - Teorema da Velocidade Meédia. A &rea do
triangulo AEM é igual a area do triangulo M DC', de modo que
o triangulo ABC' e o retangulo BCDE tém a mesma area.

odway

Y

velocidade

Figura 4 - Demonstracao da Lei da Queda dos Corpos.
Pelo Teorema da Velocidade Média: i—; = (”—1) X (%), pela

Vo
)2
1 ) . Segue-se

2

semelhanca de triangulos: % = %; logo: =L = (

um coroldrio: 3L = (U—l)
D) Vo

Galileu usou as idéias Mertonianas de maneira ori-
ginal. Ele deu ao Teorema da Velocidade Média uma

80ckham critica a tradicio aristotélica, segundo a qual a definicio de “movimento” exigiria a introducdo de “entidades desne-
cessarias”, tais como lugar natural, corpo pesado, corpo leve, um “algo” para empurrar o corpo de modo que ele se mantenha em

movimento [15, 16, 39].
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aplicacao que jamais seria concebida no século XIV:
Ele o usou para resolver o problema da queda dos cor-
pos [15, 16]. O teorema diz que a distancia percorrida
em um movimento uniformemente acelerado é igual a
distancia que seria percorrida no movimento uniforme
feito com a velocidade média.

3.2. Um “novo principio”da dinamica:
Leonhard Euler (1747 e 1752)

FEuler publicou a forma diferencial da equacao do mo-
vimento em 1747 [7]; em 1752, ele publicou um ou-
tro artigo [8], no qual propoe um “novo principio” da
mecanica, o qual, claramente, é a equacao de Newton.
Parafraseando o raciocinio de Euler [3]: A variagao de
uma das coordenadas (z, y ou z) pode ser entendida
como uma “altura de queda” e como, em cada instante
tomado isoladamente, qualquer movimento acelerado é
uniformemente acelerado, o Teorema de Galileu pode
ser aplicado, em cada instante isoladamente, a cada eixo
independentemente. Logo:

teorema de Galileu:
2
2(%) (55) = (%)

2 (%) =«
Posto isso, Euler faz o = % Mas ele nao in-
voca as equacoes de Newton, pelo contrario, refere-se
a um “novo principio”. Euler parece fazer uma analo-
gia com a gravitagao em cada instante tomado isola-
damente [3]: A aceleragdo «, “instantaneamente cons-
tante” ao longo de cada eixo tomado separadamente
pode ser medida em unidades de G, a aceleracao de
uma “gravidade” generalizada: medida de o = G; port-
anto, % é medida nas mesmas unidades e a forca apli-
cada, F', tem o mesmo contetido ontoldgico de um peso.
Nesse raciocinio, pode ser reconhecido um “principio de
eqiiivaléncia primevo”, no sentido de uma eqiiivaléncia
ontoldgica entre uma forga qualquer e um peso [3].

derivada primeira:

cancelando termos:

3.3. “Harmonia” entre os dois principios de
Maupertuis: Leonhard Euler e o nasci-
mento da mecanica analitica (1752)

Em 1740, Pierre-Louis-Moreau de Maupertuis funda-
mentou a estatica no Principio do Repouso. Inicial-
mente, por definigao,

® = esforco = Z/ F; - orj,
j trajetéria

onde F; e dr sdo, respectivamente, a forca agindo na
j-ésima massa e o deslocamento virtual que sofreria, se
comegcasse a se mover; posto isso, o Principio do Re-
pouso é:

Equilibrio < esforco é nulo.

Dias

Em 1744, Maupertuis fundamentou a Dinamica, no
Principio da A¢ao Minima. Como corrigido por Euler
[6], por defini¢ao:

Tfinal tfinal
acao = / mv - or = / mo? dt
Tinicial tinicial
Principio da Minima Acao: acdo é minima

Em 1752, Euler colocou os dois principios em “har-
monia”. Inicialmente, ele entende que o esforco, defi-
nido acima, vale, apenas, em um instante genérico, t,
de modo que

¢
esforgo entre t1 (t1 =0) ety (o =1t) = / o dt.
0

“Harmonia” consiste em se fazer [7]:
2mv - 0v = — E F; - éry;
J

integrando ao longo da trajetoria,
mv?=C—®,

onde C' é a constante de integragao, logo dependente das
posigoes inicial e final, apenas; considerando, ainda, C'
independente de t e integrando no tempo, a expressao
final para a “harmonia” é:

t t
/mvzdt:Ct—/q)dt;
0 0

isso pode ser escrito:

t t
/Tdt:Ct+/ Vv dt,
0 0

onde, em termos modernos, T é a energia cinética (a
menos do fator 2 que, no século XVIII, nem sempre era
incluido ou o era no lugar errado) e V.= —® é a energia
potencial. Finalmente,

acao = C't — esforgo,

de forma que, se a a¢do for minima (maxima), o esfor¢o
é maximo (minimo). Deve-se notar que o resultado de-
pende de [6]:

1. O sinal — antes de f@dt. Se Euler tivesse es-
crito 2mv - v = + 3, F; - or;, “harmonia” se-
ria o teorema de conversao de trabalho em ener-

gia cinética. Mas ele escreveu o sinal —, o que
me levou a perguntar qual o significado desse
célculo [6].

2. Ct nao tem influéncia no resultado da extremi-
7agao.
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Inicialmente, pode ser verificado, em qualquer livro
de mecanica analitica, que:

d
0T =8V + — XJ: (p;64;)

onde os ¢;’s e p;’s sdo as coordenadas generalizadas

de configuracdo e momento, respectivamente, e os d’s
sao deslocamentos virtuais. Integrando no tempo e em
trajetoria,

t t
/Tﬁ:}j/ &W%Ef/Vﬁ.
0 ] trajetéria 0

Ora, fazendo Ct = >, [ [p;0;]5, isso é a ex-
pressao da “harmonia”; portanto, “harmonia” resulta
nas Equagoes de Lagrange, da mecanica analitica [6).

Argumento ([6], p. 75) que a inspiragao de Euler
para o sinal — foi o Teorema de Galileu, escrito na
forma T = mgh, pois ele interpreta o lado direito da
exXpressao fOtT dt = —&-fotV dt + Ct como “a altura
devida a velocidade”. Essa interpretacao de Euler per-
mite entender a expressao L = T — V', a Lagrangiana

[6]: No comego de um intervalo de tempo ¢, a massa
tem energia potencial disponivel para uso igual a 6V; a
condicao de validade das leis da mecanica é que, ao final
do intervalo, toda essa energia tenha sido convertida em
“movimento” (isto é, energia cinética), de forma que
0V = T; para toda a duracdo finita do movimento,
fot (6T —6V) dt = foté(T —V) = 0 ou, em linguagem
formal, as leis da mecanica sao tais que L =T —V é
um extremo [6]; como o termo % > (pjdq;) tem de ser
nulo para ser 0V = §7', o processo de extremizacao tem
de ser tal que dg; = 0 nos extremos [6].

4. O movimento circular

4.1. A “tendéncia centrifuga”: René Descartes
(1644)

Para o leitor moderno, a Lei da Inércia significa que,
se um corpo nao se move uniformemente em linha reta,
entao uma forga deve atuar sobre ele. Mas essa leitura
nao foi ébvia. Segundo George Smith [40], Descartes
e Huygens entenderam a Lei da Inércia em um ([40],
p. 148) “sentido contrapositivo”. Para entender o signi-
ficado dessa expressao, é preciso analizar o tratamento
do movimento circular, feito por Descartes.

Descartes [22, 23] decompée a velocidade uniforme
com a qual uma pedra se move ao longo de uma linha
reta, ao deixar uma funda, em duas componentes (vide
Fig. 5): Em linguagem moderna, a componente ao lon-
go do raio vetor e a componente perpendicular a ele.

Movimento circular ocorre, quando a componente
radial é “impedida” (pela funda, por exemplo); port-
anto, Descartes chama a componente radial da veloci-
dade de componente ([22], p. 131) “cujo efeito é impe-
dido pela funda” e a componente tangencial, de compo-
nente “cujo efeito nao é, assim, impedido”. O “sentido
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contrapositivo” é o seguinte: Para que um movimento
circular ocorra, nao é necessario afirmar a existéncia de
uma nova entidade — a for¢a, em nosso sentido — mas
é suficiente impedir um movimento ou “tendéncia” ou
conatus (para Newton) que estd naturalmente presente;
nas palavras de Descartes ([23], p. 46), “sao as diversas
disposigoes da matéria que [...] tornam [os movimen-
tos| irregulares e curvos”.

A

N
~¢|
N

N

Figura 5 - As componentes do movimento circular (Des-
cartes). O corpo estd em P, movendo com velocidade uniforme
vo: Vo = V; + Vg. Se a componente v, for “impedida”, o corpo
move-se em um circulo de raio OP.

4.2. “Conatus recedendi a centro”: Isaac New-
ton (c. 1664-1665)

Newton demonstra (Fig. 6) [25]:

P. perimetro do circulo

F, raio do circulo
onde P. é a pressdo da esfera sobre a tan-
gente ao circulo em um percurso completo e
Fp, é a ‘forca’ do movimento. Em notacao
. ) A(mv) .
moderna, isso é d=— = 2m, 0o que signi-
muv
fica: Se 7 for o periodo, r, o raio e v, a ve-
locidade em um movimento circular uniforme,

A(mv) _ 2w (mv) =m(2r) Y = mx (ﬁ>

T T T

h

Figura 6 - O conatus. Uma pequena esfera move-se dentro de
um circulo. A esfera colide com o circulo — de dentro para fora,
de modo que Newton pensa em termos de um efeito centrifugo
— percorrendo o quadrado inscrito.
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Demonstragao. Da figura,

triangulo abd ~ triangulo afb
2fa = bd = raio do circulo
forga do movimento || ab

pressao || db L fg.

. 2fa _ ab _ “pressao” de bem fg
LOgO' ab = fa — forga do movimento
“pressao” de b em fg lado (ab) ,

—_— . Apoés
for¢a do movimento raio (fa)

as 4 colisbes, respectivamente em ,

“pressao” de b em fg
¢, d e a =
forga do movimento
perimetro nimero de lados—oo ¢ _ 2xp o

T T

raio (r)

4.3. Movimento circular: Isaac Newton (1669)

Considere a Fig. 7 [41]. No tempo infinitesimal (¢) em
que O COrpo Percorre o arco E, com velocidade uni-
forme v, a “tendéncia centrifuga” faz com que o corpo
se mova BD, radialmente (para tempos infinitesimais,
AB ~ AD). Em um tempo igual ao perfodo (1), o
corpo percorre a circunferéncia (C = 2xr), com veloci-

dade uniforme v, logo: AC—B = % Newton coloca o pro-

oA 5D 2 AB)?

blema de achar a distancia x tal que: 22 = & = ( 2) .
x T C

B A

N

Figura 7 - Movimento circular (Newton). Da geometria do
circulo, (E)2 = (BD) X (ﬁ) Para pequeno arco 2\5, pode-se
considerar BE ~ DE = 2r —> (Ef R (BD) X (DE)

——\2
Calculo. Da Geometria do circulo, (ACB;) ~
(BD)x(DE) _ (BD) e
c2 == c2 - = (ﬁ)
(PF)

Interpretagao. E possivel tirar desse resul-
tado uma conseqiiéncia, que leva a uma in-
terpretacdo moderna do cédlculo de Newton:

— ¢ L wn? _ 12 2 B ~
x_(ﬁ)NT_E )7 = BD =z x

(L)Z =3 (ﬁ) t?; assim, a distancia infinite-

T 2 T
simal BD é percorrida com aceleracdo (instan-
taneamente) constante é: Em cada instante
tomado isoladamente, o conatus é analogo a

uma “forga gravitacional”.

Dias

O uso do Teorema de Galileu e, portanto, a analogia
com a queda dos corpos, nao significa que Newton es-
teja interpretando BD como “queda”, isto é, como mo-
vimento em direcao ao centro do circulo; na verdade, ele
parece pensar em termos de um movimento de “afasta-
mento” do circulo, como Descartes, antes dele, e como
Huygens, seu contemporaneo. De acordo com Bernard
Cohen, ([42], p. 249; [30]):

Se ele [Newton] trabalhou, entdo [década de
1660 ou década de 1670, antes dos rascunhos
do Principia] a relagao entre a lei do inverso do
quadrado e as dérbitas elipticas, como, em geral,
é suposto, hoje em dia, ele poderia té-lo feito,
possivelmente, em termos de “forga centrifuga”
em vez de “forca centripeta”; mas, a luz das
sugestoes reais de Hooke e do texto De Motu,
parece mais provavel que ele tivese concebido a
“forga centripeta” ndo mais tarde do que [1779-
1780] [...].

Eu acrescento que, no texto em Latim [41], Newton usa
a expressao conatus recedendi, portanto, o corpo esti-se
afastando do centro e nao em queda.
Desses calculos, Newton tira a seguinte con-

seqiliéncia ([41], p. 197):

Finalmente, como, nos planetas primdrios, os

cubos de suas distancias ao Sol estao entre si

na razao inversa dos nimeros de revolugoes em

um dado tempo, a tendéncia de se afastar do

Sol estd na razao inversa dos quadrados das

distancias ao Sol.

Interpretagao. Em termos modernos:

v? 2rr
F=mx—; v=—
T T

7 , 7~3 ,
onde 7 é o perfodo e =5 ¢ constante,

pela Terceira Lei de Kepler.

M)Q 3
— (77: 2 () 1
F=mx . =m x (2m) (7'2>

r2

1
F = m X constante X —
r

Isaac Bernard Cohen [30] argumenta que esse resul-
tado indica que a expressao matematica da Gravitacao
Universal, constante X T,%, nao sé era plausivel, mas
também conhecida, no século XVII. O mérito de New-
ton foi estender a idéia de um “poder” entre o Sol e
cada um dos planetas, sugerido por Johann Kepler, em
um efeito universal entre massas (além, é claro, dos
conceitos de for¢a, massa e outras novidades).

4.4. A tendéncia centrifuga e a queda dos cor-
pos: Christiaan Huygens (1673)

4.4.1. Analogia com o peso

Huygens [26] supoe uma pessoa de pé em B (Fig. 8).
Essa pessoa segura um barbante, do qual pende uma es-
fera pequena. Se a esfera se soltar do barbante, em B,
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ela se move ao longo da linha BCDH, com a velocidade
do circulo em B. Como a pessoa e a esfera tém a mesma
velocidade, as distancias percorridas no mesmo tempo,
respectivamente, no circulo e na linha, sao iguais. Pode-
se considerar que, no come¢o do movimento, quando os
arcos sao pequenos, enquanto a pessoa estd em &, F,
M, a esfera estd, respectivamente, em C =~ IC, D ~ L,
S ~ N. Portanto, a esfera se afasta do centro ao longo
de EC, FD e MS. Por outro lado, se a esfera nio se
soltasse e a pessoa segurasse o barbante firmemente, en-
quanto a roda girasse, a tensao no barbante seria igual
a0 peso, isto é, a tendéncia centrifuga seria anulada pelo

peso ([26], p. 266):

Mas essa tendéncia da qual falamos é abso-
lutamente semelhante aquela tendéncia com
a qual os corpos ponderaveis suspensos por
um fio aspiram a descer.

Conseqiientemente, as tendéncias centrifugas de dois
corpos desiguais que tém a mesma velocidade e se mo-
vem em circulos de mesmo raio estao uma para a outra
como “as gravidades ou quantidades sélidas desses cor-
pos” [26]: % = %, onde os m’s sao “quantidades
solidas” e os F.’s sao tendéncias centrifugas.

S N DL CK B

E

Figura 8 - A Tendéncia centrifuga. BEFG é um circulo verti-
cal, com centro em A, que gira com rotagdo uniforme em torno
de seu centro. Na figura da direita, por construcao, BK = BE,
BL = BF, BN = BM, isto é, os arcos éTQ FL e MN sao ar-
cos de circulo com centro em B; para pequenos arcos, BIC ~ gé,
BL ~ BF, BN ~ BM. Além disso, as linhas AEC, AFD e
AMS, ligando £, F e M ao centro, tendem, para pequenos ar-
cos, para as tangentes aos arcos éIVC, FL e /T/I\J_\//'7 de modo que
EK ~ EC, FL ~ FD e MN =~ MS.

Huygens, entao, demonstra alguns teoremas; quatro
deles levam a expressao % Usando notacao e conceitos
modernos, seja m a massa, v a velocidade, r o raio da
trajetoria circular, 7 o periodo, F, a for¢a centrifuga e
sejam os ¢;’s funcoes desconhecidas de seus argumen-
tos; os teoremas podem, entao, ser enunciados:

FC:¢1(m,T)T Fc:¢2(m77‘)02
C:¢3(Tﬂv) T:¢)4(maFc)\/;'

Interpretagdo. As consideracbes acima po-
dem ser feitas rigorosas por uma parafrase mo-
derna ([16], p. 369). Seja CE = =z, BC = vAt
e seja r o raio (Fig. 8, esquerda); como o
triangulo ABC é retangulo:
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(x+7)* = (vAt)? +r° =
2>+ (2r)z — (vVA)® =0 =

V2
r=r+rx 1+(—2>At2é
r
2
x%—r:l:rx(l—&—l(v—)xlef)
2\ r r
1 U2 2
— | — | At

onde o sinal + é escolhido, pois x > 0.

8
%

4.4.2. O péndulo cénico

Um uso da Estatica similar ao da segao 3 é feito no

tratamento do Péndulo Conico. P

N

E

Figura 9 - Péndulo coénico. No plano inclinado (esquerda):
¢ = BAF é o angulo do plano com a horizontal; M, sobre o
plano, estd em equilibrio sob a ac@o de seu peso (—Mgj), da nor-
mal ao plano (N) e de uma forga horizontal (+mgi) igual, em
médulo ao peso da outra massa; logo N — Mgj = +mgi. Na
massa do péndulo cénico ABC (direita) agem a tensédo (T) no fio
(AC) e o peso (Mgj); a resultante é Foeneripeta = T — Mgj.

Inicialmente, Huygens prova o seguinte lema ([26],
p. 280) (Fig. 9, esquerda): Se um peso (massa M)
é mantido em repouso, sobre um plano inclinado, por
outro peso (massa m), ligado ao primeiro por um fio
horizontal passando por uma polia, entao 1; = tan ¢.

Considere, agora, o péndulo coénico ABC (Fig. 9,
direita), pivotado em A e seja M a massa do péndulo.
Seja CE um plano inclinado, perpendicular a AC em C;
claramente, CAB = ¢, o angulo do plano inclinado, e
T faz o papel da normal. Por analogia com o plano
inclinado a esquerda, o bulbo do péndulo (M) estara
em equilibrio nesse plano inclinado, se se pendurar uma
massa m, como na figura a esquerda: T—Mgj = —mygi,
pois, pela configuracao, a roldana & s6 podera ser co-
locada a esquerda; a medida da tendéncia centrifuga é,
pois, mg = M tan ¢.

5. A dinadmica no “Principia”: Isaac

Newton (1686)
5.1. A estéria do “Principia”

Em 1679, Robert Hooke escreveu a Newton, convi-
dando-o a comentar sobre um método de sua autoria
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para descrever movimentos curvilineos [29, 30, 43, 44].
A idéia de Hooke consiste em separar o movimento de
um corpo que é atraido para um centro em duas compo-
nentes: Uma componente inercial, o movimento que o
corpo teria, se continuasse a se mover com a velocidade
instantanea, sem atuacao da atracao; um “soco” em
direcao ao centro de atragao, o que nds chamariamos
“impulso instantaneo”, radial, na dire¢ao de um centro
de forgas. Em carta anterior, Hooke havia proposto um
problema a Newton que pode ser parafraseado como se
segue: Se um corpo sofre uma atragao em direcao a um
centro, que tipo de curva seria sua érbita, se o “poder
de atracao” variasse inversamente com o quadrado da
distancia?

Newton respondeu a Hooke que seu método lhe era
desconhecido; e, em vez de discutir o problema proposto
por Hooke, apresentou um outro problema (apéndice).
Quando, em 1684, Edmund Halley, o astronomo, visi-
tou Newton e lhe fez a mesma pergunta, Newton teria
respondido, imediatamente, que, segundo seus calculos,
era uma elipse, porém nao achou os calculos. Halley in-
sistiu, entao, que ele os escrevesse; o resultado, apds al-
guns pequenos tratados (rascunhos do trabalho maior),
foi o Philosophie Naturalis Principia Mathematica.

5.2. Os fundamentos da mecanica

Newton comega o livro com uma série de defini¢oes, nas
quais sao introduzidos os conceitos de massa, forca,
forca centripeta (na verdade, central), entre outros
([29], p. 403-407).

Massa

Definicao 1. Quantidade de matéria é uma
medida da matéria que surge da densidade e
volume, conjuntamente.

Segundo I. Bernard Cohen ([43], p. 59), Newton pro-
curava uma definicdo de matéria que nao fosse uma
“qualidade acidental”.

Quantidade de movimento

Definicao 2. Quantidade de movimento é a
medida de movimento que surge da velocidade
e da quantidade de matéria, conjuntamente.

Forca impressa

Definicao 4. Forga impressa é a agdo exer-
cida em um corpo para mudar seu estado, seja
de repouso, seja de movimento uniforme para
a frente. [...] Além disso, hd vdrias fontes de
forga impressa, tais como percussido, pressao ou
forca centripeta [centrall.

Dias

Forga central

Defini¢do 5. Forga centripeta [central] é a
forga pela qual corpos sao levados para todos
os lados, sao impelidos ou tendem, de alguma
forma, para algum ponto como centro.

Uma forca desse tipo é a gravidade, pela qual
corpos tendem em dire¢ao ao centro da [T]erra;
outra é a forga magnética, pela qual o ferro pro-
cura uma [pedra magnética ou magnetital; e,
no entanto, outra é aquela forca, o qué quer
que seja que ela possa ser, pela qual os plane-
tas s@o continuamente retirados de movimentos
retilineos e compelidos a revolver em linhas cur-
vas.

Medida da forca motriz

Definicao 8. A quantidade motiva da forga
centripeta [central] é a medida dessa forga que
é proporcional ao movimento que ela gera em
um dado tempo.

Leis do movimento ([29], p. 416-417)

Lei 1. Todo corpo persevera em seu estado
de repouso ou de movimento uniformemente re-
tilineo para a frente, exceto quando ele for com-
pelido a mudar seu estado por forgas impressas.

Lei 2. Uma mudanga no movimento é propor-
cional & forga motriz impressa e se d4 ao longo
da linha reta na qual essa forca é impressa.

Lei 3. A uma agdo corresponde sempre uma
reacao igual e oposta; em outras palavras, as
acoes de dois corpos um sobre o outro sdo sem-
pre iguais e sempre opostas em direcao.

Composicao de forgas ([29], p. 417)

Corolario 1. Um corpo no qual atuam [duas]
forgas agindo conjuntamente descreve a diago-
nal de um paralelogramo no mesmo tempo no
qual ele descreveria os lados, se as forcas agis-
sem separadamente.

Medida da distancia da “queda” da tangente a
curva até a curva ([29], p. 439-440)

Lema 11. Em todas as curvas que tém curva-
tura finita no ponto de contato [da tangente],
0 segmento evanescente subtendido pelo angulo
de contato estd, ao final, na razao da corda sub-
tendida pelo arco adjacente ao quadrado.

Demonstracao. Os pontos B, D e G apro-
ximam-se de b, d e g, quando B — A; seja J o
limite de G, quando B e D alcangcam A. Por
construgdo: triangulo ABD ~ triangulo AGD,
BD - 45 _ A0 LB -

de modo que

A [

5
osl
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e va =3 = S —2 —
AG x BD; similarmente, ab~ = ag x bd.
AB? _ AG , BD
b2 ag ~ bd "

N —_—2 R

DB x A8 (AG = 2R, onde R é o raio da
diametro

curva). A seguir, Newton argumenta que BD

pode ter qualquer inclinagdo com a tangente

(AD) (vide Fig. 10).

Logo

Em outras palavras,

Interpretacao. No limite, a “queda” da tan-
gente a uma curva, no ponto A, até a propria
curva pode ser medida pela vertical AB ou por
qualquer linha inclinada ligando B a tangente.

Corolario_1. Entao, como tangentes AD e
Ad, arcos AB e Ab e seus senos, [bem como]
BC e bc tornam-se, ao final [do limite] iguais
as cordas AB e Ab, seus quadrados também
serdao, ao final, como os segmentos subtendidos
BD e bd.

Interpretacao. Do triangulo inscrito no semi-
circulo do circulo osculador (tridngulo AGB):

AB = 2Rsin®; mas do Lema: BD = é:i?§
logo BD = 2R (sin ®)*.

G

Figura 10 - O circulo osculador. AB é um arco de
circulo com centro em %; BG | AB = ABG =
90°. O angulo de contato é & = DAB = AGB =
%medida AB. O arco adjacente é ZE; a corda adja-
cente é AB; o segmento subtendido pelo angulo
BAD ¢ BD.

Coroléario 2. Os quadrados desses arcos, tan-
gentes e senos também estdo, no limite, como
as flexas dos arcos, a qual bissecta as cordas e
converge para um dado ponto. Pois essas flexas

estdao como os segmentos subtendidos BD e bd.

Corolario 3. E, assim, a sagitta estd na razao
do quadrado do tempo no qual um corpo des-
creve o arco com uma dada velocidade.

Interpretacao. A flexa ou sagitta é o seg-
mento do meio de AB até o circulo (logo, sua
extensdo passa pelo centro do circulo oscula-

——\2
dor); no limite, flexa = BD = % (lema 11);
como AB &~ AB = vALt, segue-se flexa oc (At)%.
O sentido ultimo do Lema 11 e seus Corolarios
é provar que a distancia de “queda” da tan-
gente para o circulo osculador pela flexa é
dada pelo Teorema de Galileu, como Huygens
1 (B)®

2 R

2 7
%(%) At® ou flexa =~ 3G (At)?, onde G é

uma “gravidade”genérica. Em outras palavras,
2

ja descobrira: flexa ~ BD =

raio de curvatura = R %
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Lei das dreas no movimento central ([29], p.

444)

Proposicao 1. Teorema 1. As dreas que cor-
pos constrangidos a se moverem em 6rbitas [ge-
ram, as quais sao| descritas pelos raios tracados
para um centro de forgas, imével, jazem em pla-

nos fixos e sdo proporcionais aos tempos.

/

A

Figura 11 - O Método de Hooke. S é um centro de forcas.

Uma massa percorre AB em tempo At.

Em B, a massa sofre

um soco (impulso instantdneo) em direcdo a S. O movimento
resultante, BC, pelo método de Hooke, é a composi¢ao de dois
movimentos: BV, na direcdo BS, e o outro, Be, que a massa ja
possuia, na diregdo AB. Em um tempo At, igual ao anterior, é
claro que AB = Bc¢, de modo que o movimento resultante BC' é
a diagonal do paralelogramo BV Ce, logo BV = ¢C, Bc = VC,
BV || cC e Bel|| VC.

Demonstragio. Area do triangulo SAB =
area do triangulo SBe, pois tém bases iguais
(AB = Bc) e mesma altura (perpendicular de
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Definicdo geométrica da forga central ([29],

S & dire¢do comum ABc). O restante da prova
consiste em mostrar que

area do triangulo SBc = &rea do triangulo SBC,

pois o processo pode ser repetido, até termina-
rem os triangulos. Ora,

area do trapézio SBcC = édrea do triangulo SBc +
area do trianguloSC'c = drea do triangulo SBC +

area do triangulo BC¢;
porém,
area do triangulo BC'c = area do triangulo SCe,

pois tém base comum (Cc) e a altura de B a
essa base é igual a altura de S & mesma base
(pois SB || Cc); cancelando termos iguais em
lados opostos da expressdo acima para a drea
do trapézio:

area do triangulo SBc = area do triangulo SBC.

Interpretagdo. A &rea infinitesimal é §A =
%7’58 = Lrvpdt; pela Proposicio 1: A = cons-

2
tante X 0t = vy = %ante” um resul-
tado que vai ser largamente usado por New-
ton. Um outro resultado é: ds = rdf, logo

§A = 1r260 — ¢ = constante’,

p. 445-446)

Corolario 3. Se as cordas AB, BC e DE,
EF, de arcos descritos em tempos iguais, em
espagos que nao resistem, sao completadas [for-
mando| paralelogramos ABCV e DEFZ, entao
as forcas em B e E estdo uma para a outra
na razao final das diagonais BV e EZ, quando
os arcos diminuem indefinidamente. Pois os
movimentos BC e EF do corpo sao (pelo co-
roldrio 1 das leis) composto dos movimentos
Bce, BV e Ef, EZ; mas na demonstragao dessa
proposicéo, BV e EZ, iguais a Cc e Ff, sdo ge-
rados pelos impulsos da forga centripeta em B
e E e, assim, s@o proporcionais a esses impulsos.

Coroléario 4. As forgas pelas quais corpos, em
espagos nao resistentes, sao desviados de mo-
vimentos retilineos e defletidos em 6rbitas cur-
vas estdo uma para a outra como as flexas dos
arcos descritos em tempos iguais, as quais con-
vergem para o centro de forgas e bissectam as
cordas, quando os arcos decrescem indefinida-
mente. Pois essas flexas sdo metade das diago-
nais com que se lidou no Corolario 3.

9Essaé a primeira vez em que Newton escreve a forca centripeta como o

Dias

Interpretacao. A semi diagonal BV é a flexa que passa
pelo centro de forgas e bissecta a corda. Pelo método de
Hooke, forga central oc BV'.

Proposicao 2. Teorema 2. Todo corpo que
se move em alguma linha curvada, descrita em
um plano, [de tal modo que] um raio tragado
de um ponto [B], o qual ou estd imével ou
se move uniformemente para a frente com um
movimento retilineo [na diregdo a Bc], descreve
adreas em torno desse ponto proporcionais ao
tempo, é atuado por uma forga centripeta [cen-
tral] tendendo ao ponto.

Demonstragao. A forga em B age ao longo de
cC, pela composi¢ao de movimentos (Corolério
2). Mas como as dreas sdo iguais, refazendo de
trés para diante o teorema anterior, cC' || BV;
logo a forca age ao longo de SB.

Interpretacao. E o teorema inverso do Teo-
rema 1.

Definicao geométrica e medida da forga centri-
peta ([29], p. 449)°

Proposicao 4. Teorema 4. As forgas
centripetas de corpos que descrevem circulos
diferentes com movimentos uniformes tendem
para os centros desses circulos e estdo uma para
a outra como os quadrados dos arcos descri-
tos no mesmo tempo, divididos pelos raios dos
circulos.

Figura 12 - A Forga Centripeta. Newton mostra que, no caso
de um circulo percorrido com velocidade uniforme (v), a forga é

v2

R

Demonstracao. Pelas Proposigoes 1 e 2, es-
sas forgcas tendem para o centro do circulo e,
pelo Corolario 4 da Proposigao 1, sao propor-
cionais as flexas que bissectam os arcos. Pelo

N . . 2
Lema 11, as flexas sdo proporcionais a a;r;;i% ou
t;;iz
forca em b io Sb = o
T = Ialo o0 como arcos bd e BD
orca em B BD
raio SB
2
v

el
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Medida analitica da forga central ([29], p. 453-

455)

Medida analitica da forga central: Demonstra-
¢ao alternativa da proposicao 6 ([29], p. 437-

439)

percorridos no mesmo tempo sao proporcionais
v

a velocidade: forga o< —5—.
raio

Proposi¢cao 6. Teorema 5. Se um corpo re-
volve, em um espago nao resistente, em alguma
orbita em torno de um centro imével e descreve
algum arco justamente nascente em um tempo
minimamente pequeno e, se a flexa do arco for
tracada de modo a bissectar a corda, e, quando
tragada, passar pelo centro de forcas, a forga
centripeta [central] no meio do arco serd como
a flexa diretamente e como o tempo duas vézes
[isto é, como o quadrado do tempo].

Demonstragao. Pela Proposicao 1, Corolério
4: flexa BV o forga central. Pelo Lema
11, Corolédrio 2 e Coroldrio 3: flexa oc At
Logo, flexa o (forga central) x (At)® =

flexa
(an?-

forga central oc

Interpretacao. Essa proposicao generaliza o
Teorema de Galileu para o caso do movimento
central: flexa ~ %QAtQ. Isso é verdade, porém
a proposicdo confunde o leitor, pois as flexas
a que se referem o Lema 11 e o Coroldrio 4
da Proposicao 1 sao conceitualmente diferen-
tes: Naquele, é a forca centripeta, dirigida para
o centro do circulo osculador; nesse, é a forca
central, dirigida para um centro; e nao se pode
fazer uma forca proporcional & outra!’. O
préprio Newton vem em socorro de seu leitor
([29], p. 454): “Essa proposicao é, também, fa-
cilmente provada pelo lem. 10, corol. 4”7. De
fato, fica claro que a forca central é dada pelo
Teorema de Galileu.

Lema 10. Os espagos que um corpo descreve,
quando movido por uma forca finita, seja essa
forga determinada e imutdvel, seja ela conti-
nuamente crescente ou decrescente, estao, no
momento do comego do movimento, na razao
quadrada do tempo.

Coroldrio 4. E, assim, as forgas estéo [entre si]
como os espagos descritos no instante inicial do
movimento, diretamente, e como os quadrados
dos tempos, inversamente.
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Figura 13 - Teorema de Galileu. A figura é o grafico
velocidade X tempo, onde o tempo é marcado sobre a ordenada e
a velocidade sobre a abscissa. As curvas ABC e Abc representam
v (t) para dois movimentos quaisquer, mas que, em t = A, tém a
mesma aceleragdo. AFG fg é tangente as curvas em A.

Parafrase da demonstragao. No Lema
5, é argumentado que: triangulo Afd ~
tridngulo Age, pois tém dois lados comuns e os

: . Ae __ eg. -
terceiros paralelos; logo, 45 = o conseqiien-
1
area do tridngulo Afd __ 3z(Ae)(eg)
temente, -5 triangulo Age L1 (Ad)(df)
(49" = (¢ ’ ltado é intei
ﬂ) = (g ) ; esse resultado é inteira-

mente geométrico, nada contendo de Fisica.
O Lema 5 é, entao, usado para provar o Lema

9: No limite em que b e ¢ tendem para A,
srea curva Abd srea do tridngulo Afd __ (&)2
4drea curva Ace 4rea do triangulo Age  \ Ad

Newton, agora, prova que uma outra curva
(ABC), com mesma tangente no ponto A,
subtende a mesma &rea, no limite. De fato,
similarmente, quando B e 62‘ tendem para
A Greacunva ABD 48)°. Ora, como
as ordenadas, as abscissas e as curvas sao

continuas, é sempre possivel escolher d e e,

—

tais que % = 4E  de modo que, no limite,
area (sob a) curva Abd . &rea (sob a) curva ABD
area curva Ace ~ area curva ACE

O Lema 9 é meramente geométrico. O Lema 10
é uma instancia do Lema 9, quando ADFEde é
o eixo do tempo e egc é o eixo da velocidade. E
preciso observar que a interpretacgao fisica estéd
na realizacdo feita no Lema 10: Se as equagdes
da Fisica fossem de primeira ordem, entao, a
curva interessante seria x X t; se fossem de ter-
ceira ordem, seria a X t. Portanto, no Lema
10, é demonstrado que, em cada instante
tomado isoladamente, todo movimento é
uniformemente acelerado, de modo que,
em cada instante isolado, s ~ %g (At)?,
onde G é a “gravidade” naquele instante.
Mas note que o G da “queda” ao longo do
raio vetor é diferente do G ao longo da normal
(aceleragao centripeta).

10Considere um movimento central. As componentes radial e angular da velocidade sio: v, = 7, vy = r6; da aceleracio sdo:
ar = ¥ — 102, ay = %% (r20) = 0. A tangente & curva é definida por t:%: %f'—&-%’@ e a normal, por n= ”797*'—%0; logo

v Uy

Fn=0.t= -L =cosV e .t= —0.n= = sin ¥. Portanto, %% = cos W (r,7,1) # constante
e

v
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Medida geométrica da forca central ([29], p. 453-
455)

Corolario 1. Se um corpo P, revolvendo em
torno de um centro S, descreve a linha curva
APQ, enquanto a linha reta ZPR toca a curva
em algum ponto P; e QR, paralela & [linha]
SP, é tracada de um outro ponto Q até a tan-
gente e QT é tracada perpendicularmente a SP;

entao a forga centripeta serd inversamente como
SP2xQT?

o solido OR

v S A

Figura 14 - S é o centro de forgas. P é a posigao do corpo. Y Z
é a tangente em P. RQ || PS; QT L PS.

Demonstragao. At o«c drea SPQ = SPx QT

flexa do arco duplo do arco PQ = RQ. Pelo
At?

floxa” Logo:

. —1
Teorema acima, (forga) x

(forca) 1 7(SP)251§QT)2 .

O problema direto ([29], p. 462-463)

Proposicao 11. Problema 6. Deixe um
corpo revolver em uma elipse; pede-se achar a
lei da forga centripeta [central] em diregdo ao
foco da elipse.

Figura 15 - S e H sao os focos; P, a posi¢ao do corpo; RPZ, a
tangente em P. Tracar: Qu || ZPR || DCK || HI, QT L PS,
PF 1 DCK; seja x o encontro de Qu com PS; tracar QR || Px;
é claro que QPR é um paralelogramo (logo, Pr = QR). Como
HI || DCK e CS = CH, segue-se: SE = EI. Propriedades
geométricas da elipse: (1) SPR=HPZ = SPR = PIH =

HPZ = PHI = o triangulo PIH é isésceles = PH = PI. (2)

2
Latus rectum (L) é a ordenada que passa pelo foco: L = 2 B~

AC
(3) Por definicao de elipse: PS + PH = 2 x CA. (4) 2CA =
PS+PH =PI+ IE+ES + PH = (PI + PH) + (EI + ES) =
2% (PI+EI) =2 x PE = PE =CA. (5) 92 = LS (6)

CcDZ"
CA _ CD
PF = CB-

Demonstracao. Vai ser demonstrado que L x

(QR) = (QT)Q; multiplicando ambos os lados
por (222, tem-se: L x (SP)* = (SHQQAR(QTF'
Mas do coroldrio anterior, forca central™! o
%. Logo, forca central > = L x (SP)?,
QED.

Por construcao: triangulo Pxv ~ triangulo

PEC = £z = g—g e usando PE = AC (pro-

priedade 4) e Pz = Qr (por construcao da
Fig. 15): 48 = 4AC = LxQR _ 1« OR =

Puv PC LxPv
(LXPv)xAC
PC -
Claramente, L x Pv = (&) (Gvx Pv) e

usando a propriedade (5): Lx Py =
2
(%) (ggz) x Qu2. Logo, L x QR

LXPC?*xQuixAC
GuxCD2xPC

Por construgdo: triangulo

QTx ~ triangulo PFFE = % = % ou, usan-
do PE = CA (propriedade 4), % = &4
Pela propriedade (6) (Fig. 15): % =L =
Qr = XL Mas Qx =0 Qu, de forma
que Qu = QTCX#. Finalmente, usando a de-
finigao de L, propriedade (2), e notando que
Gv =4 2pc:
LXQR:prcszU2XAC:

Gv x CD? x PC
QXBCQXPCQXQTQXCDQXAC_QTQ
AC x 2PC x CB2 x CD? x PC~ '

Proposicao 39. Problema 27. Suponha
uma forga centripeta [central] de qualquer tipo
e garanta a quadratura de figuras curvas. Pede-
se achar, para um corpo subindo verticalmente
ou descendo verticalmente, a velocidade em
qualquer posicao e o tempo no qual os corpos
alcancam qualquer ponto e conversamente.

Demonstragao. Seja (vide Fig. 16): DFE
um espago infinitesimal percorrido em um
tempo infinitesimal At; V= celeridade em
D, I = acréscimo infinitesimal da celeridade,
V' + I = celeridade em E:

viE =(V+D =V 42VIi+ T
vy =V?
2 — 0 =2VI+1*~2VI ou
A (1)2) = 20Av
O Teorema de Galileu (na forma v? = 2 x

a x s) pode ser aplicado em cada instante to-
mado separadamente, pois, instantaneamente,
a x F = constante; logo A(v2) = 2aAs =~
F x As ou, na notagdo de Newton, 2VI
(F x DE). Mas F x DE = 4rea DFGE, port-
anto A(U2) = 2VI = area DFGE. Como

Dias

Calculo da velocidade e do tempo em um movi-
mento retilineo nao uniforme ([29], p. 525)
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drea DFGE = érea ABGE — area ABFD,
pode-se dizer que:

= drea ABFGE;

(velocidade em E)? = v},
vh = drea ABFD

(velocidade em D)? =

O espaco nascente DE é percorrido em um
tempo (At), = 22 = DE x DL:

D~ wp

tempo para percorrer AE = drea ATV LM.

A B T
\ v
p Q
L, F
D i \ R
E M H\G S
e m g
C

Figura 16 - ADEC é a trajetéria retilinea. As abscissas AB, DF,
EG sao as forgas centrais em D, E. Os pontos M, L, V sobre
as abscissas sdo, por construgdo, tais que EM é, etc.; AT é

assintota (a velocidade inicial é zero).

Calculo da velocidade em um movimento nao
retilineo e nao uniforme ([29], p. 528)

Proposi¢cao 40. Teorema 13. Se um corpo,
sob a ac¢ao de uma forga centripeta [central], se
move de algum modo, qualquer que seja, e ou-
tro corpo ascende em linha reta ou desce em

linha reta e se suas velocidades sdo iguais em
alguma instancia em que suas distancias do cen-
tro sao iguais, suas velocidades serao iguais em
quaisquer outras distancias do centro [respecti-
vamente] iguais.

-‘-A
14
I D
r E
K N
k
C
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Figura 17 - VIKk é a trajetéria nao retilinea e AVDE, a re-
tilinea. C é o centro de forcas; CI = CD e CK = CN = CE,

logo DE =IN (DI e ENK sio arcos de circulo).

variagdo da velocidade ao longo da curva, em [

Demonstragdo. A forga central em I, no
movimento ao longo de VIKk, é IN: IN =
IT + TN, onde IT é a componente ao longo da
trajetoria e TIN é a componente perpendicular
a trajetoria, isto é, a forga centripeta; New-
ton reconhece, explicitamente, que TN apenas
muda a direcdo e ndo tem efeito na celeridade,
enquanto IT apenas muda a celeridade e nao
tem efeito na direcdo. A forga em D, no movi-
mento ao longo de AVDEC, é DE.

Por hipdtese, quando os corpos estao, respecti-
vamente, em D e I, situados a igual distancia do
centro (CD = C1I), eles tém celeridades iguais
(vp = vr), embora os momentos em que os cor-
pos estao, respectivamente, em D e I nao sejam
0S Mesmos.

variagdo da velocidade no movimento ao longo de AVC, em D -

o distancia TK (velocidade em D)
distancia DE

(At);, [ componente da forga ao longo de TK
(At pp forga ao longo de DFE

Qo _ (1) (B = (1) (1

S

forca ao longo de DE

)

’

velocidade em [

UD
U1

_ (TN (LK) T XK
~ \DE DE - DE2?

Ora, triangulo ITN ~ triangulo IKN = IN — 1T — IN _ (IT) x (IK) = (IN)’. Logo ‘sl = IN°.

KN N
IN = DE =

aceleracdo tangencial = (Av) = aceleracdo no movimento vertical = (Av)p5 .

(componente da forca ao longo de I K ) y
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Interpretacao. Na Proposicao 39 (Problema A \B
27), Newton calcula a velocidade e o tempo em y X 4 L a
um movimento retilineo, embora nao uniforme.
Na presente proposi¢ao, Newton mostra como
calcular a componente tangencial da forga ou R D o/ \ F
da aceleragdo, em um movimento néo retilineo, ] 7 ¢
dado um movimento retilineo com mesma ace- v E 7 G L
leragdo. A razdo é 6bvia: O processo de in-
tegragao (quadratura) é feito no caso retilineo
(Fig. 16).
k
O problema inverso ([29], p. 528) C

Proposicao 41. Problema 28. Supondo

uma forca centripeta [central] de qualquer tipo Figura 18 - As curvas CEDVABLFG e Vabz sio as da Fig. 16.

e garantindo a quadratura de figuras cur- A curva Vllfk e os grculos CDI e ENK. sao os mesmo da Fig.
05 d h traietdri . 17. VXY R é o movimento circular do raio vetor: CX = CY.

vilineas, pede-se Na'c ar as r&}]e Orias nas quarts Portanto, as velocidades e tempos, no movimento VIKEk e

corpos se moverao e, também, os tempos de

AV DEC, de acordo com Proposicao 39 e Proposi¢ao 40, sao
seus movimentos nas trajetérias assim achadas. v2 = drea ABLFG e t = rea Vabz.

J

Demonstragao. Considere o movimento infinitesimal Af = I/C\K; serd IK = IN+KN e IK ~ ﬁ(, KN~ KN.

movimento circular: vg = Z = celeridade ao longo de If(\]/\f (ve) = CN x I/CT( = If('\]/\f =7 x At
XY CX
XY~ XY =CX x X Y, KN = KN =CN x KCN — =
= CX x XCY CN x KON = KN — CN
L XY xox cX?
KN xCI ~ CIxCN
definigoes: raiovetor=CI=A, Q=ZxA
(o leitor moderno reconhece que @ = %S:‘;gm)
L XY xCX CX? CX?x KN
relagao tutil: AfCINCNéKNXC[N VE #XYXCXff
movimento ao longo de IK: vr = vp (pela Proposicao 40) = IK = vp X At = Varea ABFD x At

movimento ao longo do raio vetor: v, = \/v2 — vp2 = \area ABFD — 72 (pela Proposicao 39); IN = v, At

Ajuntando os valores das distancias KN, IN e [K:

KN Z _ v
IK Véarea ABFD  vp
IN _\/élreaABFD—Z2 _'ul:\/éureaABFD—Z2 ~ KN — IN x Q
KN Z v % Vdrea ABFD — 72 x A
[
Interpretagao do célculo que vai-se seguir. Para At x DE x < Q > = Ar Q
entender a aplicacao da Lei das Areas e a Fig 18, ¢ 2V/area ABFD — 72 2vy
preciso notar que: AA = AA? X At = (AA) x 2L, Como (IN =~ DE)
% = Q , tem-se AA = Q Ar = Ar 20, Pela Proposigdo 39 e Proposi¢ao 40, o tempo
para percorrer a distancia VIKEk é pro-
porcional a &area Vabz; logo, na Fig. 18,
Continuagao da Demonstragao. Lei das
. . i Q = Db.
Areas no movimento VIKEk: 2\/4rea ABFD—z2
- 1 - [ . .
At o< &rea do triangulo CKI = 5 % KN xCI= Interpretacao do célculo que vai-se seguir. O mo-
mento angular do raio vetor em X é Q. = (CX)?

1 _ Q by i
5KN><A—IN>< (2\/érea ABFD—Z2> XCY; em I, 6 Q = (A)* x XCY; de modo que
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AA

=Q X ( ) . Como acima, a area descrita sera anto, fica dada, também, a distancia ao centro,
Qig d d AA = (Db) x (EX 2 CD = CI. A drea V Dca é, também, dada pelo
2 v, Q€ mocoque ( ) ( A ) ’ tempo, logo ficam dados o setor VCX (igual a

ela) e o angulo VCX. Dado o angulo e C1, o
Continuagao da Demonstragao. Lei das ponto I fica determinado.

Areas no movimento VIKk:

At' o drea do triangulo XCV = % x CX x XY = \Movimento no referencial ndo inercial do raio
1 CX?XKN _ o < Q x CX2 )Vetor ([29], p. 534)
? A 5 2A%V/drea ABFD — 27 Proposicao 43. Problema 30. Requer-se
~ DE X ( QxCX ) = achar a forga que torna um corpo capaz de mo-
2A?\/érea ABFD — Z? ver em qualquer trajetéria que revolve em torno
DE x (Db) x (CX>2 de um centro de forcas, do mesmo modo que
A outro corpo na mesma trajetéria em repouso.

V

Pelas Proposicoes 39 e 40, o tempo para percor-
rer VXY R é proporcional a area Vacz, logo,
2
na Fig. 18, QxCX = (Db) x
& <2A2\/zirea ABFD-z2 (Db)
[ %

()" = De.

E claro que ¢ ,:J', pois o raio vetor descreve os
arcos XY e NK no mesmo tempo, por cons-
trucao da Fig. 18, embora os fatores de propor-
cionalidade sejam diferentes, de modo que as
areas integradas sao diferentes. Integrando:

t < darea VCI = drea V Dba
tx drea VCX = area VDca

Figura 19 - VPK é a curva fixa, com foco em C e upk, a mével.
Newton indica como determinar o ponto I sobre Newton demonstra que p e P descrevem, em suas respectivas

a trajetéria: Dado t, a drea V Dba é dada; port- curvas, arcos iguais em tempos iguais.

J

Demonstragao. No comego do movimento, os pontos P e p estao em V, dpice da figura fixa. Newton, entao,
demonstra que &reas sao medidas pelos angulos; em linguagem moderna, AA = rAs = roAt = r?Ad:

area descrita por C'p no plano dos movimentos arco descrito por Cp em torno de ¢ vel. depemt ‘7C\’p

rea descrita por C'P no plano dos movimentos ~ arco descrito por CP em torno de C'~ vel. de P em t VCOP

O teorema estabelece que existe um ponto p, o qual tem, no instante ¢, a mesma posicao, na figura pontilhada, que
P, na figura cheia, no mesmo instante ¢. De fato, seja o ponto u, aplce da curva movel, obtldo da rota(;ao de V,

aplce da curva fixa, e seJa o ponto pob obtido da rotacao de P; entao: VCu = PCp Da figura: VCP = VC’u+uCP
e uCp PCp + wCP = VCP = uCp Pela Lei das Areas, uCp é percorrido no mesmo tempo que VCOP.

[

12 1

Proposicao 44. Teorema 14. A diferenga Moz X
entre as forcas sob a agdo das quais dois cor-
pos sdo capazes de mover igualmente — um, Demonstragao. As distancias percorridas por

em uma 6rbita em repouso e a outra, em uma

P A - . P e p, em seus respectivos referenciais, sao
orbita idéntica que esta em revolugao — ¢ inver-

iguais (vide Fig. 20): Ao longo do raio vetor,

samente como o cubo da altura comum delas. PR=CP—CR=Cp—CZ = pZ ~ pr; per-

pendicularmente ao raio vetor, KR = Zk ~ kr.
Interpretacao. A Proposi¢do demonstra o Outras relagbes sdo: Da construcdo, mkrs L
seguinte: No referencial absoluto, a forga é Cp; pela geometria do circulo, rs = rk; além
Faps = f (r); no referencial que gira com o raio disso, supondo mt =| didmetro nC, segue-se
vetor, a forca é Fingver = mi' = f(r) + mré?; outra relagdo geométrica, 73 = % ou mn =

logo, |Fabs — Fisvell = mré? = mr( ! ) = % Na circunferéncia, mt ~ 2 x (Ck) ~
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2><pC’,l;\7/L%kmeZvn%mr.

Movimento absoluto de p: Consiste de (i) mo-
vimento igual ao de P — K, pelo movimento
sob a forca central (o movimento p — k); (ii)
rotacdo de p relativa a P (movimento k —
n): pn & [pr+rk] + km; a rotagao total é
mr = kr+ km.

As velocidades angulares em ¢, no referencial
(absoluto) do plano dos movimentos, sdo, pela
proposicao anterior:

area descrita por Cp no plano dos movimentos

area descrita por CP no plano dos movimentos

—_
velocidade angular de p em ¢ VCp

velocidade angular de P em ¢ o 7673

Rotacao total: Pela prépria colocagao do pro-
blema, no tempo em que P gira o arco (infinite-
simal) KR = kr, o ponto p gira o arco (infinite-
simal) mr, de modo que, pela expressao acima,
mr — VCp  Rotacdo Relativa: E kCn, onde
kr = VCP T

mn é o deslocamento devido & acdo da forga
(centripeta) da rotagao relativa.

Cn. mr Cn VCp

Portanto, B2 ~ T — B2 — orém,
’ pCk kr pCk vep P
pCn __ area do tridngulo pCn — (pC)Xmnr
pCk ~ érea do triangulo pCk — (pC)Xk'r ou, como
as areas sao constantes, At, mr o< —=, kr o< pC’
tambem ms = mr—+kr o« 10 e mk =mr—kr «
1

C. Finalmente, mn o ToLR

Figura 20 - P, p e K, k sao posi¢oes similares nas curvas simi-
lares. Em At, p move-se pk, em sua curva, enquanto P se move
PK, na curva fixa. Porém, nesse tempo, para o observador no
plano dos movimentos (absoluto), p move-se para n.

Corolario 1. Entao, a diferenga das forcas
nos lugares P e p ou K e k estd para a forga
pela qual um corpo seria capaz de revolver com
movimento circular de R para K, no mesmo
tempo no qual o corpo P, na o6rbita imdvel,

descreve o arco PK, [...], isto é, como %

rk? 2
5%c ou como mk x ms para 7k~ [...].

Demonstragao. Newton usa as denominagdes

F = kreG = mr, logo mk = G—F e
= 3 mr _ G _ VCp.

ms = G + F. Entao, - = F = Top
mkXxms _— G27F2. _ mkXms __
i = = —; logo, mn = M2 =

G2F F2 2(252;) (mt ~ 2 x kC). Conseqiien-

2_ 2 .
temente, (:r;’;z, = GFizF = constante, pois
k0Y

% = constante e, assim, qualquer relagao en-
volvendo F' e G, apenas.

Interpretagao. Note que kC = KC =

raio vetor kr =~ vgAt = % x At e zz:é)

1x (kC)3 x (At)?, onde I é o momento angu-
lar de P, o ponto na curva fixa. Portanto,
o que é demonstrado na proposicao é que
mn obedece ao Teorema de Galileu e repre-
senta a distancia que p “cai” para o circulo
nkZK (mas, cuidado, esse ndo é o circulo
osculador, é o circulo na direcao 0): mn ~
: [% X & 2)3] (At)?. A aceleracio, vista

no referencial inercial, é, correspondentemente,

G?—r? 12 } _ L2
ap = X = COmo na pro-
P [ P2 % e | T GO P

posicdo principal, onde L? = % x 12 é
o momento angular (ao quadrado) de p, na
rotacao relativa. Incidentalmente, obtém-se a

interpretacao fisica de F' e G: GiFQ x 1% = L2,
logo & F= W1+ L I—Q.

Corolario 4. E, universalmente, se a maior
altura C'V de um corpo é denominada T, [se] o
raio de curvatura que a 6rbita VPK tem em V'
(isto é, o raio de um circulo de igual curvatura)
é chamado R, [se] a forga centripeta [central]
pela qual um corpo revolve em uma trajetéria
imével, VPK, no lugar V, é chamada ¥ T2 e,
em qualquer outro lugar, é chamada X, en-
quanto a altura C'P é chamada A; e, se G é
tomada para F' na mesma proporgao que o
angulo VCp para o angulo VCP, entao a forga
centripeta [central] pela qual o mesmo corpo
pode completar os mesmos movimentos nos
mesmos tempos na mesma trajetoria upk, a
qual se move circularmente, serd a soma das

2 2
forgas X + VA

Parafrase da Demonstragao. Newton pro-
va nos Coroldrio 2 e Corolario 3 a mesma
proposicao para os casos, respectivamente, da
elipse com centro de for¢as em um foco e no cen-
tro. Nesta proposicao Newton argumenta que a
forga no referencial nao inercial do raio vetor é
f (r) 4 <exetente No apocentro (V), a forga cen-

T
tral coincide com a for¢a centripeta, pois 0 é
tangente a curva, de modo que sé existe a com-
ponente tangencial, vy = %, onde T é o raio

Dias
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2
vetor de V; a forga central é, pois, %", onde R

7

. 3 v

¢ o raio do circulo osculador, ou %
’ 2 2

E dado que Xy = VTI'; , logo VTI'; =
2 12 : _ G2-F? 2 _

F* = 5. Finalmente, a, = *5— X 43 =
2 2 2 RV(G?—F?

¢ > X %; ap = (T)' A forga total
VXR

em p, no referencial inercial, é X + ap.

Para tentar entender porque Newton introduziu
a constante V', note-se que, se V = 1, segue-se
que F? = %, logo F? é a forca no apocentro,
V. Como [ foi introduzido por mim para com-
por os célculos e nao por Newton, é possivel
que , nos célculos dele, [ = 1, mas, entdo, é
necessario introduzir a constante V = l%, de
modo que F? = VljR = %. Do modo como fiz
os calculos, V' = 1. O problema com as constan-
tes origina-se no costume de usar a linguagem
de proporgoes.

No caso da elipse, Newton faz a forga igual a

r2 , R(G?-F?)

43 T ——3—; portanto, V =1 e a forga cen-
2 2

. , o 1

tral para a elipse é 1% = = —=.

Determinagao do Pericentro e do Apocentro
([29], p. 539-540)

Proposicao 45. Problema 31. Requer-se
achar os movimentos dos dpices das orbitas que
diferem pouco de circulos.

O método. O problema é achar o angulo entre
apocentro e pericentro. Seja uma curva cujo
angulo entre apocentro e pericentro seja conhe-
cido e seja VCP esse angulo. Como no apo-
centro e no pericentro qualquer curva pode ser
aproximada pelo seu circulo osculador, as cur-
vas se aproximam entre elas e do circulo, nes-
ses pontos; entdo, no apocentro e pericentro, a
G _ VCp

relagdo = = Top pode ser escrita de modo que

Parafraseando D’Alembert ([9], p. xii):

movimento resultante = movimento original
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VCP é medido na curva em que é dado e \7C\’p,
na outra curva. A curva dada é a elipse, onde
VCP =r.

No caso da elipse, como dito acima, a forca em

2" 2
. 72, R(G?-F?) F2A+RG?— RF2
Pe gt — s ou A3

;seja A=

_ . 27 2 2 2
T — x, entdo a forca é B¢ RFAETF X =

(RG*—RF24+TF?)+(-F?x)
A3 :

Para uma
curva qualquer, escrever X (A) como
X(A) = X(Q§A3 = X@To0T—x)?

X (T —x%) (T3)+(73TZ§+3TXZ+X3). Isso é o
méximo a que se chega sem especificar X (A) =
X(T =)

Exemplo. X = constante. Entao,
RG? — RF? + TF? = XT3 ¢ —F?*y =
X (73T2X +3Tx% — X3); identificando com
o circulo osculador, T = R ou x =
0: RG® — RF?> + RF° = XR® e
—F?x = X (=3T*+3Tx - x*) ouG® = XR?
e —F? = —3XR?. Portanto, -2 = & = L.

— — cr F 3’
VCP =, logo VCp = %

6. Equacgoes dinamicas x equacoes de
vinculo: Jean Le Rond D’Alembert
(1744)

6.1. O “Principio de D’Alembert”

Apés criticar o conceito de for¢a, D’Alembert funda-
menta a mecanica em novos principios ([9], p. xiv).
Esses sao:

1. Um principio separado para a KEstdatica, o
Principio da Alavanca.

2. O Principio da Inércia.

3. E preciso um novo principio para a Dinamica; esse
é o Principio da composicao do movimento.

+ movimento causado por obstaculos

movimento original = movimento resultante — movimento causado por obstaculos

Defini¢bes: + movimento resultante = + movimento nao perturbado por obstaculos
+ movimento causado por obstiaculos = — movimento “destruido” ou “perdido”

O Principio de D’Alembert (ou da Composi¢ao de Movimentos) é, entao, enunciado ([9], p. 74):

movimento original ou “aplicado” = movimento nao perturbado por obstaculos + movimento “destruido”

Movimento “destruido”. De acordo com o relato
do “estado da arte” feito por Lagrange, na parte II de
seu Mécanique Analytique, o Principio de D’Alembert
foi inspirado pela solugao dada por Jacob (James) Ber-
noulli a um problema proposto por Mersenne. O pro-

[

blema é achar o centro de oscilagao: Esse é o ponto em
um péndulo composto tal que, se a massa do péndulo
fosse concentrada nesse ponto, o péndulo teria o com-
portamento de um péndulo simples. A solugao de Ja-
cob Bernoulli foi publicada em 1703, em seu artigo De-
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monstration Generale, Du Centre de Balancement ou
d’Oscillation, tirée de la Nature du Levier. Sua grande
contribuicao foi entender que forcas de vinculo formam
uma alavanca em equilibrio; portanto, um método para
achar as forcas de vinculo é aplicar a essas forcas o
Principio da Alavanca.

Movimento “aplicado”. A despeito de sua critica

6.2. Equagoes do movimento

Aplicando o Principio de D’Alembert,

Dias

ao conceito de forca, D’Alembert reconhece que é sem-
pre possivel escrever uma equacao da forma m dv = F dt,
mas a equacao teria, apenas, um significado cinematico,
nao dinamico: Dada a equagao da curva, a derivada se-
gunda pode ser calculada e colocada na forma m% =
F, sem necessidade de atribuir significado fisico ao lado

direito da equacao ([9], p. 22-24).

decomposicao do movimento aceleragao
movimento “aplicado” ou causado pelas forcas externas a
movimento resultante ou movimento nao perturbado por obsticulos a
movimento “destruido” ou movimento devido as forgas de vinculo a=0

Como o = 0, hé, na verdade, duas equagoes inde-
pendentes:

ma — ma = 0
ma=0.

equagao do movimento real:
equacao de vinculo:

Porém, D’Alembert nado consegue se livrar da
equacao F = ma. Para achar o movimento resultante
(ma), o termo ma tem de ser dado. D’Alembert inter-
preta % como um nome para uma aceleracao empiri-
camente dada, a. Logo,

Definigao: F = ma
Equacao do movimento: F — ma =20
Equacao de vinculo: ma=0.

A decomposicio do movimento feita por
D’Alembert mostra que é possivel escrever equacoes
somente para os graus de liberdade. Lagrange em-
preende a tarefa de escrever equacoes sobre a superficie
de vinculo, de modo que os vinculos sejam automati-
camente eliminados e, assim, ([9], p. 224) “evitar as
decomposigdes de movimentos que este principio [o de
D’Alembert| exige”; é por isso que equagdes de vinculo
nao aparecem na aplicagao do método da mecanica
analitica. Obviamente, coordenadas generalizadas de
configuragao (g;) e de momento (p;) devem ser usadas,
pois a superficie de vinculo é, em principio, desconhe-
cida.

Nada do “principio da aceleracao reversa” pode ser
achado no livro e nas intengoes de D’Alembert, nem
é ele essencial ao método desenvolvido por Lagrange
em seu livro Mécanique Analytique. Na verdade, esse
suposto “principio” significa o seguinte: O lado direito,
(F — m%), é a soma algébrica dos “movimentos” im-
presso (ma) e resultante (real) (ma); o lado esquerdo,

0, é a resultante das forgas de vinculo. Argumentei ([6],
p. 79-81) que o método de Lagrange estd mais préximo
do método de Euler, descrito na segao 4.3 do que do de
D’Alembert. Além disso, uma relacao entre Estéatica e
Dinamica pode ser tragada, escrevendo uma expressao
para a Dinamica similar ao Principio do Repouso, de
2
g
a “harmonia” de Euler. E dificil entender como se veio
a atribuir a D’Alembert o “principio da aceleragao re-
versa”. Talvez isso tenha origem em uma interpretacao
apressada da seguinte passagem do livro de Lagrange
([10], p. 224):

Maupertuis, (m — F) .8r = 0; mas a justificativa é

Se se deseja evitar as decomposicbes em
movimentos que esse principio [de D’Alembert]
exige, nao se teria, senao, que prontamente atri-
buir [ao principio de D’Alembert] o equilibrio
entre as forgas e os movimentos gerados, mas
tomados em sentidos contrarios. Pois, se se
imagina que se imprima a cada corpo, em
sentido contrario, o movimento que ele deve-
ria receber [pelas forgas externas aplicadas], é
claro que o sistema serd reduzido ao repouso;
conseqiientemente, serda preciso que esses mo-
vimentos destruam aqueles que os corpos rece-
beram e que eles tenham seguido sem sua agao
mutua; assim, deveria haver, ai, equilibrio entre
todos esses movimentos ou entre as forcas que
os possam produzir.

6.3. Um exemplo: O péndulo duplo

6.3.1. A solucao de D’Alembert

O péndulo simples talvez seja um dos poucos problemas
(de um total de 14) resolvidos por D’Alembert em seu
livro, cuja solugao esta rigorosamente corrreta.
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Tabela 1 - Notagao e defini¢des (solu¢ao de D’Alembert).
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Massa m1 Massa mo
l1 = Cma comprimento do péndulo my lo = mima comprimento do péndulo mq
Cmy S dire¢ao do péndulo my mimso P dire¢do do péndulo mo
z1 = mik posigao horizontal de my zo = mak’ osigao horizontal de my
01 angulo das pequenas oscilagbes de my em torno de 605 angulo das pequenas oscilagdes de mo em torno de
C = angulo Sm1Q C'= angulo PmsoL = angulo maom1Q
0 — 61 angulo do movimento relativo de ma

sin @, = %1 ~ 0,

= angulo mam1S

sin 0y = % ISAD

. zo—= @

sin (02 — 61) = 212 1 7ﬁ ~ Oy — 0,

Figura 21 - Péndulo Duplo. Reprodugao da figura no Traité

Massa m;. O péndulo com massa m; tem, inicial-
mente, a diregdo m1R. Uma rotacao infinitesimal —d o
traz para m1.S.

Massa my. Suponha que o péndulo com massa mo
tenha, inicialmente, a dire¢ao moN || m1 R (os péndulos
s@o supostos alinhados no comego). Entao:

1. O movimento comum. A rotacao de mj causa
uma rotagao de ms, de igual angulo, em torno de
C' (a diferenga nas diregoes dos péndulos é devida
ao movimento relativo); portanto, o movimento
comum leva mg de moN || m1 R até moS’ || my.S
(]@ = R/mE) =01 +9), com a aceleragao de
my.

2. O movimento relativo. A rotacao de um angu-
lo 2 — 61, de mso em torno de my, leva m2S’ para

de Mécanique. moP.
Tabela 2 - Movimento de m1.
Decomposigao do movimento Descrigao Massa X Aceleragao
motion real de m rotacao de my em torno de C N mid
movimento destruido de my movimento radial (ao longo de miR) 0
forcas externas componente do peso L mi R migsin (Rmi1Q) = migsin (61 + §)
Tabela 3 - Movimento de ms.
Decomposi¢ao do movimento Descrigao Massa X Aceleragao
movimento real de mao “arrastamento”de mo pela rotagao de m; em torno de C Mol
rotagdo de mo em torno de my mo (T2 — &1)
movimento dstruido de my movimento radial 0
forgas externas componente do peso de ma L maN maogsin (PmaN) & mag (02 — 01 — §)

Principio de D’Alembert. E aplicado a cada
massa separadamente:

massa mj

miiy &~ mygsin (6 +9) =~
mig (01 +6) = L~ +6=

movimento relativo de mo

mg(ééz—fél)%mgg(92—01—5)=>
By — i1~ g (0 — 01 —0) ~

i‘l To — X1 T
o) (2 0)
g lo g

Movimento “destruido”. As componentes das
forgas ao longo de m; R e Pmgy nao produzem movi-
mento. A idéia é que essas forcas mantém a alavanca
m1S em equilibrio:
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P, = myg  sin(RmyS)
P,

%

, ~myg  sin(mamyS)’

com P,,, = componente do peso de my ao longo de
maN e P,,, = componente do peso de m; ao longo de
mi1R. Ou

. T il
mo sin § L9
my - osin(f —60,) -

equacao de vinculo:
1 x1 me (332 - T 331)
g l my l2 I

Solugao:

Lo L1 M2 T2 — X1 2!
xl_gl———g -7 T 7
1 my

Tabela 4 - Notacao e definigoes (método cldssico).

6.3.2.

no

mg

%

o,

Dias

Solugao pelo método newtoniano hodier-

Figura 22 - Péndulo duplo. Varidveis e notagao modernas.

Massa m1 Massa mo
15 comprimento Om lo comprimento mimso
61 angulo de Om; com a vertical 02 angulo de mims com a vertical
1 posi¢do de my a partir do pivo; T2 posicao de mo a partir do pivo;
r1= 10171 r2=r1+102§
71 unitdrio ao longo de Omy; 13 unitdrio ao longo de mimsa;
71=sin 6y i+ cos 01 j £=sin 6z i+ cos by j
61 unitdrio perpendicular a Omy; (22 unitdrio perpendicular a mimas;

01=cosfy i—sinfy j

O2= cos B i—sinfy j

Tabela 5 - Cinemadtica.

Massa m1 Massa mo
';:'1 = 9.1.91 E = 9232
01= —0171 O2= —02&
1= l1’f‘1 T2:7‘1+12€ .
velocidade relativa: Ug|1= 150202
v1=1160161 V2=Uz|1 V1= l202602+1160161
a1= 116,611,627 az = & (120262 + 1161 61) =

+£& [7[29'% -+ llél sin (92 - 9]_) - llé% cos (92 - 91)]
+62 [lgég + llél cos (92 - 91) -+ llé% sin (92 - 01)]

Tabela 6 - Movimento de ma.

Tipo de forca Expressao

Forca externa magj = magcosbfy £€&—magsinf202

Vinculo ti=—t1§

Decomposicao em diregoes Equacao

(diregdo 82) Equacdo para 62 malaby = —magsinly — mzllé% sin (62 — 01) — maly01 cos (62 — 01)

direcao &) Equagao para t1 t1 = magcosfa + mala02 — maly 0y sin (03 — 01) + mal1602 cos (03 — 01
2 1
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Tabela 7 - Movimento de mj.
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Tipo de forca

Expressao

Forca externa
Vinculos

mi1g j=migcosfi f1-migsinfy 61
to = —to™

t1 = +t1& = +t1 cos (02 — 01)P1+t1sin (02 — 01)61

Decomposigao em diregoes

Equacao

Diregao 61
Diregao 71

mlllél = —migsinfy + t1sin (62 — 61)

—mlllé% =miygcosfi —to + t1 cos (62 — 01)

Relagoes tteis.

Multiplique a equagao de

que a equagao de 0y por sin (03 — 61), multiplique a

0> por cos(fy —01), multiplique a equagao de equagao de t; por cos(f2 — 1) e subtraia os resulta-
tp por sin(fp —0;) e some os resultados para dos para obter t; cos (02 — 01) = mal10? + mag cos Oy +
obter ty1sin(fy —60;) = —mali0; — maogsinf; + malafy sin (02 — 01) + mala03 cos (62 — 6;). Usando es-

mglgég sin (61 — 01) — Malabsy cos (02 — 01). Multipli- ses valores,
Tabela 8 - Movimento de m1.
Decomposigao em direcoes Equacao
Equagao para 6 (m1 4+ ma2) 1161 = — (m1 +m2) gsinby + m2l29§ sin (02 — 01) — malab2 cos (02 — 01)

Equacao para tg

to = (m1 + mg) gcosb + (m1 + m2) llé% + mzlg@ug sin (92 — 91) =+ m2l2922 cos (92 — 91)

6.3.3. Comparacao das solugoes

Usando a notagao

. Ty
sm91 = — = 91,
L
. Zo — 1
SIHGQ = ~ 02,
Lo

sin (03 — 01) = sin Oy cos 0y — cos Oy sin by =~

0y — 0) ~ R ﬂ7 e
ls I
cos (0 — 01) = cos O3 cos 1 + sin b, sin 0 ~

1—'—9201 ~ 1,

Equacao em primeira ordem

Equacao em primeira ordem em coordenadas cartesianas

1292 ~ —992 — l191
(m1 +ma) 101 = — (m1 + ma) gb1 — malaba

t1 ~ mag
to ~ (m1 + TYLQ)g

Ty—x]
l2

. xT roQ—T

m1&) R mag (——1 + 2

To A —g

— Ty
Iy l1 migT
t1 =~ mag

to~ (m1+m2)g

[
Segue-se:
P B mi + mo Tg —T1 X1
2 1=—9g my 12 ll )
.. Z1 m2 T2 — X1 Ty
1= —9g7— T — -5 />
l1 mq lz l1

que é a solucao de D’Alembert com sinal invertido.

7. Conjetura sobre a génese do conceito
de forga
7.1. O caso do tempo que desapareceu

Em notagao moderna essa lei parece dizer:
F x A (mv).

Nao é dificil de se imaginar o quiproqué gerado pela
auséncia do tempo. Bernard Cohen [45] propde que
isso nao foi um erro de Newton; ele argumenta que,
sempre que Newton tratava uma forga discreta, atu-
ando por impulsos de duragao muito pequena, como o
“soco”, na Fig. 11, ele omitia o tempo e que, no caso
de forgas continuas, o tempo era incluido. De fato, nas
proposicoes 39, 40 e 41, Newton deixa claro que sabe
da presenca do tempo.

Newton formula a lei dindmica do movimento no Livro

1 (]29], p. 416):

Uma mudanca no movimento é proporcional a
forca motriz impressa e se da ao longo da linha
reta na qual a forga é impressa.

7.2. A inspiracao de Newton: A teoria de Isaac

Bernard Cohen

Isaac Bernard Cohen [42, 30] propoe que Newton
aprendeu a tratar 6rbitas curvas com Hooke!’.

HPosteriormente, Cohen enfraquece essa tese; mas eu vou argumentar que a tese deveria ser, até, mais forte, como sera visto.
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De fato, nao ha como esconder, nas proposigoes 1 e 11,
a aplicagao do método de Hooke. Esse método consiste
em decompor “movimento” de acordo com o paralelo-
gramo ABCYV da Fig. 11:

1. Movimento tangencial (inercial): AB = mv;.

2. Variagao desse movimento apontando para um
centro de atragdo (“soco”): BV = A (mv).

3. Movimento resultante: BC = AB + BV.
Sao caracteristicas inerentes ao diagrama:

1. Sem o “soco”, o movimento prossegue pela tan-
gente a curva.

2. O “soco” desvia o corpo de seu movimento iner-
cial.

7.3. A construgcao do conceito de “forca” no
“Principia” (minha interpretacao)

7.3.1. A funcao da “forca”

O método de Hooke consiste em calcular a trajetoria
por dois deslocamentos: Uma “queda” (A¢) da tangente
a curva, ao longo do raio vetor, e um deslocamento tan-
gente a curva. Ora, o objetivo de uma seqiiéncia de
proposi¢oes — Lema 11 e seus corolarios; Corolarios 3
e 4 da Proposicao 1; Proposicao 6 ou seu eqiiivalente
Lema 10 e seu Corolario 4; Corolario 1 da Proposicao 6
— ¢é calcular a “queda”: “queda” = A¢ = %g (At)2 12,
Juntas, essas proposi¢oes constréem o conceito de forca
como uma “gravidade genérica”: forca o< G; portanto,
forga é a causa da “queda” da massa, da tangente até
a curva. Newton constréi, pois, a for¢a pela fungao
(“gravitacional”) que ela exerce; for¢a nao é definida
por sua expressao analitica, por exemplo, %213. Se
existe alguma ontologia de for¢a, essa é a mesma de um
“peso” 14,

Como ja mostrado neste artigo, o uso do Teorema de
Galileu nao é novidade!'®. No Principia, porém, New-
ton acrescenta trés novidades revolucionarias:

Dias

1. O entendimento de que for¢a causa uma “queda”

e ndo um “afastamento” da tangente & curva'S.

2. O uso da Lei das Areas para calcular o tempo
transcorrido (isso restringe o método de célculo
da for¢a ao movimento sob forga central).

3. O Lema 10: Todo movimento, qualquer que seja,
é, em cada instante tomado isoladamente, unifor-
mente diforme'”. Esse Lema é geométrico e nio
depende da interpretacao que se dé as ordenadas
e abscissas. O Caélculo que Newton estava inven-
tando tem, aqui, papel importante'S.

7.3.2. O préprio Newton acha o tempo que ha-

via sumido

Newton nao parte da definicao direta de forga,
F = A(mv), para resolver os problemas Direto e
Inverso; a expressao da for¢a é dada pelo Teorema de
Galileu. No entanto, é claro que F' o« G pressupoe a
presenca do tempo, na definicao da aceleracao. Mas,
entao, por que Newton teria se “esquecido” do tempo,
no enunciado de sua famosa “segunda lei”?

A auséncia do tempo na definicao de forca traz
a suspeita de que esse conceito possa ter nascido do
método de Hooke: No método de Hooke, o “soco” BV,
que desvia o corpo de sua trajetoria inercial, é uma re-
presentacao geométrica da forca; porém, esse “soco” é
instantaneo e envolve uma divisao por “zero”, o que o
torna impossivel de ser expresso analiticamente, a me-
nos que Newton use limite (F = lim%), o que, alids,
ele faz, segundo Cohen (mas ndo com essa notagao).
A tese de Cohen, segundo a qual Newton introduz o
tempo, quando a forga age continuamente, e minha tese
sao complementares e se fortalecem reciprocamente.

Finalmente, a caracterizacao da for¢a como (pro-
porcional &) aceleracdo de “queda”’ precisa de uma
expressao para o tempo, a qual é dada pela Lei das
Areas, uma lei indubitavelmente demonstrada usando
o método de Hooke.

12De modo geral, a componente centripeta (normal) da forga é a “queda” de um ponto da tangente, infinitamente préximo do ponto
de tangéncia, até a curva, pela reta que liga o ponto de tangéncia ao centro do circulo osculador. Na aplicacdo na Proposicao 6, essa
queda se d& através do raio vetor, pois é a forga total, que é central. E claro, como j& explicado em nota-de-pé-de-pédgina, que a forga
centripeta é a componente normal da forca central.

13Pode-se argumentar que Newton, na Proposicio 41, assume uma, expressdo abstrata de forca para achar a érbita e que, portanto,
Newton assume a possibilidade de uma definigado analitica de for¢a; entretanto, a Proposicao 41 resulta da Proposi¢ao 40, a qual, por
sua vez, deriva da Proposicao 39, que deriva do Teorema de Galileu.

14 For¢a nada mais é que a for¢a morta, de Leibniz, a forca que mantém em equilibrio os bracos de uma balanca e que age na massa,
no instante (e somente nesse instante) em que equilibrio cessa [3].

15Huygens ja o usara para calcular a tendéncia centrifuga bem como o tratamento que Newton deu ao movimento circular em 1669
invoca o teorema. Quase um século apds o livro de Newton, Euler ainda se inspira no Teorema de Galileu, mas com as devidas corregdes
pés Principia.

16Grandes estudiosos e conhecedores de Newton, como Isaac Cohen [29, 42, 30] e Derek Whiteside [46] sdo unanimes em afirmar que,
anteriormente ao Principia, Newton sempre usava a expressao conatus recedendi a centro e nunca for¢a centripeta ou central.

17Como j4 mostrei, Euler usou isso para colocar em “harmonia” os dois principios de Maupertuis, bem como para fundamentar seu
“novo principio da Dinamica”.

18Poder-se-ia querer dizer que o entendimento de que a aceleracdo é instantaneamente uniforme em todo movimento estava tacito no
calculo da tendéncia centrifuga feito por Huygens. Mas, no Principia, isso é fundamental no calculo.
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7.4. A conjetura

Richard Westfall [47] propde que o conceito de for¢a é
uma conseqiiéncia direta da Lei da Inércia. Mas, como
comentado acima, é dificil que Newton nao usasse, in-
icialmente, a lei no “sentido contrapositivo”. Assim,
possivelmente, a leitura correta da Lei da Inércia vem
em seqiiéncia ao conceito de forc¢a.

Ole Knudsen [48] apresenta uma teoria mais con-
sistente: A medida de forga centripeta pelo desvio da
tengente origina-se no célculo de 1669, aqui mostrado,
e esse, do tratamento de Descartes do movimento circu-
lar; eu nao poderia discordar. Entretanto, Knudsen nao
toca no assunto do quando e do porqué Newton trocou
o conatus pela forca centripeta.

Minha interpretacao do significado da for¢ca é a
base conceitual da seguinte conjetura: A formacao
do conceito de for¢a foi congénita ao entendi-
mento do método de Hooke por Newton. Esse
conceito é uma generalizagao do “soco” BV, su-
portada no Teorema de Galileu. Minha crenca é que
Newton tinha categorias matematicas suficientemente
sélidas para que pudesse colocar o “Livro da Natureza”
na linguagem da Matematica. O que lhe faltava — e
que lhe foi suprido por Hooke — foi a boa Fisica: O
método de Hooke mostrou como associar gran-
dezas fisicas a grandezas geométricas.

Para provar minha tese, teria de estabelecer que,
antes da correspondéncia com Hooke, Newton nao po-
deria ter resolvido o problema de descobrir a 6rbita de
uma massa sob uma for¢a qualquer (ou sob uma forga
central, que foi a que ele estudou), por nao possuir
ferramentas conceituais necessarias, a saber, a inter-
pretagao fisica de termos geométricos. Para isso, ter-
se-ia de perscrutar os escritos de Newton, o que é dificil
de se fazer, em uma obra tao vasta, tao dificil de ser
lida (como ilustrado pelos teoremas apresentados neste
artigo) e tdo composta de rascunhos nao publicados,
apesar do muito que ja foi feito, em tornar esses es-
critos acessiveis [29, 49, 50, 51]. Entretanto, tal tarefa
hercilea pode ser mitigada, pois é suficiente exibir uma
Unica instancia que tivesse ocorrido imediatamente an-
tes e/ou durante a correspondéncia com Hooke, em que
Newton tivesse composto “movimentos” de modo er-
rado ou usando forc¢as centrifugas. E possivel que duas
instancias existam, a saber, duas orbitas tragadas por
Newton, em correspondéncia com Hooke, uma em 28
de Novembro de 1679 e a outra, em 13 de Dezembro de
1679.

Newton apresenta um problema a Hooke. O pro-
blema pode ser parafraseado: Achar a trajetéria de um
corpo deixado cair do alto de uma torre, o qual — su-
pondo que a Terra fosse permedvel — continuaria a cair
atraido pelo centro da Terra com uma forga central con-
stante; em termos modernos, trata-se do problema de

1
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achar o movimento de uma massa sujeita a uma forca
central F = mgr'®.

A primeira solugdo achada por Newton (carta de
28/11/1679) ¢ uma solucao que ja havia sido desacre-
ditada, inclusive por Borelli, um autor respeitado por
Newton [52]. Essa solugdo estd errada e, se Newton se
tivesse limitado a ela, é possivel que ninguém contes-
tasse a importancia do método de Hooke, na formacao
das categorias conceituais usadas no Principia. Mas a
situacao nao é tao simples. Em 13 de Dezembro de
1679, Newton propoe outra solugao — e essa solugao,
se nao estd inteiramente correta, tem a forma, em
aparéncia, da solugao correta, o que fez Michael Nau-
enberg [53] e, depois, junto com Bruce Brackenridge
[54], levantar a hipdtese de que Newton ja sabia desen-
har érbitas de problemas dinamicos, desde a década de
1660.

Apéndice: O problema proposto por

Newton

A correspondéncia entre Hooke e Newton

Na breve correspondéncia trocada entre Newton e
Hooke, no final de 1679, ja& mencionada neste artigo,
Newton propos a Hooke um problema que tem impacto
historiogréafico, além de ser um interessante problema
de Fisica. A motivacao de Hooke para escrever a New-
ton, bem como o contetido das cartas, tudo isso é muito
conhecido [29, 30, 43, 46, 55, 56, 57, 58].

Newton, em 28 de novembro de 1679

Newton enuncia o seguinte problema ([50], p. 300-301):

[...] eu lhe comunicarei uma fantasia minha
acerca da descoberta do movimento diurno da
[T]erra. Para isso, considerarei somente o movi-
mento diurno, sem o anual, esse tendo pouca in-
fluéncia no experimento que proporei aqui. Su-
ponha, entdo, que BDG represente o globo da
[Tlerra, em rotagdo uma vez ao dia, em torno
do seu centro, C', de oeste para leste, de acordo
com com a ordem das letras BDG; & seja A
um corpo pesado suspenso no ar & movendo em
rotagdo junto com a Terra, de modo a, perpe-
tualmente, ficar suspenso sobre o mesmo ponto,
aqui, B. Entao, imagine que esse corpo seja
largado & sua gravidade lhe dard um novo mo-
vimento para o centro da Terra sem diminuir
o velho [movimento] de oeste para leste. Por
isso, o movimento desse corpo, de oeste para
leste — porque, antes de cair, ele estava mais
distante do centro da [TJerra do que as par-
tes da [TJerra onde ele chega em sua queda —

12

19As equacbes, em coordenadas polares, sdo: 7 — rf? = g; —% (rQé) =0=0= Tz A solugdo pode ser achada em [49] (v. VI, p.

T

150, n. 127) e em [58].
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serd maior do que o movimento de oeste para
leste das partes da [T]erra onde ele chega em
sua queda: &, por isso, ele ndo caird [ao longo
da] perpendicular AC, mas, ultrapassando as
partes da [T]erra, serd langado para a frente,
para o leste da perpendicular, descrevendo, em
sua queda, uma linha espiral, ADEC, intei-
ramente contrario a opiniao dos vulgares, que
pensam que, se a [T]erra movesse, corpos pesa-
dos, ao cair, seriam ultrapassados [pelas partes
da Terra onde ele chega em sua queda] & cai no
lado oeste da perpendicular. O avanco do corpo
para o leste da perpendicular [AB] serd muito
pequeno, em uma queda de 20 ou 30 jardas, no
entanto estou apto que pode ser suficiente para
ser determinado como matéria de fato.

O problema ¢é aristotélico em sua origem conceitual
[55]: E o problema da possibilidade ou nio de se atri-
buir uma rotacao diurna a Terra. Se a Terra se movesse
de oeste para leste, um corpo abandonado do alto de
uma torre, na direcao oeste, jamais poderia cair ao pé
da torre, pois, enquanto o corpo cai, a Terra teria se
movido para oeste, afastando-se do local onde, inicial-
mente, estaria a base da torre. Galileu respondeu ao
desafio aristotélico, arguindo que o corpo possui, jun-
tamente com a Terra, uma velocidade de rotagao, além
de uma velocidade para baixo, de modo que cai ao pé
da torre??. Trata-se, entdo de saber o que acontece-
ria com o corpo, se ele pudesse continuar a cair para
dentro da Terra, isto é, se a Terra fosse permeavel; em
outros termos, é o problema de uma massa que se move
sob acdo da forga central constante. Inicialmente, o
problema nao foi inventado por Newton. Trata-se de
um problema classico, discutido por muitos pensado-
res, ao longo de uma centena de anos ou mais, entre os
quais Galileu, Kepler, Pierre Mersenne, Fermat, Boul-
liaud, Giambattista Riccioli, Stefano degli Angeli, Gio-
vanni Alfonso Borelli, James Gregory, etc. [52]. Uma
grande dificuldade — a pior delas sendo a falta de uma
Dinamica — com que se depararam esses autores, na
solugao, foi o uso da Lei da Inércia; Galileu, Borelli e
outros admitiam uma “inércia circular” [55], isto é, eles
consideram o movimento de rotacao uniforme, em torno
do eixo da Terra, como um movimento inercial, que se
preserva.

A curva espiralada: Newton, em 28 de novem-
bro de 1679

A primeira solugao dada por Newton é a da Fig. 23.
Claramente, ela nao pode ter resultado de um método
correto de tragar orbitas em um problema fisico, caso
contrario nunca teria sido achada, por ser uma solucao
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errada, do problema. Ela parece ser uma sugestao, ba-
seada em algum raciocinio a-priori.

L4
LY
-

Figura 23 - A curva é a original, tracada pela mao de Newton.
Foi reproduzida de [13].

Uma tese mantida por historiadores importantes
[29, 46, 45] é que, nessa época, Newton conhecia a
“mecanica celeste” (se se pode usar tal termo) de Bo-
relli e teria sido por ela influenciado. De fato, Newton
cita Borelli, em uma carta a Edmund Halley, datada de
27 de Maio de 1686 ([50], v. II, p. 438):

Borelli fez alguma coisa [sobre a mecéanica
celeste] e ele a descreve com modéstia. Ele
[Hooke] nada fez sobre isso e, no entanto,
ele escreve como se o tivesse sabido e tivesse
indicado suficientemente tudo que fosse ne-
cesssario, salvo o que resta-se a descobrir
pela penosa tarefa de calculos e observagoes,
tarefa que ele pretende nao ter realizado por
causa de suas outras ocupagoes, embora ele
devesse ter invocado sua incapacidade.

A teoria de Borelli

Uma andlise da teoria planetaria de Borelli foi feita
por Alexandre Koyré [56]. Borelli faz analogia com um
corpo flutuando em um fluido sob a acao do peso e do
empuzo; analogamente, o satélite “flutua” na matéria
estelar, sob a acao de dois movimentos:

1. Um movimento devido a tendéncia centrifuga.
Origina-se no movimento de rotagdao anual do pla-
neta. Ao girar, o planeta maior (ou o Sol) ar-
rasta o satélite, como se o raio vetor do planeta
ao satélite fosse uma barra concreta.

2. Um movimento em direcao, seja, ao Sol ou a um
planeta?!.

20Como a velocidade (linear) no alto da torre e a velocidade na superficie da Terra diferem (pois v o r, para mesma velocidade
angular), o problema foi ressuscitado como um meio de saber se a Terra se move, pelo desvio do corpo ao pé da torre.
21Para fugir da discussdo sistema geocéntico vs. heliocéntrico, Borelli atém-se aos sistemas Terra e Lua ou Jupiter e suas luas [56].
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Assim, considere, na figura abaixo, o cilindro de ma-
deira AB sobre a superficie CD da dgua (apud [56], p.
498):

E

0

Figura 24 - Dinamica celeste de Borelli. O cilindro flutua, se
empuxo e peso forem iguais, mas emerge ou submerge, se forem
diferentes.

[...] quando [o cilindro] for mantido em
equilibrio pela dgua, [seja] a parte C'B imersa
e a parte AD [seja] emersa acima do nivel [da
dgual e que, nessa posicao, o cilindro permanega
imévil. Dito isso, [suponha] que o cilindro AB
seja elevado e transferido ao lugar EF, de tal
modo que a parte emergente seja ED; é claro
que o dito cilindro elevado a um tal lugar nao
permanecerda ai, mas, descendo, imergird na
dgua, [...] segue-se que, quando o dito cilindro
chega ao lugar AB, ele ndo permanecerd imovil,
mas serd arrastado para baixo pelos graus de
velocidade adquiridos na descida precedente e,
por assim dizer, serd conduzido justamente ao
ponto G; e como o peso da dgua [deslocada] re-
siste a uma tal descida em uma proporcao cada
vez maior e arrasta no sentido contrario, isto é,
empurra a madeira para cima, resulta que os
graus de velocidade adquiridos pelo mével, em
sua descida precedente, sao sucessivamente con-
sumidos, até que, quando eles sdo totalmente
consumidos, a forca com que a dgua ambiente
empurra comega a agir, isto é, a rebater o cilin-
dro para o alto [...]. [...]; quando ele chega a
AB, graga aos graus de velocidade ja adquiri-
dos, ele ndo pdra af, mas subird mais alto [...].

Entretanto, é preciso notar que, se se puder su-
primir os impedimentos e as causas acidentais,
que continuamente amenizam e enfraquecem as
oscilagoes de subida e descida acima menciona-
das, [...] é fora de duvida que as oscilagoes
nao somente perduram muito tempo, mas se-
riam mesmo perpétuas.

Nessa teoria, o movimento de “subida” e “descida”
pela acao conjunta da forca centrifuga e da atragao des-
creve a trajetéria eliptica do planeta. E preciso ressal-
tar que Borelli nao considerava uma forga de atracao
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para um centro, na forma de uma “gravitagao univer-
sal”. A origem dessa atracao é peculiar, como se vé
pela andlise que se segue (apud [56], p. 492-493):

Figura 25 - A “Atracao Celeste”, de Borelli. A Lei da Ala-
vanca é a base da teoria de Borelli.

Seja ASBC uma barra pivotada em S (Fig. 25). Pelo
Principio da Alavanca e pelo Principio da Velocidade
Virtual, se um corpo for colocado em B e a barra ASBC'

17 . PA _ BS _ VB . 17 .
ficar em equilibrio, Ry = A5 = oo se equilibrio
x~ Pa _ CS _ v .

acontecer em C, entao Ry T AS T oa onde P de

signa “poténcia” e os R’s designam “resisténcia”; no
equilibrio da barra, os pesos em B e C sao diferentes,

de modo que % = &5 — vc Borelli supde, agora, um

BS - VB

mesmo corpo colocado ora em B, ora em C'; nesse caso,
equilibrio é rompido; ele introduz um novo principio, a
saber, que a resisténcia em C' é maior que a resisténcia

R/

7R§ <1<%:g—g,logo
v < vo. Ora, se S é o centro do Sol ou de Jupiter e
AS, seu raio, entao as velocidades dos planetas ou dos

satélites de Jupiter crescem com a distancia a S.

em B ou Ry, > R's, portanto

A elipse: Hooke, em 9 de dezembro de 1679
Hooke contesta a espiral ([50], p. 305):

[...] minha teoria do movimento circular faz-
me supor que [a curva] seria muito diferente
e nada parecida com uma espiral, mas uma
espécie de elipsoide.

Obviamente, nao deve ter sido dificil para Hooke adivi-
nhar a solugao; mesmo na auséncia do conceito de uma
gravitagao universal, Hooke pode ter pensado em ter-
mos do movimento dos planetas. E o fez, como explica
na carta de 6 de Janeiro de 1680 ([50], p. 309):

Seu célculo da curva [descrita] por um corpo
atraido por um poder igual em todas as
distancias do centro, tal como a de uma bola
rolando em um cone concavo, estd correta e os
dois auges nao se unirao antes de um tergo de
sua revolugdo. Mas minha suposicao é que a
atracao sempre esta na razao dupla da distancia
ao centro, reciprocamente [isto ¢, o %], e,
conseqiientemente, que a velocidade estd em
uma proporgao sub-dupla a a tragao e, con-
seqiientemente, como Kepler supde, reciproca
a distancia. E que com tal atragdo os auges se
unirao na mesma parte do circulo e que o ponto
de acesso mais préoximo ao centro serd oposto
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ao mais distante. O que eu concebo muito in-
teligivel e verdadeiramente formar a aparéncia
dos céus.

A curva Misteriosa: Newton em 13 de dezembro
de 1679

Newton comega sua carta reconhecendo o erro de sua
solugao e acrescenta uma frase obscura, que intriga his-
toriadores ([50], p. 307):

[...] se a gravidade for suposta uniforme, [o
corpo] nio descerd em uma espiral ao préprio
centro, mas circulard com subidas e descidas
alternadas, feitas por sua vis centrifuga e gravi-
dade alternadamente superando uma a outra.

Propde, entdao, uma segunda solugao ([50], p. 308):

Figura 26 - A curva é a original, tracada pela mao de Newton.
Foi reproduzida de [13].

Ele termina a carta com uma passagem que soa
como ironia ([50], p. 308):

Sua carta perspicaz tendo-me levado a consi-
derar, até aqui, o tipo dessa curva, posso adicio-
nar algo a respeito de sua [da curva] descrigao
por pontos quam proxime. Mas a questao sendo
de grande momento, prefiro pedir perdao por
té-lo incomodado tanto com esse segundo ras-
cunho, no qual, se o senhor achar algo inepto
ou errado, [...].

Newton nao explica o que ele entende por “descrigao
por pontos quam prozime”. O maximo de explicagao
que d& é ([50], p. 308):

Os intimeros & infinitamente pequenos movi-
mentos (pois eu, aqui, considero movimento de
acordo com o método dos indivisiveis) conti-
nuamente gerados pela gravidade em sua [do
corpo| passagem de A a F inclinam [o corpo]
a afastar-se de GN em dire¢do a C. Mas es-
ses movimentos sao proporcionais ao tempo em
que sdo gerados & o tempo para passar de A a
F (por razao da jornada mais comprida & do
movimento mais lento) é maior do que o tempo
para passar de F'a G. E, portanto, os movimen-
tos gerados em AF deverao exceder os gerados
em FG &, assim, fazer o corpo desviar-se de
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G para costear entre N & D. A maior apro-
ximagado do corpo para o centro nao é em G,
mas em algum lugar entre G & F', como em O.

Problemas historiograficos gerados pela curva

O problema da forga centrifuga. O texto de New-
ton parece indicar que gravidade e forca centrifuga
atuam simultaneamente no corpo e se somam; histo-
riadores importantes acreditam que Newton estd invo-
cando a Teoria de Borelli.

O problema do pericentro. Um ponto de dis-
cussao é a posigao do pericentro (O) e do apocentro
(H). O valor correto, obtido analiticamente, ¢ ([49],
v. VI, p. 150, n. 127): 0 < ACO < 3% ~ 103,9°.
Medindo com transferidor, no desenho de Newton, achei
ACO ~ 130°, OCH ~ 107°. Na revisio do De Motu, o
“rascunho” que antecedeu ao Principia, Newton estima
ACO ~ 110°, OCH = ACO (49], v. , p. 149-150). No
Principia, Newton apresenta um método para achar o
apocentro e o pericentro, o qual foi reproduzido neste
artigo ([29], p. 540).

Jean Pelseneer ([57], p. 252) conclui, entdo, que,
apesar de Newton ter um bom entendimento de mo-
vimentos centrais, ele nao tragou a curva, baseado em
valores obtidos por métodos analiticos de solugao do
problema. Contrariamente, Johs. Lohne [58] propoe
que Newton obteve a érbita por meios analiticos. Nau-
enberg [53] e Brackenridge [54] propoem que, desde a
década de 1660, Newton ja possuia um processo de
tracar trajetérias, mas seus argumentos parecem nao
ser suportados por evidéncias historiograficas. Herman
Erlichson [59] desenhou a érbita pelo método de Hooke
e obteve algo parecido com a figura de Newton.
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