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A expressdo matemdtica da entropia de um fenémeno que seja, a um sé tempo, quantico, relativistico e
gravitacional deve conter explicitamente a constante de Planck #, a velocidade da luz no vécuo ¢ e a constante
da gravitagdo universal de Newton G. Além disso, a entropia enquanto conceito termodinamico e estatistico
também deve conter explicitamente a constante de Boltzmann k. Partindo dessas idéias diretrizes obtemos a
férmula da entropia de Hawking para buracos negros em N dimensdes, langando mao: (i) dos métodos da andlise
dimensional; (ii) da conexao entre entropia e informagéo; e, (iii) do principio hologréfico.

Palavras-chave: entropia de Hawking, andlise dimensional, buracos negros.

The mathematical expression of the entropy valid for a quantum, relativistic and gravitational phenomenon
must explicitly contain the Planck constant A, the velocity of light in vacuum ¢ and Newton gravitational con-
stant GG. Besides this the entropy, as a thermodynamics and statistical concept, must also explicitly contain
Boltzmann constant k. Starting from these ideas we are able to calculate Hawking’s entropy valid for black holes
in N dimensions. In order to calculate Hawking’s entropy we use the following ingredients: (i) the methods of
dimensional analysis; (ii) the connection between entropy and information; and (iii) the holographic principle.

Keywords: Hawking’s entropy, dimensional analysis, black holes.

1. Introdugao

A despeito das lacunas, incompletezas e indecidibilida-
des, que sao caracteristicas inerentes a essencial ines-
gotabilidade do conhecimento, hé nas ciéncias fisicas
conquistas cognitivas sélidas cuja profundidade e cuja
abrangéncia nao parecem pertencer ao mundo da efe-
meridade e dos modismos.

Inscrevem-se neste contexto formulas como as rela-
¢oes de Planck-Einstein E = hv e de Broglie p = h/\,
onde h é a constante de Planck, que sao elementos ba-
silares de toda a mecéanica quantica, e a relagdo massa-
energia de Einstein E = Mc?, onde c é a velocidade
da luz no vécuo, que constitui um dos resultados mais
importantes da teoria da relatividade.

Freeman Dyson [1] argumenta que a férmula de
Hawking [2] expressando a relagao entre a entropia e a
area do buraco negro constitui-se numa dessas férmulas
cujo estatuto, enquanto carater fundamental é com-
paravel aos estatutos das conquistas que ja foram incor-
poradas como patriménios sélidos das ciéncias fisicas.
Dirfamos que um outro exemplo que pode ser aduzido
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como pertencente ao estatuto de conquista fundamental
do conhecimento humano na esfera da realidade fisica
é o numero de Avogadro no contexto da realidade mo-
lecular.

O nosso objetivo aqui é o de escrever a férmula
da entropia de Hawking, vélida para os buracos ne-
gros, como um exercicio de andalise dimensional a partir
de um texto de divulgacao do préprio Hawking. Para
tal, langaremos mao: (i) dos métodos gerais da anélise
dimensional; (ii) da conex@o conceitual entre entro-
pia e informacao; e, (iii) do principio holografico. Os
métodos da analise dimensional nos permitem também
estender o resultado para o caso de um espago de N
dimensoes. Este trabalho constitui uma consideravel
ampliacdo de uma breve comunicacao sobre o tema [2].

Vejamos agora duas citacoes de Hawking que sao
excertos de um de seus famosos livros de divulgacao:

A entropia é uma medida do nimero de
estados internos (maneiras de se configu-
rar por dentro) que o buraco negro poderia
ter sem parecer diferente para um obser-
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vador externo, que pode apenas observar
sua massa, rotagdo e carga. HEssa entropia
do buraco negro é dada por uma férmula
muito simples que descobri em 1974. Ela
iguala a area do horizonte do buraco negro:
ha um bit de informagao sobre o estado in-
terno do buraco negro para cada unidade
fundamental de area de superficie do ho-
rizonte. Isso mostra que ha uma relagao
profunda entre gravidade quantica e a ter-
modindmica, a ciéncia do calor (que inclui
o estudo da entropia). Indica também que
a gravidade quantica pode exibir o que se
denomina holografia [3, p. 63-64].

A percepcgao de que a area de superficie
do horizonte em volta do buraco negro
mede a entropia do buraco negro levou
algumas pessoas a defender que a entro-
pia maxima de qualquer regiao fechada do
espago nunca pode exceder um quarto da
area da superficie que a circunscreve. Como
a entropia nao passa de uma medida das in-
formagoes totais contidas em um sistema,
isso indica que as informagoes associadas
a todos os fendomenos no mundo tridimen-
sional podem ser armazenadas em seu con-
torno bidimensional, como uma imagem ho-
lografica. Em certo sentido, o mundo seria
bidimensional [3, p. 64].

Nesse livro, Hawking apresenta a sua famosa for-
mula para a entropia do buraco negro [3, p. 63].

Akc?

4G’

onde A é a area de horizonte de eventos do buraco ne-
gro, h = h/2m, k é a constante de Boltzmann e G é a
constante gravitacional de Newton.

Ora, seguindo a linha de raciocinio de Dyson, a cons-
tante de Planck presente na relacao de Planck-Einstein
pode ser interpretada como a taxa com a qual ener-
gia e freqiiéncia se intercambiam. De acordo com tal
raciocinio, o quadrado da velocidade da luz no vacuo
equivale & taxa com a qual energia e massa se inter-
cambiam; por extensao, a constante de Hawking seria
interpretada como a taxa com que entropia e area do
horizonte de eventos do buraco negro se intercambiam,
ou seja, esta estupenda e colossal taxa de producao de
entropia (medida em calorias por grau Kelvin) por cada
unidade de centimetro quadrado de area.

Dyson escreveu o seguinte:

S =

Tudo o que podemos afirmar com cer-
teza é que a equagao de Hawking é uma
pista para o enigma dos buracos negros.
De algum modo, podemos estar certos, essa
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equagao ird emergir como o aspecto cen-
tral da teoria nao nascida que ird unir a
gravitagdo, a mecanica quantica e a termo-
dindmica [1, p. 32].

2. Obtencao da férmula de Hawking

Queremos escrever um valor caracteristico para a entro-
pia S de um sistema fisico que seja, a um sé tempo,
quantico, relativistico, gravitacional e, evidentemente,
estatistico e termodindmico uma vez que a entropia
[4] é uma grandeza fisica tanto termodindmica quanto
estatistica.

Sendo A um parametro caracteristico fundamen-
tal dos sistemas quanticos, ¢ um parametro carac-
teristico fundamental dos sistemas relativisticos, G um
parametro caracteristico fundamental dos fenémenos
exibindo interagoes gravitacionais, e k£ um parametro
caracteristico fundamental dos fenémenos tratados pela
fisica estatistica, entdo a expressao de nossa entropia
S representativa e tipica desses sistemas fisicos exibira
uma forma tal que contenha explicitamente todas essas
quatro constantes, o que simbolicamente representamos
por

S = S(h,c,G, k). (1)

Tendo em vista que S e k sdo grandezas que
tém, ambas, a mesma dimensao fisica de Ener-
gia/Temperatura e que as outras trés constantes, i ¢, e
G s@o expressas em fungao das unidades fundamentais
de comprimento L, de tempo T e de massa M, entao
a Unica maneira de eliminar a temperatura na féormula
pesquisada é assumir a relagao de “proporcionalidade”
direta entre S e k, ou dito mais apropriadamente, a
férmula que estamos pesquisando contera, necessaria-
mente, a constante de Boltzmann elevada a poténcia
um, ou seja

S ~ k. (2)
Combinando a Eq. (1) com a Eq. (2) teremos

(i) — f(hc,G). 3)

Na Eq. (3), obviamente, ambos os membros sao adi-

mensionais e f é uma férmula na qual comparecem A,
¢, e G. Se procurarmos uma férmula tal que,

Grandeza adimensional = f(h,¢,G) =h ¢ 1 G ", (4)

na qual os expoentes p, ¢ e u devem ser procurados e,
h, ¢, e G tém dimensoes fisicas, respectivamente

h=MIL*T c=LTY G=M1'L>T72% (5
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entao chegaremos a conclusao que tal procedimento nos
leva a um resultado trivial e completamente sem inte-
resse, como veremos a seguir. Ao combinar as Eqs. (4)
e (5) teremos

Grandeza adimensional =
(ML?>T-Y? (LT~ Y9 (M—1L3T—2)u. (6)
Tendo em vista que
Adimensional = LOT°M?°, (7)

e igualando a Eq. (6) & Eq. (7), o que é o mesmo
que igualar os correspondentes expoentes das bases em
ambos os membros da expressao resultante, entao for-
mamos o seguinte sistema de trés equagoes lineares e
trés incognitas

0=2p+q+3u
0=—p—q-2u ®)
O:p_ua

cuja solugao trivial p = ¢ = u = 0 de nada nos adi-
antaria, pois nao exibiria explicitamente as constantes
fundamentais i, ¢, e G, pois h° = = G° = 1.

No entanto, se pressupusermos as Eqgs. (1) e (2) e,
além disso, supusermos, ao invés da Eq. (3) que como
vimos leva a um resultado trivial e completamente des-
tituido de interesse, uma relacao ansatz do tipo

S

(k) L™ = f(he,G) =h & G, 9)
entdo obteremos, ao usar a Eq.(5) na Eq. (9) e efe-
tuar os procedimentos usuais da andlise dimensional, a
expressao

T'M°L™" = (ML*T""Y(LT ") (M~ 'L*T~?)".  (10)
Comparando membro a membro os correspondentes

expoentes de cada uma das bases, obteremos o seguinte
sistema de trés equagoes e quatro incognitas,

0 = —y—2z—-2w
0 = y—w
—r = 2y+z+ 3w,

que nos permite construir uma relacao de recorréncia
que gera uma familia infinita de férmulas, todas elas,
em principio, aceitdveis e compativeis com as Egs. (1),
(2) e (9). O sistema leva a

{y=w; z=-3w; z=-2w} (11)

A partir da Eq. (11), concluimos que se = n, obte-
remos, y = -n/2 ; z = 3n/2 ; w = -n/2, logo a familia
de férmulas aceitdvel e compativel com as Egs. (1), (2)
e (9) serd dada por

S = L"kA™?, (12)

onde
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Sexz =2, entao y =-1; z = 3 e w=-1.
Neste caso, entao, a Eq. (9) (ou equivalentemente a
Eq. (12) com a defini¢ao da Eq. (13)) nos fornecerd

A (13)

L2k ¢
- BG

A férmula acima, a menos de um fator adimensio-
nal que a andlise dimensional nao pode explicitar, ja é
a férmula de Hawking para a entropia do buraco ne-
gro. Voltaremos um pouco mais adiante a este assunto
onde a luz do conceito de entropia de informacgao e do
principio hologrdfico identificaremos, - dentre a familia
de infinitas férmulas possiveis - qual deve ser a féormula
mais aceitavel.

Mas a familia de férmulas (12), com a defini¢ao (13),
compativel com as Egs. (1), (2) e (9), nao se constitui
na unica familia em acordo com a andlise dimensional.

Do ponto de vista estrito da andlise dimensional e
em completa analogia com a Eq. (9), nada nos impede
de estudar outro ansatz como

S (14)

S s
(k) T7%=g(h, ¢, G)=h"¢* G". (15)

Mutatis mutandis ao que foi realizado para a Eq. (9)
obtemos mais uma familia de infinitas formulas, desta
vez em compatibilidade com as Egs. (1), (2) e (15),
familia essa que é expressa por

S=T" kT2 (16)
onde
¢ 17
r=—.
e (17)

Se, além disso, propusermos mais um terceiro ansatz
compativel com as Egs. (1) e (2) e dado por

(‘Z) M= =j(h, ¢, G)=h ™ GP,  (18)

e novamente, mutatis mutandis, obteremos

S =M"EQ?, (19)
onde
G
Q: _ 2
e (20)

Faz-se mister afirmar que, do ponto de vista estrito
da anélise dimensional, todas as trés familias de infini-
tas férmulas, respectivamente as Eqgs. (12), (16) e (19),
sao validas para quaisquer valores de n pertencentes ao
campo real R ou até mesmo para quaisquer valores de
n pertencentes ao campo complexo C, onde n = a +
01, e a e § sao numeros pertencentes ao campo R dos
reais e i = (-1)1/2.

A demonstracao disso é simples e direta. Para tal,
basta que sigamos os seguintes passos: (a) passemos a
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constante de Boltzmann k para o denominador do pri-
meiro membro de cada uma das férmulas (12), (16) e
(19) e; (b) verifiquemos que ambos os membros das cor-
respondentes expressoes resultantes sao adimensionais
para quaisquer que sejam os valores de n independen-
temente se pertencem ao campo dos nimeros reais ou
ao campo dos nimeros complexos.

Além das familias de infinitas férmulas respectiva-
mente (12), (16) e (19), todas elas compativeis com os
pressupostos (1) e (2), nada nos impede de estudar a
validade, ou nao, de outro ansatz contendo outras com-
binagoes possiveis. No entanto, essas trés familias de
infinitas férmulas possiveis, respectivamente (12), (16)
e (19), ja sdo suficientes para os nossos propdsitos aqui.

A luz dos textos de Hawking exibidos acima e do
exposto sobre a andlise dimensional é mais do que na-
tural interpretarmos que apenas um dentre os trés con-
juntos, cada um deles de infinitas férmulas, seja com-
pativel com a associagao do conceito de entropia ao
de informagdo mediada pelo principio holografico. Se-
gundo este ultimo principio, os pontos da superficie de
um corpo tridimensional podem ser mapeados - como o
resultado de uma interferéncia - e gravados em células
de uma superficie bidimensional.

Ora, nem o conjunto da Eq. (16) nem o conjunto
da Eq. (19) sdo boas escolhas para este mapeamento.
Isso porque nem tempo nem massa constituem-se em
conceitos adequados para a aplicacao do principio ho-
logréfico.

Tendo em vista isto, o conjunto da Eq. (12) é o mais
adequado. Como se trata de um mapeamento numa su-
perficie hologréfica bidimensional a escolha

n=2, (21)

parece-nos ser a mais adequada e conveniente. Assim
discriminamos a férmula (14) dentre a infinidade de
férmulas possiveis ensejadas pela relagao de recorréncia
(12).

Agora, para que o conjunto de pontos de uma su-
perficie disposta em um espaco tridimensional seja a ex-
pressao de uma entropia de informacao mapeada numa
superficie bidimensional plana, é conveniente evocar o
exemplo da superficie de uma esfera de drea A,

Acsfera = AmR?, (22)
onde R é o raio da esfera.

A drea de um circulo méximo da esfera (que é a drea
do disco visivel da esfera) é dada por

Actreulo maximo da esfera = TR? (23)

A razdo entre as Egs. (23) e (22) é a razdo entre
a area do mapeamento e a area mapeada; esta razao é
igual a /.

Area do circulo maximo da esfera B 1 (24)
=1

Area da superficie esférica
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Este é o fator adimensional que deve aparecer expli-
citamente na féormula. Evidentemente, ele é ad hoc em
relagdo aos métodos da andlise dimensional, mas ele
parece ser um fator natural a comparecer na féormula
se interviermos na nossa andlise o conceito de entropia
associado & informagdo (ndo subjetiva) e o principio
hologrdfico. Em outras palavras, ao associarmos o con-
ceito de entropia ao de informagao e os relacionarmos
ao principio hologréfico, a féormula da entropia sem o
fator 1/4 constitui uma redundéncia, ou seja, apareceria
o quadruplo da informacao devida.

A férmula resultante, a mais aceitdvel e compativel
com as Egs. (1), (2) e com o conceito de entropia de
informacgdo e com o principio hologrdfico é, portanto,

1 L2ke3
= - —. 2
s 4 hG (25)
Para
A=TL? (26)
torna-se idéntica a férmula de Hawking,
1 Akc?
awking = . 2
SHawking 1 G (27)

Fagamos agora uma avaliagao em termos de ordem
de grandeza. Tomemos os seguintes valores correspon-
dentes as grandezas fisicas fundamentais aqui referidas:
h=1,05x 1073 J.s; k = 1,38 x 10723 J/grau Kelvin;
G =6,67 x 107 N.m?/kg? e ¢ = 3 x 10% m/s.

Se escrevermos a férmula (27) na forma

SHawking = CHawkingAu (28)
entao
1 kc?
awking = 7 T~ 2
CHawking 170 (29)

Tendo em vista os valores numéricos acima, ficamos
com

Q

4,4 x 10 J/(grau Kelvin x m?)
4,4 x 10" J/(grau Kelvin x cm?).

CHawk’ing

Tendo em vista que 1 cal = 4,18 J, entao podemos
escrever alternativamente,

CHawking ~ 10*'cal/(grau Kelvin x cm?).

A constante de Hawking acima representa uma
producao de entropia por centimetro quadrado real-
mente espantosa e superior, em muitas ordens de gran-
deza, aos valores tipicos para sistemas fisicos mais habi-
tuais. Isso revela que a propria associagao de grandezas
fisicas envolvendo as constantes k, &, ¢ e G implica es-
ses valores colossais. A associacdo dessas constantes
expressa um fenémeno fisico que recebe o nome de bu-
TACO NEYTO.
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3. Critica ao procedimento acima

Aduzirfamos o seguinte comentario critico aos nossos
procedimentos. Perguntariamos a propésito:

Ora, se os métodos da andlise dimensio-
nal ndo sdo capazes de explicitar a cons-
tante adimensional que aparece na férmula
da entropia, entao que sentido faria procu-
rar justificar o fator 1/4, uma vez que a cons-
tante adimensional advinda de um método
tedrico mais rigoroso e informativo pode nos
fornecer um valor maior ou menor que 1/47

A critica é, de fato, pertinente, pois pressupuse-
mos que essa constante adimensional seja da ordem de
grandeza muito préxima da unidade, mas, de fato, esse
pressuposto pode nao se verificar e, conseqiientemente,
a nossa avaliagao da entropia pode variar de algumas
poucas ordens de grandeza. Contudo, ndo é irrelevante
o exercicio de andlise dimensional pois, para qualquer
valor numérico a conexao entre os conceitos de entro-
pia, informacao e o principio hologréfico nos instrui, ao
seguirmos os argumentos de Hawking, que o fator multi-
plicativo 1/4 deve aparecer para eliminar a redundéncia,
pois o valor calculado foi correspondente a um valor
quadruplo daquele devido.

4. Calculo da entropia de Hawking para
um espago N-dimensional

Nesta se¢ao, nos inspiramos no principio heuristico de
Gaston Bachelard [5] que justifica a sua epistemologia
da complexidade no confronto com a epistemologia car-
tesiana da simplicidade: o simples é muito melhor com-
preendido através do complexo. Isso ilustra bem mais
as relagoes sobre o préprio simples? (ver discussdo na
Ref. [6]).

Podemos generalizar o céalculo acima para um
espago N-dimensional (ver os métodos utilizados em en-
saios anteriores [7, 8]). Aqui, nos ateremos ao nimero
real N positivo, se bem que do ponto estrito da anéalise
dimensional o procedimento também é valido para um
ntimero complexo N.

Como a constante de Planck 7 e a velocidade da luz ¢
nao dependem de lei de forca, entao as suas respectivas
dimensionalidades fisicas sao as mesmas independente-
mente de dimensionalidade do espaco. No entanto, tal
nao se da para a constante G que depende de lei de
forca. Para um espaco N-dimensional a lei de forca®
em funcgao do afastamento d de uma massa pontual é
dada por F ~ d~N*! o que acarreta que G depende
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explicitamente de N e o valor contido na férmula (5)
tem que ser alterado. Neste caso as dimensionalidades
de h, c e G serao, respectivamente,

h=ML*T e=LT HGIN)=M"LY T2 (30)

Evidentemente, quando N = 3, teremos a situagao
do espago tridimensional G(3) que na notagdo das
segOes precedentes equivale a G = G(3).

Faz-se mister dizer que a constante k, que é uma
constante termodindmica, também mantém a sua di-
mensionalidade fisica independentemente de dimensio-
nalidade do espaco. Evidentemente, as Eqs. (1) e (2)
continuam a valer.

Adotando um procedimento, inteiramente andlogo
ao realizado até entao, tipo mutatis mutandis, as ex-
pressdes anteriores, respectivamente, (9) correspon-
dente ao primeiro ansatz, (15) correspondente ao se-
gundo ansatz e (18) correspondente ao terceiro ansatz
darao lugar as expressoes, respectivamente,

(i) L7 = f(he, G(N)) = b S[GIN)]Y - (31)

<i) 7" =g(h,c,G(N)) =" S[GIN)]" (32)

(i) M~ = j(h,c,G(N)) = h' ¢"[G(N)]P, (33)

onde n, y, z, w, v, S, v, t, M e p sS40 expoentes que
deverao ser calculados.
A partir da expressao (31) podemos escrever

T'M°L™ = (ML*T Y)Y (LT (M 'LNT?)".  (34)
Comparando membro a membro os expoentes das

bases correspondentes, obtemos o seguinte sistema de 3
equacoes e 4 incognitas

—y—2z—2w=0
y—w=>0
2y + 24+ Nw = —n,
cuja solugao requer as relagoes de recorréncia
y=w; z=—-3w; n=—(N — 1w,

ou explicitando de forma exatamente equivalente,

—n 3n —n

V-1 T oy YTy

y =
que substituidos na Eq. (31) nos fornecem

§=L" k(AN)"/ Y, (35)

2Bachelard se refere ao exemplo do dtomo de hidrogénio que é o mais simples. Ele assevera que a compreensdo do dtomo de hi-
drogénio, que é o &tomo mais simples, é tanto maior quando estudamos os dtomos complexos. Em outras palavras, o estudo do complexo
ilumina relacdes sobre o simples que nao seriam vistas se nos ativéssemos apenas ao simples.

3Poder-se-ia aduzir que este argumento é restrito ao contexto newtoniano e deste modo néo se justificaria do ponto de vista do célculo
de uma grandeza relativista como a entropia de Hawking para o buraco negro. No entanto, do ponto de vista da andlise dimensional, o
argumento ¢é igualmente valido quer se trate do contexto newtoniano, quer se trate do contexto relativista.
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onde

(36)

Reparemos que para N = 3 (espago tridimensional)
as férmulas, respectivamente (35) e (36) dardo lugar
as férmulas, respectivamente, (12) e (13), pois, como
vimos o nosso G(3) desta se¢do é exatamente igual ao
G das segoes anteriores. No caso em que os conceitos
de entropia e de informagao estejam conectados com
o principio hologrifico, teremos as escolhas: N = 3,
correspondente ao espacgo tridimensional, e n = 2 cor-
respondente a projecao holografica.

Por uma questao de completeza, o leitor podera
muito facilmente verificar que para o segundo ansatz,
dado pela Eq. (32), teremos, mutatis mutandis, as ex-
pressoes correspondentes

S = T"E[D(N)]V/N-1 (37)
CN+2
I'(N) = e (38)

Como podemos verificar, as expressoes (37) e (38),
respectivamente, ddo vazdo as expressoes (16) e (17),
respectivamente, para N = 3.

Relativamente ao terceiro ansatz, dado pela
Eq. (33), teremos, mutatis mutandis, as expressoes cor-
respondentes

S = M"E[Q(N)]V/N-1 (39)
CN_4
o) = S0 (10)

Como podemos facilmente verificar, as expressoes
(39) e (40) dao vazao as expressdes, respectivamente,
(19) e (20) para N = 3.

Um resultado que nos parece relevante, e que foi
obtido a partir desta abordagem, é que para N = 1
todas as férmulas da entropia se transformam em uma
singularidade matematica. Isso nos leva forgosamente
a conclusao de que nao faz sentido se falar em entropia
de um sistema unidimensional que seja, a um sé tempo,
quéantico, relativistico e gravitacional na base {h, ¢, G}.

Uma critica que pode ser aduzida a esta aborda-
gem ¢ andloga aquela a qual nos referimos na segao 3
deste artigo. Além disso, hd um possivel agravante,
pois um mapeamento holografico de um espago N-
dimensional em um espago (N - 1) dimensional pode
implicar em uma constante adimensional que contenha
explicitamente a dimensionalidade N e isto pode impli-
car em alguma informagao adicional sobre singularida-
des das dimensoes do espaco. Uma investigagao deste
ponto requereria métodos matematicos mais rigorosos e
sofisticados do que aqueles até entao empregados e nao
serao considerados aqui.
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5. Comentdarios finais e conclusoes

Resultado relevante aqui nesta abordagem é que a sim-
ples associagao de quatro constantes fundamentais, a
saber, h, ¢, G e k, nos garante que o fendmeno seja,
a um s6 tempo, quantico, relativistico, gravitacional
e termodinamico. Isso permite-nos concluir que, uma
vez vélida a associagao entre os conceitos de entropia,
informacao e o principio holografico, entao essa asso-
ciagao somente é possivel numa faixa de energia estu-
penda e colossal tal como a que foi explicitada acima, ou
seja, num dominio de muitas e muitas ordens de gran-
deza acima daquele correspondente a quaisquer outros
fendmenos com os quais estamos habituados.

Outra caracteristica a nosso ver relevante do tra-
balho diz respeito a questao da dimensionalidade do
espago. Nas sec¢oes precedentes, nao foi necessario pres-
supor um espago de dimensoes extras maiores do que
trés a fim de que obtivéssemos a féormula da entropia
de Hawking. Na nossa abordagem, tudo se passa num
espaco tridimensional onde vale o principio holografico.
Nesse sentido estrito, - uma vez que as informagoes
objetivas relativas a pontos que se situam em uma su-
perficie presente num espaco tridimensional podem ser
mapeadas numa superficie holografica bidimensional -
entao o universo podera ser considerado, pelo menos
para esses propositos, como sendo bidimensional.

Como ultimo comentério neste artigo, daremos én-
fase a importancia do ensino da analise dimensional
nos curriculos de fisica. A importancia e a abrangéncia
da anélise dimensional nao se circunscrevem apenas ao
fato deste capitulo da fisica constituir-se em um bom
controle das férmulas matematicas que aparecem nas
teorias fisicas. Argumentamos que, quando em asso-
ciagao com conteudos relevantes oriundos de outros ra-
mos da fisica, a anélise dimensional pode propiciar um
formidavel atalho a célculos que seriam muito dificeis
se fossem feitos a luz de teorias mais rigorosas e com-
plexas. Tal circunstancia, asseveramos com todas as le-
tras, constitui expediente pedagdgico de nao desprezivel
relevancia, pois permite interpretar um texto de di-
vulgagao que urge ser esclarecido.

Temos a convicgao de que este trabalho pode ense-
jar discussoes proveitosas para estudantes, professores
e pesquisadores.
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