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RESUMO

Esta dissertacdo tem por objetivo verificar se um ambiente informatico permite ao
aluno reconhecer algumas propriedades de curvas, por meio de representacdes e
interpretacdes graficas de maneira dindmica, com o uso de parametros, para uma
melhor compreensao de suas equacgdes. ldentificamos que a articulacao entre os
pontos de vista cartesiano e parameétrico e as conversdes entre alguns registros
de representacao semidtica possibilitam ao aluno refletir sobre a correlacéo entre
algumas propriedades geométricas de curvas planas e suas equacgdes
cartesianas ou paramétricas. Para esta pesquisa, elaboramos uma sequéncia
didatica com base em alguns elementos de uma Engenharia Didatica e aplicamos
durante cinco sessdes a um grupo de 10 alunos da 32 série do Ensino Médio.
Verificamos que as construgdes graficas de algumas curvas planas, variando os
valores reais de parametros em suas equagodes, para o desenvolvimento de um
GIF animado, permitem ao aluno observarem os efeitos geométricos provocados
pela sua variacdo, favorecendo o entendimento da nocédo de parametro na

geometria analitica.

Palavras-Chave: geometria analitica, parametro, equacoes cartesianas ou

paramétricas, curvas planas, winplot.



ABSTRACT

This research has as objective verify if in a computer science environment allows
to the student to recognize some curves properties through representations and
graphical interpretations in dynamic way with the use of parameters for one
comprehension better of its equations. We verified that the articulating between
the points of view cartesian and parametric and the conversions among some
registers of semiotic representation it makes the student think about the
correlation that exists between some properties geometric of the plane curves and
its cartesian or parametric equations. For this research we elaborate a didactic
sequence based on some topics of the Didactic Engineering and we apply during
five sessions in a group of 10 students taking the third year of high school. We
verified that the graphic constructions of some plane curves varying the real
values of its parameters in its equations for the development of an GIF (Graphic
Information Format), they allow the students to observe the geometric effect
caused by this variation what it favors the understanding of the parameter notion in

analytical geometry.

Key-words: analytical geometry, parameter, cartesian or parametric
equations, plain curves, Winplot.
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CAPITULO I: APRESENTACAO DA PESQUISA

Neste capitulo apresentamos a introdugcado, a questdo e as hipdteses da
pesquisa em que se baseia este trabalho. Complementamos com o referencial

tedrico e a metodologia de pesquisa.

1. Introducao

Como professor de matematica do Ensino Médio ha onze anos, juntamente
com outros colegas de profissdo, constatamos que muitos alunos apresentam
dificuldades ao lidar com as diversas representacbes graficas e algébricas de
curvas planas. Outro fato notério é que, em geral, as equagdes paramétricas sao
trabalhadas no ensino médio por meio de aulas presenciais que valorizam a
memorizacao mecanica como: técnicas, regras e algoritmos, dando-se énfase a
representacao algébrica.

Como pesquisas em Educacdo Matematica podem contribuir para o ensino
e a aprendizagem da nocao de parametro e equagdes paramétricas?

Motivados por esta inquietacao e inseridos na linha de pesquisa do grupo
de Tecnologias e Meios de Expressdo em Matematica — TecMEM do Programa
de Estudo Pés-Graduados em Educacdo Matematica da Pontificia Universidade
Catdlica de Sao Paulo, no qual temos desenvolvido nosso trabalho, estamos
interessados em pesquisar sobre o uso das novas tecnologias na Educacao
Matematica, especificamente no que se refere as representacbes graficas de
pontos e curvas planas, de acordo com as suas respectivas coordenadas, e
principalmente as equacdes paramétricas com a utilizacao de um plotador grafico.

No ultimo ano do Ensino Médio, inserido no contexto da geometria
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analitica, o estudo das equacgbes paramétricas, pode torna-se interessante se
realizado com a utilizagdo de um software, que permita obter um trabalho
dindmico com gréficos de curvas.

O computador, neste caso, apresenta-se como ferramenta de grande
potencial frente aos obstaculos inerentes ao processo de aprendizagem,
privilegiando uma avaliagdo somativa, formativa e investigativa.

Deste modo, queremos verificar se um ambiente informatico permite ao
aluno reconhecer algumas propriedades de curvas, por meio de representacdes e
interpretacdes graficas de maneira dindamica, com o uso de parametros, para uma
melhor compreensao de suas equacgoes.

O publico alvo desta investigacao foram dez alunos da 32 série do Ensino
Médio de uma escola publica em Diadema, no Estado de Sao Paulo. Para que
pudéssemos submeter os alunos a esta experimentacdo, propusemos uma
seqUéncia didatica que validasse o experimento.

Na sequéncia didatica apresentamos, também, atividades que envolviam
pontos genéricos, familia de pontos, representacdo de curvas na forma
paramétrica e cartesiana e a parametrizagao da curva.

Diante do exposto, dividimos nosso trabalho como segue:

Neste capitulo |, mostramos a nossa questao de pesquisa, suas hipoteses,
os fundamentos teéricos e a metodologia.

No capitulo I, apresentamos estudos preliminares relativos ao assunto
pesquisado. Este estudo nos guiou na direcdo dos temas e dos problemas
relacionados a representacdo de curvas na forma paramétrica ou cartesiana.
Complementamos com um breve histérico da geometria analitica, das curvas

planas, das nocoes de variaveis e parametro, das representacoes paramétricas
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de curvas e algumas consideragdes epistemoldgicas.

No capitulo Ill, analisamos a Proposta Curricular para o Ensino de
Matematica de S&o Paulo no 2° grau (1992), os Pardmetros Curriculares
Nacionais do Ensino Médio (PCNEM) de 1999, os PCNEM plus de 2004 e as
Orientagcbes Curriculares para o Ensino Médio de 2006, no que diz respeito a
geometria analitica e ao uso de parametros em equacdes. Por fim, apresentamos
algumas caracteristicas importantes de um ambiente informéatico, como a
transposicao informatica.

O estudo desta evolucao conceitual, apresentada nos capitulos Il e Ill, nos
respalda-nos para a construcao da sequéncia didatica.

No capitulo IV, expomos a seqiiéncia didatica e os aspectos tedrico-
metodoldgicos, assim como as justificativas das escolhas feitas, os procedimentos
metodoldgicos utilizados e a analise a priori da seqliéncia elaborada.

No capitulo V, apresentamos a experimentacdo, que consiste na aplicacao
e na descricdo do que aconteceu na sequéncia didatica. Inclui-se aqui também a
analise a posteriori, que € a interpretacdo dos dados recolhidos durante a
experimentacdo. Confrontando os elementos previstos na analise a priori com o
que efetivamente aconteceu na aplicacao da seqiiéncia didatica, temos elementos
que poderao responder a nossa questao de pesquisa.

No capitulo VI, manifestamos as consideracdes finais com os principais
resultados da pesquisa e a analise desses resultados com base nos fundamentos
teéricos e metodolégicos considerados para o nosso trabalho. Por fim
apresentamos sugestdes para futuros estudos sobre o tema abordado, ou seja, a

nocao de parametro em geometria analitica.
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2. A questao de pesquisa

Parametrizar objetos geométricos, como curvas e superficies, € uma das
idéias mais importantes e eficazes em areas de estudo da matematica, como o
calculo, geometria diferencial e a topologia algébrica. A parametrizacao é utilizada
para descrever dispositivos mecanicos na engenharia e movimentos de corpos
em funcdo do tempo na fisica. Se, em um dado momento, o aluno deparar com
uma dessas areas, o prévio estudo dela é de extrema importdncia para a
formacao do conhecimento matematico desse aluno.

Subjacentes a estes conceitos estdo as equagbes paramétricas,
cartesianas, curvas planas e parametrizagcdo de curvas, objetos de estudo em
cursos de geometria analitica no Ensino Médio e Superior. Assim, dada esta
importancia, entendemos ser possivel desenvolver uma pesquisa sobre o uso de
parametros presentes em equagdes de curvas, utilizando como ferramenta
facilitadora um ambiente informatico. Este recurso permite a visualizacdo da
representacdo grafica de algumas curvas planas e suas propriedades.

Para investigar as reais potencialidades de um ambiente informatico no
processo didatico de ensino-aprendizagem tomamos como referéncia o artigo de
JESUS e SOARES (2005), que apresenta modos de construgdo de graficos de
curvas e suas equacoes cartesianas ou paramétricas com o uso do software
Winplot.

Segundo JESUS e SANTOS (2002), € possivel, com este programa,
trabalhar atividades que proporcionem melhor compreensdo dos conceitos
basicos da geometria analitica, assim como o desenvolvimento de atividades de

calculo, como integral, limites e derivadas.
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Diante do exposto, colocamos a questao norteadora de nosso trabalho:
“Um ambiente informatico, que possibilita a construcdo de graficos de
curvas, de maneira dindmica, articulado com a conversdo entre registros de

representacdo semiotica, favorece o entendimento da no¢do de pardmetro?”

3. Hipoteses de pesquisa

Com base nesta questao de pesquisa, formulamos as seguintes hipoteses:

a) A articulagdo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico e as
conversdes entre os registros de representacdo semidtica da linguagem Winplot,
a grafica e a simbdlico-algébrica possibilitam ao aluno refletir sobre a correlacédo
entre algumas propriedades geométricas de curvas planas e suas equacdes
cartesianas ou paramétricas.

b) Em um ambiente informatico, o uso de softwares gratuitos, por exemplo,
o Winplot e o GIF Animator, como ferramentas, facilitam a compreensao da nogéao
de parametro.

c) A construgéo grafica de algumas curvas planas, alterando-se os valores
reais dos parametros de suas equagbes, variando-os e observando os efeitos
geométricos provocados pela sua variacdo para a construcdo de um GIF
animado, também favorece ao aluno um melhor entendimento da nocao de
parametro.

d) O uso de parametros estabelece uma identificacao significativa entre os
gréficos e as equacbes de algumas curvas famosas desenvolvidas ao longo da
historia da geometria analitica.

Conforme a primeira hip6tese, para a sequéncia didatica preparamos

atividades que se iniciam com a representacao grafica de ponto, reta e parabola
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até o estudo de outras curvas planas que permitem investigar a articulagcao entre
0s pontos de vista cartesiano e paramétrico e as conversdes entre os registros de
representacdo semibtica da linguagem Winplot, a grafica e a simbdlico-algébrica.

Para a segunda hipétese, elaboramos atividades que englobam desde a
familia de pontos a um paréametro até os graficos de algumas curvas planas
parametrizadas.

A terceira hipétese cabem as construgdes graficas de algumas curvas
planas com a variagao dos valores reais de pardmetros em suas equacoes para o
desenvolvimento de um GIF' animado.

Por fim, para a quarta hipétese, sugere-se o0 acesso a algumas curvas
historicamente famosas, evidenciando as dificuldades encontradas pelos
matematicos, desde os diversos célculos para se estabelecer uma equacao que
represente a curva até a sua construcao grafica com papel, lapis e instrumentos
de medida.

Atualmente, a partir destas equacodes € possivel descobrir com facilidade
os diversos graficos destas curvas utilizando-se de uma ferramenta facilitadora

como o Winplot.

4. Referenciais teoricos

Para o desenvolvimento desta pesquisa, consideramos como
fundamentacdo alguns elementos teodricos sobre os registros de representagéo
semibtica de DUVAL (2003), a nocdo de mudanca de quadros de DOUADY
(1986), os problemas de articulagdo entre pontos de vista cartesiano e

paramétrico de DIAS (1998) e a nogado da transposicao informatica de

' GIF: Graphic Information Format. Arquivos no formato GIF sdo "imagens de apresentagdo" como:
graficos, figuras ou imagens de texto. GlIFs simulam movimento usando uma série de imagens individuais.
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BALACHEFF (1994).

A teoria de Raymond Duval tem auxiliado nas andlises de atividades
matematicas, em termos de registros de representacdo. Os seus trabalhos tém
servido de base para varias pesquisas referentes a aquisicdo do conhecimento
matematico e a organizacdo de situagcbes de aprendizagens desses
conhecimentos. (MACHADO 2003, p. 8). O conhecimento matematico se
estabelece pela representacdo de seus objetos e é neste ponto que se da a
contribuicdo de Raymond Duval.

Na aprendizagem da matematica verificamos a dificuldade de nossos
alunos para compreender a diferenca entre 0 objeto matematico e a sua
representacdo. E muito importante para a aquisicdo do conhecimento matematico
que esta distincdo seja estabelecida e, neste sentido, a teoria das
Representagdes Semibticas auxilia de maneira decisiva, em particular, no que se
refere as diversas representacdes de pontos, retas e curvas no plano.

A nogao de mudanga de quadros foi introduzida na Didatica da Matematica
por Régine Douady como um dos instrumentos importantes de analise dos
fendmenos de ensino-aprendizagem da Matematica (ALMOULOUD 2000, p.26).
Utilizamos esta nocao para a construgéo e instrumento de andlise da seqiéncia
didatica proposta neste trabalho.

DIAS (1998), também contribuiu para a elaboracao de situacdes-problema
em nossa sequéncia didatica, quando destaca a flexibilidade entre as formas de
conhecimento e os registros de representacdo semibtica por meio da articulagéo
de diferentes quadros, registros e pontos de vista que podem ser associados aos

conceitos que compdem a geometria analitica.
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4.1 Registros de Representacao Semiotica

DUVAL (2003), descreve a teoria dos registros de representacdes
semibticas, enfatizando a importancia da diversidade de registros e a articulacéo
entre eles nas atividades matematicas.

Segundo DUVAL (2003, p. 13-14), a diferenca entre a atividade cognitiva
requerida pela matematica e aquela requerida em outros dominios do
conhecimento ndo deve ser procurada nos conceitos e, sim, na importancia
primordial das representagdes semioticas e na grande variedade de utilizagdo das
mesmas.

Ainda de acordo com DUVAL (2003, p.13), sobre a importancia primordial

[

das representacbes semidticas: “é suficiente observar a histéria do
desenvolvimento da matematica para ver que o desenvolvimento das
representacées semidticas foi uma condicdo essencial para a evolugdo do
pensamento matematico”.

Neste sentido, verificamos a importancia das representacdes semioticas no
desenvolvimento do estudo de curvas na geometria analitica.

Sobre a grande variedade de representacbes semidticas utilizadas em

matematica, DUVAL (2003, p.14) afirma:

[...] além dos sistemas de numeracao, existem as figuras geométricas,
as escritas algébricas e formais, as representacdes graficas e a
linguagem natural, mesmo se ela é utilizada de outra maneira que nao
a da linguagem corrente. Para designar os diferentes tipos de
representacdes semidticas utilizadas em matematica, falaremos,
parodiando Descartes, de “registro” de representacgao.

De acordo com esta teoria, utilizamos uma variedade de representacdes
designadas por registro de representacao semioética, tais como:
No registro simbdlico temos:

- A representacao simbdlico-algébrica.
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Por exemplo, a equacdo cartesiana: y®=ay - bxy +cx—dx®.

x=((a+ b)cos(t) — ccos((a/ b) +1)t)

A O Atri :
s equagdes paramétricas {y _ ((a+ b)sen(t) — csen((a/ b) + )f)

- A representagao simbdlico-tabular.

Por exemplo, uma tabela com valores inteiros das varidveis x, y e t:

x |Y
-71-9
-4 | -6

g OIN= O™

TAB. 1: Representacdo simbdlico-tabular

Para o registro linguagem natural temos:

- A representacao linguagem natural.

Por exemplo, considere as coordenadas dos seguintes pontos A=(1;2),
B=(2;3), C=(2;1), D=(-3;0) , E=(-4;-3). Sabe-se que 3 deles estdo alinhados.
Represente os pontos no plano cartesiano e justifique quais sdo estes 3 pontos
que estéo alinhados.

- A representacao linguagem Winplot.

Por exemplo, escrever a equagdo, y® =ay —bxy +cx—dx?, na linguagem

do software Winplot : Menu “Equacao” “Implicita” e digitar y*2=ay-bxy+cx-dx"2.

No registro figural geométrico temos:

- A representacao figural.

Um exemplo, a parabola de Apolénio representada na FIG. 1:
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FIG.1:Parabola de Apolbénio (BOYER 1996, p.105)

Para o registro grafico temos:

- A representacao grafica.

Um exemplo, a conica de Descartes como elipse representada na FIG. 2.

Segundo DUVAL (2003, p.14), “a originalidade da atividade matematica

esta na mobilizagdo simultdnea de ao menos dois registros de representacdao ao

mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo o momento de registro de

representacao”.

FIG. 2: conica de Descartes como elipse

Ainda sobre os tipos de representacdes semioticas, DUVAL (2003, p.15-16)

comenta que:

Existe uma diferenga-chave para analisar a atividade matematica numa
perspectiva de aprendizagem (e de ensino) e hdo em uma perspectiva
de pesquisa matematica por matematicos. Existem dois tipos de
transformagbes de representagbes semiodticas que sdo radicalmente
diferentes: os tratamentos e as conversoes.

- Os Tratamentos sdo transformagdes de representacdes dentro do
mesmo registro: por exemplo, efetuar um calculo ficando estritamente
no mesmo sistema de escrita ou de representacdo dos numeros;
resolver uma equacdo ou um sistema de equagdes; completar uma
figura segundo critérios de conexidade e de simetria.

- As Conversbes séo transformagées de representagbes que consistem
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em mudar de registro conservando os mesmos objetos denotados: por
exemplo, passar da escrita algébrica de uma equagdo a sua
representacao gréfica.

Para a construcdo da sequiéncia didatica, procuramos analisar os dois
tipos de transformacdes, com principal énfase na conversao entre registros.

Sobre a importancia da converséo entre registros sob a ética matematica,
DUVAL (2003, p. 16) comenta que “[...] do ponto de vista cognitivo, é a atividade
de conversao que, ao contrario, aparece como a atividade de mecanismos
subjacentes a compreensao”.

Neste sentido, a nossa pesquisa estd focada para a conversdo entre
registros, observando a compreensao do ponto de vista cognitivo por parte dos
alunos no que se refere aos objetos matematicos em estudo.

DUVAL considera que € absolutamente necessario levar em conta o ponto
de vista cognitivo nas andlises das aprendizagens e nos processos de
compreensao. Para tanto, sdo apresentadas razées que nao se situam apenas no
plano das observagdes, mas que se baseiam em uma analise tedrica.

Segundo este autor:

O ato da converséo seria uma das formas mais simples de tratamento,
pois bastaria aplicar regras de correspondéncia para “traduzir”. Assim,
passar de uma equacgado a sua representagao grafica constituiria uma
codificagcdo em que seria suficiente aplicar a regra segundo a qual um
ponto estd associado a um par de numeros sobre um plano
quadriculado por dois eixos graduados. [...JUma tal visdo é superficial e
enganadora ndo somente nos fatos concernentes as aprendizagens
(Duval 1988), mas igualmente de um ponto de vista teorico, pois a
regra de codificacdo permite somente uma leitura pontual das
representacoes graficas. Essa regra ndo permite uma apreensao global
e qualitativa. Ora, é essa apreensao global e qualitativa que é
necessaria para extrapolar, interpolar, ou para utilizar os graficos para
fins de controle, ou de exploracdo, relacionados aos tratamentos
algébricos. (Id., 2003, p. 17)

Para a sequiéncia de ensino, proporemos atividades, como sugere o autor,
que visam a uma apreensao global e qualitativa sobre as representacdes graficas

de pontos e curvas planas relacionadas a suas equacoes.
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A conversdo entre os graficos de pontos e curvas e as equagdes supde
que se consigam levar em conta, de um lado, as variaveis visuais préprias dos
gréficos, como inclinagdo, intersec¢cdo com o0s eixos, translagéo, entre outras; e,
de outro, os valores reais de parametros das equagdes, como o0s coeficientes
positivos ou negativos, maiores ou iguais a 1 etc.

Segundo as concepcbes de DUVAL, o quadro abaixo representa o
esquema de organizacdo semiodtica e de funcionamento das representacdes

gréficas.

REGISTRO GRAFICO Figura- fundar campo quadriculado
Correspondéncia entre (materialmente ou virtualmente) ’
pontos marcados pelo determinada por uma orientagao

campo quadriculado e par | bidimensional e pela escolha de uma ‘
de nimeros. | unidade de grqdmcao

e

A m(,AuzA{;AO DE POSIGOES A. CALCULO para encontrar a

Correspondente aos valores numéricos  equagio a partir de valores
obtidos a partir de uma equagéo. numericos. X
I —t——
Figura:forma Escrita simbdlica

de uma relagao, I

tragado(s) curvo(s). ‘

B. APREENSAQ GLOBAL dos valores

visuais oposicionais e de valores REGISTRO SIMBOLICO
escalares correspondentes na escrita

simbdlica.

QUADRO 1: (DUVAL 2003, p.18)

De acordo com o quadro acima, como exemplo apresentamos uma das
atividades propostas na sequéncia didatica. Primeiramente uma conversdo do
registro grafico para o simbdlico.

Representamos uma correspondéncia entre os pontos A, B, C, D e E
marcados no campo quadriculado do plano cartesiano e pelos pares de numeros
como coordenadas dos respectivos pontos ( “REGISTRO GRAFICO”), em
seguida realizamos o tracado de uma reta, conforme FIG. 3, como um registro de

partida.
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A partir de calculos (“A: CALCULO”), encontramos uma equacgdo
cartesiana da reta (TAB. 2) por meio dos valores numéricos das coordenadas de
pelo menos dois de seus pontos, obtendo no registro de chegada uma
representacdo da reta como a escrita simbdlica y=x+2 no “REGISTRO
SIMBOLICO” , ou seja, realizamos uma conversdo entre 0s registros de

representacao semibtica do grafico para o simbdlico.

| -P( interpretagio golbal.wp2 -
A': CALCULO
f(0)=2
f(1)=3

inventario para semn... f(X)=X+2

Arquivo  Editar  Ajuda

o A=(3D)

1B=¢20
C=(-11)

| e REGISTRO

SIMBOLICO
y=X+2

D=(0.2)
E=(L3)

TAB. 2: Registro simbdlico

FIG. 3 - Figura-fundo: campo quadriculado e grafico da reta

Agora vamos realizar uma conversao do registro simbdlico para o gréfico.

Representamos a equacdo y=x+2 (‘REGISTRO SIMBOLICO”), uma
escrita simbdlica de alguma relagdo como um registro de partida.

Realizamos um tratamento no registro simbdlico representado pela tabela
(TAB. 3).

E por meio da (“A : LOCALIZACAO DE POSICOES”) correspondéncia
entre os valores numéricos dados a partir da equagcao y=x+2 , obtemos no
registro de chegada a representacdo grafica da reta (‘REGISTRO GRAFICO"),
conforme FIG. 4, ou seja, realizamos uma conversao entre os registros de

representacao semiotica do simbdlico para o gréfico.
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-F( interpretagio golbal.wp2

X f(_x) =X+ 2 y Arquivo Equaciio Mer Bins Um Dois Apim
Mizc
‘1 f(—l) = —1 + 2 1 inventario para interp... I
0 0)=0+2 2
(0 | .
— &y =11
1 f(l) =1+2 3 (xy) = (0.2)
(=y)=(L.3)
2 | f(2)=2+42 4 (xy) = (2.4)
TAB.3 -representagdo simbdlico-tabular

FIG.4 -Figura-fundo.campo quadriculado e gréfico da reta

Obtemos segundo DUVAL, uma apreensdo global dos valores visuais
posicionais (grafico da reta) e dos valores dos parametros correspondentes a

equacdo y =x+2, neste caso da equacédo reduzida y=ax+b temos a=1eb=2.

(“B: APREENSAO GLOBAL”)

Esta apreensdo global seria uma coordenacdo de ambas as conversdes
entre os registros grafico e simbdlico.

Segundo o autor, “as ligagdes A e A" permitem somente uma leitura
pontual dos graficos. Somente a coordenacao B permite uma apreensao global
qualitativa”. (p. 18)

Nesse momento, o autor se questiona:

Mas serd que somente essa coordenacao permite reconhecer a forma
de uma equacao (ou de inequacao), olhando a forma e a posigao de
retas e curvas (em um grafico ndo-quadriculado)? Ora, para a maioria
dos alunos, essa coordenacgdo nao € jamais efetuada, mesmo ao fim do
ensino médio (18 anos). (p. 18)

Este questionamento é pertinente ao nosso projeto de pesquisa, que trata
do estudo dos conhecimentos do aluno, relacionado a geometria analitica, como a
representacdo de pontos e curvas, no plano, por coordenadas e equacdes na
forma cartesiana ou paramétrica.

Um estudo importante sobre a discriminacdo de variaveis visuais
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pertinentes (do grafico) e sobre a percepgcdo das variagbes correspondentes na
escrita € apresentado por DUVAL (1988, p. 235-253). Onde o autor evidencia as
dificuldades existentes por alunos do Ensino Médio, quando se trata de
conversdes entre os registros grafico e algébrico e vice-versa.

Este autor considera que a razdo das dificuldades identificadas por
diferentes pesquisas quanto as tarefas de leitura e interpretagcao de
representacées graficas esta no desconhecimento, pelo aluno, da
correspondéncia semiotica entre o registro das representacdes graficas e da
escrita algébrica. Por exemplo, a passagem de uma equacgao a sua representacao
grafica com construcdo ponto por ponto, freqlientemente favorecida no ensino,
nao somente é inadequada, mas constitui um obstaculo. Desta forma, o autor
propde uma descricdo sistematica das variaveis visuais levando em conta o
procedimento de interpretagao global. (DUVAL 1988, p. 235)

DUVAL (1988, p.236) apresenta trés tratamentos heterogéneos das
representacées graficas, explicita as variaveis visuais pertinentes que
correspondem as caracteristicas significativas de uma escrita algébrica e ilustra a
pertinéncia de sua analise, mostrando alguns resultados de uma pesquisa por ele
elaborada.

Os trés tratamentos das representacdes graficas sao:

1) O procedimento por pontos;

2) O procedimento de extensao de um tracado efetuado;

3) O procedimento de interpretacao global das propriedades figurais.

Em relacdo aos dois primeiros procedimentos, MORETTI (2003, p. 151)

comenta:

O procedimento 1 é o que mais aparece nos livros didaticos: pontos
obtidos por substituicdo na expressao da fung¢édo sao localizados em um
sistema de eixos graduados para que em seguida, “[ ] 2", a curva
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possa ser tragada por meio da juncdo desses pontos. Nesse modo, ndo
ha ligagcdo entre o grafico e a expressdo algébrica da funcéo
correspondente. Diversos problemas podem surgir dessa forma de
proceder, pelo fato de que se ha congruéncia seméantica entre um par
ordenado e a sua representacdo cartesiana, o0 mesmo ndo se pode
dizer de um conjunto de pontos no plano cartesiano e uma regra
matematica a ele equivalente.

No procedimento 3, contrariamente ao primeiro, o conjunto tracado e eixo
formam uma imagem que representa um objeto descrito por uma equacéo
algébrica. Para MORETTI (2003, p. 151), “[...] este modo permite que se
identifiguem as modificacées possiveis conjuntamente na imagem e na expressao
algébrica”.

Sobre o procedimento 3, DUVAL (1988, p. 237) afirma que:

[...] com esse procedimento, ndo estamos mais na presenca da
associagdo “um ponto — um par de ndmeros”, mas da associa¢ao
“variavel visual da representacdo — unidade significativa da escrita
algébrica”. (traducao livre)

Em uma anélise das variaveis visuais realizada, este autor afirma:

O custo muito desigual das passagens entre escrita simbdlica e
representacdo grafica aparece aqui precisamente. Para ir da escrita
simbdlica a representagdo grafica, é suficiente uma dnica aplicagéo
ponto a ponto: dao-se valores particulares a x, sem ter a preocupacao
das suas propriedades, por encontrar pares de ndmeros, ou seja,
pontos. Mas, para ir da representagéo grafica a escrita algébrica, aqui
nao deixa de ser possivel: & necessario identificar cada um dos valores
das varidveis visuais e integrar o todo. Em outros termos, a passagem
da representacdo grafica a escrita algébrica aumenta de uma
interpretacdo global. Ao contrario da aplicagdo ponto a ponto, ou
mesmo o0 da extensdo representativa, a aplicagdo de interpretacdo
exige que centre a atengdo num conjunto de propriedades e nao sobre
os valores especificos tomados um a um. (DUVAL 1988, p. 241,
traducao livre)

Neste trabalho aproveitamos essa conclusdo do autor para a elaboragao
de atividades que, ao contrario de ponto a ponto, exigira atengdo para um
conjunto de propriedades geométricas.

Conforme este autor, uma analise ndo se limita, evidentemente, ao caso,

por exemplo, da reta de equacdo reduzida y = ax+b. Isto sugere, para a
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seqUéncia de ensino, uma analise da conversao entre os registros graficos e
simbdlicos e vice-versa, também de algumas curvas planas que permitem uma

apreensao global qualitativa.

DUVAL (2003, p. 25) apresenta a utilizacdo da conversdo como um

instrumento de andlise, de acordo com as seguintes condi¢des:

edar-se a representacdo a mais elementar possivel, R1, de um
objeto em um registro de saida A e sua representagdo convertida
Ft"1 em um registro de chegada B;

* proceder a todas as variagdes possiveis de R, R que conservem

nas diferentes representagdes um valor de representagao de alguma
coisa no registro de saida A, e observar as variagées concomitantes

de R, no registro de chegada B. [...] As representagées R, R, do
registro A se separam, entdo, em duas classes: aquelas para as
quais existe somente uma representacdo concomitante R‘, no

registro de chegada B e aquelas que tém cada uma representacao
concomitante diferente no registro de chegada.

Segundo este autor, com este método é possivel discriminar, entre todas
as varidveis estruturais® possiveis das representacdes de um dado registro,
aquelas que sao cognitivamente importantes.

Este método é sistematicamente utilizado em trabalhos, desenvolvidos por
este autor, sobre a complexidade cognitiva da articulacdo entre graficos e
equacoes, como apresentado no QUADRO 1.

Os critérios para categorizar os dados coletados e organiza-los em
resultados interpretaveis, limitam-se as situagdes de investigacdo e “a todos os
testes organizados em funcdo de uma variacao sistematica de representacoes

nas tarefas de conversao”. (DUVAL 2003, p. 27)

% As variaveis estruturais sdo as variagbes internas a um registro que transformam uma representagdo a
condicdo que se tenha ainda uma representacdo identificavel como uma representacdo do mesmo registro.
(ALMOULOUD 2000, p.42)
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Sobre a organizacdo e categorizacdo das respostas coletadas, segundo
DUVAL (2003, p. 27), deve-se ocorrer uma divisdo para cada item, sendo esta
“...] entre as respostas corretas ou aceitaveis de um ponto de vista matematico,
que se tenha levado em conta ou ndo em consideracfes as exigéncias de
justificagdo matematica, e aquelas que nao o sao”.

Conforme este autor, utilizaremos a conversao entre registros semiéticos
como um instrumento de analise para a construcao da seqiéncia didatica e coleta

dos dados.

4.2 A mudanca de quadros

Analisando o funcionamento dos matematicos DOUADY (1986 apud
ALMOULOUD, 2000), evidenciou o papel das mudancas de quadros no
desenvolvimento das questdes matematicas. A nogdo de mudanca de quadros
tem como objetivo evidenciar que uma das caracteristicas importantes da
matematica é a capacidade de mudar de ponto de vista, de traduzir um problema
de um quadro para outro, com a finalidade especifica de acessar outras

ferramentas de resolucdo, além daquelas inicialmente encaminhadas. (p. 28).

DOUADY (1986 apud ALMOULOUD, 2000) traca a seguinte definicao para

quadro:

Um quadro é constituido de ferramentas de uma parte da matematica
de relagbes entre o0s objetos, suas formulagbes eventualmente
diferentes e de imagens mentais associadas a essas ferramentas e
relacbes. Dois quadros podem ter os mesmos objetos e serem
diferentes por causa das imagens mentais e da problematica
desenvolvida. (p. 28)

Para a seqUéncia didatica, estamos interessados em desenvolver

atividades que articulem a mudancga dos seguintes quadros: algébrico, numérico,
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funcbes e geométrico. No geométrico estamos interessados especificamente em

um dos seus subquadros: o0 da geometria analitica®.

No quadro algébrico, interessam-nos os estudos das relacdes entre formas
escritas, como as equacgdes cartesianas ou paramétricas e resolucdo de

equacoes, como do 1° e 2° graus.

No quadro numeérico, ha o célculo sobre coordenadas no plano (geometria

analitica) e em equacoes (algébrico).
No quadro de fungdes, ha o estudo de fun¢des do 1° e 22 graus.

No quadro da geometria analitica, expde-se a representacdo grafica de
ponto, reta, parabola e outras curvas planas e estudo de algumas propriedades

geomeétricas de curvas.

Neste quadro temos como objetivo evidenciar a articulacao entre os pontos
de vista paramétrico ou cartesiano e as conversdes entre os registros simbdlico e

gréafico na representagao de curvas planas.

4.3 Flexibilidade entre Pontos de Vista

Em sua tese, DIAS (1998 apud DORIER, 1998) interessou-se pela questao
da flexibilidade cognitiva. Observa que na didatica da matematica, a flexibilidade
entre as formas de conhecimento e de representacdo semibtica tendem a ser
reconhecidas como um componente essencial da conceitualizacdo e eficacia do

funcionamento matematico. Para isso, faz uma revisao critica e compara o0s

3 Segundo ALMOULOUD(2000, p.63), a geometria analitica & um subquadro da geometria.
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detalhes de diversos trabalhos franceses e anglo-saxdes, onde a flexibilidade

ocupa um lugar mais ou menos importante.

DIAS (1998 apud DORIER, 1998) interessou-se também pelos problemas
de articulagdo entre diferentes sistemas de representacdo simbdlica em Algebra
Linear, abordados no quadro de estudos globais da flexibilidade entre dois pontos

de vista, cartesiano e paramétrico.

No inicio de suas pesquisas (1993 a 1995), a autora tinha distinguido em

Algebra Linear:

- Dois quadros: algébrico e geométrico; alegando que as primeiras nocoes
sdo introduzidas em geral no quadro algébrico em R", mas que o ensino

favorece um jogo com o quadro geométrico de duas ou trés dimensdes.

A autora, apés um estudo mais intenso nos seus ultimos trabalhos
considera agora cinco tipos de quadros: os da algebra linear, da geometria afim
euclidiana, dos sistemas lineares, das matrizes e dos determinantes. E quatro
registros de representacdo semidtica: a representacao simbdlica intrinseca, a
representagdo por coordenadas, a representagdo por equagdoes e a
representacdo por matrizes. A autora contempla também dois pontos de vista: o

cartesiano e o paramétrico.

Em nossa pesquisa, o trabalho de DIAS (1998) contribui para a elaboracao
e analise da seqUéncia didatica em alguns problemas de articulacao entre
diferentes sistemas de representacdo como o simbdlico e grafico em geometria
analitica, abordados no quadro da flexibilidade entre os pontos de vista cartesiano

e paramétrico.
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Apresentamos, a seguir (QUADRO 2), um exemplo da converséo entre 0s
registros semioticos da representacédo simbdlico-algébrica para a grafica em dois

pontos de vista.

O segmento de uma reta localizado entre os pontos A=(2;-3) e B=(5;2).

No ponto de vista paramétrico a partir de calculos desenvolvemos a escrita
algébrica das equacgdes paramétricas (registro de partida) e no registro gréafico

representamos o segmento (registro de chegada).

Sejam A=(X1 Y ) e B=(X2;y2) I5 ponto de vista paramétrico....

Arguivo Equacde Wer Btns Um Dois  Anim

t um parametro
{x= X, +(X, — X,).t N {x=2+(5—2).t
Y=y, +(V.—y)t y=-3+(2+3).t

%{x:2+3t _){f(t) =2+3t . com 0<t<1
y =-3+5t g(t)=-3+5t

Equagbes paramétricas da reta

Registro simbdlico

Registro gréfico

Quadro das funcoes

Quadro da geoemetria analitica

Ponto de vista paramétrico

QUADRO 2: Ponto de vista paramétrico

Agora vamos encontrar a equagao por outro ponto de vista (QUADRO 3).

No ponto de vista cartesiano a partir de calculos encontramos a equacao
cartesiana (registro de partida) e no registro grafico representamos novamente o

segmento (registro de chegada).

38



Sejam A= (x;;y,) € B=(X,:,) 5] ponto de vista cartesianow... | = =l es
y = ax+ b, a equacgéo reduzida da reta Arquivo  Equagio Ver Bins Um Dos Anim
Portanto:

y,=ax,+b—-3=a2+b— b=-3-23(/)
y,=ax,+b—>2=a5+b— b=2-5a(ll)
Substituindo-se (I) em (ll), temos:

b=2—5.(§j%b=2—§—>b=_ﬁ
3 3 3
Logo:
Y=§X—E, com2<x<5

3 3

Registro simbolico
Registro grafico

Quadro das fungdes

Quadro da geometria analitica
Ponto de vista cartesiano

QUADRO 3: Ponto de vista cartesiano
Pretende-se observar aqui que, para o aluno, um mesmo problema pode

ser facil de um ponto de vista e dificil de outro.

5. Metodologia de Pesquisa

Como metodologia de pesquisa, utilizamos alguns elementos de uma
Engenharia Didatica segundo ARTIGUE (1996). Foi elaborada e aplicada uma
seqUéncia didatica e posterior andlise dos dados coletados. Com estes
resultados, foi realizada a validacdo e conclusdo da pesquisa, bem como os
caminhos que elas sugerem para o ensino e aprendizagem de Geometria

Analitica e a nocao de parametro.

Segundo ARTIGUE (1996):

A engenharia didatica, vista como metodologia de investigagéao,
caracteriza-se antes de mais por um esquema experimental baseado
em "realizacbes didatica" na sala de aula, isto &, na oonoepgéo", na

* Sobre a concepcdo entendemos como construgao.
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realizacdo, na observacdo e na analise de seqUéncias de ensino.
(p.196)

A nocao de Engenharia Didatica que inclui uma parte experimental é
empregada nas pesquisas da Didatica da Matematica, desde o inicio da década
de 1980. O objetivo € usar este termo para elaborar uma forma de trabalho
didatico comparavel ao trabalho de um engenheiro que, para realizar um projeto
preciso, apdia-se nos conhecimentos cientificos do seu dominio, aceita submeter-
se a um controle de tipo cientifico, mas, ao mesmo tempo, encontra-se obrigado a
trabalhar sobre os objetos muito mais complexos que 0s objetos depurados da
ciéncia e, consequentemente, deve tratar de uma maneira pratica, com todos os
meios dos quais dispde, dos problemas que a ciéncia ndo quer ou ndo pode levar

em conta.

Distinguimos quatro fases no processo da Metodologia da Engenharia

Didatica:

As analises prévias ou preliminares;
A construcao e andlise a priori;

>
>
> A experimentagéo;

» A analise a posteriori e validagao.

Estudaremos cada uma das quatro fases nos diferentes capitulos a seguir.
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CAPITULO lI: ESTUDOS SOBRE O OBJETO MATEMATICO

Neste capitulo, trataremos dos estudos realizados, da revisédo bibliogréafica
e do objeto matematico, para tentar identificar quais sdo os fen6menos didaticos
relacionados a nogdo de parametro e qual a sua importancia neste contexto.
Estes estudos preliminares vao nos auxiliar na construcdo e analise a priori da
seqUéncia didatica.
Em pesquisas com o apoio da Engenharia Didatica, segundo ARTIGUE
(1996), a fase dos estudos preliminares ocorre em um quadro didatico tedrico
geral e em conhecimentos didaticos adquiridos no dominio que estd sendo
estudado, com base em um determinado numero de analises preliminares, a
serem considerados tendo em conta 0s objetivos especificos da pesquisa:
e Analise epistemoldgica dos conteudos visados pelo ensino;
e Andlise do ensino usual e seus efeitos;
e Analise das concepcoes dos estudantes, das dificuldades e dos
obstaculos que caracterizam seu desenvolvimento;
e Analise do campo das limitagbes em que se situa a realizacédo

didatica efetiva.

1. Revisao Bibliografica e Estudo sobre o Objeto Matematico

Algumas pesquisas apontaram para uma falta de entendimento da nogéo
de parametro em geometria analitica e nos direcionaram na busca de ferramentas
que possam facilitar uma compreensdo significativa deste tema no ensino —

aprendizagem.
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Estes trabalhos foram obtidos ap6s pesquisas no banco da CAPES, no
LUMEM (sistema de busca das bibliotecas da PUC de Sao Paulo), no DEDALUS
(sistema de busca da biblioteca da USP), no portal de bibliotecas da UNESP e no
SBU (sistema de bibliotecas da UNICAMP). A escolha deste tema se deu porque
estes estudos tratam das dificuldades no ensino-aprendizagem da geometria
analitica com o uso de parametros.

A sequir, apresentamos um breve estudo das pesquisas correlatas que
justificam a nossa problematica.

SIDERICOUDES (1998), sobre topicos da Geometria Analitica, em especial

a Geometria das Coordenadas, afirma que:

A abordagem desse conteudo numa aula tradicional, tedrica, tendo
como recurso giz e quadro-negro normalmente é desenvolvida
apresentando num primeiro momento 0s conceitos referentes ao
assunto programado para determinada classe. Apds as apresentagoes
desses conceitos, solicita-se a resolucao de exercicios extraidos de um
livro didéatico, ou talvez, criados no momento. Essa € a pratica habitual
na abordagem tradicional. O aluno espera o professor conduzi-lo
durante as aulas, determinando o qué e como realizar qualquer tarefa
proposta. O processo de formalizacdo dos conceitos matematicos
antecipa-se ao processo de exploragdo, de construgdo do
conhecimento. (p. 4)

No estudo da geometria das coordenadas, como os graficos de curvas no

R*, pretende-se propor uma abordagem diferente da tradicional, como descrita

por SIDERICOUDES.

MORETTI (2003), em um dos seus artigos sobre a translagcdo como
recurso no esboco de curvas por meio da interpretacdo global de propriedades

figurais, comenta que:

Apesar da importancia que é dada, o esboco ainda é tratado quase que
exclusivamente por meio da juncdo de pontos localizados no plano
cartesiano, pontos estes obtidos por intermédio de substituicbes na
expressdo matematica correspondente. Para uma nova equacao,
mesmo pertencendo a mesma familia de curvas, todo esse mesmo
processo de ponto por ponto deve ser repetido sem que, na maioria das
vezes, qualquer relagdo seja estabelecida com alguma outra curva.
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Esse modo de proceder, esbocar individualmente cada curva,
impossibilita que se perceba que modificagbes na equagdo sao
responsaveis por modificagdes no gréafico e vice-versa. (p. 149-150).

Ainda segundo MORETTI (2003, p.150), “...] essa percepcao pode se
tornar possivel desde que se leve em conta, sempre que possivel, a familia a qual
a curva pertence”.

Entendemos que, se os alunos iniciassem um estudo a partir de uma
familia de pontos de uma determinada curva no plano, como por exemplo,
(x;y)=(a;a®), ou uma familia de curvas, como por exemplo y= ax+b, onde ae b
sao parametros, evidenciariam com mais facilidade a familia a qual os pontos ou
a curva pertencem. Neste sentido, seguimos nossa pesquisa no que se refere ao
estudo de parametros e 0 seu uso em equagoes.

Em uma outra pesquisa, BIANCHINI e ALMOULOUD (1995, p.220)
apresentam uma analise dos erros mais freqlentes na resolucdo de sistemas
lineares e, em uma questdo especifica, afirmam que: 7[..] pretendia-se
diagnosticar os conhecimentos de cada um sobre a teoria de sistemas lineares.
Mais precisamente, gostariamos de comprovar a hipétese de J. L. Dorier a
respeito da confusdo que o aluno faz entre incégnita e parametro”.

Diante desta hipbtese, os resultados apresentados por BIANCHINI e
ALMOULOUD (1995, p.221) evidenciam que os alunos confundem parametro
com incognita, pois o indice de acerto foi de apenas 3%.

Os autores chegam a seguinte concluséo:

Realmente existe para o aluno a confusdo do que € o pardmetro e do
que é a incognita, parece que o que fica claro para ele € que se deve
achar uma resposta para o problema e nao é feita uma reflexdo sobre
quem deve ficar em funcdo de quem. Alguns isolaram x, outros y e
outros a. (p. 222)

Levando-se em conta que equacdes cartesianas sdo mais estudadas do

que equacbes paramétricas, tanto no ensino fundamental, quanto no ensino
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médio, torna-se visivel a confusdo que fazem, os alunos, quando estudam
sistemas de equagbes lineares com parametros. Esta dificuldade pode ser
compreendida pelos pontos de vista paramétrico e cartesiano e nos faz refletir e
seguir na busca de outros trabalhos que evidenciam dificuldades conceituais com

a nocao de parametro na geometria analitica.

DI PINTO (2000) apresenta uma analise de produgbes cientificas sobre
ensino e aprendizagem da Geometria Analitica, objetivando fornecer o estado em
gue se encontram as pesquisas preocupadas com este tema, feitas por brasileiros
na década de 90. Com intuito de mostrar as contribuicées deixadas pelos autores,
DI PINTO apresenta algumas conclusbes das obras estudadas. Vamos
apresentar uma destas obras que consideramos importante para a nossa
pesquisa, pois se trata do uso de parametros em equacoes.

Este autor analisou o trabalho de Ivete Mendes Freitas, apresentando
inicialmente: titulo, tipo de obra, objetivo da pesquisa, metodologia, referencial

tedrico, sendo:

Titulo: Resolugdo de Sistemas Lineares Parametrizados e seu
significado para o aluno.

Tipo de obra: Dissertacdo de mestrado defendida no Programa de
Estudos P6s-graduados em Educacao Matematica da PUC SP, 1999.
Objetivo da pesquisa: Investigar a interpretacao que alunos do 2° grau
dao as solugdes de um sistema de equacdes lineares parametrizado.
Metodologia: A pesquisa foi do tipo diagnostico, com uma parte
empirica. Nos estudos preliminares, houve uma analise do assunto em
livros didaticos e uma reflexdo sobre o desenvolvimento histérico do
assunto.

Referencial tedrico: Para justificar a escolha de seu tema, a autora se
apoiou na teoria dos Registros de representacdo semibtica de
Raymond Duval. (FREITAS, 1999 apud DI PINTO, 2000, p. 14, grifo do
autor)

Em seguida, apresenta conclusdes desta pesquisa:

Sobre o desenvolvimento do estudo de sistemas lineares nos livros
didaticos analisados, a autora constatou a inexisténcia do quadro
geométrico com consequente énfase no quadro algébrico. Constatou
também a pouca importancia dada ao termo e exploracao de parédmetro
nos livros examinados. Essa pouca ou nenhuma importancia dedicada
ao estudo da nocdo de parametro em matematica reflete no
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desempenho dos alunos, quando enfrentam um sistema linear
parametrizado. (FREITAS, 1999 apud DI PINTO, 2000, p. 16)

Aqui estamos diante de um fato interessante que € a constatacao da falta
de estudos no que diz respeito a nocao de parametros e o seu uso em equacoes,
seja na forma paramétrica ou cartesiana.

DI PINTO apresenta também as sugestées da autora, (FREITAS, 1999
apud DI PINTO, 2000, p. 16), comentando: “[...] sugere que os professores
trabalhem com a variacdo dos valores dos parametros, a fim de favorecer a
compreensao e a atribuicao de significado aos sistemas lineares parametrizados”.

E, finalmente, sobre o mesmo tema, FREITAS (1999 apud DI PINTO, 2000,
p. 17) comenta: “a autora termina conjecturando se a utilizacdo do software
Winplot poderia facilitar o estudo de sistemas lineares parametrizados”.

Entendemos que a utilizagdo do software Winplot pode facilitar a
interpretacdo da solucdo de um sistema linear parametrizado, como possivel
(determinado ou indeterminado) ou impossivel, bastando, para isso, analisar o
comportamento grafico das retas imediatamente apds a realizacdo de variagoes
nos valores dos parametros de suas equacoes.

Analisando uma ferramenta para a representacao grafica de fungdes reais
e curvas no plano, GRAVINA (1998) apresenta argumentos que favorecem o uso
de um plotador grafico, dizendo:

A partir de uma funcéo basica e de seu grafico, o aluno passa a explorar
familia de fungbes. O recurso de mudltiplas representacdes, no caso
analitica e geométrica, favorece a construcdo de relagcbes entre
operacoes algébricas na expressao da fungcdo e movimentos
geométricos em graficos. Em uma familia, a fungédo basica é a que tem
a expressao algébrica mais simples, e as demais fung¢des sao obtidas a
partir de operacgdes algébricas sobre a expressao da fungéo basica. Os
graficos dos elementos da familia s&o identificados a partir de
movimentos geométricos aplicados ao gréfico da fungdo basica:
translacdo vertical ou horizontal; dilatagdo ou contragdo nas diregdes
horizontais e verticais; reflexdes. Com a possibilidade de plotar
simultaneamente diversos elementos da familia, o aluno explora o tipo
de movimento aplicado ao grafico da funcao basica. (p. 19)
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Entendemos que, utilizar recursos de multiplas representagdes graficas,
como familia de pontos ou graficos de curva a um parametro, em geometria
analitica, favorece ao aluno, a construcdo de relagdes entre algumas
propriedades geométricas de curvas planas e suas equagdes cartesianas ou
paramétricas. Consideramos os dois pontos de vista, paramétrico e cartesiano,
importantes, pois em geral, no ensino médio, os livros trabalham quase sempre,
somente o ponto vista cartesiano emR’. Essa énfase pode se tornar um
obstaculo didatico® para o desenvolvimento posterior da geometria analitica em
outras dimensdes. Um exemplo é a introducdo da nogédo de vetor, articulada no
ponto de vista paramétrico.

Em seguida, apresentamos um breve estudo histérico da evolucao de
alguns conceitos da geometria analitica, especificamente sobre parametro,
incognita, variavel, sistema de coordenadas cartesianas, graficos de curvas na
forma paramétrica e cartesiana em R’ e a parametrizagdo de curvas.

Para estes estudos, utilizamos como fonte, livros de histéria da
matematica, de algebra vetorial e geometria analitica, conicas e quéadricas e de
histéria das curvas. Por meio dos trabalhos de EVES e BOYER identificaremos
alguns obstaculos epistemolégicos.

Este estudo nos possibilitara o entendimento de quais sdo as concepgdes®
inerentes ao desenvolvimento de importantes conceitos, tais como as
diferenciacdes entre incognita, parametro e variavel, as representacdes analiticas
de curvas geométricas na forma paramétrica ou cartesiana e a evolugdo de

algumas curvas no plano, contribuindo para a elaboracao da sequéncia didatica, a

® Segundo ALMOULOUD ( 2000, p.125) “os obstaculos de origem didatica sdo aqueles que parecem
depender apenas de uma escolha ou de um projeto do sistema educativo que resultam de uma transposicéao
didatica".

® Concepcao (construgdo ou elaboragio) segundo ARTIGUE (1996).
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construgcéo e anadlise a priori das atividades propostas.

2. Consideracoes gerais inerentes as origens da Geometria Analitica.

Segundo VENTURI (2003, p.13), foi extraordinario o incremento dado a
geometria plana e espacial pelos matematicos helenisticos, como: Pitadgoras (560-
500 a.C.); Euclides (c.325-c. 265 a.C.);Arquimedes (287-212 a.C.); Apolénio de
Perga (262 -190 a.C.). Com estes, a matematica deixa seu carater meramente
intuitivo e empirico (egipcios e babilénicos) e se assume, a partir da criagdo de
definicbes, axiomas, postulados e teoremas, como disciplina racional, dedutiva e
l6gica. Porém, ainda nao dispunha de uma representacao algébrica adequada.

Esta tematica esta presente no ensino médio quando os saberes a ensinar
sdo a geometria plana e espacial. Em nosso trabalho, necessitamos que os
alunos tenham uma nogao conceitual prévia pelo menos no que se refere a
representacao algébrica da geometria plana.

Ainda segundo VENTURI (2003, p.17), “a Algebra possui uma dupla
paternidade: Diofanto e Al-Khowarizmi”.

BOYER (1996, p. 121) comenta que Diofanto é freqiientemente chamado o
pai da algebra, mas tal designacdo nao deve ser tomada literalmente, pois outros
autores consideram como tal Frangois Viete (1540 — 1603).

Segundo EVES (2004, p.206), comentando sobre a algebra grega antiga:

Em 1842, G.H.F. Nesselmann caracterizou, com propriedade, trés
estagios no desenvolvimento da notacéo algébrica. Primeiro se tem a
algebra retérica em que os argumentos da resolucdo de um problema
sdo escritos em prosa pura, sem abreviagdes ou simbolos especificos.
A seguir vem a algebra sincopada em que se adotam abreviagdes para
algumas quantidades e operacbes que se repetem mais
freqUentemente. Finalmente chega-se ao Ultimo estagio, o da algebra
simbdlica, em que as resolugcdes se expressam numa espécie de
taquigrafia matematica formada de simbolos que aparentemente nada
tém a ver com os entes que representam.

Diofanto de Alexandria viveu no século Il d.C., tendo como principal
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trabalho o livro Aritmética, com a utilizagdo de notagdes, uma linguagem mais
sincopada e mais simbdlica para a matematica. Porém, ainda segundo EVES
(2004, p.206), a algebra retérica continuou por centenas de anos, exceto na india.
Na Europa Ocidental, permaneceu até o século XV, mesmo com o surgimento da
algebra simbdlica no século XVI, somente pela metade do século XVII, esta
algebra simbdlica acabou se impondo.

Para BOYER (1996, p.156), o titulo “pai da algebra” pertence mais a Al-
Khowarizmi do que a Diofanto, o livro Al-jabr Wa’l muqabalah esta mais préximo
da algebra elementar de hoje que as obras de Diofanto, pois “[...] o livro ndo se
ocupa de problemas dificeis de analise indeterminada, mas contém uma
exposicao direta e elementar da resolucdo de equacdes, especialmente de
segundo grau”.

Al-Khowarizmi viveu por volta de 800 d.C., na cidade de Bagda,
considerada entdo como uma nova Alexandria. Sua principal obra, Al-Jabr,
deixou marcas consistentes em toda a Europa. Al-Jabr recebeu a forma latinizada
Algebrae, para nés Algebra.

Em nosso trabalho, dos trés estagios no desenvolvimento da notacao
algébrica (retorica, sincopada e simbdlica), vamos nos ater a algebra simbdlica
das equacbes cartesianas ou paramétricas de curvas planas em geometria

analitica.

2.1. O inicio do simbolismo algébrico e o conceito de parametro.

Segundo BOYER (1996, p. 176), Jordanus Nemorarius (séc. XIIl) escreveu
livros de aritmética, geometria e astronomia, e um destes denominado Arithmetica

é significativo, especialmente por usar letras em vez de numerais para denotar
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numeros, o que torna possivel enunciar teoremas algébricos gerais.

BOYER (1996, p.176), comenta que:

Nos teoremas aritméticos de Os elementos VII-IX de Euclides os
ndmeros eram representados por segmentos de retas a que eram
associadas letras, e as provas geométricas na Algebra de al khowarizmi
usavam diagramas com letras; mas todos os coeficientes nas equagoes
usadas na Algebra sdo numeros especificos, sejam representados em
numerais, sejam escritos em palavras. A idéia de generalidade esta
contida na exposigédo de al-khowarizmi, mas ele ndo tinha um método
para exprimir algebricamente as proposicoes gerais que aparecem tao
claramente em geometria. Na Arithmetica o uso de letras sugere o
conceito de “parametro”, mas os sucessores de Jordanus em geral
abandonaram o uso de letras.

A histéria da matematica, em especial da algebra, mostra a importancia da
escrita, seja por meio de segmentos, numeral ou letras para justificar o seu
desenvolvimento. Em nosso trabalho, o entendimento histérico desta algebra nos
permite compreender e justificar, em parte, o uso de parametros em uma algebra

simbdlica.

Segundo EVES (2004, p.308), somente no século XVI, Frangois Viete
(1540-1603) ou, em latim, Franciscus Vieta, considerado o maior matematico
francés da época, apresentou em um dos seus trabalhos, denominado In artem, o

desenvolvimento do simbolismo algébrico:

Neste texto Viete introduziu a préatica de se usar vogais para representar
incognitas e consoantes para representar constantes. A convengao
atual de se usar as ultimas letras do alfabeto para indicar as incognitas
e as primeiras para as constantes foi introduzida por Descartes em
1637.

No decorrer da seqUéncia didatica, apresentamos aos alunos este
momento histérico, que vai de Viete a Descartes, no que se refere ao uso de

incognitas e parametros em equacoes.

BOYER (1996, p.208), sobre Francois Viete, comenta que:

Sem duvida foi a algebra que Viete deu suas mais importantes
contribui¢des, pois foi aqui que chegou mais perto das idéias modernas.
[...] Nao poderia haver grande progresso na teoria da algebra enquanto
a preocupacgao principal fosse a de encontrar a “coisa” numa equagao
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com coeficientes numéricos especificos. Tinham sido desenvolvidos
simbolos e abreviagbes para uma incognita e suas poténcias, bem
como para operagdes e a relagcao de igualdade. Stifel tinha ido ao ponto
de escrever AAAA para indicar a quarta poténcia de uma quantidade
incognita; no entanto ndo tinha um esquema para escrever uma
equacao que pudesse representar qualquer dentre uma classe toda de
equagdes. [..] Um gebmetra num diagrama, poderia fazer ABC
representar todos os triangulos, mas um algebrista ndo tinha um
esquema correspondente para escrever todas as equagdes de segundo
grau.

Sobre esta algebra, nos questionamos se nao é isso que se reproduz com
os alunos. Quando se resolve uma equacado cartesiana com coeficientes
numéricos especificos, a preocupacao principal é a de encontrar o valor da
incégnita, como apresentado historicamente? Nao temos aqui a pretensdo de
responder, mas evidenciar que, no ensino de equacodes algébricas, trabalha-se
bastante com a nocao de incégnita e muito pouco ou raramente com a nogao de
parametro.

Ainda segundo BOYER (1996, p. 208):

Desde os dias de Euclides que letras tinham sido usadas para
representar grandezas, conhecidas ou desconhecidas, e Jordanus
fizera isso constantemente; mas ndo havia meios de distinguir
grandezas supostas conhecidas das quantidades desconhecidas que
devem ser achadas. Aqui Viéete introduziu uma convencao tdo simples
quanto fecunda. Usou uma vogal para representar, em algebra, uma
quantidade supostamente desconhecida, ou indeterminada, e uma
consoante para representar uma grandeza ou numeros supostos
conhecidos ou dados. Aqui encontramos, pela primeira vez na algebra,
uma distingao clara entre o importante conceito de parametro e a idéia
de uma quantidade desconhecida.

Vemos que, somente no século XVI, Viéte estabeleceu uma diferenciacao
na algebra simbdlica entre grandezas conhecidas e desconhecidas e, pela
primeira vez, a denominacdo que uma constante (quantidade conhecida) numa
equacao representada por uma letra denomina-se parametro.

René Descartes (1596-1650), na sua obra La géométrie, em 1637,
introduz o simbolismo para as equacdes, com o0 uso de letras do comeco do
alfabeto para parametros e do fim para as incégnitas; a adaptacdo da notacao

exponencial a essas letras e 0 uso dos simbolos germénicos + e -, simbolismo
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muito préximo do usado nos dias atuais. No entanto, enquanto consideramos as
incognitas e os parametros como numeros, Descartes pensava neles como

segmentos, como relata BOYER (1996, p. 232):

Se, pois, queremos resolver qualquer problema, primeiro supomos a
solugao efetuada, e damos nomes a todos 0s segmentos que parecem
necessarios a construgdo — aos que sao desconhecidos e aos que séo
conhecidos. Entao, sem fazer distingdo entre segmentos conhecidos e
desconhecidos, devemos esclarecer a dificuldade de modo que mostre
mais naturalmente as relacbes entre esses segmentos, até
conseguirmos exprimir uma mesma quantidade de dois modos. Isso
constituira uma equacao (numa unica incégnita) pois os termos de uma
dessas expressoes sao juntas iguais aos termos da outra.

Neste momento historico, Descartes, na primeira metade do século XVII,
apresenta finalmente o que usamos hoje: as primeiras letras do alfabeto
(a, b, ¢, d,...) representando os parametros e as ultimas (x,y,z,t,...) representando
as incégnitas numa equacgao cartesiana. Percebemos também uma primeira
mudanc¢a de quadros, do geométrico para o algébrico, ou conversao de registros:
de uma representacéao grafica para uma representacao simbélico-algébrica.

Sobre quantidades desconhecidas, é importante distinguir o pensamento
entre Viete e Descartes. Este Ultimo usava quantidades desconhecidas como

varidvel e Vigte como incdgnita. (SILVA, 1994)”

2.2. Coordenadas, graficos de funcées e variavel.

Um dos maiores matematicos do século XVI foi Nicole Oresme (1323-1382
d. C). Segundo BOYER (1996, p.180), a maior influéncia de Nicole Oresme foi a

seguinte:

Por quase um século antes de seu tempo os filésofos escolasticos®
vinham discutindo a quantificagdo das “formas” variaveis, um conceito
de Aristoteles aproximadamente equivalente a qualidade. Entre tais

7 Artigo sobre o desenvolvimento da Geometria Analitica e a Influéncia de Descartes e Euler na Obra de

Auguste Comte . 1994. Disponivel em <http://www.ufes.br/circe/artigos/artigo65.htm > Acessado em
30/06/2006.

8 Segundo Dicionario Aurélio: Doutrinas teoldgico-filoséficas dominantes na Idade Média, dos sécs. IX ao
XVII, caracterizadas sobretudo pelo problema da relagéo entre a fé e a razéo, problema que se resolve pela
dependéncia do pensamento filoséfico, representado pela filosofia greco-romana, da teologia crista.
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formas havia coisas como a velocidade de um objeto mével e a variagéo
da temperatura, de ponto para ponto, num objeto com temperatura néo
uniforme. As discussdes eram interminavelmente prolixas, pois o0s
instrumentos de analise disponiveis eram inadequados. Apesar dessa
falta, os l6gicos em Merton College tinham obtido, como vimos, um
importante teorema quanto ao valor médio de uma forma
“uniformemente diforme”- isto €, uma em que a taxa de variacdo da taxa
de variacdo é constante. Oresme conhecia bem esse resultado, e
ocorreu-lhe em algum momento antes de 1361 um pensamento
brilhante — porque nao tragar uma figura ou grafico da maneira pela qual
variam as coisas? Vemos aqui, é claro, uma sugestdo antiga daquilo
gue agora chamamos representacao grafica de fungdes.

Neste momento historico, século XIV, além da representacao grafica de
funcbes, de variavel continua e pontos médveis, observa-se uma relacéao
interessante entre a matematica, a fisica e a filosofia com o estudo do movimento
por meio de uma interdisciplinaridade.

Nicole Oresme nasceu na Normandia por volta de 1323. Faleceu em 1382.
Entre os seus trabalhos, este sobre a localizacao de pontos por coordenadas se
destaca um século mais tarde, influenciando matematicos do Renascimento (séc.
XV), até mesmo Descartes (1596-1650 d.C), e antecipando, desta forma, a
Geometria Analitica.

Para Nicole Oresme, tudo que € mensuravel é imaginavel na forma
continua, como o traco de um gréafico velocidade-tempo para um corpo que se
move com aceleracdo constante, ou seja, as primeiras no¢cdes sobre pontos
mébveis que representam a trajetéria de uma curva. Para representar uma
situacao, FIG.5, Nicole Oresme apresenta, ao longo de uma reta horizontal,
alguns pontos representando instantes de tempo, denominados de longitudes, e
para cada instante, traca perpendicularmente a reta de longitudes um segmento

de reta, denominado de latitude, cujo comprimento representa a velocidade.
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Quadro da geometria analitica:

Conversao entre registros de
representacdo semibtica:

- Do geométrico figural para o
grafico.

FIG.5: Latitude e longitude (BOYER 1996, p. 181)

As latitudes e longitudes usadas por Oresme sdo, em certo sentido, as
nossas abscissa e ordenada, com uma representacdo grafica muito proxima da
geometria analitica. Segundo BOYER (1996, p. 181), “seu uso de coordenadas, é
claro, nao era novo, pois Apoldnio, e outros antes dele, tinham usado sistemas de
coordenadas, mas sua representacao grafica de uma quantidade variavel era
novidade”.

Nicole Oresme, além de perceber o principio fundamental de poder
representar uma funcdo de uma varidvel como uma curva, verificou parte do
principio fundamental da Geometria Analitica?, desenvolvido por Fermat, em que
uma curva plana pode ser representada, em relacdo a um sistema de
coordenadas, como uma fungdo de uma variavel. O autor apresenta as primeiras
nogdes de pontos moveis, que em instantes inicial e final, de maneira continua,
define a trajetdria do intervalo de uma curva, no caso uma reta. BOYER (1996, p.

181) observa:

Ao passo que dizemos que o grafico da velocidade num movimento
uniformemente acelerado é uma reta, Oresme escrevia. “Toda
qualidade uniformemente diforme terminando em intensidade zero é
imaginada como um tridngulo retangulo”, isto €, Oresme se interessava
mais pelos aspectos de célculo da situacdo: 1) o modo pelo qual a
funcédo varia (isto é, a equacéo diferencial da curva) e, 2) o modo pela
qual a area sob a curva varia (isto é, a integral da fungao).

Percebemos que Nicole Oresme realiza implicitamente uma mudanca de

® Segundo BOYER (1996,p.238), Fermat define o principio fundamental da geometria analitica, como :
“sempre que numa equacao final encontram-se duas quantidades incégnitas, temos um lugar, a extremidade
de uma delas uma linha, reta ou curva.”

53



quadros, da geometria analitica (representagdes graficas) para o de fungdes (de

uma variavel).

2.3 Origens da Geometria Analitica

Apolbnio (262—190 a.C), em sua obra As cdnicas, € o primeiro a utilizar um
sistema de coordenadas, o que contribui para o surgimento da geometria
analitica.

BOYER (1996, p. 106 -107), em relacdo ao uso de coordenadas, aponta
que:

Os métodos de Apoldnio, em As cdnicas, em muitos pontos sdo téao
semelhantes aos modernos que as vezes se considera seu tratado
como uma geometria analitica, antecipando a de Descartes por 1800
anos....As distancias medidas ao longo do didametro a partir do ponto de
tangéncia sdo as abscissas, e 0os segmentos paralelos a tangente e
cortados entre 0 eixo e a curva sdo as ordenadas...Da geometria grega
podemos dizer que as equagdes sdo determinadas pelas curvas, mas
ndo que curvas fossem determinadas pelas equacgbes. Coordenadas,
variaveis e equagbes eram nogbes subsididrias derivadas de uma
situagdo geométrica especifica; e infere-se que do ponto de vista grego
ndo era suficiente definir curvas abstratamente como lugares
satisfazendo a condigbes dadas sobre as coordenadas.

A relacdo entre os dois quadros, algébrico (equacdes) e geométrico
(curvas), e vice-versa torna-se evidente na histéria e facilita o surgimento da
geometria analitica.

A obra La géométrie, de Descartes, poderia ser descrita ndo sé como uma
aplicacdo da éalgebra a geometria, mas como sendo a traducdo de operacdes
algébricas em linguagem geométrica, como relata BOYER (1996, p. 233): “o
objetivo do seu método, portanto, era duplo: 1) por processos algébricos libertar a
geometria de diagramas e 2) dar significados as operag¢des da algebra por meio
de interpretagdes geométricas”.

Em contrapartida, Pierre de Fermat, em 1629, por meio do seu trabalho

como restaurador de obras, propds-se a reconstruir uma das obras de Apolonio,
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Lugares planos, obtendo resultados desse esforco. Em 1636, descobriu o
principio fundamental da geometria analitica: “sempre que numa equacéo final
encontram-se duas quantidades incognitas, temos um lugar, a extremidade de
uma delas, uma linha, reta ou curva”. BOYER (1996, p.238)

Comparando o trabalho de ambos, e em se tratando do mesmo periodo,
enquanto René Descartes partia de um lugar geométrico (representagao grafica)
e encontrava sua equacgao (representacao simbolico-algébrica), Pierre de Fermat
partia de uma equacéao e estudava o lugar geométrico correspondente.

Vemos uma articulagao (conversao) separada entre os registros. Enquanto
Descartes partia de uma representacao grafica para a simbélico-algébrica, Fermat
partia da simbdlico-algébrica para a grafica. Neste trabalho, temos a intencao de
analisar situacdes em ambos 0s casos.

EVES (2004, p.382) sobre a esséncia da idéia, que geometria analitica,

quando aplicada em R?:

[...] consiste em estabelecer uma correspondéncia entre pontos do
plano e pares ordenados de numeros reais, viabilizando assim uma
correspondéncia entre curvas do plano e equagbdes em duas variaveis,
de maneira tal que para cada curva do plano esta associada uma
equagao bem definida f(x,y)=0 e para cada equacdo dessas esta
associada uma curva (ou conjuntos de pontos) bem definida do plano.
Estabelece-se, além disso, uma correspondéncia entre as propriedades
algébricas e analiticas da equagcdo f(x,y)=0 e as propriedades
geométricas da curva associada.

A esséncia da geometria analitica apresentada por EVES é interessante,
porém, historicamente, encontramos uma dificuldade na articulagdo entre os
registros simbdlico e grafico, pois para que a geometria analitica desempenhasse
plenamente o seu papel, teve de esperar o desenvolvimento do simbolismo
algébrico. Como provavelmente é realizado em sala de aula, primeiro desenvolve-
se 0 simbdlico algébrico, como o estudo de equagbes do 1° e 2° graus, para,

depois, o estudo das propriedades geométricas da curva associada a sua
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equacao, como a reta ou a parabola, ou seja, este ultimo é sempre estudado em
um segundo momento, talvez um dos motivos das dificuldades apresentadas por
alunos na conversao do registro grafico para o simbdlico.

Ainda segundo EVES(2004, p. 383):

[...] parece mais correto concordar com a maioria dos historiadores que
consideram as contribuicdes decisivas feitas no século XVII pelos
matematicos franceses René Descartes e Pierre de Fermat como a
origem essencial do assunto.

Em sua obra, La Géométrie, Descartes ndo apresenta nada de sisteméatico
sobre coordenadas retangulares, assumindo ordenadas obliquas. Segundo

BOYER (1996, p. 235-236), em relacdo a geometria analitica de hoje:

[...] ndo ha formulas para distancias, inclinagdo, ponto de diviséo,
angulos entre duas retas, ou outro material semelhante. Além disso, em
toda a obra ndo ha uma Unica curva nova tragada diretamente a partir
da equacéo, e o autor se interessa tdo pouco por esbocgar curvas que
nunca entendeu completamente o significado de coordenadas
negativas.

Mesmo hoje, com o uso destas férmulas citadas por BOYER, as
dificuldades em articular a representacao de curvas por equacdes permanecem
as mesmas, ou melhorou muito pouco. No entanto, quando se utiliza um plano
cartesiano quadriculado ou um plotador grafico, como ferramentas facilitadoras,
que permite ao aluno a constru¢do de pontos e curvas, € visivel seu interesse em
esbocar os diferentes graficos de uma curva no plano.

O principio fundamental da geometria analitica, em que equacdes
indeterminadas em duas incognitas correspondem a lugares, sé aparece

acidentalmente em sua obra:

A solugao de qualquer desses problemas sobre lugares ndao é mais do
que achar um ponto para cuja completa determinacédo falta uma
condicdo ... Em todo caso assim se pode obter uma equacdo contendo
duas incognitas. (BOYER 1996, p. 236)

Ainda segundo BOYER (1996, p.236), Descartes examinou com detalhes a

equacio geral de uma cénica, y* =ay-bxy+cx-dx?, passando pela origem com
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coeficientes literais positivos, muito préximo da familia de secg¢des conicas.
Descartes indicou condigdes sobre os coeficientes sob as quais a conica é uma
reta, uma parabola, uma elipse ou uma hipérbole. Neste caso, destacam-se como
importantes na andlise desta equacao de Descartes, além das conversdes entre
os registros simbdlico e grafico, a utilizacao dos parametros a, b, ¢ e d, pois séo
eles que permitem distinguir a referida cénica.

Utilizando um plotador grafico, no caso o Winplot, construiremos alguns
graficos das conicas de Descartes, inclusive apresentando em alguns casos
valores negativos para os coeficientes literais (parametros) na tentativa de
evidenciar algumas de suas propriedades geométricas.

Iniciamos com a circunferéncia, depois a hipérbole, a elipse, a reta e, por
fim. a parabola.

Exemplo 1: a circunferéncia

[y Quadro da geometria analitica
-Equacéo cartesiana:

y? =ay -bxy +cx -dx?

Parametros: a,b,c ed

Variaveis: xey

v Gréficos:

vermelho:a=2;b=0;c=3ed=1
verde:a=3b=0;c=3ed=1
amarelo:a=4;b=0;c=3ed=1
azul:a=5b=0;c=3ed=1
rosa:a=1;b=0;c=3ed=1
preto:a=0,5b=0;c=3ed=1

Conversao entre registros de representagao
semiobtica:

21 -Da representacao simbdlico-algébrica para
a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a grafica

Ponto de vista cartesiano

5 - R

FIG. 6: cénica de Descartes como circunferéncia

Alterando os valores do parametro a para qualquer numero real e

mantendo constantes os valores dos parametros b, ¢ e d como apresentados na
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FIG.6 , os graficos sdo de uma circunferéncia.

Exemplo 2: a hipérbole

3o

Quadro da geometria analitica
-Equagéo cartesiana:

y? =ay -bxy +cx -dx®
Parametros: a,b,ced

Variaveis: xey

Graficos:
vermelho:a=2b=4;c=4ed=1
azul:a=-3;b=4;c=3ed=1

Conversao entre registros de representacao:
-Da representagéo simbolico-algébrica para a
linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a grafica

Ponto de vista cartesiano

FIG. 7: cbnica de Descartes como hipérbole

Alterando os valores do parametro a ou ¢ para qualquer numero real e

mantendo constantes os valores dos parametros b e d, como apresentados na

FIG.7, os graficos sdo de uma hipérbole.

Exemplo 4: a elipse

Quadro da geometria analitica
-Equacéo cartesiana:

y? =ay -bxy +cx -dx?

Parametros: a,b,ced

Variaveis: xey

Gréficos:

vermelho:a=3;b=1;c=5ed=1
laranja:a=3;b=1;c=4ed=1
verde:a=3b=1;,c=3ed=1
amarelo:a=5;b=0;c=2ed=1
azul:a=3;b=1;c=1ed=1
rosa:a=3;b=1;c=0ed=1
preto:a=3;b=1;c=-1ed=1

Conversao entre registros de representagéo
semiética:

-Da representagao simbolico-algébrica para a
linguagem winplot e desta para a gréfica
Ponto de vista cartesiano

FIG. 8: cénica de Descartes como elipse

Alterando os valores do parametro ¢ para qualquer numero real e
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mantendo constantes os valores dos parametros em a=3, b=1 e d=1 como

apresentados alguns na FIG.8, os graficos sao de uma elipse.

Exemplo 5: a reta

Quadro da geometria analitica
-Equacéo cartesiana:

y? =ay -bxy +cx - dx?
Parametros: a,b,c ed

Variaveis: xey

Gréficos:
vermelho:a=3;b=1;c=0ed=0
laranja:a=2;b=1;c=0ed=0

verde:a=1;b=1;c=0ed=0
amarelo:a=0;b=1;c=0ed=0
azul:a=-1;b=1;c=0ed=0
rosa:a=-2;b=1;c=0ed=0
preto:a=-3;b=1;c=0ed=0

Conversao entre registros de representacao
semidtica:

- Da representagao simbolico-algébrica
para a linguagem winplot e desta para a
grafica Ponto de vista cartesiano

FIG. 9: cbnica de Descartes como reta

Alterando os valores do parametro a para qualquer numero real e

mantendo iguais a zero os valores dos parametros ¢ e d e b=1, obtemos

representacdes graficas da reta paralelas, conforme FIG.9.

Exemplo 6: a parabola

Quadro da geometria analitica

-Equagéo cartesiana: y® = ay - bxy +cx - dx®
Parametros: a,b,ced

Variaveis: xey

Graficos:

vermelho:a=0;b=0;c=-5ed=0
preto:a=0;b=0;c=-2ed=0
rosa:a=0;b=0;c=-1ed=0
laranja:a=0;b=0;c=5ed=0
verde:a=0;b=0;c=2ed=0
azul:a=0;b=0;c=1ed=0

Conversao entre registros semioticos:

-Da representacao simbdlico-algébrica para a
linguagem Winplot e desta para a gréafica
Ponto de vista cartesiano

FIG. 10: cbnica de Descartes como parabola
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Alterando os valores reais do parametro ¢ para qualquer numero real e
mantendo os valores dos parametros a, b e d iguais a zero como apresentados
em alguns casos como na FIG.10, entdo os gréaficos serdo de uma parabola.

Observamos novamente o quao dificil deve ter sido a validade observada
por Descartes. Entendemos que algumas ferramentas, como o uso de um
plotador, facilitam o entendimento histérico de algumas curvas com suas
propriedades, como estas apresentadas, e permitem evidenciar a importancia do
uso de parametros.

Sobre a geometria analitica em R®, o livro Il de La Géométrie apresenta o
enunciado de um principio fundamental da Geometria Analitica: “se faltam duas
condi¢oes para a determinagdo de um ponto, o lugar do ponto € uma superficie”.
(BOYER 1996, p. 236). Porém, segundo este autor, ndo ha qualquer exemplo

para tais equacdes dessa sugestdo de geometria analitica no espaco.

2.4. As curvas planas algébricas ou transcendentes.

A seguir continuamos nossa pesquisa procurando evidenciar o uso de
parametros e a sua importancia na histéria das curvas planas.
BOYER (1996, p. 107) comenta sobre a pouca importancia que os antigos,

como Apolbnio (c. 225 a. C), deram as curvas:

Na verdade, aos antigos escapou quase completamente o papel que
curvas de varios tipos desempenham no mundo que os cercava... . O
método cinematico e o uso de secgdes planas de superficies admitem
generalizagbes de grande alcance, no entanto apenas uma duizia de
curvas era familiar aos antigos. Mesmo a cicloide gerada por um ponto
de um circulo que rola sobre a reta, parece nao ter sido percebida por
eles. Que Apolénio, o maior gebmetra da antiguidade, nado tenha
desenvolvido a geometria analitica se deveu provavelmente a pobreza
de curvas mais do que de idéias.

Este comentario nos permite refletir sobre as dificuldades existentes no

estudo de curvas e consequientemente no desenvolvimento da geometria analitica
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e sobre como poderiamos trabalhar algumas curvas histéricas, em R?, com
alunos de modo geral.

Em se tratando de curvas, o método de René Descartes, no livro La
Géomeétrie, consistia em partir de um problema geométrico, traduzi-lo para uma
representacdo algébrica, uma equacao, simplificando-a ao maximo para depois
resolvé-lo geometricamente.

Sobre as curvas, BOYER (1996, p. 233) comenta: “Descartes ficou muito
impressionado com a for¢ga de seu método no tratamento do lugar das trés e
quatro retas, e por isso passou a generalizagdes desse problema”.

Em um caso de quatro retas paralelas e uma perpendicular as outras,

conforme FIG.11, Descartes chegou a seguinte conclusao:

“Se a constante de proporcionalidade no problema de Papus' ¢
tomada como sendo uma constante a, entdo o lugar é dado por
(a+x).(a-x).(2a-x)=axy, uma cubica que Newton mais tarde chamou a
pardbola ou tridente de Descartes.” (BOYER 1996, p. 234)

Quadro da geometria
analitica:

-Lugar geométrico
-Equacao cartesiana:
(a+x).(a-x).(2a-x) =axy
Variaveis: x ey
(segmentos)

Parametro a (quantidade
conhecida)

le— a _>|..E_._.. O —sle— & Conversao entre
registros:

-Representacéo grafica
para

Representagéo
simbdlico-algébrica
FIG. 11 : Cubica de Descartes (BOYER 1996, p. 233)

Em um artigo sobre o desenvolvimento da geometria analitica, SILVA
(1994) ressalta: “o importante na obra de Descartes é que a associacao da

Geometria com a Algebra simbdlica encoraja o desenvolvimento de técnicas

1 Papus de Alexandria (290-350), grande gedmetra que tem como trabalho a Colegdo Matemética.
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algébricas, independente de visualizagdes geométricas”.

Esta autora evidencia a importancia da mudanca de quadros, do
geométrico para o algébrico, e a falta de uma representagdo grafica mais
moderna. No caso do tridente de Descartes, considerando a constante a como

parametro, temos a sua representagao grafica, no Winplot, conforme a FIG.12:

Quadro da geometria analitica:
-Equacéo cartesiana:
(a+x)(a-x)(2a-x)=axy,coma=0.
Parametro:a
Variaveis:x ey
Graficos:
azul:a=1;
vermelho:a=2

1

X
W 7| verde:a=3
Conversao entre registros:

-Da representagédo simbdlico-algébrica para a
3t linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréafica

Ponto de vista cartesiano

D W A N 2

/R

FIG. 12: O tridente de Descartes

Ao realizar variacdes nos valores reais do parametro a, identificamos que a
€ diferente de zero, ou seja, uma condicdo de existéncia para representacoes
gréficas da curva.

Observando a evolucéo histérica de curvas como esta, gera-se o interesse
em pesquisar outros exemplos de curvas e trabalha-las com os alunos, na
tentativa de apresentar a dificuldade em encontrar uma curva por meio de sua
representacao grafica a partir de sua equacao.

Descartes, entendendo que o0s antigos nunca tinham aceitado como

legitimas as construgcdes que usassem curvas diferentes de retas e circulos, o
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que se constitui em um obstdculo epistemoldgico'’ (embora Papus o
reconhecesse), resolveu especificar uma classificacdo ortodoxa de problemas

geomeétricos determinados, explicando:

[...] Aqueles, que levam a equagbes quadraticas e podem portanto ser
construidos com régua e compasso, ele colocou na primeira classe; os
que levam a equagdes cubicas e quarticas, cujas raizes nao podem ser
construidas por meio de secgbes cbnicas, na classe nimero dois; os
que levam a equagdes de grau cinco ou seis podem ser construidos

. . S . , . 3
introduzindo uma cubica como o tridente ou parabola superior y=x", e

esses ele colocou na classe trés. Descartes continuou assim, reunindo
problemas geométricos e equacoes algébricas em classes, assumindo
que a construcao das raizes de uma equacédo de grau 2n ou 2n -1 era
um problema de classe n. BOYER (1996, p. 234)

Aqui surge uma primeira classificacdo das curvas algébricas. No ensino
atual, parece que repetimos com nossos alunos o mesmo obstaculo
epistemoldgico, trabalhando, quando possivel, em geometria analitica, com retas,
circunferéncias e seccbes cobnicas. No trabalho do professor ao tentar
desenvolver com os alunos a construcdo de outras curvas, sugerimos
construgdes com o uso do Winplot.

Sobre a classificacdo, quando uma curva plana € representada
analiticamente por uma equacdo a duas variaveis, como, por exemplo, em
Ax+By=C, x*+y? =10 ou ouy=sinx'? , denomina-se curva plana algébrica ou
transcendente. A diferenca basica € que: “uma curva € dita algébrica quando
possui uma equacgao cartesiana polinomial a coeficientes reais, uma curva nao
algébrica é dita transcendente”. ** (traducéo livre)

Segundo (BOYER 1996, p. 235), Descartes ao introduzir as curvas de que

necessitava para construgdes geométricas além de grau quatro, acrescentara

mais um axioma aos usuais da geometria, sendo este: “duas ou mais retas (ou

' S50 obstaculos que tiveram um papel importante no desenvolvimento histérico dos conhecimentos e cuja
rejeicao precisou ser integrada explicitamente no saber transmitido. [...] S&o inerentes ao saber identificaveis
pelas dificuldades encontradas pelos matematicos para os superar na histéria. (ALMOULOUD 2000, p.124)
2y = sin(x) < y = sen(x)

*Disponivel em: < http://www.mathcurve.com/courbes2d/algebric/algebric.shtml >. Acesso em 30/06/2006.
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curvas) podem ser movidas, uma sobre a outra, determinando por suas
interseccdes novas curvas”.

Do mesmo modo, eram obtidas as curvas construidas pelos gregos em sua
geracdao cinematica como: a quadratriz, a cissoide, a conchoide e a espiral.

Descartes, no entanto, fez distingdes cuidadosas:

[...] a cissbide e a conchdide, que chamariamos de algébricas, e outras
como a quadratriz e a espiral, que hoje sdo chamadas transcendentes.
Ao primeiro tipo Descartes deu reconhecimento geométrico total, junto
com a reta, circulo, e as conicas, chamando todas de ‘“curvas
geométricas"; o segundo tipo ele excluiu totalmente da geometria,
estigmatizando-as como “curvas mecéanicas”.(BOYER 1996, p. 235)

Aqui se observa que Descartes realmente classificou as curvas planas
algébricas e excluiu as transcendentes, chamando-as de curvas mecanicas, que
mais tarde serdo estudadas por Newton (1643-1727) e Euler (1707-1783),
provavelmente pelo uso demasiado de ferramentas, como régua e compasso,
para construcdo de suas representagdes graficas em problemas elementares.

Apresentamos, a seguir, algumas possiveis representacbes graficas das

|17

referidas curvas, cisséide', conchéide'®, quadratriz*® e espiral'’, no Winplot.

E importante ressaltar que, por meio das equacdes de curvas planas
disponiveis nesta pesquisa e da variagdo dos valores de seus respectivos
parametros, é possivel identificar algumas propriedades geométricas destas
curvas estudadas.

A cissbide de Dioclés e a conchoide de Nicomedes sdo curvas planas

algébricas.

1. A cissdide de Dioclés (FIG. 13):

' Esta curva foi inventada por Diocles (c. 180 a.C) com o objetivo de apresentar uma solucdo para a
duplicagdo do cubo. (EVES 2004, p. 135).

'* Inventada por Nicomedes (c. 240 a.C), também com o mesmo objetivo. (EVES 2004, p. 138).

'® Hipias ( c. 425 a.C) inventou uma curva transcendente, chamada quadratriz, por meio da qual se pode
multisseccionar angulos e quadrar circulos. (EVES 2004, p. 154).

' Inventada por Arquimedes (c. 225 a.C) usada com o objetivo de apresentar uma solugdo para o problema
da quadratura do circulo. (EVES 2004, p. 138).
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y Quadro da geometria analitica
-Equacao cartesiana:

y? =x%/(2a-x),coma #0.
Parametro:a
Variaveis:x ey
: Gréficos:

/ rosa:a=~6;

- - N verde:a=4

\ vermelho:a=-6
| preto:a=-4
Conversao entre registros:
-Da representacao simbolico-algébrica
para a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréfica
Ponto de vista cartesiano

FIG. 13: cissdide de Dioclés

2. A conchdide de Nicomedes (FIG. 14):

* Quadro da geometria analitica:
-Equacéo cartesiana:
30 (x-b)?(x* +y?)-(a®x*)=0,coma 0.
Parametros:aeb
Variaveis:xey
Gréficos :
vermelho:a=8;b=2
azul:a=10;b=2
. P‘ rosa:a=12;b=2

Conversao entre registros:

-Da representacéo simbdlico-
algébrica para a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a grafica

Ponto de vista cartesiano

FIG. 14: conchdide de Nicomedes

Ao realizar variacbes nos valores do parametro a identificamos que a
diferente de zero é uma condicdo de existéncia para as representacdes
gréficas das curvas, (FIG.13) e (FIG. 14). A seguir apresentamos as demais

curvas.
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A espiral de Arquimedes e a quadratriz de Hipias sdo curvas planas
transcendentes.

3. A espiral de Arquimedes (FIG. 15):

Quadro da geometria analitica
-Equagéo cartesiana:

JXx? +y? =aarctan(y/x)

Parametro:a

Varigveis:xey

Gréfico:

azul:a=2

Conversao entre registros:

-Da representacao simbdlico-algébrica para a
linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a grafica

Ponto de vista cartesiano

FIG. 15: espiral de Arquimedes

4. A quadratriz de Hipias (FIG. 16):

y Quadro da geometria analitica
-Equacéo cartesiana:

X
y = xcot(—}, coma=#0.
2a

Parametro:a
Variaveis:x ey
Graficos :
vermelho:a=-0,5
azul:a=0,5

Conversao entre registros:

-Da representacao simbdlico-algébrica para a
linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a gréafica

Ponto de vista: cartesiano

FIG. 16: quadratriz de Hipias

Até este momento, o periodo historico evidencia, em se tratando de curvas
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algébricas ou transcendentes, o0 uso de parametros em equacdes e a dificuldade
existente na construgcdo de suas representacdes graficas, dai a exclusao por
Descartes de curvas planas como Quadratriz de Hipias e a Espiral de Arquimedes
que sao transcendentes.

Em geometria analitica, no ensino medio, trabalha-se com os alunos
equacOes da reta, parabola e circunferéncia, algumas de suas representacoes
graficas e nao mais que isso. Raramente se discute o objeto matematico, no caso
a curva, muito préximo das descobertas de Fermat.

Sobre a participacdo de Fermat na geometria analitica, VENTURI (2003,

p.18) comenta:

Coube a Pierre de Fermat (1601-1665) a descoberta das equagbes da
reta e da circunferéncia, e as equacdes mais simples da elipse, da
parabola e da hipérbole. Aplicou a transformacdo equivalente a atual
rotagdo de eixos para reduzir uma equagao do 2° grau a sua forma mais
simples.
Segundo BOYER (1996, p. 239), em se tratando de trés dimensées,
Fermat percebia a existéncia de uma geometria analitica a mais que duas

dimensdes, pois, em outra conexao, ele escreveu:

Ha certos problemas que envolvem s6 uma incégnita e que podem ser
chamados determinados, para distingui-los dos problemas de lugares.
Ha outros que envolvem duas incégnitas e que nunca podem ser
reduzidos a uma sé; esses sdo 0s problemas de lugares. Nos primeiros
problemas, procuramos um ponto Unico, nos segundos uma curva. Mas
se o problema proposto envolve trés incégnitas, deve-se achar, para
satisfazer a equagéo, ndo apenas um ponto ou curva, mas toda uma
superficie. Assim aparecem superficies como lugares, etc.

Apbés um entendimento sobre a representagdo grafica no plano, como
pontos e curvas, outra dificuldade em evidéncia € a representacéo grafica de
pontos e superficies no espacgo. Assim acontece quando os alunos estdo no
ensino superior. Deste modo, vamos propor atividades a serem desenvolvidas em
R, tentando minimizar as dificuldades existentes para um futuro estudo de

superficies cilindricas reguladas em curvas planas.
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A seguir apresentamos algumas curvas propostas por Fermat, como

hipérboles, parabolas, espirais € a curva Agnesiana, que posteriormente seria

chamada de feiticeira de Agnesi (1724-1780).

1. As hipérboles de Fermat (FIG. 17):

1

-Equagéo cartesiana:

x"y" =a,coma=0
parametros:a,men
variaveis:xey

Gréficos :
preto:a=-5;m=1;n=1
verde:a=-1;m=1;n=1
vermelha:a=1;m=1;n=1
azul:a=5m=1;n=1

Conversao entre registros:

-Da representacao simbdlico-algébrica para
a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréafica

Ponto de vista: cartesiano

FIG. 17: Hipérboles de Fermat

2. As parabolas de Fermat (FIG. 18):

y
X
12 3 4

-4

Quadro da geometria analitica:
-Equagéo cartesiana:
y"=ax",coma=0
Parametros:a,men
Variaveis:x ey
vermelho:a=3;m=2;n=1
verde:a=1;m=2;n=1
azul:a=0,5m=2;n=1
rosa:a=-3;m=2;n=1
preto:a=-1;m=2;n=1

amarelo:a=-0,5m=2;n=1

Conversao entre registros:

-Da representacao simbdlico-algébrica para a
linguagem winplot e desta para a gréfica.
Ponto de vista cartesiano

FIG. 18: Parabolas de Fermat
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3. Aespiral de Fermat (FIG. 19):

Quadro da geometria analitica:
-Equagdes paramétricas:

(y) =(ft);a(t)
x =tcos(kt?)

L {y _ tsin(kt®)

Parametro:k et

Variaveis: xey

Graficos:

azul:k=0,75e0<t<2arad

;comk #0

preto:k=-0,75e0<t<2arad

Conversao entre registros:

-Da representacao simbdlico-algébrica para a
linguagem winplot

X -Da linguagem winplot para a gréafica

Ponto de vista paramétrico

FIG. 19: Espiral de Fermat

4. A curva de Agnesi (FIG. 20):

Quadro da geometria analitica:
-Equacéo cartesiana:

y(x*+a’)=a%,a=0
Paréametro:a
Variaveis:x ey

)1
/\ Graficos :
rosa:a=2
/_/‘X\ azul:a=1;
N x

vermelha:a=0,5

amarelo:a=-2

verde:a=-1

preto:a=-0,5

Conversao entre registros:

-Da representacao simbdlico-
algébrica para a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a gréafica
Ponto de vista cartesiano

FIG.20: Curva de Agnesi

Em todos os gréficos de curvas apresentados até aqui, é veridico o quao

importante é a presenca de parametros em equagdes algébricas ou
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transcendentes para a conversao de registros do simbdlico para o grafico.

2.5 Outras curvas planas e a importancia do uso de parametros.

Sobre o0 aparecimento de novas curvas, Galileu Galilei (1564-1642),
segundo BOYER (1996, p. 224), € um dos que observaram o assunto
rapidamente, porém, sem nenhum preparo matematico suficiente. Entre estas

curvas, destaca-se a hoje chamada de cicloide, que:

[...] tragada por um ponto sobre o bordo de uma roda quando esta rola
num carrinho horizontal, e tentou achar a area sob um arco
dela...Galileu abandonou o estudo da curva limitando-se a sugerir que a
cicléide fornecia um belo arco para uma ponte; muitos anos mais tarde
seu discipulo Torricelli estudou a curva com grande sucesso.

Provavelmente Galileu abandonou o estudo da cicldide por falta de
recursos tedricos para considera-los e mais adiante foi estudada por outros.

Marin Mersenne (1588-1648), tendo talvez ouvido falar da curva através de
Galileu, em 1628, propds ao jovem Gilles Personne de Roberval (1602-1675) que
a estudasse, sendo que 0 mesmo provou que a area sob um arco da curva €
exatamente trés vezes a area do circulo gerador. (BOYER 1996, p. 245).

Representamos alguns graficos da cicléide (FIG. 21):

Quadro da geometria analitica:
y~ -Equacgdes paramétricas:

(y)=(f(t);a(t))
{x =a(t-sin(t))

,coma=0
y=a(1-cos(t))

Parametros:aet
Varidveis:xey
X

T T T T T T T T T T T T ; Vel’me|haa=4,0S’[367zrad
2 4n 6m  8n 10w 12n 14w 16m 18w 20m 22m 24n
azul:a=2;0<t<12zrad

rosa:a=1;0<t<24arad

Conversao entre registros:

-Da representagéo simbolico-algébrica
para a linguagem winplot

-Da linguagem Winplot para a grafica
Ponto de vista paramétrico

FIG. 21: cicloide
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Apos realizar variagdes nos valores do parametro a, identificamos diversas
representacdes graficas da curva, exceto quando a=0.

A curva limagon de Pascal, deve-se ao pai, Etienne Pascal (1588—-1651), e
ndo ao filho, Blaise Pascal (1623—1662). Esta curva foi chamada por Jordanus
Nemorarius (1125-1260) como “a conchoide do circulo”. (BOYER 1996, p. 249).

Eis alguns dos seus graficos (FIG. 22):

y Quadro da geometria analitica:
5 -Equacéo cartesiana:
(x* +y? - 2ax)® =b?(x® +y?)
3 comaeb#0

Parametros:aeb

Variaveis:xey
vermelha:a=1,5;b =1
azul:a=1,5b=2
verde:a=1,5b=3
rosa:a=1,5b=4

—4 Converséo entre registros:

-5 -Da simbdlico-algébrica para a linguagem
-6 winplot

-Da linguagem winplot para a grafica
Ponto de vista cartesiano

5% -

FIG. 22: limagon de Pascal

Na Limacon de Pascal, também identificamos diversas representacdes
gréficas ao variar os parametros a e b desde que ambos sejam diferentes de
zero.

Descartes recebeu e aprovou um comentario bastante extenso de
Debeaune (1601-1652) sobre a geometria, sob o titulo Notae breves. Apresentou
as idéias de Descartes, com énfase maior, sobre os lugares representados por
equacbes simples de segundo grau, muito no estilo de Fermat, e mostrou que

2

y?=xy+bx, y*=-2dy+bx ey®=bx-x* representam, respectivamente,

hipérboles, parabolas e elipses. BOYER (1996, p. 255).
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Obervando algumas propriedades geométricas com a variagao do valores

reais de seus parametros representamos alguns graficos destas curvas obtidos

no Winplot.

1. As hipérboles de Descartes (FIG. 23):

Quadro da geometria analitica:

-Equacéo cartesiana:

y® = xy +bx,comb #0

Parametro :b

Variaveis:x ey

| Graéficos:
——+—+—+—+—+—+——+p | rosa:b=2

&- verde:b =1

azul:b=0,5

Conversao entre registros:

-Da representagédo simbdlico-algébrica para

a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréafica

Ponto de vista cartesiano

FIG. 23: hipérboles de Descartes

Variando os valores do parametro b, identificamos a representacdo de

diversas hipérboles desde que b seja diferente de zero.

2. As parabolas de Descartes (FIG. 24):

oh 4

Quadro da geometria analitica:
-Equacéo cartesiana:

y? =-dy +bx,comb 0
Parédmetros:bed
Varidveis:x ey
rosa:b=1;d=2
azul:b=2;d=2
verde:b=3;d=2
vermelho:b=4;d=2
Conversao entre registros:
-Da representagéo simbdlico-
algébrica para a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a
grafica

Ponto de vista cartesiano

FIG. 24: parabolas de Descartes
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Variando os valores do parametro b e d para quaisquer ndmeros reais,
identificamos representagdes graficas de diversas parabolas desde que b seja
diferente de zero.

3. As circunferéncias de Descartes (FIG. 25):

y* Quadro da geometria analitica:
-Equagéo cartesiana:

y? =bx-x?,comb =0

Parametro:b

Variaveis:x ey
rosa:(1?)b=1;(2%)b=-1
azul:(1%)b=2;2%)b=-2
x/ | vermelha:(1°)b=3;(2?)b=-3
verde:(1°)b=4;(2%)b=-4
preta:(1°)b=5;(2°)b=-5
Conversao entre registros:
-Da representagao simbolico-
algébrica para a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a gréfica
- Ponto de vista cartesiano

FIG. 25: circunferéncias de Descartes

Apos variar os valores do parametro b e observar o comportamento grafico
da curva, como representados na FIG. 25, observamos que ndo se trata de
elipses, conforme sugerido por BOYER, mas de circunferéncias.

Em seguida, vamos investigar uma familia dos graficos de uma curva

b

representada por equagbes da forma y™ =kx"(a-x)’, com expoentes inteiros

positivos, que foram estudadas por René Francois de Sluse (1622-1685) e

denominadas por Pascal de “pérolas’ de Sluze. (BOYER 1996, p. 257).

Apresentamos graficos, na FIG. 26, de casos particulares da curva
Pérolas de Sluze.
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y Quadro da geometria analitica:
-Equacéo cartesiana:

y" =k<'(@-x)°

Parametros:mkna e b.

Vaiaves:xey

T+ verrelho:m=2,k=10;n=4;a=2 e b=3
preto:m=2k=8n=4a=2 e b=3

I I I I I » rosa:m=2k=5n=4;a=2 e b=3
verde:m=2k=3n=4a=2 e b=3
azl:m=2k=1;n=4;a=2 e b=3

1 Conversao entre registros:

-Da representagéo simbolico-algébrica
para a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréfica
Ponto de vista cartesiano

FIG. 26: pérolas de Sluze

Variando os valores reais do parametro k observou-se que, quando
k<Ooua<0, ndo temos representacdes graficas.

A curva denominada involuta de um Circulo'®, FIG. 27, surge na obra de
Huygens (1629-1695) sobre involutas e evolutas, publicada em 1673, no tratado

Horologium Oscillatorium. (BOYER 1996, p. 260).

y Quadro da geometria analitica:
-Equacbes paramétricas:

(x;y) = (f(t);0(t))

{x =a(cos(t) +tsin(t))

y =a(sin(t) - tcos(t))
Parametros:aet
Variaveis: xey
x | vermelho:a=0,4;0<t<10zrad
azul:a=-0,4;,0<t<10zrad
Conversao entre registros:
-Da representagao simbolico-algébrica
para a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a gréfica
I Ponto de vista cartesiano

FIG. 27: involuta de um Circulo

'® A involuta de um circulo é o trajeto seguido para fora por um ponto em uma linha reta que role em torno de
um circulo. Disponivel em: <http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Curves/Involute.html>. Acesso
em 03 de outubro de 05. (tradugéo livre).
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Variando os valores do parametro a, identificamos diversos graficos da

Involuta de um Circulo, exceto quando a=0.

Em um pequeno tratado chamado Enumerativo linearum tertii ordinis
(Enumeracao de curvas de terceiro grau), Newton (1642-1727) apresenta setenta
e duas espécies de cubicas, sendo uma a uma curva cuidadosamente tracada.

Em relagédo ao tratado de Newton, BOYER (1996, p. 282) explica:

Pela primeira vez so usados sistematicamente dois eixos, e ndo ha
hesitacdo quanto a coordenadas negativas. Entre as propriedades
interessantes das cubicas indicadas nesse tratado estdo o fato de uma
curva de terceiro grau ndo poder ter mais de trés assintotas (assim
como uma cOnica nao pode ter mais de duas) e que assim como todas
as conicas sao projegdes do circulo, também todas as cubicas séo

projecdes de uma “parabola divergente” y* =ax® +bx* +cx +d.

Neste momento, século XVII, as curvas passam a ter um destaque
importantissimo, visto que ndo houve mais hesitacdo quanto as coordenadas
negativas, um obstaculo epistemologico.

E € no século XVIlI que se inicia o desenvolvimento de um dos mais
importantes ramos da matematica, a Analise Matematica. Sobre as cubicas de

Newton, vamos representar algumas cubicas com a equagdo da parabola

divergente.
y* Quadro da geometria analitica:

-Equacéo cartesiana:

i Y’ =ax’ +b¢ +cx+d
Parémetros:g;bic e d

T Vaidveis:x e y
vermelho:a=-0,2; b=1;c=12,d=-10

' h ' —)p azul:a=-0,2b=2,c=12,d=-10

X prefo:a=-0,2,b=3;c=12,d=-10
verde:a=-0,2,b=4;c=12,d=-10
rosa:a=-0,2,b=5;c=12,d=-10

Conversao entre registros:

L -Da representagao simbolico-algébrica para a
linguagem winplot e desta para a grafica
Ponto de vista cartesiano

FIG. 28: Parabola Divergente de Newton
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Mantendo  constantes o0s valores dos pardmetros como
a=-0,2;c=12ed=-10, com a=#0, e alterando os valores de b para qualquer
namero real, obtemos graficos da Parabola Divergente de Newton.

Em 1694 Jacob Bernoulli (1654—1705) publicou, em um artigo no Acta
Eruditorumon, uma curva semelhante a um oito, ou um nd, ou a curva de uma
fita denominada lemniscata de Bernoulli de equacdo cartesiana
(x® +y?)? =a®(x*-y?). (BOYER 1996, p. 288)

Eis alguns dos seus graficos (FIG. 29):

ya Quadro da geometria analitica:
-Equacéo cartesiana:

il ¢ +Y°f =& (< -y°)
Parametro:a

Varidvies: xey
vermelho:a=1;verde:a=2;
preto:a=3;azu :a=4.

Conversao entre registros:

-Da representacéo simbdlico-algébrica para a
4 linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréfica

Ponto de vista cartesiano

FIG. 29: Lemniscata de Bernoulli

Variando os valores do parametro a desta equagao, conseguimos com o
Winplot, representar alguns graficos da lemniscata de Bernoulli, conforme
FIG.29, desde que a seja diferente de zero.

Em 1718, Colin Maclaurin (1698-1746) estudou a espiral sinusoidal,
representada pela equagado polar r"=a"cos(nt) com nracional, apresentando

casos particulares para valores de n, conforme TAB. 4. (EVES 2004, p. 411).
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n curva

-2 hipérbole equilatera

-1 reta

-1/2 | parabola

-1/3 | cibica de Tschirnhausen

1/2 cardidide

1 circunferéncia

2 lemniscata de Bernoulli

TAB. 4: Casos particulares da espiral sinusoidal. (EVES 2004, p. 411)

Vamos representar cada uma destas curvas derivadas da espiral
sinusoidal, porém agora alterando também os valores do parametro a com

0<t<2zrad.

1. A espiral sinusoidal como hipérbole equilatera (FIG. 30):

Quadro da geometria analitica:
-Equacéo polar:
1

r=(a'cos(n))"

perametros:g;net
vemelho:a=12n=-2e0<t<2mrad
azu:a=10,n=-2e0<t<2mad

P | amado:a=8n=-2e0<t<2mrad
preto:a=6;n=-2e0<t<2mad
verde:a=4;n=-2e0<t<2mrad
rosa:a=2n=-2e0<t<2mad
Conversao entre registros:

-Da representagéo simbolico-
algébrica para a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a gréafica
Ponto de vista polar

FIG. 30: espiral sinusoidal como hipérbole eqdiilatera

Alterando os valores do parametro a, com a=0, identificamos diversos

gréaficos de uma hipérbole equilatera.

2. A espiral sinusoidal como reta (FIG. 31):
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A 4

Quadro da geometria analitica:
-Equacéo polar:

;
r=(el'cos(r))"

parametros:a;net
vemeho:a=12n=-1 e 0<t<2mad
azu:a=10;n=-1 e 0<t<2mad
amarelo:a=8;n=-1 e 0<t<2mrad
preto:a=6;n=-1e 0<t<2med
verde:a=4;n=-1 e 0<t<2mad
rosa:a=2;n=-1e 0<t<2mad
entre registros:

-Da representacao simbdlico-algébrica para
a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréafica

Ponto de vista polar

Conversao

qualquer a real.

equacdes de algumas curvas.

FIG. 31: espiral sinusoidal como reta

Neste caso, FIG. 31, identificamos diversas representagdes de retas para

Para a seqUéncia didatica que sera proposta, ndo estamos interessados
em atividades com representacdes graficas de curvas planas no sistema de

coordenadas polares, e, sim, em estudar a importancia do uso de parametros em

A seguir, apresentam-se as demais curvas estudadas por Maclaurin.

3. A espiral sinusoidal como parabola (FIG. 32):

Quadro da geometria analitica:
-Equacéo polar:

1
r =(eloos(nt))"
parametros:anet
vermelho:a=12;n=-0,5e0<t <2mad
azu:a=10;n=-0,5e0<t <2med

A 4

amarelo:a=8n=-05e0<t<2mad
preto:a=6;n=-0,5e0<t <2mrad
verde:a=4;n=-0,5e0<t<2mrad
rosa:a=2n=-0,5e0<t<2mrad

Conversao entre registros:

-Da representacao simbdlico-algébrica
para a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a grafica
Ponto de vista polar

FIG. 32: espiral sinusoidal como parabola
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Neste caso, FIG. 32, identificamos diversas representacées de pardbola

desde que a seja maior que zero.

4. A espiral sinusoidal como cubica de Tschirnhaus (FIG. 33):

Quadro da geometria analitica:
-Equacéo polar:

1
r=(eaos(r))"
paraetro:anet
vemelho:a=12n=-1/3e0<t <2wad
azu:a=10n=-1/3e0<t <2wad
amarelo:a=8n=-1/3e0<t<2mad
prefo:a=6;,n=-1/3e0<t<2mrad
verde:a=4;n=-1/3e0<t<2mrad
rosa:a=2n=-1/3e0<t<2med
Conversao entre registros:
-Da representacao simbdlico-algébrica
para a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a grafica
Ponto de vista polar

FIG. 33: espiral sinusoidal como cubica de Tschirnhaus

Apés realizarmos diversas variagbes nos valores do parametro a e
observamos as representacdes graficas em cada instante, com a#0, além das
apresentadas na FIG. 33, deparamos com graficos que se aproximam de uma
clbica de Tschirnhaus' (1651-1708). Para esclarecer tal fato, apresentamos

abaixo a referida cuibica®.

' Segundo EVES (2004, p.401), Ehrenfried Valter von Tschirnhaus era um matematico alemao que dedicou
grande parte de seu tempo a matematica e a fisica, deixando sua marca no estudo das curvas e na teoria
das equagoes.

DCubica de Tschirnhaus. Disponivel em: <http://www-history.mcs.st-
andrews.ac.uk/history/Curves/Tschirnhaus.html> . Acesso em 30 de junho de 06. (tradug&o livre)
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yT Quadro da geometria analitica:
Equacéo cartesiana:

3ay® =x(x-a)’,coma#0
Parédmetro:a

Varidveis: xey
verde:a=-3; preto:a=-2
amarelo:a=-1; azul:a=1
vermelho:a=2; rosa:a=3

Conversao entre registros:

-Da representagao simbolico-algébrica para a
linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a grafica

Ponto de vista cartesiano

FIG. 34: cubica de Tschirnhaus

Observa-se que mudancas de pontos de vista, do polar para o cartesiano,
apresentam alteracdes graficas que nao foram consideradas, talvez pela falta de
recursos tedricos. Mas o que permite de fato diferenciar estas representacdes
gréaficas, neste momento, é a variagao nos valores dos parametros de ambas as
equacoes, seja na forma polar ou cartesiana.

Ainda sobre este caso particular, FIG. 34, identificamos que, quando o
parametro a em R assume o valor zero, a curva ndo tem representagao grafica.

Continuando investigacbes sobre os casos particulares da espiral
sinusoidal apresentados por EVES, apresentamos a cardioide, a circunferéncia e
a lemniscata de Bernoulli representada por alguns de seus graficos quando o

parametro n vale respectivamente, 2, 1 e 2.

5. A espiral sinusoidal como cardibide (FIG. 35):
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Quadro da geometria analitica:
-Equacéo polar:

1
r=(a'cos(nt))",com a>0
parametro: anet
vemeho:a=12;n=1/2e 0<t<2mrad
azu:a=10;n=1/2e 0<t<2mad
) | amerdlo:a=8n=1/2e O<t<2wad
preto:a=6;n=1/2e 0<t<2mwrad
verde:a=4;n=1/2e 0<t<2mrad
rosa:a=2;n=1/2e 0<t<2mrad
Conversao entre registros:
-Da representacao simbolico-algébrica
para a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a gréafica
Ponto de vista polar

FIG. 35: espiral sinusoidal como cardidide

Alterando os valores do parametro a, neste caso particular da FIG.35,

identificamos que sé existem graficos de uma cardidide nos casos em que a>0.

6. A espiral sinusoidal como circunferéncia (FIG. 36):

Quadro da geometria analitica:
-Equacao polar:
1

r =(d'cos(nt))",com a0
parametro:a;n e t
vermelho:a=12,n=1e0<t<2mad
azul:a=10;n=1e0<t<2mrad

P | amado:a=8n=1e0<t<2wad
prefo:a=6;n=1e0<t<2mrad
verde:a=4;n=1e0<t<2rad
rosa:a=2;n=1e0<t <2mrad
entre registros:

-Da representacao simbdlico-algébrica para a
linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréfica

Ponto de vista polar

Conversao

FIG. 36: espiral sinusoidal como circunferéncia

Neste caso, FIG. 36, variando os valores numéricos do parametro a,
identificamos que, para a existéncia de graficos de uma circunferéncia, a assume

qualquer valor real exceto o zero.
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7. A espiral sinusoidal como lemniscata de Bernoulli (FIG. 37):

Quadro da geometria analitica:
-Equacéao polar:

1
r =(dcos(rt))",com a0
Pardmetros:anet
vermelho:a=12;n=2 e 0<t<2mad
azul:a=10;n=2 e 0<t<2mad
amardo:a=8;n=2 e 0<t<2mad
prefo:a=6;n=2 e 0<t<2mad
verde:a=4;n=2 e 0<t<2mad
rosa:a=2;n=2 e 0<t<2mad
Conversao entre registros:
-Da representacao simbdlico-algébrica
para a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a gréafica
Ponto de vista polar

FIG. 37: espiral sinusoidal como lemniscata de Bernoulli

Novamente notamos a necessidade de explicitar que o parametro a €
diferente de zero. Desta forma teremos as diversas representacdes graficas da
lemniscata de Bernoulli, como um caso particular da espiral sinusoidal, conforme
algumas na FIG. 37 apresentadas.

Ainda investigando na historia algumas curvas planas e a importancia do
uso de parametros em suas equacdes, deparamos com quatro curvas que sao
relacionadas entre si. Sao elas: epicicléide, epitrocdide, hipocicléide e a
hipotrocdide, todas sao seguidas por um ponto P em um circulo de raio b o qual
gira ao redor de um circulo fixo de raio a.

Estas curvas?'

foram estudadas por Durer (1525), Desargues (1640),
Huygens (1679), Leibniz, Newton (1686), de L'Hépital (1690), Jacob Bernoulli
(1690), La Hire (1694), Johann Bernoulli (1695), Daniel Bernoulli (1725) e Euler

(1745-781).

*! Dados disponiveis em:<http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Curves/Epicycloid.html>. Acesso
em 03 de outubro de 05 as 22: 30hs.
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A seguir representamos os graficos® das respectivas curvas planas.

1. A epicicléide (FIG. 38):

y Quadro da geometria analitica:
-Equacbes paramétricas:

(y) =(f(t);a(t)
x = ((a-+b)cos(t) -boos((a/b) +1)t)
y =((a+b)sin(t)-bsin((a/b) +1)t)

AT Pardmetros:a,bet
+ Variaveis: xey
A Gréficos:
vermelha:a=8;b=5e0<t<10arad
azul:a=1;b=3e0<t<10zrad
" rosa:a=1;b=ge0£ts10mad
T Conversao entre registros de representacao
semidtica:
-Da representagao simbdlico-algébrica para
3 a linguagem winplot
-Da linguagem winplot para a gréfica
)J Ponto de vista paramétrico

B
Y,

w >

A 4o

FIG. 38: Epicicldide

Alguns dos graficos da epicicldide, apresentados na FIG.38, foram obtidos

segundo SHIKIN (1995, p. 193), como os de cor azul e rosa.

22 Dados disponiveis em: <http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Curves/Epicycloid.html>. Acesso
em 30 de outubro de 05.
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2. A epitrocéide (FIG.39):

4n

Quadro da geometria analitica:

-Equagbes paramétricas:
(x;y) = (f(t):9(t)

x =((a+b)cos(t) - ccos((a/b) +1)t)
{y =((a+b)sin(t) - csin((a/b) +1)t)
Parametros:a,bet
Variaveis: xey
Gréficos :
azul:a=5b=3;c=5e0<t<2azrad
preta:a=5b=4;c=5e0<t<2azrad
rosa:a=5b=0,6;c=5e0<t<2azrad

Conversao entre registros de representacao
semibtica:

-Da representagao simbolico-algébrica para a
linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréfica

Ponto de vista paramétrico

FIG. 39: Epitrocoide

AplGs realizar variacbes nos valores dos parametros a, b, ¢, e t,

representamos alguns graficos (FIG. 39) da Epitrocoide.

Provavelmente os estudos histéricos de algumas curvas planas como estas

valorizam o uso de parametros em suas equacdes pela variedade de graficos

representados de uma mesma curva.
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3. A hipocicloide (FIG. 40):

Quadro da geometria analitica:
-Equacdes paramétricas:

(y) =(ft);at))

x =((a-b)cos(t) -bcos((a/b) +1)t)
{y =((a-b)sin(t)-bsin((a/b) +1)t)
Parametros:a,bet
Varidveis: xey
Gréficos:
vermelho:a=9,5b=2e0<t<10arad
preta:a=9;b=72e0<t<10zrad
azul:a=9;b=4e0<t<10zrad

Conversao entre registros de
representacdo semiética:

-Da representagao simbdlico-algébrica
para a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréafica

Ponto de vista paramétrico

FIG. 40: Hipocicldide

Variando os valores reais dos parametros a, b e t, apresentamos alguns

dos graficos (FIG. 40) de uma hipocicldide.

4. A hipotrocoide (FIG. 41):
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Quadro da geometria analitica:
-Equacbes paramétricas:

(cy)=(f(t):a(t))
{x — ((a-b)cos(t) + ccos((arb) - 1)t)

Fe

y =((a-b)sen(t) - csen((a’b) +1)t)
Parémetros:a,bet
Variaveis: xey
Craficos :
vermelho:a=5b=7,c=22
e0<t<10zrad
azul:a=19,6;b=7;,c=8,6
e 0<t<10arad
preto:a=-5,6,b=-7;c =8.6
e 0<t<10arad

Conversao entre registros de representagao
semidtica:

-Da representagao simbdlico-algébrica para
a linguagem winplot

-Da linguagem winplot para a gréafica

Ponto de vista paramétrico

FIG. 41: Hipotrocdide

Variando os valores reais dos parametros a, b e t, apresentamos alguns
dos graficos (FIG. 41) de uma hipotrocéide.

Seria possivel representar uma enorme variedade de graficos das ultimas
quatro curvas, mas nao teriamos tempo habil para tanto. O importante, nestes

dados histéricos, € que o uso de parametros em equacgdes possibilita observar,
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com o uso de um plotador grafico, algumas das propriedades geométricas de
cada uma das curvas.

Observamos que varias curvas apresentadas no século XVIlI sao
transcendentes e um dos grandes responsaveis pelo estudo grafico destas é
Euler.

BOYER (1996, p. 318), sobre Euler e 0 segundo volume de seu livro,

intitulado /ntroductio, comenta:

Esse livro fez mais do que qualquer outro para tornar o uso de
coordenadas, tanto em duas quanto em trés dimensdes, a base para
um estudo sistematico das curvas e superficies. Em vez de se
concentrar em secgdes conicas, Euler deu uma teoria geral de curvas,
baseada no conceito de fun¢éo que era central no primeiro volume. As
curvas transcendentes ndo eram desprezadas como de costume, de
modo que aqui, praticamente pela primeira vez, o estudo grafico das
funcbes trigonométricas tornava-se parte da geometria analitica.

Aqui encontramos uma flexibilidade na mudanca de quadros, de fungdes
para o da geometria analitica e vice-versa. Esta conexdo entre o estudo analitico
de curvas com a nocdo de funcdo tornou-se um fato muito importante na
matematica.

Sobre este momento historico, SILVA (1994) esclarece:

Para Euler, fungdo era uma expressao analitica numa variavel,
composta pelo uso da adicdo, subtracédo, divisdo, extracdo de raizes,
operagdes trigonométricas e logaritmicas. A idéia de funcdo estava
conectada com o estudo analitico de curvas. A curva, representada por
uma equacao algébrica ou transcendente, era chamada curva continua.

Pensando em curvas continuas e na nogéao de parametro, pesquisamos a

conexao entre ambas na representacdo paramétrica de uma curva.

2.6 A representacao paramétrica de curvas e o uso de parametros.

Dos graficos até aqui apresentados, observamos, em diversos momentos,

a importancia do uso de equacgdes paramétricas. Por meio da variagdo dos

87



valores de seus parametros, foi possivel identificar algumas representacdes
graficas de uma mesma curva.

Sobre o0 uso das equagdes paramétricas BOYER (1996, p. 319) comenta:

A Introductio de Euler foi também a grande responsavel pelo uso
sistematico do que se chama a representacao paramétrica de curvas,
isto é, a expressdo de cada uma das coordenadas cartesianas como
uma fungédo de uma variavel independente auxiliar. Para a cicl6ide, por
exemplo, Euler usou a forma:

z
X=b—cos—
a

4
y = z+ bsin—
a

Esta mesma equacao e o grafico (FIG. 42) da cicldide apresentados por

Euler nos dias atuais ficariam da seguinte forma:

z
—=t—>z=at,
a

Substituindo,temos:

x =b-cost

y =at +bsint

Parametros:a,b e t
Variadveis:x ey

Grafico:

a=-1;b=1e -5mrad<t<51mrad

ol 4

FIG. 42: Cicldide de Euler

Nos trabalhos de Euler torna-se visivel a passagem do ponto de vista
cartesiano para o paramétrico, provavelmente devido ao estudo das curvas,
transcendentes e continuas. Neste caso, as representacbes paramétricas sao
ferramentas facilitadoras no entendimento de suas propriedades.

Em 1890, Giuseppe Peano (1858-1932) mostrou curvas dadas por
equacoes paramétricas x=f(t), y=g(t), onde f e g sdo fungdes reais continuas no
intervalo 0<t<1, cujos pontos preenchem completamente o quadrado unitario

0<x<1,0<y<1.(BOYER 1996, p. 416)
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Em um dos seus livros de geometria analitica, LEHMANN (1970, p.237),
define equagdes paramétricas como:

Seja, em geral, F(x,y)=0, a equacdo cartesiana de uma curva C e
sejam x e y cada uma fungéo de uma terceira variavel t de maneira que
podemos escrever: x=f(t) e y=g(t). Se, para qualquer valor
permissivel da  varidvel independente t, as equacles
x=f(t) e y=g(t) determinam um par de valores reais de x ey

que satisfazem a equacdo F(x,y)=0, entdo as equacdes
x=f(t) e y=g(t) sdo denominadas equacbes paramétricas.
No caso das equagdes paramétricas, observa-se que a variavel auxiliar é
0 que, nesta pesquisa, chamamos de parametro.

Em se tratando do ponto de vista cartesiano, também é visivel a

importancia de parémetros em equagdes, permitindo identificar graficos e

propriedades de algumas curvas apresentadas até aqui. A letra grega "A parece
ter sido utilizada pela primeira vez por Gergonne, em 1829, como parametro, para
indicar a familia de todos os circulos que passam pela intersecdo dos dois
circulos: C=x*+y?> + ax + by + c =0 e C' = x* + y* -f a'x + b'y + ¢' = 0. Gergonne
denotou por: C + AC' = O, de onde surgiu o termo "lambdalizar" utilizado na
Geometria Analitica. Plicker (1801 - 1868), na mesma época, usou C + HcC =0,
0 que deu origem & expressdo "# de Pliicker". (BOYER 1996, p. 374).

No século XVIII, segundo EVES (2004, p. 601 -602), com Gaspard Monge
(1746-1818), surge a Geometria Diferencial. Esta tem como objetivo o estudo das
propriedades das curvas e superficies, e suas generalizacbes, por meio do
célculo, ou seja, ocorre uma mudanca de ponto de vista do cartesiano ou
paramétrico para o do calculo e uma mudanca de quadros da geometria analitica
para a diferencial.

Carl Friedrich Gauss (1777-855), introduz o método singularmente

produtivo de estudar a geometria diferencial de curvas e superficies por meio de
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representacées parametrizadas desses objetos. (EVES 2004, p. 602).
Entendemos uma curva parametrizada no plano como um par de funcdes

x =f(t) e y =9g(t) continuas de t, com t variando em um intervalo real, portanto o

parametro t é uma variavel real independente.

A representacado de pontos no plano, com t pertencendo a um intervalo
real, € chamada de traco da curva.

Para obtermos estas representacées de uma curva plana parametrizada é
necessario o uso de parametros em equacgoes, ou seja, estamos diante de uma
conversdao entre registros de representacdo semidtica, da simbdlico-algébrica
para a grafica e vice-versa. Sobre estas conversdes no trabalho de Lacroix

(1765—1843), SILVA (1994) explica:

O principio da Geometria Analitica surge muito claramente em Lacroix
(1799), quando ele diz: “a equagdo de uma curva € obtida expressando
analiticamente uma de suas propriedades” e “uma equacgéo da lugar a
uma curva, cujas propriedades tornam-se conhecidas pela equagao”.

Historicamente a articulacdo entre os pontos de vista cartesiano ou
paramétrico e a conversao entre registros semioticos tém um papel importante na
geometria analitica, principalmente quando se trata do estudo de curvas.

Pretendemos transpor parte desse estudo para a seqiiéncia didatica.

2.7 Consideracoes didaticas e epistemoldgicas gerais.

Nestas consideracdes, visamos a identificar a evolucado da Geometria
Analitica, especificamente do uso de parametros em equagdes cartesianas ou
paramétricas de curvas planas, como objeto matematico, e sua relagdo com os
registros de representacdo semidtica como: o gréafico, o simbdlico, a linguagem
natural e a articulagcdo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico.

A seguir, apresentamos um quadro, identificando o periodo histérico e suas
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respectivas personalidades com as possiveis transformagdes de registros,

conversao e tratamento, no quadro da geometria analitica.

MOMENTOS E
PERSONALIDADES REGISTRO
HISTORICOS

DE PARTIDA DE CHEGADA
Periodo Representacgao figural-geométrica: | Conversao para a Linguagem
Helenistico®: Ex: natural:
Pitagoras Ex:
(560-500.a.C.); Se A é o vértice de uma parabola
Euclides. y*> = px, e se G é um ponto no eixo
(325-265a.C.); ]
Arquimedes A talque AG > p,eseN éum ponto
(287-212a.C.); entre Ae Gtalque NG = p, ese
Apolbnio

NP é tragado perpendicularmente ao
eixo, encontramos a parabola em P
FIG.43:Parabola de Apolénio (BOYER | (FIG. 43), entdo PG € o segmento
1996, p.105) de reta minimo de G a curva e,
portanto é normal a parabola em P.
(BOYER 1996, p.104)

(262 -190 a.C.).

Conversao para o Registro

Diofanto e Linguagem natural: simbdlico-algébrico
Al-Khowarizmi: X+y+2Z=w?
Algebra Retorica e Ex: X+y =t

Algebra Sincopada Encontre trés numeros, tais que a

soma de todos é um quadrado e a y+z=a’
soma de dois quaisquer deles X+2=b?
também é um quadrado. Segundo EVES (2004, p.208)
(EVES 2004, p.208) “Resposta de Diofanto: 80,320,41”
Nicole Oresme: Registro grafico. Tratamento no Registro grafico.
-Localizacdo de Ex: Ex:
pontos por -gréafico de fungoes.
coordenadas; -pontos méveis
-Representacao -variavel continua

grafica de fungoes;
-Pontos méveis;

-Variavel continua FIG.44 : Latitude e longitude (BOYER 1996,

p. 181)
Viete e Descartes: Registro simbdlico Tratamento no Registro simbdlico.
Algebra simbdlica e a | Ex: x:quantidade desconhecida
introducéo do (incoégnita)
conceito de x*+3ax=b a eb:quantidade conhecida
parametro. (parametros)

2 0 Periodo helenistico normalmente é entendido como um momento de transicdo entre o
esplendor da cultura grega e o desenvolvimento da cultura romana. Tal concepgdo estd
associada a uma visdo eurocéntrica de cultura e portanto torna secundarios os elementos de
origem oriental, persa e egipcia, apesar de ter esses elementos como formadores da cultura
helenistica. Disponivel em:
<http://www.historianet.com.br/conteudo/default.aspx?codigo=541>. Acesso em 10 de
outubro de 2005.
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Fermat e Descartes:
origens da Geometria
Analitica.

Registro grafico (Descartes)

Fig.45: cbnica de Descartes
como circunferéncia

Registro simbdlico (Descartes):
y? =ay -bxy +cx - dx?

Registro simbdlico (Fermat)

Registro grafico (Fermat)

FIG. 46: Parabolas de Fermat

Descartes: classificacdo
de curvas algébricas

Registro gréfico

P

FIG.47 : Cissdide de Dioclés

Registro Simbdlico

y? =x*/(2a-x)

Diversos:

Curvas planas e a
importancia do uso de
parametros em
equagoes.

Registro gréfico

FIG. 48: Limacon de Pascal

Registro simbolico

(x® +y? -2ax)? =b?(x® +y?)

Euler e as curvas
transcendentes

Registro Simbdlico

(x;y) =(f(t);9(t))

x =((a+b)cos(t) - ccos((a/b) +1)t)
{y =((a+b)sin(t)-csin((a/b) +1)t)

Registro Grafico

......
a

FIG. 49: Eprcéide
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Euler e Peano:
representacao
paramétrica de curvas.

Registro simbdlico

(x;y) =(f(t);9(t))
cos(t) +ccos((a/b)-1)t)
sen(t)-csen((a/b)+1)t)

<
-

X;
X
y

Py

(a-b)
(a-b)

Registro gréafico

PR

8

FIG. 50: Hipotrocdide

Lacroix e o principio
da geometria analitica

Registro gréfico
ou
Registro simbdlico.

Registro gréafico
ou
Registro simbolico.

QUADRO 4 - Possiveis transformacoées de registros semioticos.

A anadlise da evolucdo dos conceitos em estudo nos leva a entender,

conforme o0 QUADRO 4, que o desenvolvimento conceitual de parametro e o seu

respectivo uso em equacgdes, sempre estiveram articulados com os dois tipos de

transformacdo de representacdes semiobticas: a conversdo e o tratamento. Em

especial, sobre a conversao entre registros, a geometria analitica de Descartes

parte do grafico para o simbdlico enquanto que a de Fermat parte do simbdlico

para o grafico. Este pensamento fermatiano esta muito proximo do que acontece

em sala de aula, no entanto somente em Lacroix é que temos, segundo DUVAL,

uma apreensao global qualitativa no estudo de curvas.

A seguir, no QUADRO 5, procuramos identificar as curvas planas

pesquisadas até aqui, classificando-as em algébrica ou transcendente, suas

respectivas equagodes, 0s pontos de vista e os parametros utilizados.
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Curva Plana

Algébrica

Ponto de vista
cartesiano

Transcendente

Pontos de vista
paramétrico ou polar

Variacao

nos valores dos
parametros
Alguns casos
particulares

circunferéncia:

Cénica de b=0:c=3'd=1
Descartes y? =ay -bxy +cx - dx* : ’
(FIG.:6:7:8:9; ae{0,5;1;2;3;4;5}
10) hipérbole :
b=4;c=3;d=1
ae{-3;2}
elipse:
a=3b=1;d=1
ce{-1;0;1;2;3;4;5}
reta:
a=3b=1;c=0ed=0
b=1;c=0;d=0
ae{-3;-2;-1;0;1;2}
parabola :
a=0;b=0;d=0
ce{-5;-2;-1;1;2;5}
O tridente de ae{1;2;3}
Descartes (a+x)(a-x)(2a-x) =axy
(FIG. 12) coma#0
Cissdide de y? =x%/(2a- x), ac {-6;-4;4;6}
Dioclés
(FIG. 13) coma 0
Conchdide de| (x-b)?(x? +y?)-(a?x?) =0 a €{8;10;12}eb=2
Nicomedes
(FIG. 14) coma=0
Espiral de Jx% +y? =aarctan(y/x) | 8=2
Arquimedes *vont Y d EZ t;
(FIG. 15) ponio © s
cartesiano
Quadratriz de X ae{-0,5;0,5}
Hipias y =xcot| 2|,
(FIG. 16) com a=0
*ponto de vista
cartesiano
Hipérboles de | x™y" = a, m=1;n=1
Fermat e qq-
ae1-5;-1;1;5
(FIG. 17) coma=0 e }
Parabolas de | y" =ax™, m=2;n=1
Fermat ae{-3;-1;-0,5;0,5;1;3
(FIG. 18) coma=#0 { 1
Espiral de (x;y) = (f(t);0(t)) 0<t<2zrad
Fermat ke {-075;0,75}
(FIG. 19)

x = tcos(kt?)
y = tsin(kt?)
comk =0
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Curva de y(x> +a?)=a° ae{-2;-1;-0,5;0,5;1;2}
Agnesi
(FIG. 20) az0
Cicloide (x;y) = (f(t);9(1)) 0<t<6aznrad
(FIG. 21) x = aft-sin(t)) ae{1;2;4}
y =a(1-cos(t))
coma=#0
Limagon de (X2 + y2 - 23)()2 = a=1 ,5
Pascal .5.7.
(FIG. 22) O*(x" +y7) be{li2:3:4)
comaeb=#0

Hipérboles de | y? = xy +bx be {0,5;1;2}
Descartes
(FIG. 23) comb #0
Parabolas de | y? = -dy +bx d=2;
Descartes .n.q.

1:2:3:4
(FIG. 24) comb#0 be {1;2;3;4}
Circunferéncia | y? =px - x? be {-5;-4;-3;-2;-1;
s de comb=0 1,2;3;4;5}
Descartes
(FIG. 25)
Pérolas de y™ =kx"(a- x)° m=2;n=4;a=2;b=3
Sluze

k -1. . . .1

(FIG. 26) comk>0ea>0 € {1;3;5;8;10}

Involuta de (x;y) = (f(t);9(1) 0<t<10xrad;

“F’TGC”C“’O x=a(cos(t)+tsin(t) | ae{-0,4;0,4}

( -27) y =a(sin(t) - tcos(t))
coma=#=0

Parabola y? =ax® +bx® +cx +d a=-0,2;c=12;d=-10

Divergente de 1:2:3:4-

Newton be {1:2:3,4:5)

(FIG. 28)

Lemniscata (X2 +y?) = ae{1;2;3;4}

de Bernoulli o, 5 o

(FIG. 29) a’(x”-y’)

coma=0

Espiral ) 1 (*)Hipérbole eqtiilatera

sinusoidal r = (a"cos(nt))" (FIG.30)
(*)Jcoma=0 n=-2;0<t<2nrad
ou ae {2;4;6;8;10;12}
(*)a>0 Reta (FIG.31)

n=-1e0<t<2zrad
ae {2;4;6;8;10;1 2}
(**)Parabola

(FIG. 32)
n=-0,5e0<t<2zrad
ae {2;4;6;8;10;12}
(*)Cubica de
Tschirnhaus

(FIG. 29)
n=-1/3e0<t<2zrad

ae{2;4;6;8;10}
(**)Cardidide
(FIG. 31)
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n=1/2e0<t<2zrad
ae{2;4;6;8;10;12}
(*)Circunferéncia

(FIG. 32)
n=1e0<t<2zrad

ae{2;4;6;8;10;12}
(*)Lemniscata de

Bernoulli (FIG. 33)
n=2;0<t<2zrad

ae{2;4;6;8;10;12}

?Ubfl;qage 3ay® = x(x-a)® ae{-3;-2;-1;1;2;3}
(I-flg -l ’go)aus coma#0
Epicicloide (x;y) = (f(t); g(V) 0<t<10zrad;
(FIG. 34) X = ((a+b)cos(t) - 4
beos((a/b) +1)t) a&{l;8};be {5;3;5}
y = ((a+b)sin(t) -
bsin((a/b) +1)t)
Epitrocoide (x;y) = (f(t);9(1) a=5;c=5;0<t<?2azrad
(FIG. 35) X = ((@+b)cos(t) - be {0,6;3;4}
ccos((a/b)+1)t)
y =((a+b)sin(t)-
csin((a/b) +1)t)
Hipocicloide (x;y) = (f(t); (1)) 0<t<10zrad,
(FIG. 36) x = ((a-b)cos(t)- ae{9;9,5}
bcos((a/b) +1)t) be{2;7,2;4}
y =((a-b)sin(t)-
bsin((a/b)+1)t)
Hipotrocoide (x;y) = (f(t);0(t) 0<t<10zrad;
(FIG. 37) x = ((a-b)cos(t) + ae{-5,6;5;19,6};
ccos((a/b)-1)t) be{-7;7};
y =((a-b)sen(t)- ce{2,2;8,6}
csin((a/b) +1)t)
Cicléide de X =b-cost a=-1b=1
Euler y = at +bsint -5rrad <t <5zrad
(FIG. 38)
QUADRO 5: Curvas algébricas e transcendentes e pontos de vista.
CURVAS Ponto de vista Ponto de vista Ponto de vista polar
cartesiano paramétrico
36 21 8 7

QUADRO 6: Anélise quantitativa
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Conforme o QUADRO 6, de uma andlise quantitativa, os momentos
histéricos das curvas planas privilegiam o ponto de vista cartesiano.

No QUADRO 5, as diversas equagdes de algumas curvas planas
algébricas ou transcendentes, evidenciam a importancia do uso de parametros
para identificar as possiveis representagdes graficas de uma curva.

De um modo geral, as curvas planas ganham destaque no século XVII,
provavelmente devido a contribuicdo de Newton e Euler sobre o uso de
coordenadas negativas e de curvas transcendentes_ obstaculos epistemologicos.

Assim a andlise contribui para a compreensao dos fatores que interferem
no processo de ensino-aprendizagem da geometria analitica, pois constatamos,
em parte, na evolugdo histérica de incédgnita, parametro, variavel, equacgdes
cartesianas, paramétrica ou polar, curvas planas algébricas e transcendentes, o
constante envolvimento dos diferentes registros de representagdo semittica e
suas transformagoes.

Acreditamos que, na geometria analitica, os estudos histéricos de algumas
curvas planas, como apresentados, transpostos para a sala de aula, valorizam o
entendimento de incégnita, variavel e parametro em suas equagbes, por isso,
tornam-se importantes para a apreensao da nogao destes conceitos no que se

refere ao aluno.
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CAPITULO Ill: A NOCAO DE PARAMETRO NA GEOMETRIA
ANALITICA: DE OBJETO CIENTIFICO A OBJETO DE ENSINO-
APRENDIZAGEM

Neste capitulo, continuamos com os estudos preliminares. Aqui temos
como objetivo apresentar a Proposta Curricular para o Ensino de Matematica de
Sao Paulo no 2° grau, os Parametros Curriculares Oficiais de Matematica do
Ensino Médio e as Orientagcbes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio,
quando a tematica é a geometria analitica, especificamente, no que se refere a

nogao de parametro e ao seu uso em equagdes cartesianas ou paramétricas.

1. Alguns conceitos didaticos ligados ao processo de ensino-aprendizagem.

No estudo historico do conceito de parédmetro e de seu uso na geometria
analitica, vimos como a articulacdo entre os diferentes pontos de vista e as
conversdes e tratamentos como transformacédo de representacbes semibticas
foram fatores importantes para a evolugao de conceitos na geometria analitica.

Quando nos referimos aos registros de representacdo, segundo DUVAL
(2003, p. 14), “a originalidade da atividade matematica estd na mobilizacao
simultdnea de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou na
possibilidade de trocar a todo 0 momento de registro de representacao”.

Sobre os dois tipos de transformacdo de representacées semidticas, 0s
tratamentos e as conversdes, DUVAL (2003, p. 16) os difere da seguinte forma:

e Os tratamentos sao transformacdes de representacdes de um mesmo
registro: por exemplo, efetuar um calculo ficando estritamente no
mesmo sistema de escrita ou de representagdo dos numeros; resolver
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uma equagao ou um sistema de equagbes; completar uma figura
segundo critérios de conexidade e de simetria.

e As conversdes sdo transformagdes de representagces que consistem
em mudar de registro conservando os mesmos objetos denotados: por
exemplo, passar da escrita algébrica de uma equacdo a sua
representacao grafica.

Observaremos, entdo se a Proposta e os Parametros Curriculares no que
diz respeito a alguns conceitos desenvolvidos na geometria analitica, como os
estudos de curvas, possibilitam a articulagdo entre as transformagdées em
registros de representacdo semibtica e os pontos de vista paramétrico e

cartesiano.

2. Proposta, Parametros e Orientacoes Curriculares de Matematica para o
Ensino Médio.

Vamos analisar os conteudos, as formas de abordagem, bem como as
sugestoes para o ensino da geometria analitica, que se da a partir do ensino
médio, na Proposta Curricular para o Ensino de Matemética de Sdo Paulo no 2°
grau (1992), nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCNEM)
de 1999, no PCNEM plus, de 2004 e nas Orientagdes Curriculares Nacionais para
o Ensino Médio de 2006.

Na Proposta Curricular, sobre os conteudos propostos para o ensino médio
(antigo 2° grau), temos:

Considerando como conteudos significativos ao aluno, também aqueles
que realimentam a propria Matematica e os que favorecem a
interdisciplinaridade. [...] Tendo em vista essas questdes, sugerimos
que o aluno trabalhe prioritariamente com os seguintes conteudos:
Fungbes, @ Geometria,  Trigonometria,  Andlise = Combinatdria,
Probabilidade, Geometria Analitica, Matematica Financeira e Estatistica.
(SECRETARIA DA EDUCAGCAO DO ESTADO DE SAO PAULO, 1992,
p. 14)

Esta proposta curricular inclui a geometria analitica como um dos temas

prioritérios para o ensino medio, especificando-se na grade curricular da 32 série.
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No planejamento, com objetivos e comentarios sobre a geometria analitica,
a referida proposta recomenda como objetivo geral: “tratar algebricamente
conceitos e propriedades da Geometria Plana” (p. 36). Neste caso, fica evidente,
o privilégio dado somente a geometria plana e ao tratamento no registro
simbdlico.

Em seguida a proposta apresenta dois conteudos da geometria analitica

com 0s seus respectivos objetivos, comecemos pelo primeiro:

Conteudo 1: Estudo do Ponto e da Reta:

Objetivo: Utilizar o conceito de distancia entre dois pontos e condi¢édo de
alinhamento entre pontos para resolver problemas geométricos.
Determinar e relacionar as varias formas de equagao da reta.

Explicitar e aplicar as condigbes de paralelismo entre retas.

Calcular distancia de ponto a reta e area de triangulo. (SECRETARIA
DA EDUCAGCAO DO ESTADO DE SAO PAULO, 1992, p.36)

Em relacdo a este conteudo, interessa-nos a condigdo de alinhamento
entre pontos para resolver problemas geométricos e a determinagdo de varias
formas de equacao da reta.

Sobre a primeira, observamos que, provavelmente, esta propde, como
apresentado em PAIVA (2003,p.313)?*, utilizar o seguinte conceito: “trés pontos
A(X,;¥A),B(Xg:¥s), € C(Xs;y;) sé@o colineares se, e somente se, m,; =m,; Ou

ndo existem m,; em,.”, ou seja, resolver o problema geométrico, da

colinearidade de pontos, no registro simbodlico. Mas em nenhum momento
propde, a partir da representacdo gréfica de alguns pontos no plano cartesiano,
estudar a condigdo de alinhamento e tentar explicitar o conceito algebricamente,
ou seja, uma conversao do registro grafico para o simbdlico.

Sobre a determinagéo e relagao das varias formas de equagéo da reta, em

nenhum momento é explicitada como equacao geral, reduzida ou paramétricas da

2 Escolhemos o livro didatico de PAIVA (2003) por ter sido adotado em 2006 na escola onde aplicamos
sequéncia didatica.
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reta, ou seja, uma mudangca de ponto de vista passando por uma nova
representacdo, como do cartesiano para o paramétrico.

No segundo conteudo, temos:

Contetdo 2: Estudo da circunferéncia. Posicbes relativas entre pontos,
retas e circunferéncias.

Objetivo: Determinar o centro e o raio de uma circunferéncia, a partir de
sua equagao.

Utilizar as varias formas de equagdo de uma circunferéncia na
resolu¢do de problemas.

Identificar as posicdes relativas entre ponto e circunferéncia, entre reta
e circunferéncia e entre circunferéncia e circunferéncia. (p. 36)

Em relacdo a este conteudo, interessa-nos novamente as varias formas de
equacao de uma circunferéncia na resolucado de problemas. Aqui, outra vez, nao
sdao explicitadas quais sao, por exemplo, equacado reduzida, normal ou
paramétricas de uma circunferéncia, ou seja, quais as mudancas de pontos de
vista na representacao da nova equacéao.

Tanto no conteuddo 2 como no conteudo 1, vé-se privilegiado o uso do
registro simbdlico, mas ndo é explicitado em quais pontos de vista.

Observamos que os conteudos, no quadro da geometria analitica, nao sao
apresentados com o objetivo da mudanca de ponto de vista e da conversao
simultanea de ao menos dois registros de representacdo ao mesmo tempo, ou da
possibilidade de trocar a todo momento de registro de representagao, ou seja, a
conversdo. Segundo DUVAL (2004, p. 21), “A compreensdo em matematica
implica a capacidade de mudar de registro. Isso porque ndo se deve jamais
confundir um objeto e sua representacao’.

A articulacao entre mudancas de ponto de vista, cartesiano e paramétrico,
e a conversao entre o registro simbdlico e gréafico e vice-versa nao é apresentada

na proposta.
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Por fim, a geometria analitica € recomendada em relacdo aos dois
conteudos e objetivos, porém ndo constam sugestdes para esta tematica, como
atividades e situagcbes-problema que foram apresentadas para outras tematicas
como: fungbes, analise combinatéria, probabilidade, geometria espacial e
matematica financeira.

Ja em livros didaticos constam sugestdes para esta tematica, mas de
acordo com 0s objetivos da proposta. A nogdo de parametro € explicitada nas
equacgdes paramétricas da reta, mas nao definida. Vejamos um exemplo no livro

de PAIVA (2003, p. 325):

Generalizando, para qualquer equagdo que relacione apenas as
variaveis x €y, podemos apresentar essas variaveis em fungao de um

parametro t:

{x = f(t)
y=9(t)

Se essas equacgdes tém como grafico uma reta r, entdo sdo chamadas
de equagdes paramétricas da retar.

Porém as equacbes paramétricas ndo passam da representacdo de uma
reta e por isso sdo deixadas de lado no estudo de outras curvas planas. Também
nao se explicita 0 uso de parametros em outras equacdes. Eis alguns exemplos:

No livro de PAIVA (2003, p.319) a equacgao geral da reta € definida como:
“toda reta do plano cartesiano é grafico de uma equacao da forma ax+by+c =0,
em que x ey sao variaveis e a, b e ¢ sdo numeros reais, com a e b ndo nulos”.
Segundo Viéte e Descartes, neste caso, a, b e ¢ sdo as quantidades conhecidas,
ou seja, 0s parametros, evidenciados em livros didaticos como coeficientes
literais. Supomos que a variagdo dos valores de parametros em equagdes e a
construcdo de graficos de algumas curvas planas, como a reta, de maneira
dindmica, permitem ao aluno um melhor entendimento de algumas de suas

propriedades geométricas.
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Os PCNEM, de maneira bem geral, apresentam como critério central para
escolhas de temas ou tdépicos matematicos, o da contextualizagdo e da
interdisciplinaridade e a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as
suas aplicacdes dentro ou fora da Matematica, como a sua importancia histérica
no desenvolvimento da proépria ciéncia. (BRASIL, 1999, p.255)

Expbe um exemplo em que a tematica funcdo é apresentada como tema

isolado e ndo permite a exploracdo do carater integrador que possui. “as
propriedades de retas e pardbolas estudadas em geometria analitica sao
propriedades dos graficos das fungdes correspondentes”. (BRASIL, 1999, p. 255).
Desta forma reduz o estudo da geometria analitica ao estudo de funcoes.

Apresenta a tematica fungdo como critério central para o estudo da
geometria analitica, porém, ndo se diz mais nada, a ndo ser o estudo de retas e
parabolas, provavelmente associado a fun¢do afim e quadratica.

Apenas de forma implicita, as competéncias e habilidades a serem
desenvolvidas em geometria analitica sdo apresentadas quando o assunto € a
representacdo e comunicagao:

Ler, interpretar e utilizar representacdes matematicas (tabelas, graficos,
expressoes, etc).

Transcrever mensagens matemdticas da linguagem corrente para
linguagem simbdlica (equacgdes, graficos, diagramas, férmulas, tabelas,
etc.) e vice-versa.

Exprimir-se com corregéo e clareza, tanto na lingua materna, como na
linguagem matematica, usando a terminologia correta. (BRASIL, 1999,
p.259)

Implicitamente constata-se uma proposta de conversao entre a linguagem
natural, o simbdlico e o grafico, mas nao é possivel identificar como desenvolver
estas conversoes.

Os PCNEM PLUS, em relagdo a importancia do ensino da geometria

analitica, comentam que a mesma tem a fungéo de:
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Tratar algebricamente as propriedades e os elementos geométricos. O
aluno do ensino médio tera a oportunidade de conhecer essa forma de
pensar que transforma problemas geométricos na resolugdo de
equagoes, sistemas ou inequagdes.

O aluno deve perceber que um mesmo problema pode entdo ser
abordado com diferentes instrumentos matematicos de acordo com
suas caracteristicas. Por exemplo, a construgdo de uma reta que passe
por um ponto dado e seja paralela a uma reta dada pode ser obtida de
diferentes maneiras. Se o ponto e a reta estdo desenhados em papel, a
solugao pode ser feita por meio de uma construcdo geométrica, usando-
se instrumentos. No entanto, se o ponto e a reta sdo dados por suas
coordenadas e equagdes, o mesmo problema possui uma solugcéo
algébrica, mas que pode ser representada graficamente.

Entao, mais importante do que memorizar diferentes equagdes para um
mesmo ente geométrico é necessario investir para garantir a
compreensdo do que a geometria analitica propde. Para isso, o trabalho
com este tema pode ser centrado em estabelecer a correspondéncia
entre as fungdes de 10 e 20 graus e seus graficos e a resolu¢do de
problemas que exigem o estudo da posicao relativa de pontos, retas,
circunferéncias e parabolas.

Além de conhecer uma forma de pensar em Matematica, entender o
mundo do século 17, que deu origem ao cartesianismo, pode ser uma
excelente oportunidade para que o aluno perceba o desenvolvimento
histérico do conhecimento e como certos momentos dessa histéria
transformaram a ciéncia e a forma de viver da humanidade. (BRASIL,
2004, p. 124)

De forma implicita, os PCNEM PLUS supdéem uma mudanca de quadros,
do geométrico para o algébrico e vice-versa, também uma conversao entre os
registros simbdlico e grafico e vice-versa.

Observamos que o desenho de uma reta ou de um ponto localizado em um
plano cartesiano € considerado como um registro grafico.

De acordo com os PCNEM PLUS, nossa seqiéncia didatica estabelecera
inicialmente uma correspondéncia entre as fungcées do 1% e 2° graus e seus
graficos com o estudo da posicao relativa de pontos no plano em dois pontos de
vista: o cartesiano e o paramétrico.

Em se tratando de conteudos (como representacdées no plano cartesiano e
equacles; interseccao e posicoes relativas de figuras) e habilidades a serem
desenvolvidas para a unidade tematica geometria analitica, os PCNEM PLUS
sugerem:

e Interpretar e fazer uso de modelos para a resolugdo de problemas
geométricos.
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e Reconhecer que uma mesma situagao pode ser tratada com diferentes
instrumentais matematicos, de acordo com suas caracteristicas.

e Associar situacbes e problemas geométricos a suas correspondentes
formas algébricas e representacdes graficas e vice-versa.

e Construir uma visao sistematica das diferentes linguagens e campos
de estudo da Matematica, estabelecendo conexdes entre eles.
(BRASIL, 2004, p. 125)

Interessa-nos o reconhecimento de que uma mesma situagcao pode ser
tratada nos diferentes instrumentos matematicos. Supomos implicitamente as
mudancas de quadro, de registro e de pontos de vista.

Também nos interessa a associacao de atividades no quadro da geometria
analitica com os registros de representagdo semiotica e os pontos de vista.

As Orientacbes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, no que se

refere a geometria analitica, procura caracteriza-la da seguinte forma:

a) o estudo das propriedades geométricas de uma figura com base em
uma equacao (nesse caso, sao as figuras geométricas que estdo sob o
olhar da algebra);

b) o estudo dos pares ordenados de nimeros (x,y) que sao solugdes de
uma equacgao, por meio das propriedades de uma figura geométrica
(nesse caso, é a algebra que esta sob o olhar da geometria) . Esses
dois aspectos merecem ser trabalhados na escola.

O trabalho com a geometria analitica permite a articulagao entre
geometria e algebra. Para que essa articulagao seja significativa para o
aluno, o professor deve trabalhar as duas vias: o entendimento de
figuras geométricas, via equagdes, e o entendimento de equagdes, via
figuras geométricas. (BRASIL, 2006, p. 77)

Notamos que as Orientagdes Curriculares, propde implicitamente, uma
conversao entre os registros de representacdo simbolico e grafico e uma
articulacao entre os quadros geométrico e algébrico.

Sobre o0 uso de parametros em equagdes na geometria analitica, as

Orientacdes Curriculares recomendam:

Entendido o significado de uma equagao, deve-se iniciar o estudo das
equacodes da reta e do circulo. Essas equag¢des devem ser deduzidas, e
ndo simplesmente apresentadas aos alunos, para que, entdo, se
tornem significativas, em especial quanto ao sentido geométrico de
seus parametros. (BRASIL, 2006, p. 77, grifo nosso)
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Aqui, entendemos que surge, pela primeira vez, a necessidade da nogao
de parametro e o seu uso em equagdes para um entendimento significativo das

propriedades geométricas da reta e da circunferéncia.

No geral a Proposta Curricular, os PCNEM, os PCNEM PLUS e as
Orientacdes Curriculares Nacionais para o Ensino Médio apresentados enfatizam
a importancia do ensino da geometria analitica com suas devidas competéncias e
habilidades a serem desenvolvidas pelos alunos. Porém, notamos a falta do
estudo de curvas e suas representacbes que vao além de retas, parabolas e
circunferéncias, articulando os pontos de vista paramétrico e cartesiano e a
conversao entre registros simbolico e grafico.

Assim como a histéria apresentada por BOYER (1996, p. 318-319), tanto a
Proposta quanto os Parametros e as Orientacées Curriculares ndo valorizam
outras curvas algébricas, como as sec¢des conicas, e ndo apresentam as curvas
transcendentes, trabalhadas na teoria geral de curvas de Euler, como as curvas
trigonométricas.

Consequentemente supomos que, em livros didaticos, a nocao de
parametro se limita, explicitamente, ao estudo das equacgdes paramétricas e a
representacdo da reta em geometria analitica vista no Ensino Médio.

Entendendo a necessidade de desenvolver uma seqiéncia didatica que
enfatize a importancia da nocédo de parametro na representacao grafica de pontos
e curvas planas, a Proposta e os Parametros Curriculares nos direcionam para
estudos em um ambiente informatico.

O uso de novas tecnologias no ensino como ferramenta facilitadora permite

ao aluno a construcédo de pontos, ponto genérico, familia de pontos por meio da
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investigacdo de algumas curvas planas representadas por equac¢des na forma
cartesiana ou paramétrica e facilita o entendimento da nogao de parametro.
Sobre estes ambientes informaticos e a importancia dos mesmos no estudo

da Matematica, os PCNEM comentam:

Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é hoje o
computador, exigird do ensino da Mateméatica um redirecionamento sob
uma perspectiva curricular que favoreca o desenvolvimento de
habilidades e procedimentos com os quais o individuo possa se
reconhecer e se orientar nesse mundo do conhecimento em constante
movimento. [...] as fungbes da Matemética descritas anteriormente e a
presenga da tecnologia nos permitem afirmar que aprender Matematica
no Ensino Médio deve ser mais que memorizar resultados dessa ciéncia
e que a aquisigdo do conhecimento matematico deve estar vinculado ao
dominio de um saber fazer Matematica e de um saber pensar
matematico (BRASIL, 1999, p.252)

A Proposta e os Parametros (PCNEM e PCNEM PLUS), de um modo geral,
recomendam, implicitamente, em geometria analitica, as mudancas de quadros
(do geométrico para o algébrico), a importancia das transformacbes (conversdes
e tratamentos) em registros semiéticos (linguagem natural, simbdlico e gréfico) e
0s pontos de vista cartesiano e paramétrico. Portanto estes resultados séo
fundamentais para nossa pesquisa na medida em que, no quadro da geometria
analitica (subquadro da geometria), a sequéncia didatica se respalda na
conversao entre os registros simbdlico e grafico e vice-versa e os pontos de vista
paramétrico e cartesiano.

Em se tratando do uso de tecnologia em matematica nas Orientacdes
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, surgem algumas novidades.

Estas Orientagdes Curriculares comentam a necessidade de se contemplar
uma formacdo escolar dois sentidos, sdo eles: “...] a Matematica como
ferramenta para entender a tecnologia, e a tecnologia como ferramenta para

entender a Matematica”. (BRASIL, 2006, p. 87).
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Em nosso trabalho vamos nos ater ao segundo caso, a tecnologia como
ferramenta para entender a nocao de parametro na geometria analitica.

Sobre este segundo caso, estas Orientacées Curriculares sugerem:

[...] hd programas de computador (soffwares) nos quais os alunos
podem explorar e construir diferentes conceitos matematicos, referidos
a seguir como programas de expressdo. Programas de expressao
apresentam recursos que provocam, de forma muito natural, o
processo que caracteriza o “pensar matematicamente”, ou seja, os
alunos fazem experimentos, testam hipo6teses, esbo¢cam conjecturas,
criam estratégias para resolver problemas. (BRASIL, 2006, p. 88).

Consideramos o software Winplot, segundo (BRASIL, 2006), um programa
de expressao.
Na busca de programas de expressao para o estudo da geometria analitica

as Orientagdes Curriculares, indicam:

[..] tem-se uma grande variedade de programas de expressdo. Em
muitos desses programas, pode-se trabalhar tanto com coordenadas
cartesianas como com coordenadas polares. Os recursos neles
disponibilizados facilitam a exploracdo algébrica e grafica, de forma
simultanea, e isso ajuda o aluno a entender o conceito de funcéo, e o
significado geométrico do conjunto- solucdo de uma equacdo —
inequacéao. (BRASIL, 2006, p.89).

Novamente, entendemos que o Winplot € um dos programas que, segundo
(BRASIL, 2006), trabalha-se tanto com coordenadas cartesianas ou polares e
facilitam a exploracdo algébrica e grafica, consequentemente o entendimento do
significado geométrico de uma equacao em geometria analitica.

Aqui temos, nas Orientacdes Curriculares como sugestdes do uso de
programas de expressao, como o Winplot, implicitamente, uma articulacao entre
0s pontos de vista cartesiano e polar e as conversées entre os registros de
representacdo simbdlico e grafico. Estas Orientagdes Curriculares, contribuem

para o desenvolvimento de atividades em ambientes informaticos.
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Interessados em desenvolver a seqliéncia didatica em um ambiente
informatico, a seguir, apresentamos uma fundamentacéao tedrica que nos respalda

nesta abordagem.

3. Alguns principios norteadores da Informatica na Educacao

ALMOULOUD (2000, p. 198) define o uso de ferramentas, como o
microcomputador, como algo privilegiado para a avaliagdo somativa, formativa e
diagndstica, possibilitando:

e 0 estudo do comportamento dos alunos;

e tornar os alunos autbnomos na gestao de sua aprendizagem;
e tratar no tempo real uma parte da avaliacao;

e integrar numerosas informag¢des multidimensionais;

e diminuir o efeito emocional da avaliagao.

As atividades propostas para a sequiéncia de ensino procuram estudar o
comportamento dos alunos, mas principalmente torna-los autbnomos na gestéao
de sua aprendizagem sob a orientacéo do professor.

Segundo VALENTE (1993 apud ALMOULOUD, 2000, p. 199), analisando
as possibilidades do computador em contextos educacionais, comenta:

e O uso do computador como maquina de ensinar, informatizando os
métodos de ensino tradicionais, tendo sobre o papel, lousa e giz as
vantagens das animacdes, som e repeticdes sucessivas para a melhor
compreensdo por parte do educando, caracterizando o paradigma
instrucionista. (p. 199)

e O computador como ferramenta, auxiliando na construgcdo do
conhecimento: [...] a mudanca nos paradigmas educacionais vem
acompanhada pela introducdo de novas ferramentas tecnolégicas.
Assim sendo, ndo é suficiente que os educadores tenham a sua
disposicdo ou apenas saibam operar esses elementos tecnolégicos, €
preciso que aprendam a elaborar e a intervir significativamente no
processo educativo. (p. 200)

e [ ...] se o objetivo principal do processo educativo é oportunizar o
desenvolvimento do processo de construgdo do conhecimento, com 0
aprendiz no centro do processo educativo, compreendendo conceitos e
reconhecendo a sua aplicabilidade em situagdes por ele vivenciadas,
defendemos a utilizagdo do computador como ferramenta, facilitando a
descricao, reflexao e depuracao de idéias. (p. 200)
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Como sugere este autor, com o0 uso do computador nas atividades da
seqléncia, procura-se fugir do papel, da lousa e do giz, visando a animacgdes
graficas de pontos e curvas. O computador, como ferramenta facilitadora da
descricao, reflexao e depuracdo, permite uma melhor compreensao da nogao de

parametro no estudo de pontos e curvas e suas propriedades.

3.1. Ambiente Informatico

Na sequéncia, apresentamos atividades voltadas ao uso de um software
educativo, o Winplot, para fins de ensino aprendizagem. O software sera
considerado, segundo ALMOULOUD (2000, p. 200), “[...] como um conjunto de
recursos informaticos desenvolvidos no intuito de serem usados em contextos de
ensino e aprendizagem”.

O processo do saber a ser ensinado € influenciado em parte pelo software
utilizado, pelo uso de recursos informaticos, e ndo somente pelo professor. Desta
forma, a transposicdo didatica da origem a transposicdo informatica
(BALACHEFF, 1994), tornando-se um conceito tedérico fundamental para esta

pesquisa, visto que os alunos terdo acesso as representacdes de softwares.

3.2. A transposicao didatica

CHEVALLARD (1991 apud ALMOULOUD, 2000, p. 200) define a
transposicao didatica como o conjunto das transformagdes que o saber cientifico
sofre em seu processo de ensino. Desta definicdo distingui-se bem “o saber

cientifico” do “saber ensinado” (institucional).
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Da escolha do saber a sua adaptacao ao sistema didatico, existe todo um
processo gerador de modificacbes, que termina no que chamamos de saber
escolar.

Sobre o desenvolvimento dos ambientes informaticos, ALMOULOUD
(2000, p. 202), relata: “a introdugdo dessas tecnologias na escola e na formacao
de professores, € acompanhado de novos fenbmenos do mesmo tipo que aqueles
da Transposicao didatica’.

Segundo BALACHEFF (1994 apud ALMOULOUD, 2000, p. 202), “além dos
entraves da Transposicdo didatica, temos aqueles da modelagem e da
implementacéao informatica: entraves da modelagem compativel, entraves ligados
a linguagem informatica e a capacidade das maquinas”.

BALACHEFF (1994 apud ALMOULOUD, 2000, p. 202) analisa a seguinte

problematica:

Uma “representagdo do mundo” ndo € o “mundo”, pois essa
representacao tem propriedades herdadas, ao mesmo tempo, das
escolhas de modelagem que séo feitas e das caracteristicas dos meios
semiodticos escolhidos. Por outro lado, como dispositivo material, o
computador impde um conjunto de exigéncias que vao necessitar de
uma transformacdo do “mundo” para permitir implementar sua
representacao. (p. 202)

Desta forma, o autor, introduz a nogao de “Transposicao Informatica” para
falar desse tratamento do conhecimento que permite representa-lo e implementa-

lo num dispositivo informatico.(p. 202)

3.3. A transposicao informatica.

Em se tratando do uso de um software educativo, esta nocédo torna-se

importante e significativa, pois apresenta uma contextualizagdo do conhecimento
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(individual) que pode ter consequéncias importantes sobre os resultados das
aprendizagens. (p.202)

O esquema a seguir, dado por BALACHEFF (1994 apud ALMOULOUD,
2000, p. 203), resume em que nivel a Transposicao informatica esta situada no

processo da Transposigcao didatica.

Saber de referéncia

Transposi¢io 1
Saber a ensinar
i
1
Os autores
Transposigio
Especificagdo: uma -
concepgdo do saber Implementagao: Informatica
Uma concepgdo do representagiio interns
professor a interface

Saber implementado

Desenvolvimento do

Dispositivp informitico

Saber ensinado

Transposigio Didatica 2

Interacio didatica

Q saber do aluno

QUADRO 7: Transposicdo Informatica

O esquema do QUADRO 7 evidencia as transformacdes que determinado
saber deve passar a fim de se tornar um saber do aluno em um ambiente
informatizado.

Uma vez que o saber a ensinar é identificado, resta especificar a

arquitetura da aprendizagem, sofrendo adaptacdes relacionadas a concepc¢des

112



dos professores sobre este saber e os meios de seu ensino. Na utilizacdo de
dispositivos informaticos, existe outra transformac¢do no saber a ensinar antes de
se tornar saber ensinado, sendo este o saber implementado. Este se refere ndo
somente as concepgdes dos professores, mas também as representagdes do
software e sua interface.

Para a implementacdo da sequUéncia de atividades, utilizaremos um
ambiente informatico com softwares gratuitos, como o plotador grafico, Winplot, e
o construtor de GIF's animados, GIF Animator. Serao utilizados como ferramentas
facilitadoras para as representagdes graficas de pontos e curvas no plano. A
transposicéo informatica, como referéncia tedrica, desempenha um papel
fundamental nessa pesquisa.

A seguir apresentamos os softwares, algumas de suas caracteristicas
importantes que utilizaremos nesta pesquisa e uma analise sobre os efeitos da

transposicao informatica.

3.4 O Software Winplot

O Winplot>, desenvolvido por Richard Parris, da Philips Exeter Academy,
é um dos principais softwares free da linha Peanut Softwares®, que contém uma
lista com varios programas matematicos gratuitos. Trata-se de um plotador
gréfico, de facil instalacdo, que ocupa pouco espaco (menos de 1MB), com a
opcéao de representar graficos em 2D (bidimensional) ou 3D (tridimensional). O
que o torna atrativo sdo os parametros dindmicos que permitem "animar" gréaficos

alterando os seus valores presentes.

» Winplot foi traduzido para o Portugués em 2001 por Adelmo Ribeiro de Jesus.
% gite Oficial da Peanut Softwares: http://www.exeter.edu/pages/index.html
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No menu “Equacao”, FIG.51, é possivel representar diversos tipos de
graficos de equagbes com uma ou duas variaveis na forma explicita, implicita,
parameétrica ou polar, assim como pontos e segmentos. Os graficos construidos e
suas respectivas equagdes podem ser automaticamente salvos num inventario,

sendo possivel esconder e mostrar os dados a qualquer momento.

[ semnome3.wp2 =LelL

Arguive Equacdo Wer Btns Um Dois Anim Misc
1. Explicita ... F1
2. Paramétrica ... F2
3. Implicita ... F3
4. Polar ... Fa

Ponto 3
Segmento 3
Reta ...

—_ Recursiva ... _|_|_|_’

Diferencial ] X
Polinomial ...

Tamanho do inventario ...
Fonte ...

Biblioteca ...

Definir funcée ...

Ajuda ..

FIG. 51: Menu “Equagéo” do Winplot

Existe uma biblioteca com o arquivo de todas as funcbes elementares
(representacdes da linguagem Winplof) que podem ser interpretadas pelo
software, tais como: pi, In, log, exp, sin, cos, tan, csc, sec, cot, sinh, cosh,
tanh , sqr = sqgrt = [raiz quadrada ]. Eis alguns sinais usuais da representacao
simbdélico- algébrica que sao usados:

- Exponenciacao € representada por *, embora seja mais facil escrever xx
do que x"2.

- O simbolo multiplicativo * pode geralmente ser dispensado. Por exemplo,

5x é interpretado para significar 5*x.

114



No menu “Ver”, FIG. 52, pode-se alterar o tamanho e aspecto da janela

(tela do winplot) como: zoom, tamanho, com ou sem eixos, grade quadriculada,

determinacao de valores explicitos nos eixos ortogonais, e ajuda explicando todos

os detalhes deste menu.

-Pq semnome3.wp

Arguivo

Equacdo Wer Btns

—_ | =

Um Doie Anim Misc
Ver.. Cirl+\v
Zoom
Mowver
Enguadrar janela Home
Bestaurar Ctri+R
Redesenhar implicitas
Grade ... Ciri+G
Eixos

Linhas de grade

Preencher desigualdades explictas
c

onectar pontos

Ajuda ..

f

(2]

grade

v eimoz  * ambos ] [ palar

v marcaz v setas pontoz & rdtuloz

tamanho damarca 1.0

intervalo  escala  decimais freq  pi
% 1000000 0 1
¥ 1.000000 0 1
ezcala sobre . 0 gjmos quadro

grade setores polares 12
v pontilhado retangular
quadrantes w | W Il W (Il W W

aplicar fechar

FIG. 52: Menu “ver” do Winplot

O menu “Anim” permite o estudo de uma familia de pontos, ou seja,

representa-la graficamente por meio da alteragdo dos valores reais dos

parametros de um ponto genérico. Permite também representar diversos graficos

de uma curva plana algébrica ou transcendente por meio da alteragdo dos valores

reais dos parametros de suas respectivas equagdes paramétricas, cartesianas ou

polares.

O menu “Misc” permite fazer retoques finais como: pér setas nos eixos,

colorir o fundo, fazer anotacées no caderno de rascunho, entre outros.

E possivel trabalhar com vérias janelas abertas ao mesmo tempo,

possibilitando comparacdes e articulagbes entre as diversas representagdes

graficas possiveis no Winplot.
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3.4.1. Limitac6es do software Winplot

Uma das principais limitagdes do Winplot € que, sozinho, como todos os
programas educacionais, ndo garante uma aprendizagem eficiente.

Segundo ALMOULOUD (2000, p. 210), “...] € preciso inclui-lo num
dispositivo didatico, no qual o professor estard encarregado, entre outras tarefas,
da construcao das situagdes-problema e do gerenciamento da sala de aula”, nem
que seja a distancia.

O aluno, analisando as diversas representagdes graficas de uma curva
plana, por exemplo, uma parabola, deve concluir que esta variagdo lhe permite
substituir a prova matematica, como as suas propriedades geométricas, ou seja, 0
Winplot “[...] j& mostrou a veracidade e ndo ha necessidade de uma justificacao
matematica”. ALMOULOUD (2000, p. 210)

A partir de uma equacgao de curva, a representacao grafica € automatica,
distanciando-se de uma construcdo continua da curva ou ponto a ponto com
papel e lapis. Novamente o aluno sente a necessidade de ndo justificar
matematicamente como obteve o grafico.

Mesmo sendo um software de facil manuseio, pode ser cansativo, pois a
sua diversidade, em termos de descobertas, € imensa.

Para alunos que ja tenham facilidade com uso de softwares ou aplicativos,
o Winplot torna-se descomplicado; porém, para alunos do ensino fundamental ou
inexperientes, € necessario uma ajuda extra, como apostilas ou tutoriais de aulas

especificas que podem ser realizados pelo professor.
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No menu “Anim”, existe um recurso de auto animacgao dos valores reais de
parametros, porém nem sempre ele € aconselhavel, pois em grande parte das
vezes 0 programa trava e perde-se tudo o que foi realizado.

Existe um outro detalhe: ndo ha como voltar atras em alguns casos em que
a equacao foi apagada “sem querer”, ou seja, é preciso refazer tudo outra vez.

O programa nao funciona em alguns sistemas operacionais Linux, como o

GNU-Linux.

3.4.2. Consideracoes relevantes

Em um curso de extensao realizado em 2003 e 2004 (com carga horaria
total de 60 horas e carga horaria semanal de 4 horas), pela CEFET — Campos®’ e
UENF?®, para professores de Matematica do Ensino Médio e alunos de
Licenciatura em Matematica, com um total de 24 participantes usuarios potenciais
de softwares educacionais, o Winplot foi um dos softwares avaliados® , sendo
considerado pelos avaliadores como um dos mais coerentes com os PCNEM.

Conforme o QUADRO 8, entendemos que a diferenca basica entre o
Winplot e outros plotadores graficos de baixo custo ou gratuitos é a promogao da

“animacao” de graficos a partir dos parametros de suas equagoes.

2 CENTRO FEDERAL DE EDUCACAO TECNOLOGICA, situado na cidade de Campos dos Goytacazes/RJ.
% Universidade Estadual do Norte Fluminense - UENF
2 Avaliaggo disponivel em: <http://www.es.cefetcampos.br/softmat/>, acesso em 10/07/2006.
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PONTOS POSITIVOS PONTOS NEGATIVOS

O saftware: O saffware:

s contribui para o desenvolvimento da capacidade de observacio|e nio possui a fungio
e do senso crifico; “desfazer” para casos

» possibilita a associagio de idéias e contribui para evitar simples | em que graficos sdo
memorizacoes; apagados por engano.

o desperta o interesse do uswario, permitinde melhor
aprendizagem favorecendo a construgio do conhecimento;

* permite promover “ammacio” de graficos a partir de pardmetros
adotados e traca, simmltaneaments, graficos de uma familia de
equacdes, considerando determinados parametros;

e fraca graficos em 2D e em 3D (duas e trés dimensdes).

QUADRO 8: SOFTMAT (BATISTA et al. 2004, p.9)

3.5 GIF Animator

O GIF Animator € um dos softwares desenvolvidos pela Microsoft. Permite
construir GIF's animados e é distribuido gratuitamente. O que o torna interessante
€ a possibilidade do educando, envolvido por uma ferramenta facilitadora,
desenvolver uma autonomia propria na criagdo e construcdo de um GI/F animado
como se fosse um grande pintor que, por meio de propriedades geométricas,
encanta com a arte da geometria e, por que néo, das curvas.

Este programa permite a realizacdo de um desenho animado que exija
destreza e paciéncia até o ultimo desenho que corresponde a ultima cena.

Se o Winplot permite animar os graficos de curvas planas, o GIF Animator
as imortaliza como uma animagao constante. Observa-se que, em grande parte,
sdo os GIF's que dao vida as paginas da Internet, com seus banners ou

logomarcas®, ou seja, o trabalho final é muito interessante.

%0 Segundo Dicionario Aurélio: qualquer representagéo grafica padronizada e distintiva utilizada como marcat
(22); representacao visual de uma marcai (22).
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3.5.1. Limitac6es do GIF Animator

Nao é um software educativo, é técnico;

N3o é facil encontra-lo na internef*', provavelmente por ser gratuito;

Est4d em inglés, o que torna o seu manuseio dificil de entender.

Para a montagem do GIF, temos que selecionar, de uma em uma, cada
imagem grafica localizada em uma pasta pré-estabelecida e todas no formato .gif,
tornando a tarefa um trabalho arduo. Porém, entendemos o programa como um

bom motivador para os alunos.

3! Software GIF Animator disponivel em: <http://www.diadematematica.com/downloads/gifsetup.exe>. Acesso
em 10 de julho de 2006.
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CAPITULO IV: A SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo, apresentamos uma seqiéncia didatica, com o objetivo de
tentar responder as hipdteses de pesquisa de nosso trabalho.

Apresentamos as justificativas das escolhas feitas, os procedimentos
metodologicos e o instrumento experimental.

Nesta fase, segundo alguns elementos de uma engenharia didatica,
proposta por ARTIGUE (1996), apresentamos a construcao e analise a priori das
atividades.

Na construcdo exporemos as escolhas globais, como o ambiente, o publico
alvo e o tema a ser pesquisado.

Em seguida, as escolhas locais, como a organizacdo de uma sessao
relacionada ao conteudo didatico a ser pesquisado, que é o caso desse trabalho.

A andlise a priori tem como objetivo antecipar como as escolhas realizadas,
globais ou locais, funcionardo didaticamente com alunos, prevendo os

comportamentos, as estratégias e as dificuldades nas atividades propostas.

1. Justificativas das escolhas feitas.

No breve estudo histérico da geometria analitica, apresentado no capitulo
Il, observamos, em um primeiro momento, a importancia do simbolismo algébrico;
em um segundo momento, 0 surgimento das curvas algébricas e uma primeira
classificacao; e, no terceiro momento, as curvas transcendentes. Vimos também
que as curvas planas sao representadas por diversas equacgdes e graficos e que

0s seus lugares geométricos tém representacdes analiticas que podem ser
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expressas por uma unica equagdo com no maximo duas variaveis (valores
desconhecidos) €, nos demais casos, com parametros (valores conhecidos). Este
ultimo nos interessa como objeto de estudo por razdes apresentadas nos
capitulos I, Il e lll.

Eis algumas destas razdes: observamos que, ao longo da historia, o uso de
parametros em equagdes para possiveis representacoes graficas de curvas
planas foi importante para o desenvolvimento da geometria analitica. A Proposta
Curricular, os Parametros (PCNEM e PCNEM PLUS) e as Orientacdes
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, em geral, norteiam os conteudos
apresentados nos livros didaticos e se limitam a recomendacgdes para o estudo da
reta e de algumas secgdes conicas, como a circunferéncia. E por essa falta do
estudo de outras curvas planas que se verifica a auséncia da nogdo de
parametro, pois, em equagdes de retas e de circunferéncias, os parametros sao
tratados como coeficientes literais, niumeros conhecidos, mas ndo explicitados
como parametros, a nao ser no caso de equagdes paramétricas da reta.

Ferramentas facilitadoras, como o ambiente informatico, sdo consideradas
pelas propostas curriculares, porém o uso desses recursos anda a “passos de
tartaruga”, assim como na histéria em que as curvas eram construidas com papel,
lapis e instrumentos de medidas. Os recursos informaticos provavelmente
facilitariam o estudo destas curvas planas e conseqlentemente se tornaria

explicita a importancia da no¢do de parametro.
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2. Procedimentos metodolégicos

Construimos uma sequéncia de atividades que possibilita investigar se, em
um ambiente informatico, por meio de representacdes e interpretagdes graficas,
de maneira dindmica e com o uso de parametros em equagdes, sera permitido ao
aluno visualizar algumas propriedades de curvas planas e, conseqlentemente, ter
uma melhor compreensdo da nocao de parametro.

Em um primeiro momento, nas duas primeiras sessdes, procuramos
desenvolver atividades muito proximas das recomendadas pela Proposta
Curricular, pelos PCNEM e as Orientagcbes Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio observadas, em particular, no livro de PAIVA (2003).

Em um segundo momento, elencamos, atividades que envolvem pontos
genéricos, familia de pontos, representacdo de curvas na forma paramétrica e
cartesiana e curvas parametrizadas.

Nos encontros previstos em um ambiente informatico, os alunos
trabalharam em dupla, por entendermos que esta dindmica produz dialogos,
reflexdes, troca de hipoteses e conclusdes de forma espontanea.

A sequéncia foi dividida em cinco sessdées com duas aulas de 50 minutos
de duragao cada e com cinco duplas de alunos.

Em todas as sessodes, os alunos tiveram como material de trabalho: régua,
lapis, borracha e caneta. Nas trés Uultimas sessdes, as atividades foram
desenvolvidas com o uso do computador, sendo um para cada dupla. No final de
cada sessao, houve uma discussdo entre os alunos e o professor sobre
estratégias e solugcbes propostas pelos alunos e relatos de aplicacdo das

atividades que descreveremos.
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O aplicador da sequiéncia foi o proprio pesquisador e havia um observador,
professor de matematica ha nove anos e mestrando em Educacéo.

O publico alvo desta investigacao foram 10 alunos da 32 série do Ensino
Médio de uma escola publica em Diadema no Estado de S&o Paulo. Sdo alunos
que estudam no periodo noturno, mas as sessbes foram realizadas fora do
horario de aula, aos sabados no periodo matutino.

Inicialmente, avisamos os alunos que se tratava de um projeto de pesquisa
e que, ao término da realizagdo da seqléncia, receberiam, além da construcao do
GIF animado, todas as atividades desenvolvidas por eles em um CD, uma
publicacdo dos GIF's animados em uma pagina na Internet e um certificado de
participagao do projeto desta pesquisa.

Antes da experimentagdo, trabalhamos a familiarizagdo do software
Winplot com os alunos para o reconhecimento de um plano cartesiano, da
localizagdo de coordenadas no plano, equagao reduzida da reta, coeficientes
angular e linear, equagdes paramétricas e a retomada de alguns conceitos de
funcbes importantes para o desenvolvimento das atividades da seqiéncia como
as funcbes: afim e linear, quadrdtica, cubica, exponencial e algumas
trigonométricas, bem como a conversao de angulos em graus para radianos.

Além disso, com o software GIF Animator, trabalhamos alguns GIF's
animados.

Nas duas primeiras sessoOes, as atividades foram desenvolvidas sem a
interferéncia do ambiente informatico.

Na primeira sessdo, as atividades deveriam ser respondidas, como coleta
de dados, em um formulario adequado com papel e lapis, como se estivessem em

sala de aula, e eram focadas em ponto, reta e parabola.
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Na segunda sessédo, as atividades também foram planejadas para serem
respondidas em papel e Iapis, e retratavam as equagdes paramétricas da reta.

Na terceira sessdo, as atividades foram desenvolvidas em um ambiente
informatico, com o uso do software Winplot, retomando-se algumas das atividades
desenvolvidas nas sessoes | e Il, de maneira dindmica com a constru¢cao de uma
familia de pontos da reta e da parabola.

Escolhemos o software Winplot por ser gratuito, de facil manuseio e por
nao requerer computadores potentes.

As atividades evidenciavam familia de pontos a um parametro e os pontos
de vista paramétrico e cartesiano em graficos de reta e parabola.

Na quarta sessao, as atividades também foram propostas em um ambiente
informatico, com o uso do software Winplot, e focadas na parametrizacao da reta
e no estudo de outras curvas planas algébricas ou transcendentes.

Na quinta e ultima sessé&o, as atividades se dividiram em dois momentos.
Primeiro com papel e lapis, sem o uso do ambiente informético, com o objetivo de
desenvolver equagdes paramétricas a partir das coordenadas de alguns pontos e,
em um segundo momento, visando a desenvolver animacdes graficas de outras

curvas planas para a construgdo de um GI/F animado.

3. Apresentacao e analise a priori da seqliéncia didatica.

Apresentamos uma sequéncia didatica a ser aplicada, seguida da sua
analise a priori de cada sessao, com o enunciado, os objetivos, a analise didatica

e matematica de cada uma das atividades que foram desenvolvidas, levando-se
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em conta os trabalhos de DUVAL (2003), DOUADY (1986), DIAS (1998) e

BALACHEFF (1994) e os estudos historicos de algumas curvas planas.

Sessao I: Graficos de ponto, reta e parabola

Nesta sessao, pretendemos realizar uma breve introdugdo da geometria
analitica com os conceitos de ponto, reta e parabola.

Em nossa andlise da Proposta Curricular e dos PCNEM, constatamos a
recomendagado do ensino da geometria analitica, como uma introdugao a partir
das representagdes de pontos, retas e pardbolas no plano cartesiano, mas nao se
sugere como tal introducé&o deva ser desenvolvida e nem se apontam atividades

neste caminho.

Sessao I:

Atividade 1:

a) Considere as coordenadas dos seguintes pontos A=(1;2), B=(2;3), C=(2;1),
D=(-3;0) , E=(-4;-3). Sabe-se que 3 deles estdo alinhados. Represente os
pontos no plano cartesiano e justifique quais sao estes 3 pontos que estao
alinhados.

b) Existem outros pontos de coordenadas (x,y) que continuam alinhados com
os trés anteriores e possuem uma relagdo entre as variaveis x e y
Represente-os no plano cartesiano, apresentado anteriormente, e escreva
pelo menos outros trés pontos deste alinhamento.

c) Desta relacdo entre as variaveis x e y obtém-se uma equacgao algébrica.

Utilize o rascunho, caso necessario, e escreva abaixo esta equacao.

Atividade 2:
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a)

Considere as coordenadas dos seguintes pontos A=(-2;4), B=(2;4), C=(-
5:6), D=(3;9), E=(6;-5) e F=(-1,1). Sabe-se que 4 deles pertencem ao
grafico de uma parabola. Represente os pontos no plano cartesiano e
justifique quais séo estes 4 pontos que pertencem a parabola.

Existem outros pontos de coordenadas (x,y) que pertencem ao grafico da
parabola com os quatro pontos anteriores e possuem uma relacdo de
dependéncia entre as variaveis x e y. Represente-os no plano cartesiano,
apresentado anteriormente e escreva pelo menos outros trés pontos desta
parabola.

Desta relacdo entre as variaveis x e y obtém-se uma equagéo algébrica.

Utilize o rascunho, caso necessario, e escreva abaixo esta equacao.

Analise didatica:

Na elaboracao das atividades 1 e 2 da sessao |, temos como prioridade os

seqguintes objetivos:

Investigar se a conversao entre os registros (linguagem natural, simbdlica e

gréfica) permite verificar se os alunos sdo capazes de entender e representar

pontos por coordenadas (x,y) no plano cartesiano, encontrar graficos de uma reta

e uma parabola e representar a equacao algébrica que valide a relacao entre as

variaveis x ey .

Estdo em jogo, 0s seguintes quadros e conceitos:

gréficas no plano.

Geometria analitica | Algébrico Numérico Funcoes
-ponto -equacdes cartesianas; -calculo sobre coordenadas | -fungbes do
-reta -escritas algébricas com no plano (geometria 12 e 22 graus.
-parabola variaveis, incégnitas e analitica);

-representacdes parametros. -calculo em equacgdes

cartesianas (algébrico).

QUADRO 9 - Sesséao l:quadros

No QUADRO 10, apresentamos as variaveis didaticas e os conhecimentos

mobilizados nessa sessao.
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Variaveis didaticas Conhecimentos mobilizados
-NUmeros inteiros; -Operagdes com nameros inteiros;
-Representagéo grafica de ponto, reta e -Par ordenado associado a uma relagao;
parabola; -Calculo e representacao grafica de ponto, reta e
-Escrita algébrica de equacoes. parabola.
-Propriedades de equagbes do 1¢ e 2° - Resolucao de equacgbes do 12 e 2%graus;
graus;-Leitura e interpretacao grafica; - Plano cartesiano.
-Pontos alinhados; - Fungdes do 12 e 2° graus.
-Varidvel, incognita e pardmetro.

QUADRO 10 — Sessao I: variaveis didaticas

Novos conhecimentos em jogo: equacédo algébrica cujas coordenadas de
pontos no plano mantém uma relacao de dependéncia.

As atividades 1 e 2 foram preparadas para que os alunos procurassem
realizar transformacbes de registros, conversdao e tratamento, nas
representacdes de ponto, reta e parabola.

(1a e 2a) Converséo entre registros: da linguagem natural para o gréfico.

Como pré-requisito, o entendimento de coordenadas cartesianas no plano
ja foi trabalhado no estudo de algumas fungdes, portanto, acreditamos que 0s
alunos possam mobilizar esses conhecimentos prévios na resolugéo deste item.

(1b e 2b) Converséo do registro grafico para a linguagem natural.

Observando no registro grafico a representacédo de alguns pontos no plano,
€ possivel que os alunos tracem uma reta e uma parabola e, por fim, consigam
responder aos respectivos itens.

(1c e 2c) Conversao do registro grafico para o simbdlico.

Observando a representacdo grafica da reta e da pardbola e alguns de
seus pontos, é realizado um tratamento que, por meio de calculos, a partir de
valores numéricos, encontra-se a equagao cartesiana (representacdao simbolico-

algébrica) conforme QUADRO 1: (DUVAL 2003, p.18).
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Para encontrar as equacgdes, espera-se que os alunos identifiquem no
tratamento, por meio de calculos, uma relacdo de dependéncia entre as variaveis

X ey, atribuindo valores numéricos a estas variaveis.

No caso das equacgdes da reta e parabola, espera-se a mobilizagdo, pelo
aluno, do tema funcéo polinomial do 12 e 2° grau.

Ocorrera, no final da sesséao, institucionalizagcdo local do tratamento no
registro grafico, da conversao deste para o simbdlico, por considerar que talvez
nem todos os alunos consigam atingir tal objetivo, como mostraremos a seguir
nas concepg¢des inadequadas ou dificuldades esperadas dessas atividades.

1. Com relacao a representacéo grafica de pontos no plano cartesiano.

- Os alunos apresentam dificuldades na conversao da linguagem natural para o
gréfico: o enunciado pode ser lido, mas ndo compreendido por eles. Neste
momento o professor deve esclarecer as duvidas do enunciado, sem, contudo,
dar repostas passo a passo;

2. Sobre a conversao do registro grafico para a linguagem natural.

- Ha dificuldades na identificacdo grafica dos pontos de uma reta ou parabola e,
consequentemente, os alunos nao apresentam outros pontos que pertencem a
reta ou parabola.

- Ha troca de ordem nas coordenadas de pontos representados no plano, como o
valor da ordenada no lugar da abscissa e vice-versa.

3. Com relagéo a conversao do registro grafico para o simbdlico.

- Nao é feito um tratamento no registro grafico, pois, por meio de calculos
inadequados, atribuem valor a uma das variaveis e encontram valores falsos que

ndo correspondem a outra variavel, portanto ndo se encontra uma relagdo de
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dependéncia entre as variaveis x ey, representando-se uma equagao que nao

corresponde a solucéo esperada.

A seguir, apresentamos uma analise matematica destas atividades.

Analise matematica:
Superadas as dificuldades ou erros mencionados, esperamos que 0S

alunos possam responder as atividades, como descreveremos a seguir:

Questao 1a) Resposta esperada
Uma possivel resposta é que se representem todos os cinco pontos do
enunciado no plano cartesiano quadriculado. Em seguida, que se tracasse a reta

que contém os pontos A,B e E pelo seu alinhamento, como na FIG. 53..

FIG. 53 — Sessaol: 1a

Talvez os alunos ndo tracem a reta, mas, sim, identifiguem o alinhamento
dos pontos pela facilidade da malha ser quadriculada e os valores das

coordenadas serem ndmeros inteiros.

Questao 2a) Resposta esperada
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Aqui, o ideal € que os alunos representem os seis pontos no plano, FIG.
54, em seguida identifiquem e tracem a parabola que contém quatro dos pontos

apresentados. Sao eles: A,B,D e F.

Lok oL L L
oo

FIG. 54 — Sess3ol: 2a

Talvez os alunos ndo tracem a pardbola, mas identifiguem os pontos no

registro simbdlico, por meio da equagéao, antecipando a questao 2c.

Questao 1b) Resposta esperada
Entre diversas respostas, uma das possiveis € a marcacao de trés pontos

estratégicos sobre o grafico da reta e identificagdo desses pontos por meio de

suas coordenadas.

Estes pontos devem ser representados, de preferéncia, com coordenadas

de numeros inteiros, como os pontos F, G e H representados na FIG. 55.
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FIG. 55 — Sessaol: 1b

Novamente pode ocorrer de se encontrarem os pontos, sem a referéncia

da reta, utilizando as intersec¢des dos quadriculados representados no plano.

Questao 2b) Resposta esperada

Entre diversas respostas, uma das possiveis € a marcacao de pelo menos
outros trés pontos, estratégicos, sobre o grafico da parabola e identificacdo
desses pontos por meio de suas coordenadas, que devem ser representados de
preferéncia com coordenadas de numeros inteiros como os pontos G, H e |

representados na FIG. 56.

w & & g

el

FIG. 56 — Sess3ol: 2b
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Os pontos G e H, assim como outros também, sdo estratégicos por serem
simétricos, respectivamente, aos pontos F e D da parabola.
E o vértice da parabola no ponto H(0;0).

Questao 1c) Resposta esperada

Uma das possiveis solugdes para a questao € observar a representacao
grafica da reta, FIG. 55, e de alguns de seus pontos, e realizar uma conversao
que, por meio de célculos a partir de valores numéricos, leve a encontrar a
equagao cartesiana da reta (registro simbdlico).

Calculos:

f(x)=ax+bouy=ax+b
Aef—-2=al1l+b—-2-a=Db(l)
Bef—>3=a2+b—>3-2a=Db(ll)
Eef—>-4=a(-3)+b

Substituindo —se (l)em(ll), temos:
3-2a=2-a—>-la=-1->a=1
Substituindo—se a=1em (l), temos:
2-1=b—>b=1

Logo:

y=1x+1

Outra solugao seria como segue:

A(1:2) , B(2;3) e E(-4:-3)

A:1+1=2

B: 2+1=3

E:-4+1=-3

Generalizando-se para qualquer ponto, temos:
X+1=y

Questao 2c) Resposta esperada
Como na questdo 1c, observando a representagdo grafica da parabola,

FIG. 56, e de alguns de seus pontos, realiza-se um tratamento que, por meio de
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céalculos a partir de valores numéricos, leve a encontrar a equagao cartesiana da
parabola (representagédo simbolico-algébrica).
Célculos:

g(x)=ax®+bx+couy=ax’+bx+c
leg—0=a0*+b.0+c—c=0 ()
Geg—oi1=atf+bi+c—a+b+c=1(l)
Feg—ot1=a(-1)?+b.(-1)+c—>a-b+c=1(lll)
Substituindo —se (I) em (I1) e (ll),temos:
a+b+0=1—-a+b=1—-a=1-b (IV)
a-b+0=1-a-b=1—-a=1+b (V)
Substituindo —se (IV) em (V),temos:
1-b=1+b—>-2b=0—->b=0 (VI)
Substiruindo —se (VI) em (1V),temos:
a+0=1—-a=1

Logo:

y=1x*+0x+0 — y =x*

Outra solucao seria usar pontos com valores inteiros em suas coordenadas

e de preferéncia simétricos:

1(0;0) , B(1;1), F(—1;1), D(3,9) e H(-3;9)
A:0.0=0

B:1.1=1

E:(-1).(-1)=1

D:3.3=9

H:(-3).(-3)=9

Generalizando-se para qualquer ponto, temos
XX=y > X=y

Atividade 3:

a) Considerando o gréfico da reta apresentado abaixo e os pontos de

coordenadas (x,y) que pertencem a reta, escreva pelo menos cinco pontos desta

reta.
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FIG. 57 — Sessdol: 3a

b) Deste grafico e da relacdo de dependéncia entre as coordenadas dos pontos
que pertencem a reta, obtém-se uma equagéao algébrica. Utilize o rascunho, caso
necessario, e escreva abaixo esta equagao.

c) Considerando o grafico da parabola apresentado abaixo e os pontos de

coordenadas (x,y) que pertencem a ela, escreva pelo menos cinco pontos desta

parabola.
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FIG. 58 — Sesséol: 3¢
d) Deste grafico e da relacdo de dependéncia entre as coordenadas destes

pontos que pertencem a pardbola, obtém-se uma equacdo algébrica. Escreva

abaixo esta equacao. Utilize o rascunho, caso necessario, e escreva abaixo a

equagao.
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Analise matematica:

Na elaboracdo da atividade 3, temos como prioridade investigar se a
conversdo entre os registros grafico e simbdlico permite verificar se os alunos
serdo capazes de representar pontos por coordenadas (x,y) no plano cartesiano
a partir de graficos de reta e parabola, e apresentar a equacao algébrica que
valide a relagao entre as variaveis x e y.

Nosso principal objetivo € observar se a atividade anterior, em consonancia
com a atividade 3, permite aos alunos realizarem com certa facilidade a
conversao entre os registros grafico e simbdlico.

3a e 3c) Tratamento no registro gréfico.

Observando no registro grafico a representacdo da reta e parabola, o
objetivo é que os alunos representem pelo menos cinco pontos que pertencem
aos graficos e respondam a questao proposta com certa facilidade.

3b e 3 d) Conversao entre os registros do grafico para o simbdlico.

Idem as atividades 1c e 2c.

Possiveis concepcbes inadequadas ou dificuldades esperadas nessas
atividades.
1.Com relacao a representacao grafica de pontos no plano cartesiano.

- Apresentam dificuldades no tratamento do registro gréfico, trocando a ordem da
abscissa e ordenada.

2. Sobre a conversao do registro grafico para o simbélico

- Nao é feito um tratamento no registro grafico que, por meio de calculos

inadequados, atribuem valor a uma das variaveis e encontram valores falsos que
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correspondem a outra variavel. Portanto, ndo se encontra uma relacdo de

dependéncia entre as variaveis x e y, pois representam uma equacao que nao

corresponde a solucédo esperada ou simplesmente nao respondem as questoes.
Superadas as dificuldades ou erros mencionados, esperamos que 0S

alunos possam responder as atividades como descreveremos a segulir:

Questoes 3a e 3c) Resposta esperada.

Entre diversas respostas para 3a, uma das possiveis é a marcacao de
cinco pontos, estratégicos, sobre o grafico da reta e da parabola e identificacéo
desses pontos por meio de suas coordenadas.

Pontos representados, de preferéncia com coordenadas de numeros

inteiros, como os pontos A, B, C, D e E mostrados na FIG. 59.

FIG. 59 — Sess3ol: 3a

Para 3b, pontos representados de preferéncia com coordenadas de
nameros inteiros e simétricos, como os pontos A. B, C, D e E mostrados na

FIG.60.
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sS4 3 @2 A

FIG. 60 — Sessiol:3c

Questoes 3b e 3 d) Resposta esperada.

Uma das possiveis estratégias para a solucao dessas questdes sao as
observacdes das representacbes graficas da reta e da pardbola e de alguns de
seus pontos. Realiza-se um tratamento no registro simbdlico em que, por meio de
céalculos, a partir de valores numéricos, encontram-se as respectivas equacoes

cartesianas.
Célculos para 3b:

f(x)=ax+bouy=ax+b
Aef—-4=a2+b—->4-2a=>0b()
Bef—->3=a1+b—>3-a=Db(ll)
Substituindo —se (l)em(ll),temos :
3-a=4-2a—1a=1
Substituindo—se a=1em (l),temos:
4-2(1)=b—>b=2

Logo:

y=1x+2

Outra possivel solucao seria:
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A(2;4) , B(1;3) e C(0;2)

A:2+2=4

B:1+2=3

C.0+2=2

Generalizando-se para qualquer ponto, temos:
X+2=y

Célculos para 3 d:

g(x)=ax®+bx+c ouy=ax®+bx+c
Acg—1=a0’+b.0+c—c=1()
Beg—2=at+b1+c—a+b+c=2(l)
Deg—5=a(2)?+b.(2)+c - 4a+2b+c =5(ll)
Substituindo —se (l)em(ll) e (lll),temos:
a+b+1=2—-sa+b=1->a=1-b(lV)
4da+2b+1=5—->4a+2b=4(V)

Substituindo —se (IV)em(V),temos::

4(1-b)+2b=4 >4-4b+2b=4—>-2b=0—->b=0(VI)
Substituindo —se (VI)em(IV),temos::

a=1-0—a=1

Logo:

y=1x*+0x+1—>y=x*+1

Sessao ll: As equacoes paramétricas da reta

Nesta sessao, pretendemos realizar uma introducdo das equacoes
paramétricas da reta. Na analise da Proposta, dos Parametros (PCNEM e
PCNEM PLUS) e das Orientacées Curriculares, observamos que, de um modo
geral, recomendam, implicitamente, em geometria analitica, a importancia das
transformacdes (conversdes e tratamentos) em registros semibticos (linguagem

natural, simbdlico e grafico) e os pontos de vista cartesiano e paramétrico.

Atividade 1:
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Seja o0 seguinte problema: Roberta e Alexandre estdo participando de um
jogo semelhante a uma batalha naval. Os dois jogadores estdo localizados na
mesma planilha, representados pelos pontos A (Alexandre) e R (Roberta). Ambos
tém como objetivo, com um missel cada, atingir o submarino “S”.

A planilha cobre uma area de 400 km”> e mostra uma espécie de mapa
cartesiano da regido: a imagem que aparece na tela é uma janela de [-10,10] por

[-10,10], conforme mostra o esquema abaixo.

101y

-10-9 -8 -7 6 -5 4 3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 910

R -9

FIG. 61 — Sesséo II: equagdes parameétricas

Coordenadas em t=0 | Coordenadas em t=1
Missel A | (-8;9) (-3;7)
Missel R | (-7;-9) (-4;-6)

TAB.5 — Sesséo Il:atividade 1

Explorando os dados fornecidos nesta tabela e no grafico, a seguir
responda:
a) Quem realmente consegue atingir o alvo, no caso o submarino “S”? Justifique.
b) A tabela abaixo mostra as coordenadas x e y do missel A, em cada instante de
tempo indicado. Sabendo que o missel se desloca com velocidade constante,

complete esta tabela.
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X 1Y
-8 |9
-3 |7

QRO =IO

TAB. 6 — Sessdo ll:atividade 1

c) Use a tabela obtida no item anterior, para expressar a coordenada x do missel
“A” em funcéo do tempo t. Faga 0 mesmo para a coordenada y.

d) Use as equagbes obtidas no item anterior e responda qual a posicéo
(coordenadas) do missel “A”, decorridos 2 minutos ap6s o inicio do langamento?

e ) A tabela abaixo mostra as coordenadas x e y do missel “R”, em cada instante
de tempo indicado. Sabendo que o missel se desloca com velocidade constante,

complete esta tabela.

X_|y
719
46

A |WON| = O

TAB.7 — Sesséo Il:atividade 1

f) Use a tabela obtida no item anterior, para expressar a coordenada x do missel
“‘R” em fungéo do tempo t. Faca o mesmo para a coordenada y.

g) Use as equagbes obtidas no item anterior e responda qual a posicéo
(coordenadas) do missel “R”, decorridos 2 minutos apds o inicio do langamento?
h) E necessario que Alexandre ou Roberta alterem a rota de algum dos misseis
para que o submarino seja atingido? Justifique.

i) Alexandre ou Roberta atingiu o submarino? Se afirmativo, quantos minutos

foram necessarios?
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Analise didatica:

Visando a uma articulacao entre os pontos de vista e as transformacdes de
registros semioéticos na sequéncia, propomos, a partir das representacdes de
pontos e retas, uma introducao as equacdes paramétricas da reta na resolucéo de
uma atividade.

Temos como principal objetivo investigar se as articulagdes entre o ponto
de vista paramétrico e as transformacdes em registros semidticos facilitam o
entendimento da noc¢ao de parametro e 0 seu uso em equagdes paramétricas.

Sobre as transformacbes em registros semiodticos procuramos analisar em

bloco:

Transformacao Itens da atividade

Conversao da linguagem natural para o grafico | 1a.

Conversao do registro gréafico para a linguagem | 1a;1h

natural

Tratamento no registro simbélico 1a;1b;1c;1d;1e;1f;1g;1h;1i.
QUADRO 11 - Sesséo Il: transformacdes

Para encontrar as equagdes paramétricas da reta, como representacao
simbdlico-algébrica, espera-se que os alunos identifiquem no tratamento, por
meio de calculos, uma relacdo de dependéncia entre as variaveis x ey, nos
inteiros, e o parametro t, nos naturais, atribuindo valores numéricos a estas
variaveis.

Espera-se que as atividades anteriormente realizadas auxiliem o aluno no
entendimento da mudanca de ponto de vista do cartesiano para o paramétrico e
no desenvolvimento das equacdes paramétricas.

Estdo em jogo os seguintes quadros e conceitos:
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Geometria analitica | Algébrico Numeérico Funcdes

-ponto -equagdes parameétricas; -célculo sobre -funcéo

-reta -escritas algébricas com coordenadas no plano polinomial do 1°
-representagdes varigveis, incognitas e (geometria analitica); grau.

graficas no plano; parametros. -célculo em equagdes

-representagao paramétricas (algébrico).

paramétrica da reta.

QUADRO 12 - Sesséao Il:quadros

No quadro a seguir, apresentamos as variaveis didaticas e os

conhecimentos mobilizados nessa sessao.

Variaveis didaticas Conhecimentos mobilizados
-NUmeros inteiros; -Operacdes com numeros inteiros;-Par ordenado
-Representacao grafica de ponto, reta; associado a uma relagéo;
-Escrita algébrica de equagées;- -Calculo e representacao grafica de ponto e reta
Propriedades das equagdes paramétricas; | no plano;
-Leitura e interpretacao grafica; -Resolucao de equagdes do 12 e 2° graus;
-Alinhamento de pontos sobre uma reta; -Fungdes polinomiais do 12 e 22 grau
-Representagédo paramétrica da reta; -Equacdes paramétricas.
-Varidvel, incognita e pardmetro.

QUADRO 13 — Sessao II: variaveis didaticas

Novos conhecimentos em jogo: representacdo grafica de reta na forma
paramétrica e calculo das coordenadas de pontos em funcao de um parametro.

Ocorrera, no final da sessao, institucionalizacao local do tratamento no
registro simbdlico, por considerar que talvez nem todos os alunos consigam
atingir tal objetivo, como mostraremos a seguir nas concepg¢des inadequadas ou
dificuldades esperadas dessas atividades.

1. Com relacao a representacao grafica de reta no plano cartesiano.

- Os alunos apresentam dificuldades na conversao da linguagem natural
para o grafico: o enunciado pode ser lido, mas ndo compreendido pelos alunos.
Neste momento, o professor deve esclarecer as duvidas do enunciado, sem,
contudo, dar repostas passo a passo;

2. Sobre a conversao do registro grafico para a linguagem natural.
- Ha dificuldade na identificacédo grafica de uma reta a partir de dois pontos,

consequentemente, ndo se justificam as questdes 1a e 1h.
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- Ocorre troca de ordem nas coordenadas de pontos representados no
plano, como o valor da ordenada no lugar da abscissa e vice-versa.
3. O tratamento no registro simbdlico.

- Nao é feito um tratamento no registro simbdlico que, por meio de calculos
inadequados, faz com que os alunos atribuam valor a uma das variaveis e
encontrem valores falsos que correspondem a outra variavel. Portanto ndo se
encontram as equacbes paramétricas adequadas em funcdo do parametro t,
representando equacdes que nao correspondem a solucao esperada.

- Os alunos nao conseguem representar equacdes paramétricas a partir
das coordenadas de dois pontos.

A seguir, apresentamos uma analise matematica destas atividades.

Superadas as dificuldades ou erros mencionados, esperamos que 0S

alunos possam responder as atividades como descreveremos a segulir:

Questao 1a) Resposta esperada

Uma possivel resposta é que se tracem graficos de retas obtidas a partir do
alinhamento dos pontos A e S, em seguida, R e S. E improvavel que, neste
momento, utilizem-se de propriedades como o calculo do coeficiente angular
como condicao de alinhamento de trés pontos para justificar a questao, pois nao
tém este conceito institucionalizado. Esperamos uma justificativa por meio da

interpretacao gréfica da reta.
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FIG.62 — Sesséoll: 1a
Talvez os alunos nao tracem retas, mas as semi-retas com inicio no ponto
A, passando pelas coordenadas (-3;7) e identifiquem que ndo contém o ponto S.
Portanto Alexandre ndo atinge o objetivo. Enquanto que a semi-reta com inicio em
R, passando pelas coordenadas (-4;-6), contém o ponto S, ou seja, Roberta, com

0 seu missel, atinge o objetivo.

Questao 1b e 1e) Resposta esperada

Uma reposta esperada é que consigam completar a tabela sem muita
dificuldade, bastando para isso, desenvolver alguns célculos aritméticos.

Provavelmente para os célculos das varidveis x e y em funcdo do
parametro t, os alunos calculem a diferencga entre as variaveis para t=1 e t=0. Por

exemplo, na questédo 1b:

Observando que:
parat=0—x,=-8
parat=1—-x,=-3
eparat=2—-x,=2
A diferenca, entre x,,, e X, € constante, portanto:
p/t=0:X,— X, =—-3—(-8)=-3+8=5
p/t=1:x,-x,=2-(-3)=2+3=5
Logo:x;—2=5—->Xx,=5+2—>X%,=7

E assim sucessivamente.
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Para y temos:
parat=0—y,=9
parat=1->y,=7

A diferenga, entre y,,, e y, é constante, portanto:
p/t=0:y,-y,=7-9=-2
p/t=1:y,-y,=-2
Logo:y,-7=-—2->y,=7-2—>Yy,=5

E assim sucessivamente.

Os mesmos procedimentos de calculos sao realizados para completarem a tabela

da questédo 1e, conforme TAB.8.

1b) “A” 1e) “R”

t{x |y t x|y
0/-8]9 0|-71-9
1]-3]7 11-4]-6
o2 |5 21-11-3
37 |3 3210
41121 415 |3
5171 5|8 |6

TAB. 8 - Sessao ll: atividade 1b

Questao 1c e 1f) Resposta esperada

Nessas questdes espera-se que o0s alunos consigam desenvolver as
equacOes paramétricas, desde que as questdes 1b e 1e tenham sido bem
sucedidas.

Equacdes paramétricas da reta:
{X =1(1) N {X =Xy + (X =Xt )
y=9(t) [y=Y,+ (Y -yt

Questaoic:

quando t=0 — (X,;Y,) =(-8;9)
quandot=1-(x,;y,) =(=3;7)
Substituindo-se em (l) temos:
X=-8+(-83—-(-8))t > x=-8+5t
y=9+(7-9t—->y=9-2t
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Questao 1f:

quando t=0 — (X,;Y,) =(-7;-9)
quandot=1-(x,;y,) =(—4;-6)
Substituindo-se em (l) temos:
X==7+(-4-(-7)t >x=-7+3t
y=-9+(-6-(-9)t > y=-9+3t

Questao 1 d e 1g) Resposta esperada

Espera-se que os alunos consigam, satisfatoriamente, desenvolver

calculos a partir das equacdes paramétricas obtidas anteriormente,

portanto dependem das atividades anteriores.
Questao 1 d:
Posicao do missel “A” apds 2 minutos?

Por 1c, sabemos que:
X =—8 + 5t
{y =9-2t
Parat=2, temos:
X=-8+52—->x=-8+10->x=2
y=9-22-5y=9-4->5y=5
Logo : a posicao do missel 2 minutos apds o lancamento é (2;5).

Questao 1g:
Posicao do missel “R” apds 2 minutos?
Por 1f, sabemos que:

Por 1f, sabemos que:

X =—7+3t

{y=—9+3t

Parat =2, temos:
X==7+32—>X=-7+6 > Xx=-1
y=-"9+32->y=-9+6->y=-3

Logo : a posicao do missel "R" 2 minutos apés o lancamento é (-1;-3).
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Ou podem resolver o problema observando as tabelas preenchidas nas
questbes 1b e 1e que, estando corretas, facilitardo a identificacdo das posicoes

(2:5) e (-1;-3).

Questao 1h) Resposta esperada

Para essa questao, espera-se que se responda com certa facilidade, caso
tenham tido sucesso na questao 1a, apenas observando que a reta (ou semi-reta)
tracada corresponde a trajetéria do missel de Alexandre e ndo contém o ponto S,
ponto de referéncia da localizacao do submarino.

Outra solucéao seria realizando calculos da diferenca entre as coordenadas

X (Ax) e da diferenca entre as coordenadas y (Ay) da posicao inicial de

Alexandre e do missel e identificando que nao correspondem as constantes
apresentadas na questao 1b.
Como apresentamos:

Posicao inicial do missel "A" de Alexandre: t =0.
Posi¢do do submarino "S", alvo de "A": t =k.
para t =0 (instante inicial) — (x,;Y,) =(-8;9)
para t =k (instante final ) — (x,;y,) = (5;3)

AX =X, —X, > Ax=5-(-8)=13 %5 (Ib)

Ay =y, -y, >Ay=3-9=-6=-2(1b)

Logo o missel de Alexandre nao atinge o alvo, sendo necessario alterar a
sua rota.

Com os mesmos procedimentos de calculos, verifica-se o sucesso de
Roberta ou, nesse caso, apenas observando os valores obtidos, na questéao e,
das variaveis x e y, ja se encontram as coordenadas (5;3) que correspondem ao

alvo do submarino. Portanto Roberta nao precisa alterar a rota.
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Questao 1i) Resposta esperada

Se observarem os valores da tabela, caso estejam corretos, sera facil
identificar que Roberta atingiu o submarino, conforme questdo anterior, quando
t =4, portanto foram necessarios quatro minutos.

Outra possivel resposta é a substituicdo dos valores das coordenadas do
submarino nas equacgdes paramétricas, obtidas em 1f do missel “R” e encontrar o
valor t.

X=-7+3t
Substituindo-se x =5 e y = 3,temos:
5=-7+3t>12=3t>t=4

Bastando encontrar t em uma das equacdes.

Sessdo lll: Familia de pontos a um parametro e graficos de reta e
parabola.

Nesta sessdo, as atividades foram desenvolvidas para um ambiente
informatico com o uso do software Winplot, retomando-se algumas das atividades
desenvolvidas nas sessdes | e Il, mas agora os alunos constroem de maneira
dindmica uma familia de pontos da reta e da parabola.

Com o uso do computador nas atividades da sequéncia procuramos fugir
do papel, lousa e @iz, visando a animagdes graficas de pontos e curvas.
Queremos observar se o computador, como ferramenta facilitadora, permite uma
melhor compreensao da no¢ao de parametro no estudo de pontos, curvas e suas
propriedades geométricas no plano.

Nas atividades, como na historia, procuramos identificar o parametro em
equacoes como uma variavel real conhecida (quantidade conhecida) enquanto

nas demais variaveis reais como desconhecidas (quantidades desconhecidas).
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A incognita se enquadra em uma quantidade desconhecida, por exemplo,

na equagdo y=x+1 da questdo 1e, quando x =2, substitui-se a quantidade
desconhecida x por 2, a variavel y passa a ser uma incognita, y =2+1, e nosso
valor desconhecido € 3, representando as coordenadas do ponto A =(2;3) no

plano.

Atividades

Atividade 1:
1a) Represente os pontos A=(1;2), B=(2;3), C=(2;1), D=(-3;0) , E=(-4;-3) no plano
cartesiano do software Winplot. Sabendo-se que 3 deles estdo alinhados, quais

séo estes 3 pontos?

1b) Represente o ponto F=(t;1+t) no Winplot. Observe que ao clicar “ok” temos o

ponto F=(0;1). Que valor assumiu o parametro “t”?

1c) Faca variagdes nos valores de “t” e, em seguida, determine:
C1) Qual o valor de “t” para obter o ponto B?

C2) Qual o valor de “t” para obter o ponto E?

1d) Mantendo os pontos representados anteriormente no Winplot, represente o
ponto G=(3+a;4+a) e clique em “familia”. Na nova janela, faga as seguintes
opcdes “a”, minimo= - 7, maximo=0, passos=10, retraso=10. Clique em “olhar” e
“definir’, observe os pontos representados na tela e em seguida aumente os

passos para 100 e retraso para 100 e clique em “definir’. Descreva o que vocé

observa:
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1e) Observando os pontos da atividade 1, escreva uma equagado parameétrica
((x;y)=(f(t);0(t)) ou cartesiana (y=f(x)) da reta que contenha trés destes pontos.

1f) Utilizando o Winplot, verifiqgue se sua resposta esta correta.

Sim ( ) ounado ( )? Caso nao, procure reescrever a equagao da reta que
contenha pelo menos trés dos pontos do item a.

Salve como “ativiG...” seguido do numero do grupo.

Atividade 2:

2a) Represente no Winplot os pontos A=(-2;4), B=(1;3), C=(3;9), D=(-5;6),
E=(-2;-5) e F=(-1,1). Sabe-se que 3 deles pertencem ao grafico de uma parabola.
Represente o ponto G=(a;a®). Observe que ao clicar “ok” temos o ponto G=(0;0).
Faca variacoes alterando o valor de “a”. Observe os pontos obtidos e escreva os

trés pontos que pertencem a parabola.

2b) Utilizando o ponto G=(a;a®) represente uma familia de pontos que pertence a

parabola. Descreva o que vocé observa:

2c) Represente a pardbola desta atividade 2 na forma de equacgao paramétrica ou

equagao cartesiana.

2d) Utilizando o Winplot, verifigue se sua resposta esta correta.
Sim( )ounao ( )? Caso ndo, procure reescrever a equacao da parabola
que contenha pelo menos trés dos pontos do item a.

Salve como “ativ2G...” seguido do numero do grupo.
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Atividade 3:

3a) Escreva a equacao na forma “paramétrica” x=t e y= 1+t, “t min” 0 e “t max” 3.
Observe o grafico representado por esta equacao. O que representa este grafico?
Quais as coordenadas dos pontos extremos (inicio e final) do grafico
representado?

3b) Acrescente um novo parametro “k” a equacao paramétrica anterior obtendo
x=kt e y=1+kt,. Observe que o grafico desapareceu. Facga variacdes determinando
quais devem ser os valores do parametro k para obter os instantes inicial e final

da atividade anterior. Salve como “ativ3aG...” seguido do numero do grupo.

3c) Escreva a equacéao do item a na forma cartesiana, com 0<x<3.

Analise didatica:

Na elaboracdo das atividades da sessao lll, temos como prioridade os
seqguintes objetivos:

Investigar se a articulagdo entre os pontos de vista cartesiano ou
paramétrico e as conversdes entre os registros de representacdo da linguagem
Winplot, simbdlico-algébrica e grafica, em um ambiente informatico, possibilitam
ao aluno refletir sobre a correlagdo entre algumas propriedades geométricas da
reta e da parabola e as suas equagdes cartesianas ou paramétricas.

Este objetivo ndo se limita apenas a simples visualizacdo de seus graficos
representados na tela do Winplot, mas estende-se a relagdo mutua entre

diferentes graficos e equacdes representando um mesmo objeto matematico,

como ponto, reta e parabola observadas em pontos de vista distintos.
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Utilizar o Winplot facilita o trabalho, pois o aluno ndo precisa fazer diversos
céalculos e pode repetir diversas vezes a mesma atividade, dando uma resposta
articulada com as diferentes atividades desenvolvidas.

Queremos verificar ainda se os alunos tentam fazer alguma relagdo das
atividades feitas no papel e lapis das sessoes | e || com o computador.

Sobre a conversao entre os registros de representacdo, como sao diversos

itens, vamos analisar em blocos:

Transformacao Itens da atividade

Conversao do registro de representacao da 1a; 1b;1c;1d;1f;2a; 2b;2d; 3a e 3b.
simbdlico-algébrica para a linguagem Winplot e
respectivamente para a grafica.
Conversao do grafico para o simboélico 1e; 2¢;3c

QUADRO 14 - sessé&o lll:conversdo entre registros

Espera-se que as atividades ja realizadas auxiliem o aluno no
entendimento da mudanca de ponto de vista, do cartesiano para o paramétrico, e
no desenvolvimento das equacdes paramétricas e cartesianas.

Nas atividades, estdo em jogo 0s seguintes quadros e conceitos:

Geometria analitica Algébrico Numérico Funcgbes
-ponto -equacdes cartesianas | -calculo sobre -funcéo

-reta e paramétricas; coordenadas no plano | polinomial do
-representagdes graficas no (geometria analitica); 12 e 22 grau.
plano; -escritas algébricas

-representagées com variaveis, -célculo em equagdes

paramétricas e cartesianas |incognitas e paramétricas e

de ponto reta e pardbola; parametros. cartesianas (algébrico).

-pontos e curvas planas

parametrizadas;

-familias de pontos como

um lugar geométrico.

QUADRO 15 - sesséo Ill: quadros

No quadro a seguir, apresentamos as variaveis didaticas e os

conhecimentos mobilizados nessa sessao.
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Variaveis didaticas Conhecimentos mobilizados
-NUmeros reais; -Operagdes com numeros reais;
-Representacgéo gréafica de ponto, reta e -Par ordenado associado a uma relagéo;
parabola. -Calculo e representacao grafica de ponto, reta e
-Escrita algébrica de equacoes; parabola no plano;
-Propriedades das equacgdes paramétricas; |-Resolucdo de equacdes do 1° e 2° graus;
-Leitura e interpretacao grafica; -Fungdes do 12 e 2° graus.
-Familia de pontos de reta e parabola a um |-Equacgdes cartesianas e paramétricas da reta e
parametro; parébola.
-Representagédo paramétrica e cartesiana
da reta;
-Varidvel, incognita e parametro.
-Winplot

QUADRO 16 — Sessao lll: variaveis didaticas

Novos conhecimentos em jogo: familia de pontos a um parametro e lugar
geométrico de uma reta ou parabola.

Ocorrera, no final da sessao, uma institucionalizagdo local das conversdes
entre os registro simbdlico e grafico, por considerar que ainda persistem
dificuldades ou concepcdes inadequadas entre as representacdes de ponto, reta
e parabola em pontos de vista distintos, como o paramétrico ou cartesiano.

1. Com relagdo a conversao da representacao simbolico-algébrica para a
linguagem Winplot e respectivamente para a grafica.

- Os alunos apresentam dificuldades na conversdao do registro de
representacdo da linguagem Winplot para a gréafica: a variacdo nos valores do
parametro da equacgao nao é reconhecida no software Winplot.

- Ocorre dificuldade na representacao simbdlico-algébrica para a linguagem
Winplot. a escrita algébrica pode ser lida, mas ndo compreendida pelos alunos. O
professor deve procurar esclarecer as duvidas.

- H& dificuldades técnicas como: teclado com defeito ou problemas no
software que nao permitem o tratamento. O professor deve auxiliar procurando

solucionar o problema técnico.
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- H& também dificuldade em reescrever uma equacédo da reta ou da
parabola, dados alguns de seus pontos (1f e 2d);

2. Da conversao do registro grafico para o simbdlico.

- Nao é realizado um tratamento no registro grafico que, por meio de
céalculos inadequados, atribue valor a uma das variaveis e encontra valores falsos
que nao correspondem a outra variavel. Portanto, com as coordenadas de alguns
pontos da reta, de preferéncia com numeros inteiros, ndo se encontra uma

relagdo de dependéncia entre as variaveis x ey. Como consequéncias,

representam uma equacado que nao corresponde a solugcdo esperada ou nao
respondem a questao (1e; 2c; 3c).

A seguir, apresentamos uma analise matematica destas atividades.

Analise matematica
Superadas as dificuldades ou concepgdes inadequadas mencionadas,
esperamos que 0s alunos possam responder as atividades como descreveremos

a seqguir:

Questoes 1a) Resposta esperada.

Uma possivel resposta € que se representem todos os cinco pontos do
enunciado no plano cartesiano do Winplot. Em seguida, prosseguir por
observagdes ou tentativa de imaginar uma reta que contenha os pontos A, B e E
pelo seu alinhamento (FIG. 63). Esta atividade j& foi desenvolvida na sesséao |,
queremos investigar se, refazendo a atividade agora em um ambiente informéatico,
os alunos encontram a mesma facilidade na sua resposta, sem o uso de formulas,

como o célculo do coeficiente angular ou conhecimentos nao interiorizados.
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Provavelmente vé&o utilizar uma régua disponivel ou mobilizar os

conhecimentos da sessao |, como a equacao da reta que contém os trés pontos.

I sessiom - 1a.wpz = LOUL
Arguive Equacdo Ver Btne Um Dois  Anim Misc
. . ¥ oo .
_____________ :.____________.:.____4_______.:.______:______.____________.
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: : A
............. :,........._._.%._._1 __._._l_._._+._._.1._....,......
: i (e
¢ D : : :
I | + | | | | ] |
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—4 —3 -2 -1 1 2 3 4
______4:______L______.______l__._l_ __________________________________
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E
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FIEG. 63 - Sessfﬁo IIEI:1a E
Questao 1b) Resposta esperada.

Espera-se que apo6s representar o ponto F=(;1+t) no Winplot e,
observando a sua representacéo grafica como um dos pontos alinhados obtidos
anteriormente, por meio de calculos, os alunos identifiquem o valor de t com certa

facilidade.

Célculos:
F=(0;1) - (t;1+1)=(0;1)
t=0
—<ou
1+t=1->1t=0

A particularidade € que as coordenadas do ponto F estdo escritas como

equacoes paramétricas em funcao do parametro t, como:
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Nessa pesquisa, assim como em outras atividades, consideramos F como

um ponto genérico.

Questao 1c) Resposta esperada

Com a conversao entre os registros (simbdlico, linguagem natural e grafico)
da representagdo simbdlico-algébrica para a linguagem Winplot e,
respectivamente, para a grafica, espera-se que o0s alunos identifiguem com
facilidade os valores de “t” para obter os pontos B e E, bastando variar os valores
reais de “t” no Winplot. Alterando de maneira dindmica os valores reais de ‘1",

como apresentado na FIG. 64, quando t=2, o ponto F assume a posicao do ponto

’ 5] sessiom - 1cowp2 =10
v
________________________________ 4_______..____________.____________.
(S N PN N | I NS, VNN N M
T BT
............. N
............. S SR S NS OO W SN S
: 0 ' C
D: H | X
I ] é i 1 ] ] 1 ]
S 1 2 3 4

T - 2
1 3
""" ':*":‘i def L auto rey auto cicl def R
E 1 1
automostrar | 23 slides

FIG. 64 - Sessao lll: 1c

E quando t= -4 a posi¢ao do ponto E.
Essa maneira dinamica de alterar os valores reais do parametro “t” permite

identificar o lugar geométrico da reta.

Questao 1d) Resposta esperada
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ApbGs executar os procedimentos pedidos no Winplot, esperamos repostas
como:

- No primeiro momento, FIG.65, uns 10 pontos representados estdo
alinhados com os demais.

- Representam-se alguns pontos de uma reta.

- Observam-se uns dez pontos representados rapidamente do ponto E até

0 ponto de coordenadas (3;4).

I sesshom - 1d.wp2 =il es
y i i
________________________________ 4_______.:.______:______’____________.
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B SRGnET EEEEEEEERS PRE I R R RREETEEERER EERE
D L <
Pt familia [(xy) = (3+adsa)] ==
-4 - |
N . » pardmetra 4 [&..0)
g minimo -7
' L] .
g - méaxima 0
------------------------------ —2
E - E E E paszzoz 10
------ S RGEOTEEEEEE EEREET R | [ ol retraze 10
EE i i i
______ -E------r------------v---—d definir desdefinir

FIG. 65 - Sess&o IlI: 1d

A funcdo “passos” representa a quantidade de valores reais discretos que
serdo assumidos pelo paradmetro “a”, calculados automaticamente, e
representados como grafico, ou seja, representa uma familia de pontos a um
parametro. Enquanto que a funcao “retraso” tem a ver com a velocidade com que
se representa cada um dos pontos na tela do Winplot. quanto maior o valor,
menor a velocidade da representagao grafica.

- No segundo momento, FIG. 66, uns 100 pontos representados estao

alinhados com os demais reproduzindo uma reta;
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- Representam-se diversos pontos do tracado de uma reta;
- Ha uns dez pontos representados, rapidamente, do ponto E até o ponto

de coordenadas (3;4).

I sessiom - 1d.wp2 = LB

familia [(xy) = (3+a,4+a)]

pardmetio & [A..0]
minima -7
maximo | 0
pazzoz 100

v ohar retrazo 1000

defirir desdefinir

FIG. 66 - Sess&o Ill: 1d

Esperamos que a representacao grafica da familia de pontos torne visivel e
compreensivel, aos alunos, o alinhamento dos pontos, evidenciando-se a nocéao
de reta ou segmento de reta, visto que o parametro “a” assume diversos valores
reais de maneira discreta entre -7 e 0. Se realizarem uma aproximagao (zoom)
dos pontos, verifica-se que estes estdo muito préximos, ou seja, ha uma familia
de pontos.

Neste caso, obtém-se um entendimento grafico da reta como uma linha
que é a figura gerada pelas posicoes sucessivas de um ponto mével com

movimento constante, denominada de reta.

Questao 1e) Resposta esperada

Espera-se como resposta que este é o grafico da equacado cartesiana

, como apresentado na

X
y=x+1, ou de equacbes paramétricas
y=1+t
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FIG. 67. Provavelmente, ao responderem, vao escolher o ponto de vista
cartesiano por ser, neste caso, mais familiar ao aluno.

Aqui provavelmente apds escolher o ponto de vista de sua equagéo, o
aluno nao realize diversos calculos, repetindo-se algumas equag¢des como
conjecturas de uma equacgao representante da reta que contém os pontos A, B, E

e infinitos outros, articulados com as diferentes atividades ja desenvolvidas.

5] sessiom - 1e.wp2

..................................

I L L e
R / 0= o

travar intervalo torar penddica
xmin |5 00000
wmés 500000

espessura da linka 4
densidade de platagem 1

tolerdncia do passo 1.00 cor

cancelar ajuda

FIG. 67 - Sessao lll: 1e

Conseguindo representar a equacgao algébrica a partir do grafico no plano
cartesiano do Winplot, obtém-se um entendimento da reta como um lugar
geométrico de pontos que satisfazem a uma determinada condicéo, tendo como

registro simbdlico a equacao dareta y =x+1.

Questao 1f) Resposta esperada

Como foi dito na questao anterior, espera-se que o0s alunos respondam

satisfatoriamente, validando a questdo anterior como “sim” e, no caso do “nao”,

159



repetem-se algumas equagdes como conjecturas de uma equagéo que represente

a reta contendo os pontos A, B e E.

Questao 2a) Resposta esperada

ApbGs a conversao do registro de representagdo simbolico-algébrica para a
linguagem Winplot e respectivamente para a grafica, espera-se que os alunos
visualizem facilmente os trés pontos e que, para conseguir facam variacdes nos
valores reais de “@” no Winplot, até que o ponto G assuma a posi¢cao dos trés
pontos na parabola. Alterando de maneira dindmica os valores reais de “a”, como
apresentado na FIG. 68, quando a=-2, o ponto G assume a posi¢cao do ponto A.

Quando a=-1, o ponto G assume a posicao de F e quando a=3, assume o

ponto C.

I sessiom - 2a.wp2 = JLELIL_ X

Arquive Equacdo Wer Btne Um Dois Anim Misc

SR R
!

FIG. 68 - Sessao lll: 2a

Essa maneira dindmica de alterar os valores reais do parametro “a”

permite, ao aluno, identificar o lugar geométrico da parabola.
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Questao 2b) Resposta esperada

Considerando as atividades anteriores, ap0s executar os procedimentos
pedidos no Winplot, esperamos repostas como:

-Uns 100 pontos representados estdo alinhados com os demais,
construindo uma parabola;

-Representam diversos pontos do tracado de uma parabola;

-Diversos pontos representados que pertencem a parabola.

[ sessko - 2b.wp2 =1C 2

-~ %1 familia [(x;y) = (a,a*2)] Rt

B

1 minima 10

patdmetra g (&..0]

maximo | 10

-_ paszoz 100

+ v dhar 1efrazo 100

definir desdefinir

Esperamos que a representacao grafica da familia de pontos se torne
visivel e compreensivel, aos alunos, evidenciando-se a nog¢dao de parabola e a
importancia do parametro “a”, pois o ponto genérico G assume diversos valores
reais de maneira discreta entre valores maximos e minimos atribuidos
aleatoriamente.

A atividade proporciona ao aluno, no modo discreto, o entendimento de

uma familia de pontos a um parametro como um lugar geométrico da parabola.

Questao 2c) Resposta esperada
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Espera-se como resposta, na conversao do grafico para o simbdélico, a equacao

cartesiana y = x>, como apresentado na FIG. 70, neste caso, mais familiar ao aluno.

I sessiom - 2b.wp2
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. 70 - Sessao lll: 2¢

Assim como na atividade 1e, provavelmente o aluno nao realize diversos

céalculos, repetindo-se algumas equacdes como conjecturas de uma equacao

representante da parabola que contém a familia de pontos verificados na

atividade anterior.

Conseguindo representar a equacao algébrica e seu grafico no plano

cartesiano do Winplot, espera-se obter um entendimento da parabola como um

lugar geométrico de pontos que satisfazem a uma determinada condi¢ao, tendo

como registro simbdlico a equagéo da parabola y = x* .

Questao 2d) Resposta esperada

Espera-se como resposta o “sim” e, no caso do “ndo”, repetem-se algumas

equacgdes como conjecturas de uma equagao que represente a parabola como da

FIG. 70.
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Questao 3a) Resposta esperada
Representa um segmento de reta ou traco de reta, como FIG. 71, com

pontos inicial em (0;1) e final em (3;4) ou pontos limites do intervalo como (0;1) e

(3:4).

{5 sESSAON - 33.wp2 = =i
o Equacdo Wer Btns Um Do

iz Apim Misc

FIG. 71 - Sess&o lll: 3a

Questao 3b) Resposta esperada

No instante inicial k=0 e no final k=1.

Espera-se que, articulada com a atividade anterior, a inser¢cao de um novo
parametro nas equacgdes paramétricas permita um melhor entendimento do traco
de uma reta, como se estivesse construindo com papel, lapis e régua o grafico
deste segmento.

Desta forma, deve ser possivel identificar, com maior facilidade, a
representacao grafica de maneira continua no ponto vista paramétrico.

Na FIG. 72, apresentamos alguns dos possiveis graficos observados pelos

alunos.
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FIG. 72- Sess&o lll: 3a

Questao 3c) Resposta esperada

Articulando as duas atividades anteriores com outras ja desenvolvidas nas
sessdes | e Il, espera-se que os alunos consigam responder com a equacao
y=x+1.

Espera-se também, de maneira implicita, a identificacdo de equacdes
cartesianas ou paramétricas, como representacées do mesmo objeto matematico,
no caso a reta.

A variacao dos valores reais de parametros em equagdes e a construcao
de graficos da reta e parabola, de maneira dindmica, com a articulacao entre os
pontos de vista paramétrico e cartesiano e algumas conversdes entre os registros
semidticos permitem ao aluno um melhor entendimento de algumas de suas

propriedades geométricas com as suas equacoes.
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Sessao IV: Curvas planas algébricas e transcendentes.

Nesta sessdo, as atividades também foram desenvolvidas para um
ambiente informatico com o uso do software Winplot, retomando-se algumas das
atividades desenvolvidas na sessao |l.

Visando a animagdes graficas de curvas planas famosas na histéria da
geometria analitica. Queremos observar se um ambiente informatico, como
ferramenta facilitadora, favorece o entendimento da nocdo de parametro no

estudo de curvas e suas propriedades geométricas no plano.

Atividade 1:

Voltamos ao problema de Roberta e Alexandre que participam de um jogo.
Vamos recordar:

Os dois jogadores estao localizados em uma planilha, representados pelos
pontos “A” (Alexandre) e “R” (Roberta). Ambos tém como objetivo, com um missel
cada, atingir o submarino “S”, fixo em um local de coordenadas (5;3),
considerando que cada missel viaja em linha reta com velocidade constante. A
tabela abaixo mostra as coordenadas (posicao) dos dois misseis no momento em
que comeca o lancamento simultaneo, isto é, o0 momento inicial (t = 0), e um

minuto mais tarde (t = 1) apds os langcamentos.

Coordenadas em t=0 Coordenadas em t=1
Missel A (-8;9) (-3;7)
Missel R (-7;-9) (-4;-6)

TAB. 9 — Sessao |V:atividade 1

Explorando os dados fornecidos nesta tabela e utilizando o Winplot, faca o

que se pede:
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No Winplot, em ponto (x,y) represente as coordenadas dos misseis A e R

em fungdo do parametro t ((x;y)=(f(t);9(t)), variando o parametro “t” e responda:

a) Alexandre ou Roberta atingiram o submarino? Se afirmativo quantos

minutos foram necessarios?

z

b) E necessario que Alexandre ou Roberta alterem as suas rotas para

atingirem o alvo? Se afirmativo, qual devera ser a nova rota?

Atividade 2:

Na Histdria, objetos matematicos como as curvas, demoravam séculos de
estudos para que fossem representadas por alguns matematicos através de
gréaficos ou equagdes.

Hoje, com o auxilio de uma ferramenta computacional, como o Winplot, é
possivel verificar a beleza e o0 encanto destas curvas, em forma de graficos, de

maneira dindmica e com facilidade.

Historicamente foi o uso de parametros nas equagdes que possibilitou a
representacao grafica destas curvas no plano.

Voltemos a atividade:

Utilizando as equacgdes abaixo, faca as construgdes de seus respectivos
graficos no Winplot. Em seguida, faca variacbes nos valores reais de seus

parametros para uma animagao grafica da curva no plano.

Salve cada item como “ativ2...” seguido do numero do item e do grupo.

a) Conchoide de Nicomedes:
(x-b)%. (x* +y?) - (@°x*) =0

b) Cicléide :
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x=a(1-sin(t)) e y=a(1-cos(t))

c) Limagon de Pascal :

(€ + ¥ - 2ax)° = B (X + yP)

d) Pérola de Sluze:
ym — Xn(a _ X)b

e) Involuta de um Circulo:
x=a(cos(t) + t sin(t)) e y=a(sin(t) - t cos(t))

f) Lemniscata de Bernoulli:
(x* +y?)* =a*(x* - y?)

g) Epicicloide:
X = (a + b) cos(t) - b cos((a/b + 1)t) ; y=(a + b) sin(t) — b sin((a’/b + 1)t)

h) Epitrocoide:
x= 14cos(t)-8cos(3.5t) e y= 14sin(t)-8sin(3.5t)

i) Hipocicloide :
X = (a-b) cos(t) + b cos((a/b-1)t) ;y = (a-b)sin(t) - b sin((a/b - 1)t)

j) Hipotrocéide:
x=(a-b)cos(t)+ccos((a’/b-1)t) ; y=(a-b)sin(t)-csin((a/b-1)t)

Analise didatica:

Na elaboracdo das atividades da sessao IV, temos como prioridade o0s
seqguintes objetivos:

Investigar se a articulagdo entre os pontos de vista cartesiano ou
paramétrico e as conversdoes entre o0s registros de representacdo, como
simbdlico-algébrica, linguagem Winplot e grafico, em um ambiente informatico,
possibilitam ao aluno refletir sobre a correlacdo entre algumas propriedades
geométricas de curvas planas e suas equacoes cartesianas ou paramétricas.

Em um primeiro momento retomamos uma atividade desenvolvida na

sessdo llI: a parametrizacdo da reta. Agora, no ambiente informatico, queremos
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investigar se o Winplot facilita o trabalho dos alunos nas conjecturas de suas
solugoes.

Articulando as atividades da sessado Ill com outras curvas planas,
queremos observar se o uso de parametros estabelecerd uma identificacéo
significativa entre os gréaficos e equagdes de algumas curvas planas famosas na
histéria. Na realidade, os alunos tém tempo para rever cada caso das curvas
planas, pois nao precisam refazer os diversos calculos realizados pelos
matematicos. Pode-se refazer este trabalho dos matematicos até certo ponto, por
exemplo, encontrando os graficos a partir de suas equacoes.

O quadro abaixo representa as transformacdes em registros semiéticos das

atividades desenvolvidas na sessao :

Transformacao Itens da atividade

Conversao da representacao simbdlico- 1a;1b;2a;2b;2c;...;2]
algébrica para a linguagem Winplot e
respectivamente para a grafica.
Conversao do grafico para o simbélico 1b
QUADRO 17 - sesséo IV: converséo de registros

Nas atividades da sessao, estdo em jogo os seguintes quadros e conceitos:

Geometria analitica Algébrico Numérico Funcoes

-ponto, reta. -equacdes cartesianas e | -célculo sobre -fungdes

-curvas planas algébricas | paramétricas; coordenadas no plano | do 12 e 2° graus;
e transcendentes -escritas algébricas com | (geometria analitica); - funcbes
-representagdes varigveis, incognitas e -célculo em equacgdes trigonométricas
paramétricas e paréametros; paramétricas e

cartesianas de curvas cartesianas (algébrico).

planas;

-angulos em radianos.

QUADRO 18- sessdo IV: quadros

No préximo quadro, apresentamos as variaveis didaticas e os

conhecimentos mobilizados nessa sessao.
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Variaveis didaticas Conhecimentos mobilizados
-NUmeros reais; -Operagdes com numeros reais;
-Representacao grafica de ponto, reta e -Par ordenado associado a uma relagéo
parabola. -Calculo e representagéo grafica de ponto e reta
-Escrita algébrica de equacées; no plano;-Angulos em radianos;

-Propriedades das equacgdes paramétricas e | -Resolucédo de equagbdes do 1° e 22 graus;
cartesianas; -Funcgdes do 12 e 2° graus;

-Leitura e interpretagao grafica; -Fungdes trigonométricas;

-Representagéo paramétrica e cartesiana -Equagbes cartesianas e paramétricas da reta e
de curvas planas; parébola.

-Variavel, incognita e parametro.

- Winplot

QUADRO 19 — Sessao IV: variaveis didaticas

Novos conhecimentos em jogo: graficos e equacbes de algumas curvas
planas algébricas ou transcendentes.

No final da sessdo, sera realizada uma institucionalizacao local das
equacoOes paramétricas da reta, por considerar que talvez nem todos os alunos
consigam atingir o objetivo da questdao 1b, como mostraremos a seguir nas
concepcdes inadequadas ou dificuldades esperadas nas atividades.

1. Na conversao da representacdao simbdlico-algébrica para a linguagem
Winplot e conseqiientemente para a grafica, constatam-se os seguintes dados:

- Nao representam as equagdes paramétricas da reta com coordenadas em
funcdo do parametro “t” dos misseis “A” ou “R” e, em consequéncia nao
respondem as questdes 1a ou 1b ou ambas.

- Nao conseguem uma representacao das equagdes paramétricas da reta
na linguagem Winplot e, conseqlentemente, n&o realiza uma conversdo para a
representacao grafica (1a).

- Nao convertem as equacOes cartesianas ou paramétricas para a
linguagem Winplot por lapsos (2a;2b;2c;...;2)).

- Desenvolvem equacbes inadequadas (obtidas no registro simbdlico) e

nao representam graficos de curvas esperados (1a;2a;2b;2c;...;2j).
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2. Da conversao do grafico para o simbdlico:
- Nao conseguem converter o grafico, a partir de calculos, na

representacdo simbdlico-algébrica como as equagdes paramétricas da reta. (1b)

Analise matematica:
Superadas as concepcgdes inadequadas e as dificuldades mencionadas,
esperamos que os alunos possam responder as atividades como descreveremos

a sequir:

Questao 1a) Resposta esperada :

Apos desenvolver calculos com as coordenadas dos misseis apresentados
em fungéo do parametro “ t” , como nas atividades 1c e 1f da sesséo Il, os alunos
devem encontrar as suas equacgdes paramétricas, representando-as no Winplot e
consequentemente os graficos de retas que possibilitam identificar que foram
necessarios 4 minutos para o missel de Roberta atingir o submarino.

Equacdes paramétricas da reta:

{X =1(1) N {X =Xy + (X =Xt |

y=9(t) Y=y + (yt+1 —Yi )t
Missel "A": Missel "R":
quando t =0 — (X,;Y,) =(-8;9) quando t=0 — (X,;Y,) =(=7;-9)
quandot=1- (x.;y,) =(-3;7) quando t=1-(x,;y,) = (—4;-6)
Substituindo-se em (l) temos: Substituindo-se em (l) temos:
X=-8+(-3-(-8))t > x=-8+5t X==7+(-4—-(-7)t > x=-7+3t
y=9+(7-9)t -y=9-2t y=-9+(-6-(-9)t > y=-9+3t

No Winplot: primeiramente, com as equagdes paramétricas, € possivel
representar graficamente o problema em coordenadas de pontos com “t”

assumindo valores inteiros, FIG. 73.
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[ sEssAOV_t1a.mp2 [ session_tawpz S

Arguive Eguacio Ver Bins

»

def L auto rev autocicl defR def L auta rev autocicl  defR

automoshiar | 23 slides fechar automestrar |23 slides techar

[ session_tawpz = | es
{5 sessAon_1amwp2 P R e

Arquive Equacdo Wer Btns Um Dois Apim Nisc

v
defl auto rev autocicl  defR defl  autorew autocicl  def R

automnostrar | 23 slides fechar

automostrar |23 slides fechar i ]‘1&:}

FIG. 73- Sessao IV 1a

Por se tratar da mesma atividade, é possivel que os alunos, lembrando-se
das equacdes desenvolvidas nas atividades anteriores, e apenas observando a
representacao grafica, respondam adequadamente sem desenvolver os célculos
para obter as equacoes paramétricas da reta.

Outra possibilidade é a conversao entre os registros de representacao
semibtica, da simbdlico-algébrica com as equacgdes paramétricas do traco de reta
compreendido entre 0<t<5, para a grafica, como apresentado na FIG. 74,
identificando nas coordenadas do submarino que x=5 e substituindo-se na
equacdo x=-7+3t . Assimtem-se 5=-7+3.t —>t=4, ou seja, Roberta atingira

0 alvo em quatro minutos.
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I3 sessAoiv_1a(1).wp2 = el s

Arguivo Equacdo Ver Bins Um Doiz Anim  Misc

4 -11-10-9.-8.

FIG. 74- Sesszo IV: 1a_

Questao 1b) Resposta esperada :

s

E necesséario que Alexandre altere a sua rota e, para obté-la, devem-se
recalcular as equacbes paramétricas para o missel, usando como pontos de
referéncia os pontos A e S, como :

Missel "A":

quando t=0 — (X,;Y,) =(-8;9)
quando t=1- (x,;y,) =(5;3)
Substituindo-se em (l) temos:
X=-8+(5-(-8))t > x=-8+13t
y=9+(3-9)t >y=9-6t

Neste caso, FIG. 75, Alexandre atingiria 0 missel em um minuto.

[ sessAov_ta(1).wp2 el es

Arquive Equacdo

Btns Um Dois Anim Misc

FIG. 75 —sessdo IV: 1a
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Portanto, uma das possiveis respostas esperadas como uma nova rota
sao coordenadas de equacdes paramétricas x =-8+13t e y =9-6t.

Como comentamos, a atividade sera institucionalizada por considera-la
uma questao de dificil entendimento.

Nas proximas questbes da atividade 2, por se tratar de equacgdes
paramétricas ou cartesianas e como s&o varias, vamos escolher duas curvas e
representar alguns dos seus graficos, como pontos de vista distintos e algumas

das construg¢des esperadas.

Questao 2a) Construcao esperada :

Na conchdéide de Nicomedes, representada pela equacao

(x - b)%. (x* +y?) - (a°x?) =0, mantendo-se constante o valor real de do

parametro b e variando-se a, obtém-se uma animacao grafica como na FIG. 76.

3 . = 3 . B = 0 = S 3\ . B =
3 conchéide de Nicome... = =" % | [\ conchiide de licome... | = =\ e | [-conchdide de Nicome.., = {4 conchéide de Nicome.., ==l

Arquivo Equacio Ver Bins Um Dois

Arquivo  Equacdn Ver Btne Um Dois Amquivo  Equacdo Ver Bms Um Dois Arquivo  Equacdo Ver Btns Um Dois
Anim - Misc Anim Misc Apim - Mise Anim  Misc
A AL‘_ ks A
30 0 3t 30
X % i I
a . a A ; fa
™ Y (RN Y {
parimetros parametros parémetros parametros
a=g =10 a=12 a={8:10;12}
=2 — =] =2
g b=2 0 b=1 30 b=l 30 b=l

FIG. 76 — sessao |V: conchoide de Nicomedes
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Com a variacao de parametros em diversas equagoes cartesianas, como a
apresentada, espera-se do aluno um entendimento, da importancia da no¢éo de

parametro em equagdes cartesianas para a representagéo de curvas planas.

Questao 2b) Construcao esperada
Na involuta de um circulo representada pelas equagdes paramétricas,
x =a(cos(t) +tsin(t)) e y=a(sin(t)—tcos(t)), com 0<t<10nrad, variando os

valores reais do parametro a, obtém-se diversos graficos, entre estes o da FIG. 77.

IFs] - - —= = Ea | P - .
h involuta de um circulo.wp2 H involuta de um circulo.wp?

Arquive  Equacdo Ver Bins Um Dois Anim Misc Arguive Eguagie Ver Bins Um Dois Apim Misc
-

v

a=0.4

FIG. 77 — sessdo 1V: Involuta de um circulo

Com a variacdo de parametros em diversas equacdes paramétricas de
curvas planas, espera-se do aluno, talvez, um entendimento da importancia da
nocao de parametro em equacdes paramétricas para a representacdo de curvas

planas.

SESSAOQ V : Curvas planas e construcio de GIF's animados

Nesta Uultima sessdo, as atividades se dividiram em dois momentos.
Primeiro com papel e lapis, sem o uso do ambiente informatico, com o objetivo de

desenvolver equacdes paramétricas a partir das coordenadas de alguns pontos e,
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em um segundo momento, visando a desenvolver animagdes graficas de outras

curvas planas para a constru¢cao de um G/F animado.

Atividades
Atividade 1 (sem o uso do computador):
a)Escreva as coordenadas de quatro pontos alinhados: A=(__, ), B=(__, ),

C=(_, )YeD=(_, ).Senecessario, utilize o campo quadriculado.

-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 12 3 4 5 6 7 8 9 10

10
|

FIG. 78 — sessdo V: atividade 1

b) Escreva as equacdes paramétricas da reta que contém estes pontos.

c) Utilizando as equacdes paramétricas encontradas, complete a tabela abaixo.

X y

ArlWONONI

TAB. 10 — Sessdo V:atividade 1c

d) Quais sao os respectivos valores de t para os pontos alinhados do item 1?
Para o ponto Atemost =

Para o ponto Btemost =
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Para o ponto C temost =

Para o ponto D temos t =

Atividade 2 : ( utilizando o computador)

Como ja conhecemos algumas curvas famosas que foram desenvolvidas
ao longo da histéria da geometria analitica, vamos construir GIF's animados
utilizando os softwares gratuitos Winplot e GIF Animator. Neste caso, escolha
qualquer uma das equacdes de curvas apresentadas abaixo e, em seguida,
construa um GIF animado.

O tridente de Descartes:
(a+x)(a-x)(2a-x)=axy

Cissbide de Dioclés:
y? = (x°)/(2a - x)

Conchdide de Nicomedes:
(x-b)%. (x* +y?) - (@°x*) =0

Quaderatriz de Hipias:
y = xcot((pi)x/2a)

Hipérbole de Fermat:
(x")(y")=a

Parabola de Fermat:
yn =axm

Curva de Agnesi:

y(x* +a%) =2a’

Cicléide:
x=a(1-sin(t)) e y=a(1-cos(t))

Limacon de Pascal:
(X% + y? - 2ax)? = bA(x® + y?)

Pérola de Sluze:
ym — Xn(a _ X)b
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Involuta de um Circulo:
x=a(cos(t) + t sin(t)) e y=a(sin(t) - t cos(t))

Parabola Divergente de Newton:
yZ=ax®+bx®+cx+d

Lemniscata de Bernoulli:
(X2 + y2)2 — a2(x2 _ y2)

Epiciclbide:
X = (a + b) cos(t) - b cos((a/b + 1)t) ; y=(a + b) sin(t) — b sin((a’/b + 1)t)

Epitrocoide:
x= 14cos(t)-8cos(3.5t) e y= 14sin(t)-8sin(3.51)

Hipocicloide:
x = (a-b)cos(t) + bcos((a/b-1)t) ;y =(a-b) sin(t) - b sin((a/b - 1)t)

Hipotrocéide:
x=(a-b)cos(t)+ccos((a/b-1)t) ; y=(a-b)sin(t)-csin((a/b-1)t)

Salve como “GIFG...” seguido do numero do grupo.
O que é necessario para a construcdo do GIF animado de uma curva?
Justifique.

Quais os procedimentos que foram executados?

Analise didatica:

Primeiramente, pretendemos investigar se os resultados das sessdes
anteriores favorecem ao aluno, no ponto de vista paramétrico, o desenvolvimento
de equagdes paramétricas a partir de pontos quaisquer alinhados no plano e
consequentemente o entendimento da nocao de parametro sem a interferéncia do
ambiente informatico.

A atividade no ambiente informatico visa a investigar, como na sessao IV,
se a articulagdo entre os pontos de vista cartesiano ou paramétrico e a conversao

entre os registros de representacdo como a linguagem Winplot, a grafica e a
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simbdélico-algébrica,

neste ambiente,

possibilita ao aluno

refletir sobre a

correlacdo entre algumas propriedades geométricas de curvas planas e suas

equacles cartesiana ou paramétrica.

Primordialmente, queremos investigar se, no caso de outras curvas

planas, alterando-se os valores reais dos parametros de suas equacoes,

variando-os e observando os efeitos geométricos provocados pela sua variacéo

para a construcdo de GIF's animados, favorece-se o entendimento da nogao

parametro.

O quadro abaixo representa as transformacdes em registros semiéticos das

atividades desenvolvidas na sessao :

simbolico-tabular.

- da representagao simbolico-algébrica para

Transformacao Itens da atividade
Conversao da linguagem natural para o gréafico. | 1a

Conversao da representacao simbdlico- 2a;2b;2c;...;2q
algébrica para a linguagem Winplot e

respectivamente para a grafica.

Conversao do grafico para o simbdélico 1b

Tratamento no registro simbdlico: 1c; 1d

QUADRO 20- sesséo V: transformagbes em registros

Nas atividades da sesséo, estdo em jogo os seguintes quadros e conceitos:

cartesianas de curvas
planas;

-angulos em radianos.

Geometria analitica | Algébrico Numérico Funcoes
-ponto, reta; -equacodes cartesianas | -calculo sobre -funcdes
-curvas planas e paramétricas; coordenadas no plano |do 12 e 22 graus;
algébricas e -escritas algébricas (geometria analitica); |- funcdes
transcendentes; com varigveis, -célculo em equagdes | trigonométricas.
-representagoes incognitas e paramétricas e

paramétricas e paréametros. cartesianas

(algébrico).

QUADRO 21- sessdo V: quadros
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No quadro abaixo, apresentamos as varidveis didaticas e os

conhecimentos mobilizados nessa sessao.

Variaveis didaticas Conhecimentos mobilizados
-NUmeros reais; -Operagdes com nameros reais;
-Representacgdes graficas no plano.-Escrita | -Par ordenado associado a uma relagéo;
algébrica de equacgbes; -Calculo e representagéo grafica de ponto e reta
-Propriedades das equacgdes paramétricas e | no plano;-Angulos em radianos;
cartesianas; -Resolucao de equagdes do 1° e 2° graus;
-Leitura e interpretagao grafica; -Funcgdes do 12 e 2° graus;-Funcdes
-Representagéo paramétrica e cartesiana trigonométricas;
de curvas planas; -Equagbes cartesianas e paramétricas de algumas
-Variavel, incognita e parametro; curvas planas.

-Parametrizacéo de curvas planas. -Parametrizacéo da reta.
- Winplot e Gif Animator (gratuitos)

QUADROQO 22 — Sessdo V: variaveis didaticas

Os novos conhecimentos em jogo sao os graficos e equagdes de algumas
curvas planas algébricas ou transcendentes e a parametrizacao de curvas.

No final da sessdo, sera realizada uma institucionalizacao local das
equacgdes de curvas planas, por considerar que talvez nem todos os alunos
consigam apresentar os procedimentos esperados para a constru¢cao de um GIF
animado de uma curva, como mostraremos a seguir nas concepcdes
inadequadas ou dificuldades esperadas nas atividades.

1. Com relacao a conversao da linguagem natural para o grafico:

- Dificuldades em representar as coordenadas de pontos alinhados, pois
provavelmente ndo articulam a atividade com outras ja desenvolvidas ou nao
utilizam o plano quadriculado, que é uma ferramenta facilitadora.(1a).

2. Sobre a conversdao da representacao simbolico-algébrica para a
linguagem Winplot e respectivamente para a grafica.

- O aluno nao converte as equacgdes cartesianas ou paramétricas para a

linguagem Winplot por lapsos. (2a;2b;2c;...;2q). Neste momento, o professor deve
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esclarecer as duvidas do enunciado, sem, contudo, dar repostas passo a passo
para as atividades;

- Equagbes inadequadas (obtidas no registro simbdlico) que néao
representam graficos de curvas esperados. (1a;2a;2b;2c;...;2q);

- Dificuldades em representar equagdes na linguagem Winplot,
consequientemente, ndo se representam graficos de curvas.

3. Sobre a conversao do grafico para o simbdélico.

- Dificuldade em observar os valores das coordenadas dos pontos
representados no plano e, por meio de calculos escrever uma das equacdes
paramétricas da reta que contém os quatro pontos alinhados.

4. Do tratamento no registro simbdlico.

- Nao sendo apresentando uma das equacdes paramétricas da reta (1b),
nao se completa uma tabela ou valores do parametro “t” (1c, 1d), ou seja, uma
conversdo no mesmo registro, da representagdo simbdlico-algébrica para a
simbdlico-tabular.

- Dificuldade em apresentar, como um dos procedimentos executados a
variacao dos valores reais dos parametros das equacoes de curvas no Winplot.
Talvez os alunos ndo tenham desenvolvido um entendimento da nocédo de
parametro.

Analise matemética:

Superadas as concepcbes inadequadas e dificuldades mencionadas,

esperamos que 0s alunos possam responder as atividades como descreveremos

a segquir:

Questao 1a) Resposta esperada
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Uma possivel resposta seria a escolha aleatéria de coordenadas de quatro
pontos alinhados no plano quadriculado, como na FIG. 79. Talvez escolham
valores inteiros positivos para as coordenadas dos pontos, pois, como
apresentado na histéria da geometria analitica 0 uso de coordenadas negativas

s&o obstaculos epistemologicos.

=4

FIG. 79 — Sessao V: 1a

Questao 1b) Resposta esperada

Em consequéncia da escolha realizada na questdo 1a, a partir de dois
pontos, como A e B, desenvolvem-se calculos para se obterem as equacdes
paramétricas da reta em funcao de um parametro.

Equacgdes paramétricas da reta:

{x = f(t) R {x =X, + (X — xt)t(l)
y=g(t) Y=Y+ (yt+1 _yt)t

ponto A: quando t=0 — (X,;Y,) =(0;0)
ponto B: quando t=1— (X,;y,) = (1;1)
Substituindo-se em (l) temos:
X=0+(1-0)t > x =1t
y=0+(1-0)t > y=1t

(Questao 1c) Resposta esperada.
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Utilizando as equagbes paramétricas obtidas na questdo anterior,

x=tey=t, substituindo-se os valores de t, obtém-se o preenchimento da

tabela, como na TAB. 11:

t X y
0 0 0
2 2 2
3 3 3
4 4 4

TAB. 11- Sessao V: 1c

Questao 1d) Resposta esperada.

A partir das equacdes paramétricas, € possivel calcular o valor de t como:
Para o ponto A temost =0
Para o ponto B temos t = 1
Para o ponto C temos t =2
Para o ponto D temos t =3

Os itens da atividade 1 estdo articulados, portanto, caso encontrem as
equacOes paramétricas da reta que contém os quatro pontos alinhados
escolhidos, entdo esperam-se respostas satisfatérias para a atividade.

Nas proximas questbes da atividade 2, por se tratar de equacdes
paramétricas ou cartesianas e como sao varias, vamos escolher uma delas, como
proposto na atividade, e consequentemente apresentaremos os procedimentos
para representar a possivel constru¢ao de um GIF animado.

Escolhemos a Limagon de Pascal com equacdo cartesiana, (x* + y?-2ax)?=
b%(x? + y?).

Inicialmente os graficos sdo salvos no Paint3?

como limagon1.gif,
limacon2.gif e assim sucessivamente até o Ultimo instante da animacgéo grafica da

curva.

%2 Criador e editor de desenhos disponivel nos sistemas operacionais da Microsoft.
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Apresentamos uma sequUéncia de graficos esperados da Limagon de

Pascal.

[ limagon de Pascal.wp2 SN I [ limagon de Pascal.wp2 S LS 2 valor usual de A
3 3.00000
) » Al 3
defl  autorev | autocicl  defR defl  autorev  autocicl  defR
automostrar 23 slides fechar automestrar 23 slides fechar
L . 1
valor usual de B valor usual de B
0.90000 1.50000
. 5 il =
def L aulorey | auta cicl def R defL auto ey auto cicl def Rt
automastrar | 23 slides fechar automestiar 23 sides

[ imagon de Pascal.wpz =S # valor usual de A .
[ limagon de Pascal.wp2 == 5 alor usual de A

3.00000
3.00000
4 v
‘ ,
defL autorev | auto cicl def R —
defL autorey  autoeicl def R
fech:
automostrar | 23 slides echar automostar [53 i techar

valor usual de B
valor usual de B

250000 3.60000
4 3 4 »
defL autorev | auto cicl def R defL autorey  auto eicl def R
automostrar | 23 slides automostiar |23 slides

FIG.80 — Sesséo V : atividade 2 (cartesiano)

Apés a construcao de diversos graficos (FIG. 80), estes sado transportados

para o GIF Animator, como apresentado na FIG. 81 :

i microsoft GIF Animator - limagond.gif * =n ) m—"
. Preview B
DEERE £#68 X ¥ +¥ »?
e N Options | Animation | Image
. R
i v Thumbnails Reflect Image
. Position
. - ’ Main Dialog Window
Always on Top
Frame #1
Import Color Palette
Browser Palette -
Import Dither Method:
Emor Diffusion -
Frame #2
Frame #3 hd
H MO« » Frame: 2
Ready

FIG. 81 — Sessao V : GIF animado
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Fizemos quatro gréaficos, mas espera-se que os alunos construam muito
mais para a animagdo grafica de uma ou mais curvas. Isso dependera da
criatividade de cada um.

No final da sessdo, sobre o que € necessario para a construcdo do GIF
animado de uma curva, esperam-se dos alunos justificativas como:

- Um plotador grafico como o Winplot, um construtor de GIF's como o GIF
Animator, um programa para salvar os graficos como o Paint, e equacoes de
curvas.

E sobre quais os procedimentos que foram executados, espera-se:

- Escrever a equacéo da curva no Winplot, em seguida variar os valores
reais de seus parametros, salvando cada um dos seus graficos no Paint com
formato.qgif para, finalmente, construir o G/F animado com o GIF Animator.

Com as atividades da sessao articulada com as demais, espera-se, apos a
experimentacao, obter subsidios suficientes para responder as hipbteses de

pesquisa.
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CAPITULO V: A EXPERIMENTACAO E A ANALISE A POSTERIORI

Neste capitulo, apresentamos a experimentacao e a analise a posteriori.

Nesta fase, segundo alguns elementos de uma Engenharia Didatica, a
experimentacdo consiste na aplicagdo e descricdo do que aconteceu na
sequéncia didatica. Ja a andlise a posteriori € a interpretacdo dos dados

recolhidos durante a experimentacao.

1. EXPERIMENTACAO, ANALISE A POSTERIORI E VALIDACAO.

Segundo ARTIGUE(1996), durante a experimentacdo sao realizadas
observagdes sobre as sessdes de ensino, e as producgdes escritas dos alunos em
sala ou fora dela.

E importante também, como coleta de dados, serem realizadas gravacdes
em audio e video, imagens fotograficas, arquivos de programas computacionais,
pois quanto maior o numero de informagdes sobre a experimentagdo, melhor para
a analise a posteriori.

Na andlise a posteriori, apresentamos o que ocorreu, a andlise didatica dos
fenbmenos observados, as concepg¢des inadequadas e as dificuldades que
surgiram no decorrer das atividades.

O confronto entre a analise a priori e a andlise a posteriori, levando-se em
consideracao a questao de pesquisa, os fundamentos teoricos e as hipoteses de
pesquisa, permite avaliar a eficacia da sequéncia didatica para o processo de

ensino - aprendizagem, subsidiando a conclusdo deste trabalho.
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Na conclusdo, € analisada se a questdo de pesquisa (“Um ambiente
informatico, que possibilita a construgdo de graficos de curvas, de maneira
dindmica, articulado com a conversao entre registros de representacdo semidtica,
favorece o entendimento da nogdo de pardmetro?’) foi respondida segundo as

hipdteses elaboradas.

1.1 Experimentacao

A aplicacdo da sequéncia durou 5 semanas, sendo uma sessao por
semana com duracdo de 1 hora e 40 minutos, totalizando 8 horas e 20 minutos.
As sessobes foram distribuidas da seguinte forma:

Sesséo I: ponto, reta e parabola.

Sesséo Il: equagdes paramétricas da reta.

Sesséo llI: familia de pontos a um parametro e graficos de reta e parabola.

Sesséao IV: parametrizagdo da reta e outras curvas planas.

Sessdo V: Animacgdo grafica de curvas planas.

1.2 A organizacao da experimentacao

A sequiéncia experimental se desenvolveu em trés etapas:

12) Familiarizacao do aluno com os softwares Winplot e GIF Animator.

Antes da aplicacdo da sequéncia didatica, realizamos algumas atividades
com os dez alunos participantes da pesquisa para uma familiarizacdo com o
software Winplot e com o GIF Animator. Foram dois sdbados, com duracéo de

1hora e 40minutos cada.
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Apresentamos atividades que proporcionassem o reconhecimento por parte
dos alunos com o uso do software Winplot que seriam importantes para a
experimentagcao como:

- O plano cartesiano e a localizagédo de coordenadas no plano;

- A equacao reduzida da reta e os coeficientes angular e linear;

- Equacgdes paramétricas da reta;

- Funcbes: afim, linear, quadratica, cubica, exponencial e algumas
trigonométricas;

- A conversao de angulos de graus para radianos;

- Resolucao de equacdes do 12 e 29 grau;

- Incégnita e variavel,

Na primeira etapa, ndo tivemos um observador, sendo o professor o préprio

pesquisador.

29) Experimentacao das duas primeiras sessoes

Apés a familiarizacdo com as ferramentas do software Winplot, iniciamos
as atividades das duas primeiras sessfes, que foram desenvolvidas sem a
interferéncia do ambiente informatico. Para algumas atividades a serem
trabalhadas, os alunos tiveram como material disponivel papel, lapis, régua,
caneta e plano cartesiano quadriculado para a construcao de graficos.

A primeira sesséo ocorreu no dia 29 de abril de 2006 e, dos dez alunos,
faltaram dois, provavelmente por causa do feriado prolongado ocorrido nos dois
dias anteriores. Para as nossas andlises, nesta etapa, ndo levamos em
consideracao a participacéao da dupla.

Os grupos, em dupla, foram divididos da seguinte forma:
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G1:alunos AeR.

G2: alunos C e J.

G3: alunos J6 e D.

G4: alunos Re e L.

Nesta fase da experimentagdo, procuramos propiciar um ambiente
adequado aos alunos, que favorecesse a realizagdo de transformacdes de
registros, como conversao e tratamento, e as representagdes de ponto, reta e

parabola.

39) Experimentacao das atividades no ambiente informatico.

Como comentamos anteriormente, esta etapa corresponde as sessoes lll,
IVelV.

Nas sessoes lll e IV, as atividades da primeira etapa sdo retomadas para
serem confirmadas ou refutadas no ambiente informatico com o uso do plotador
grafico Winplot. Na sessao V, inicialmente sem o uso do ambiente informatico,
as atividades semelhantes as da sessao Il sdo também retomadas para serem
confirmadas ou refutadas.

No ambiente informatico, os alunos deveriam resolver atividades que
estivessem relacionadas com a nog¢ao de parametro, como familia de pontos a um
parametro, e graficos de curvas planas parametrizadas, como a reta, a parabola e
outras. Estas atividades permitiram investigar se a articulacdo entre as
conversdes de registros semiodticos e os pontos de vista paramétrico e cartesiano
possibilita ao aluno refletir sobre a correlacdo entre algumas propriedades

geomeétricas de curvas planas e suas equacoes cartesianas ou paramétricas.
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Com relacdo ao horario, as sessdes sempre tiveram inicio as 09h30 com
término previsto para 11h10, e, em algumas, como nas sessoées I, lll e V, foram
prorrogadas para no maximo 11h30.

Entre as sessdes IV e V tivemos alguns problemas como a falta de energia
elétrica, pois a fiacdo da escola foi roubada. Adiando a quinta sessao por duas
semanas.

O observador, por motivos pessoais, esteve ausente nas sessodes Il e ll.

Também houve perda de audio nas sessodes | e Il, por problemas técnicos

no gravador de voz.

1.2.1 A coleta de dados

As analises que serdo realizadas se apdiam nos seguintes dados
coletados:
1)  Formulario respondido pelos 8 alunos no decorrer de cada atividade
em todas as etapas.
2) Gravacgao em audio de dois dos grupos nas sessotes lll, IV e V.
3) Gravacao em video de todas as sessoes.

4) Analise das sessoes realizadas pelo observador e pelo pesquisador.

1.2.2 Publico alvo

O projeto de pesquisa foi submetido e aprovado pela diretora e pelo
coordenador pedagdgico da Escola Estadual General José Artigas, da cidade de

Diadema, que oferece ensino fundamental e médio, pois, além do uso de novas

189



tecnologias ser um atrativo, seria oferecido um certificado aos alunos, pela
participagdo de um curso de elaboracdo de GIF's animados, em um ambiente
informatico, com base na geometria analitica.

O projeto foi apresentado aos alunos do 3° ano do ensino médio, em forma
de curso, ndo havendo pré-selecdo para a participacéo.

Inicialmente, 10 alunos se comprometeram a participar do curso e, ao
longo do mesmo, somente 8 alunos tiveram freqiiéncia regular.

Antes de iniciar as atividades da seqiiéncia, apresentamos aos alunos
nosso projeto de pesquisa, procurando estabelecer como seriam desenvolvidas
as sessodes e a relacao professor, observador e aluno.

Ficou evidente para os alunos que nao teriam uma nota como resultado do
curso, mas seriam avaliadas as suas agdes sobre as atividades propostas pela
pesquisa.

A familiarizacao com o software Winplot, que nao sera aqui analisada, foi
util na medida em que propiciou aos alunos um primeiro contato com a geometria
analitica a partir de conceitos mobilizados, como funcbes do 12 e 2° graus e as
suas representacoes graficas, importantes para a seqiéncia de atividades
propostas.

Outro detalhe importante foi a presenca consideravel dos alunos em um dia

nao letivo: sabado.
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2. Analise das observacoes das duas primeiras sessoes.

Neste momento, descrevemos como o0s alunos desenvolveram as
atividades propostas, procurando interpretar a producdao dos alunos nos dados
coletados da experimentacao.

Na primeira sessdo, observamos atividades desenvolvidas no ponto de

vista cartesiano e, na segunda sessao, atividades no ponto de vista paramétrico.

Analise da sessao I: representacao de ponto, reta e parabola.

Os alunos deveriam realizar transformacdes em registros semibticos das
representacées de ponto, reta e parabola, utilizando papel, lapis e um plano
cartesiano quadriculado.

Tendo como finalidade investigar se a conversdo entre os registros:
linguagem natural, simbdlica e gréafica, permite verificar se os alunos serao
capazes de entender e representar pontos por coordenadas (x,y) no plano
cartesiano, encontrar graficos de uma reta e uma pardbola e representar a
equacao algébrica que valide a relacédo entre as variaveis x ey .

Resumimos abaixo os resultados encontrados pelos alunos.

TRANSFORMAGCOES EM REGISTROS | Atividades G1 G2 G3 G4
Conversao entre registros: da linguagem | 1a
natural para o grafico. 2a
Conversao do registro gréafico para a 1b
linguagem natural. 2b
Conversao do registro grafico para o 1c
simbolico. 2c

3b
3d
Tratamento no registro grafico 3a
3c

QUADRO 23: Sessao |

Como previamos, os alunos mobilizaram conhecimentos prévios na

resolucdo das atividades 1a e 2a, respondendo de maneira satisfatoria, talvez
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pela facilidade da malha quadriculada e dos valores das coordenadas serem
nameros inteiros. Em todas as respostas, no registro grafico, foi tragada uma reta
ou um segmento de reta facilitando o entendimento das proximas questoes.

Nas atividades 1b e 2b, o G3 ndo conseguiu representar outros pontos,
como previamos, provavelmente por dificuldades na identificagdo grafica dos
pontos de uma reta ou parabola e, consequentemente, ndo se apresentaram
outros pontos que pertencem a reta ou parabola.

Ja nas atividades 1c e 2c, metade dos grupos nao conseguiram

representar as equacdes da reta, como y=x+1 e da parabola, como y = x>.

Como previamos, provavelmente nao realizaram um tratamento no registro
gréfico e, por meio de calculos inadequados, atribuiram valores a uma das
variaveis e encontraram valores falsos que ndo correspondem a outra variavel.

Portanto ndo encontraram uma relagcdo de dependéncia entre as variaveis x ey

e, consequentemente nao representaram as equacoes.

O grupo G3 ¢é justificado por ndo apresentar uma solucao correta nos itens
anteriores, ja o G1 simplesmente nao respondeu.

Nas atividades 3a e 3c, todos 0s grupos conseguiram representar as
coordenadas de pontos pertencentes a reta ou parabola. Como previamos, entre
diversas respostas, escolheram pontos estratégicos sobre os graficos e,
consequentemente, identificaram os pontos por meio de suas coordenadas.

Nas atividades 3b e 3d, metade dos grupos nao conseguiu representar as
equacdes da reta, como y=x+2 e da pardbola, como y=x*+1. Como

previamos, ndo realizaram um tratamento no registro gréafico e, provavelmente,
por meio de calculos inadequados, atribuiram valores a uma das variaveis e

encontraram valores falsos que correspondem a outra variavel. Nao encontraram
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uma relacdo de dependéncia entre as variaveis xey e, 0S Qrupos nao

responderam as atividades.

Analise da sessao Il: equacoes paramétricas da reta

Os alunos tinham que resolver as atividades com papel, lapis, borracha,
régua e plano cartesiano quadriculado.

O principal objetivo foi investigar se as articulacdes entre o ponto de vista
paramétrico e as transformagdes em registros semibticos facilitariam o
entendimento da nocao de parametro e de seu uso em equacdoes paramétricas.

Resumimos abaixo os resultados encontrados pelos alunos.

TRANSFORMACOES EM REGISTROS | Atividades G1 G2 G3 G4

Conversao da linguagem natural para o 1a
grafico

Conversao do registro grafico para a 1a

linguagem natural.

Tratamento no registro simbdlico.

QUADRO 24: Sessé&o Il

Em relacédo as questdes 1a e 1h e a conversao do registro grafico para a
linguagem natural, o grupo G1 conseguiu responder 1a, mas nao respondeu a
questao 1h, pois, provavelmente, perdeu tempo nas questdes iniciais, 0 que nao
foi previsto na andlise a priori.

Atividades com tratamento no registro simbdlico (transformagdo no mesmo
sistema semiético):

Na questao 1a, o grupo G3 foi o Unico que preferiu justificar a resolucao da
questdo no registro simbdlico, representando, conforme FIG. 82, a equacéao

cartesiana da reta. Foi justamente o grupo que, na sessao anterior, nado havia
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e

conseguido resolver a atividade por meio das conversdes. E provavel que a

institucionalizag&o local tenha interferido.

Rascunho: 1 ‘. Y X - >< =
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FIG. 82 — Sessao Il: resposta 1a

Os demais grupos preferiram responder por meio da conversao entre a
linguagem natural e o grafico. Também isso ndo foi previsto na analise a priori.

Ja nas questbes 1b e 1e, como previsto, os alunos conseguiram completar
a tabela sem muita dificuldade, bastando para isso, desenvolver alguns calculos
aritméticos.

Nas questdes 1c e 1f, apenas o grupo G4 conseguiu desenvolver as
equagdes parameétricas, como previsto, em consequéncia de respostas bem
sucedidas das questdes 1b e 1e. Os demais grupos, também previsto, realizaram
um tratamento no registro simbdlico, por meio de célculos inadequados ou
atribuiram valor a uma das variaveis e encontraram valores falsos que
correspondiam a outra variavel. Portanto, ou ndo encontraram as equacdes
paramétricas adequadas em funcao do parametro t, representando equagdes que
nao correspondiam a solugdo esperada ou nao responderam as questdes pela
dificuldade de representar as equacdes paramétricas a partir das coordenadas de
dois pontos.

Em particular, e ndo previsto, o grupo G3, como resposta, representou
equacoes cartesianas como se fossem paramétricas:

1c) “y=x+5" e “x=y-2”

1f) “y=x+3" € “X= y+3"
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Nas questdes 1d e 1g, como previsto, os grupos G3 e G4 conseguiram
responder o esperado, pois desenvolveram as equagdes paramétricas nas
questdes 1c e 1f, ou observando as tabelas preenchidas de maneira correta nas
questdes 1b e 1e, ou identificando facilmente as posicées (2;5) e (-1;-3).

Os grupos G1 e G2 nao responderam as questdes 1d e 1g, como previsto,
provavelmente por nao terem desenvolvido as equacdes paramétricas ou por nao
observarem as tabelas das questbes 1b e 1e que foram respondidas de maneira
correta.

A questao 1h foi bem sucedida pelos grupos G2 e G4, como previsto e,
apenas observando os graficos de reta ou semi-reta, foi possivel justificar as
questoes.

O grupo G1 provavelmente, como previsto, nao respondeu devido a nao
conversdao do registro grafico para a linguagem natural, ocorrida também na
questao 1a.

O grupo G3 respondeu que Alexandre deveria alterar a sua rota, mas
apresentou coordenadas inadequadas para atingir o alvo, uma situacdo nao
prevista.

Para a questao 1i, como previsto, os grupos G2, G3 e G4 provavelmente
observaram os valores da tabela preenchida corretamente para identificar que
Roberta atingiu o submarino em quatro minutos.

O grupo G1, mesmo com a tabela preenchida corretamente, nao
respondeu a questdo. Provavelmente perdeu tempo nas questdes iniciais, o que

nao foi previsto na analise a priori.
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3. Analise das observacoes das trés ultimas sessoes.

Na terceira sessdo, observamos atividades ja desenvolvidas nas sessdes
anteriores, porém agora, de maneira dinamica, para as quais os alunos constroem
gréficos de ponto, reta e parabola.

Na quarta sessdo, observamos a resolucdo de algumas questbes da
sessao Il, agora no ambiente informatico, e seguiu-se com um estudo grafico de
algumas curvas planas algébricas e transcendentes a partir de algumas de suas
respectivas equacdes.

Na quinta sess&o, inicialmente sem o uso do ambiente informatico,
observamos o desenvolvimento de equacgdes paramétricas da reta a partir de
pontos quaisquer alinhados no plano. No segundo momento, agora no ambiente
informatico, houve atividades de outras curvas, como na sessdo |V, para a

construcdo de um GI/F animado.

Analise da sessao lll: familia de pontos a um parametro e graficos de reta e
parabola.

Os alunos resolveram estas atividades no ambiente informéatico.

Investigamos se a articulagcdo entre os pontos de vista cartesiano ou
parameétrico e a conversdo entre os registros de representacdo da linguagem
Winplot, da simbdlico-algébrica e a grafica, em um ambiente informatico,
possibilitaram ao aluno refletir sobre a correlagédo entre algumas propriedades
geométricas da reta e da pardbola e as suas equacgdes cartesianas ou
paramétricas.

Resumimos abaixo os resultados das questbes articuladas com a

conversao de registros de representacao semidtica encontrados pelos alunos:
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TRANSFORMAGCOES EM Atividades G1 G2 G3 G4
REGISTROS

(<2
3
2]
3

Da representagao simbdlico-
algébrica para a linguagem
Winplot e respectivamente
para a grafica.

Da representacao gréfica
para a simbolico-algébrica.

X X X ><I><><><><><><><><
X X X ><I><><><><><><><><

QUADRO 25 - Sessao Il

Questao 1a: como previsto, 0s alunos responderam de maneira

plenamente satisfatéria.

Questao 1b: como previsto, apds representarem o ponto F=(t;1+t) no
Winplot e observando a sua representacdo grafica como um dos pontos
alinhados, obtidos na questdao 1a por meio de calculos, os alunos identificaram
t=0.

Questao 1c: como previsto, apds a conversdao entre 0s registros de
representacdo da simbdlico-algébrica para a linguagem Winplot e
consequentemente para a gréfica, os alunos identificaram com facilidade os

valores de “t”, obtendo os pontos B e E, quando t=2 e t=4 respectivamente.

Questao 1d: como previsto, o grupo G1 respondeu satisfatoriamente.

Apresentamos na FIG. 83, a sua resposta.
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FIG. 83 — Sessao Ill: resposta 1d

Os grupos G2, G3 e G4, como também foi previsto na analise a priori, nao
mencionaram como pontos da reta ou segmento de reta, mas como uma familia

de pontos. Apresentamos na FIG. 84 a resposta do G4.

R . : i .
esp_@_ R0 R OB 25, Qa0 QONICH e mabllioglecACrn 4 p sy DA

R ebgunn doo poning 4 socudlianlin
b v

FIG. 84 — Sessao lll: resposta 1d.

Questao 2a: como previsto, os alunos visualizaram no Winplot os trés

pontos. Para conseguirem, variaram os valores reais do parametro “a” no

Winplot, até obterem a posicéo dos trés pontos, A, F e C, na parabola.

Questao 2b: os grupos G2 e G4, como previsto, responderam que “o
Winplot mostrou varios pontos que pertencem a parabola” e “que os pontos
tracam a linha da parabola”. Nessa resposta, entendemos “linha” como caminho
ou lugar geométrico.

Os grupos G1 e G3 nao responderam e o G1 tentou, mas ndao conseguiu.
N&o houve uma intervencgéo do professor.

As dificuldades dos dois grupos foram em responder, na linguagem natural,
palavras como caminho, tracado, lugar geométrico, que ndo sao familiares para

os alunos, portanto esta dificuldade, ndo prevista, fez com que o0s grupos nao
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respondessem. Outro detalhe é que parte da resposta j4 estava explicita na
questdo, deixando os alunos com duvidas. Neste momento, o professor deveria

intervir, sem necessariamente dar a resposta.

Questao 3a: os grupos nao responderam como esperado. No lugar de
traco de reta ou segmento de reta, escreveram reta, como FIG. 85 do G2. Como

previsto, trés dos grupos apresentaram as coordenadas dos pontos inicial e final.

Resp.:_ I/ Q. R Vede oviciol (O, 1) ¢

|

FIG. 85 — Sessao lll: resposta 3a

O G1 também nao respondeu como esperado os pontos inicial e final do
traco de reta.

Novamente nao previsto, como na questao anterior, algumas palavras nao
eram familiares para o vocabulario dos alunos, como trago da reta, limite do

intervalo, e ndo houve a intervencao do professor.

Questao 3b: todos os grupos responderam como previsto, FIG. 86 do G4:

o ’0 0 Ao drackell o Kot 0 vrpofngdn. onel

Resp.:

FIG. 86 — Seéséo : r'esposta 3b

Questoes 1e e 3c: trés dos quatro grupos responderam como previsto.
Apresentaram como resposta a equacao cartesiana “y =x+1".

O G1, como previsto, apresentou dificuldade em escrever uma equacao da
reta, dados alguns de seus pontos. Nao encontrou uma relagdo de dependéncia

entre as variaveis x ey e, como conseqiiéncia, representou uma equagio nao
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correspondente a solucdo esperada. No caso da questdo 3c, nao previsto,

bastaria observar a questédo 3a e identificar x=t, substituindo-o em y=1+t .

Questao 2c: dois grupos responderam como previsto.

Os grupos G1 e G3, como na questao anterior, apresentaram dificuldades
em escrever uma equacao da parabola, dados alguns de seus pontos. Nao
responderam provavelmente, como previsto, em conseqiéncia de nao terem

concretizado a questao 2b.

Questao 1f: trés dos quatro grupos responderam como previsto.
O G1, como previsto, apresentou dificuldade em escrever uma equagao da

reta, dados alguns de seus pontos.

Questao 2d: os grupos G2 e G4 apresentaram respostas, como previsto,
e consequentemente conseguiram representar a equacao na questao 2c.
O G1 e G3, como previsto, apresentaram dificuldade em escrever uma

equacao da parabola, dados alguns de seus pontos.

Analise da sessao IV: curvas planas algébricas e transcendentes.

As atividades foram realizadas no ambiente informatico.
Investigamos se a articulacdo entre os pontos de vista cartesiano ou
parameétrico e a conversao entre os registros de representagdo semiodtica em um

ambiente informatico, possibilitam ao aluno refletir sobre a correlagédo entre
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algumas propriedades geométricas de curvas planas e suas equagdes cartesiana
ou paramétrica.

Inicialmente foi retomada uma atividade desenvolvida na sessao II: a
parametrizagdo da reta, agora no ambiente informatico. Investigamos se o Winplot
facilitou o trabalho dos alunos nas conjecturas de suas solugdes.

Articulando as atividades da sessdo Il com outras curvas planas,
observamos se 0 uso de parametros estabeleceria uma identificagdo significativa

entre os graficos e as equagdes de curvas com a histéria de algumas das curvas.

Sessao IV:
Resumimos abaixo os resultados das questbes, articuladas com as

conversdes entre os registros de representacdo, encontrados pelos alunos:

TRANSFORMAGCOES EM Ativida G1 G2 G3 G4
REGISTROS des

1a

Da representagao simbdlico-
algébrica para a linguagem
Winplot e respectivamente
para a grafica.

Da representacao grafica para
a simbdlico-algébrica.

QUADRO 26 - Sessao IV

Questao 1a: como previsto, o grupo G2, apds desenvolver calculos,
FIG.87, com as coordenadas dos misseis apresentados em funcao do parametro
“1”, como nas atividades 1c e 1f da sessao Il, encontrou as suas equacdes
paramétricas, representando-as no Winplot e conseqiientemente os graficos de
retas possibilitaram identificar os necessarios quatro minutos para o missel de
Roberta atingir o submarino.

Ja os demais grupos, relembrando as equacdes desenvolvidas nas

atividades anteriores e observando a representacao grafica, responderam a
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questdo sem desenvolver os calculos para obter as equagdes paramétricas da

reta.
Missel ‘R’ Missel “A”

pe ) ] |
7 = % 4 | [ ~ 5 i
y= ~F 4D ) Yo -Bh+0. ¢
g 2 F A O

P }+0
7 -
L) -A’ < A - ’

¥ . -
)

FIG.87 —Sessao IV: 1a

A atividade traria melhores resultados se fossem alterados os valores das
coordenadas iniciais dos misseis. Assim poderiamos investigar se os demais

grupos utilizariam célculos, como fez o G2.

Questao 1b: como previsto, todos responderam que Alexandre deveria
mudar a rota, mas nao conseguiram justificar apresentando a nova rota do missel.
Alguns grupos, como o G2 e o G3, FIG. 88, até que obtiveram éxito
apresentando a coordenada x como o esperado, x=-8+13t, porém néo

aconteceu 0 mesmo para a coordenay, y =9—6t.

G2:
§ {
Resp.: ,::./..-- v A0 e x: ~ Feg 2 4 4,
G3:
Resp.:_ G xaxw das x: ~§ + 139 g : =3 -44
J

FIG. 88 — Sessao IV: 1a
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Atividade 2 :

Para a atividade 2, vamos expor uma representagao grafica de cada grupo,

pois foram desenvolvidas todas as questoes.

Uma das construgdes desenvolvidas pelo grupo G1 foi

Pascal :

a Limacgon de

-*;1: ativ2egl.wp2

:P( ativlzegl.wp2

valor usual de A

-1.00000

“

H ativZeg1.wp2

valor usual de B

e

4

familia [(x*2+y"2-2ax)"2=b"...

valor usual de A

-1.00000
4

'FT ativ2egl wp2

pardmetro | a [A..0] e valor usual de A familia [[x*2+y*2-2ax)*2=b*... ==
minimo 000000 1.6 14 parémetio [5] 4.0
méximno 100000 . X
o 4 minimo 0.00000
passos ,
defL autorev | autocicl  def p miimo |1.00000
v clhar rebiaso 100 def L autorev | auto cicl passos |20

FIG. 89 — SessaolV : 2¢
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Como previsto, o grupo G1, variando os valores reais dos parametros de a
e b na equacdo cartesiana (x* + y* - 2ax)® = b%(x* + y?) da curva limacon de
Pascal, obteve alguns de seus graficos, FIG. 89, analisando na curva algébrica,
de maneira implicita, algumas de suas propriedades geométricas. Em especial, 0
grupo utilizou um recurso do Winplot ndo previsto: uma familia de graficos da
limagon a um parametro.

Do grupo G2, escolhemos a representacao da curva hipocicléide:

[ [ ativzigz.wp2 o ||z stvaig2wp -

N

A
77 "
FRZS

SN
RSN

<>

R
5

o

T

<
<>

e
>

iy
Vil

r75

valor usual de A valor usual de B valor usual de A valor usual de B

8 3 8 5

L L == e ey
2] ativaigz.wp2 [P ativzigz.wp2 S

Arquive Equacdo Ver Btns Um Dois Anim Misc . . - B . . .
= i - = = = = = Arguivo Equacdo Wer Bins Um Doizs Apim Misc

valor usual de A valor usual de B valor usual de A valor usual de B

-10 2 10 2

FIG. 90 — Sessao IV : 2
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Como previsto, o grupo G2, variando os valores reais dos parametros de a

e b nas equacoes

paramétricas,

X = (a-b)cos(t)+bcos((a/b-1)t) ;

y =(a-b)sin(t)-bsin((a/b-1)t), com 0<t<2marad da curva hipocicléide, obteve

alguns de seus graficos, FIG. 90,

implicita, algumas de suas propriedades geométricas.

analisando na curva transcendente, de maneira

Em especial, o grupo

utilizou um recurso do Winplot ndo previsto: o plano cartesiano implicito na tela do

Winplot.

Do grupo G3, escolhemos a epiciclbide.

'PT ativigg2.wp? =

Arguive ﬁquan_:ﬁc Ver Bins Um Dois Apim Misc

valor usual de B valor usual de A

1.00000

a4 4

valor usual de A

valor usual de B

1.00000 fi. 20000

a4 a4

'P‘( ativ2gg2.wp2 =

= &

ﬁatiﬂggz.v.rpz = |

valor usual de B valor usual de A

1.00000 f.00000

4 4

Hatiﬂgglwa =L

valor usual de B valor usual de A

-1.00000 b 20000

4 L3 4

FIG.91- Sessdo IV : 29

Como previsto, o grupo G2, variando os valores reais dos parametros de a

e b nas equacgdes

paramétricas, X =(a+b)cos(t)-bcos((a/b+1)t);
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y=(a + b)sin(t)-bsin((a/b+1)t), com 0<t<10mnrad da curva epicicléide, obteve
alguns de seus graficos, FIG. 91, analisando na curva transcendente, de maneira
implicita, algumas de suas propriedades geométricas. O grupo também utilizou o
plano cartesiano implicito na tela do Winplot.

Das representagdes graficas do grupo G4, escolhemos a curva lemniscata

de Bernoulli :

H ativ2igd.wp2 valor usual de A H ativ2igd.wp2 valor usual de A
Arguive Equacdio Ve
L T a4 |2

i el e el R R e P r---
| ' ' d © N N N B 14 3

AR Boooed (i . def L auto rev autocicl  defR -1 (R def L auka rew autocicl  def R

automostrar | 23 slides fechar automostrar | 23 slides fechar

S N A O DU O | e

“FIG. 92 — Sessao IV - 2f

Como previsto, o grupo G4, variando os valores reais do pardmetro a na
equacdo cartesiana (x* +y®)® =a°(x®* -y?) da curva lemniscata de Bernoull,

obteve alguns de seus graficos, FIG. 92, analisando na curva algébrica, de

maneira implicita, algumas de suas propriedades geométricas.

Analise da sessao V: Curvas planas e construcao de GIF's animados.

Primeiramente investigamos se o0s resultados das sessdes anteriores

favoreceram ao aluno, no ponto de vista paramétrico, o desenvolvimento de
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equacbes paramétricas a partir de pontos quaisquer alinhados no plano e,
consequentemente, o entendimento da nocdo de parametro sem a interferéncia
do ambiente informético.

A atividade no ambiente informatico investigou também, como na sessao
IV, se a articulagdo entre os pontos de vista cartesiano ou paramétrico e as
conversbes entre 0s registros de representacdo, como simbdlico-algébrica,
linguagem Winplot e grafico, em um ambiente informatico, possibilitam ao aluno
refletir sobre a correlacao entre algumas propriedades geométricas de curvas
planas e suas equacoes cartesianas ou paramétricas.

Como prioridade, investigamos se, no caso de outras curvas planas,
alterando-se os valores reais dos parametros de suas equagdes, variando-os e
observando os efeitos geométricos provocados pela sua variacdo para a
construcao de GIF's animados, favorece-se o entendimento da nog¢ao parametro.

Resumimos abaixo os resultados das questbes, articuladas com as

transformacdes de representagdao semidtica, encontrados pelos alunos:

TRANSFORMAGCOES EM Atividad G1 G2 G3 G4
REGISTROS es

Nao Nao | Sim | Nao | Sim | Nao

Conversao da linguagem 1a
natural para o grafico.

Conversao do grafico para o 1b
simbdlico.

Tratamento no registro 1c
simbdlico:

Da representagao simbdlico-
algébrica para simbdlico-
tabular.

1d

Conversao da representacdo | 2a;2b;2c;
simbdlico-algébrica para a .;2q
linguagem Winplot e
respectivamente para a
gréfica.

QUADRO 27 - Sesséao V: transformacées

Questao 1a: como previsto, todos os grupos escolheram aleatoriamente,

conforme FIG.93, as coordenadas de quatro pontos alinhados no plano
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quadriculado e aproveitaram a malha quadriculada como estratégia na

identificacdo dos pontos.

G1:

A=C5,-6 ), B=(1.-3 ). c=("1. 2 YeD=(( .G ).

G2:
A=(CD.-0) B=((, 1), C=(2, %) eD=(F,_9)

G3:

A=(0.=Y). B=2.-%), c=0 -A)e D=3 2 )

G4 :
A=(5,_2), B=(1, 3 ),C=(3,1 )eD=(2, %)

FIG. 93 — Sesséo V : Respsotas 1a

Questao 1b: Apenas um dos grupos, o G1, ndo correspondeu ao
esperado, como previsto, por dificuldade nos calculos. Em contra partida, os
demais grupos, em consequiéncia da escolha realizada na questdo 1a, a partir de
dois pontos, desenvolveram calculos para se obterem as equacgbes paramétricas
da reta em fungéo do parametro t.

Apresentamos abaixo as respostas e calculos desenvolvidos pelos grupos:

O G1, por meio de calculos, apresentou a coordenada x como esperado,

mas nao a coordenada y. Uma resposta adequada seria y=-6+3t.

X==9 437
CEM Ry

Resposta Y= ~9+5.7 [/ V= —6-51

FIG. 94 — Sesséo V: 1bg1

Ja o0s demais, como apresentamos no quadro seguinte, por meio de

calculos encontraram as equacdes paramétricas a partir de dois pontos quaisquer
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correspondentes ao alinhamento. E interessante observar que o grupo G2

desenvolveu céalculos de maneira implicita.

G2:

Resposta: X = — 5+ H4 9 ¥ A

G3:

G4:

Resposta__ A - -5+ %1 / Y= atov

FIG. 95 — Sesséao V: respostas 1b

Questao 1c e 1d: Utilizando as equacdes paramétricas obtidas na questao
anterior e substituindo-se os valores de t, os grupos G2, G3 e G4 obtiveram o
preenchimento adequado da tabela e dos valores de t para os quatro pontos
alinhados.

Como previsto, 0 G1 ndo apresentou uma das equacdes paramétricas da
reta (1b), portanto completou a tabela (1c) e a dos valores de t para os quatro

pontos alinhados com valores inadequados.

Atividade 2 :
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Para a atividade 2, exporemos representacdes graficas da construcao de

um GIF animado de cada grupo.

O grupo G1 escolheu o tridente de Descartes com equagdo cartesiana

(a+x)(a-x)(2a-x)=axy . Apresentamos alguns de seus graficos.

[ ciFG1.wp2 == B eretwp? =

Arquivo Equao Wer Blns Um Dois Apim Misc Arquivo Equagio Ver Bins

4 3

inventario para GIFG1.wp2

inventario para GIFG1.wp2

def L auto rev auto cicl  defR def L auto rev autocicl  defR

+xWa-x)(2a-x)=axy at+x)(a-x)2a-x)=axy X
(atx)(a-x)(2a-x)=axy automastiar | 23 slides fechar (a)(a-x)(2a-zy=ay autemastsr 23 slides fechar

FIG. 96 — Sessao V: GIFG1

Para a representacdao dos graficos, conforme inventario, o G1 realizou

variagdes nos valores reais do parametro a .

ApGs construir varios graficos, pode-se desenvolver o GIF animado no GIF

Animator. Apresentamos abaixo alguns momentos da construgao:

[ B Microsoft GIF Anim Preview

[ Microsoft GIF Anim Preview =
DEHE @ [ orswp A 0/(]0 | & B arorws s
Arquivo Equaio Ver Bins Um Dois Anim  ifisc Arquivo  Equagio Ver Bins Um Dois Anmim Misc

Frame #1
10
40 40 Lo 40
Frame #2 TS PO S o S B 0 U S A A SR
20
40
Frame #3 Frame #3
Ready Ready
» M ¢« » » Frame: 2 » [ L Frame: 5

FIG. 97 — Sessao V: GIFG1
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O grupo G2 escolheu a parabola divergente de Newton com equacao

cartesiana, y*=ax®+bx*+cx+d. Eis alguns dos gréaficos construidos:

HGIFGZWDZ valor usual de D EGWGZ-WDZ valor usual de D
Arquive  Equagdo =lA X Arquive Eguagio Wer Bins Um Dois Anim Mis
Arquive Equagie Ver Bins Um Dois Anim Mis FTTT] e
i e defl | autorev autocidl  defR
0.00000 automostiar 23 lides fechar
valor usual de B valor usual de B
0.00000 0.00000
valor usual de A valor usual de A
-3.60000 -5.B0000
def L atorev  autocicl def Rt defL autorey  auto ciel def R
inventario para GIFG2.wp2 automostrar 23 slides fechal | jnventario para GIFG2wp2 automostiar 23 slides fechar
¥ 2=ax 3 +bx 2 ecxtd | y2acdtoe drextd .
u v

FIG. 98 — Sessao V: GIFG2

Em especial, este grupo desenvolveu, a partir dos diversos graficos
construidos, desenhos no Paint®®, complementado a animagéo grafica do GIF no

software GIF Animator. Alguns momentos da construg&o foram estes:

[ RY Microsoft GIF Amimal Preview

DEFER @

[ microsoft GIF Animal Preview £

bl4 BLA bla
BLA bl bla

Frame #1

Frame #2

Frame 3 { 1 Frame #3

Fieady Ready
» W W R 2 L M4 4 W Frame: 7

FIG. 99 — Sessao V: GIFG2

33 Um criador e editor de desenhos disponivel nos sistemas operacionais da Microsoft.
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O grupo G3 escolheu a curva de Agnesi com equacdo cartesiana

y(x* +a°) =a®. Apresentamos, conforme FIG.100, alguns dos seus graficos

desenvolvidos:

I cIFe3.wp2 == e | Ferciwp? ==

Arguive Egquaglo Ver Btne Um Dois Anim Misc Arquivo Equagde Ver Bins Um Dois Anim Misc

AL

i ciFeawp2 ==l e i eFeswp2 =L X

Arguive Equacdo Wer Btns Um Dois Anim Misc Arquive Egquacde Wer Btns Um Dois Anim Misc

L

inventario para GIFGI.wp2

Arquive Editar Ajuda Fechar

v[x"2+ba*2]=ba"3 -

FIG.100 — Sessao V: GIFG3

Para a representacao dos graficos, conforme inventario, o G3 inseriu um

novo parametro “b” na equacao e realizou variagdes nos valores reaisde aeb .
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ApGs construir varios graficos, pode-se desenvolver o GIF animado no GIF

Animator. Eis alguns momentos da construcao:

T Microsoft GIF Animator -| Preview = Microsoft GIF Animator - | Preview =
D@ &! DR @ &
o, I
Frame #1 Frame #1
Frame #2 Frame #2
0
Frame #3 - Frame #3 5
Ready Ready
> M4 % W Frame 5 » 44« B WL Frame: 18

FIG. 101 - Sess‘a'o V: GIFG3
O grupo G4 escolheu a curva epicicldide com equacdes paramétricas,
x=(a + b)cos(t)-bcos((a/b + 1)t) ; y=(a + b) sin(t)-b sin((a’/b + 1)t). A seguir alguns

dos seus graficos desenvolvidos:

1 ciFca.wp2 =1L

valor usual de B

inventario para g.wp2

[ GiFG4wp2 = LELIL

valor usual de B

inventario para g.wp2

to4 p
defl autorey  auto cicl defR defL autorey | auto cicl def R
automostrar 23 slides fechar automostrar 23 slides fechar
valor usual de A valor usual de A
3 K]
def L autorey  auto cicl det R def L sutnrev  auto cicl def R
automostrar |23 slides fechar automostiar 23 slides fechar

(5) = ((a+B)cos(t)-beos((ab 10, b)sialy-bsin(alb 10): 0.000000 <=t <= 6.000000 | () = (a+bleost)-beos((al+ 1)) (-5 sial)-bsia(alb-=1)9); 0.000000 <= t<= 6.000000

FIG. 102 — Sessao V: GIFG4

Para a representacdo dos graficos, conforme inventario, o G4 considerou
o parametro “t” como 0<t <6 e realizou variacées nos valores reaisde ae b .
ApGs construir varios graficos pode-se desenvolver o GIF animado no

software GIF Animator. Mais alguns momentos da construgao:

213



R Wicrosof GIF Ammator -

=

’ Preview & microsoft GIF Animator - E— 5%
DeEdd & DA @ %

- -
Fiame #1 Frame #1
Frame #2 Frame #2
Frame #3 &7 Frame #3 52
» He & W bl Frame: 2 » 44 4 » Frame: §

Beady Fieady

FIG.103 — Sessao V: GIFG4

No final da sesséo, sobre o que é necessario para construcdo do GIF

animado de uma curva, na sua maioria, as justificativas atenderam o previsto. Eis

algumas:
G1:
Resposta:__ AN Oy Hry L (oo
F Ao L7 N N W4 Py vl Vi (
32 y 7 /
G2:
Resposta: L Q00 300 (i ¢ ! , A
o / ) -
G3:
Resposta:
F
0 \ i
G4:
\ T
Resposta:_\Jar\ 0 0065 oo tehng

FIG. 104 - Sessao V: justificativas

O G1 justificou apenas parte do que era necessario: como escrever a

equacao da curva no Winplot. O G2 justificou realmente como previsto.
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Sobre 0 G3, entendemos “calculos”, como a variagdo dos valores reais dos
parametros de equagbes. Em seguida, o grupo justificou a necessidade dos
programas Winplot e GIF Animator.

Ja sobre o G4, entendemos “variagdo do tempo” como a variacao dos
valores reais dos parametros de equagdes, portanto uma justificativa parcial do
previsto.

A respeito de quais eram os procedimentos que foram executados, os
grupos responderam:

Como parcialmente previsto, o G1 apresentou como procedimento,
primeiramente, escrever as equacbes cartesianas (explicita ou implicita) ou
paramétricas, e em seguida “animar”. Entendemos como uma variacdo dos

valores reais dos parametros.

Gi1:
Resposta: AV 2

G2:

Resposta:_{ - 1| L A £ QUACAD A

1

G3:

Resposta: | [

G4:
Resposta;_ \origoos do  +oh o 4 J . o

FIG. 105 — Sesséao V: procedimentos
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O G2 apresentou os procedimentos como previsto.

O G8, também como previsto, porém parcialmente, como escrever a
equacao da curva no Winplot e, em seguida, variar os valores reais de seus
parametros.

E interessante observar que 0 G2 e o G3 entenderam a necessidade dos
parametros nas equacdes para os diferentes graficos de uma curva,
atendendo em parte a proposta da pesquisa.

Porém entendemos que o G4 apenas identificou como procedimento a
variacao dos valores reais dos parametros de suas equacoes. Provavelmente
interpretaram a importancia do parametro para a determinacdo das posicoes
de pontos e curvas no plano em cada instante de tempo, ou seja, em cada

momento em que o pardmetro assume um valor.

4. CONCLUSAO DA ANALISE A POSTERIORI

Na sesséo | comprovou-se, em parte, a dificuldade existente na converséo
do registro grafico para o registro simbdlico de reta e parabola no ponto de vista
cartesiano. Para DUVAL (1988, p. 235-253), a razao das dificuldades identificadas
por diferentes pesquisas quanto as tarefas de leitura e interpretacao de
representacdes graficas, esta no desconhecimento pelo aluno da correspondéncia
semibtica entre o registro das representacdes graficas e da e escrita algébrica.

No final da sessdo, realizamos uma institucionalizacdo local, com
discussdes entre o0s grupos sobre as respostas dadas e a identificacdo
das dificuldades apresentadas em relagdo a representacdo da reta ou

parabola como equacgdes cartesianas. Por fim articulamos a nogao de funcéo
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com a resolucdo das atividades propostas para encontrar as respectivas
equacgoes.

Na sesséao Il, comprovou-se em parte a dificuldade existente no tratamento
simbdlico da representacédo simbdlico-tabular para a simbdlico-algébrica no ponto
de vista paramétrico. A atividade se limitou muito mais ao tratamento no registro
simbdlico do que as conversdes. Segundo DUVAL (2003, p.14), “a originalidade
da atividade matematica estda na mobilizacdo simultdnea de ao menos dois
registros de representacdo ao mesmo tempo, ou na possibilidade de trocar a todo
0 momento de registro de representacao”.

No final da sessdo, realizamos uma institucionalizagdo local, com
discussbes entre 0s grupos sobre as respostas dadas e a identificacdo das
dificuldades apresentadas a respeito das equacdes paramétricas como
representacao da reta.

Na sessdo lll, investigamos se a articulagdo entre os pontos de vista
cartesiano ou paramétrico e as conversdes entre os registros de representacao da
linguagem Winplot, simbdlico-algébrica e grafica, em um ambiente informatico,
possibilita, em parte, ao aluno, refletir sobre a correlacdo entre algumas
propriedades geométricas da reta e da parabola e as suas equacodes cartesianas
ou paramétricas.

O Winplot facilitou parte do trabalho, pois os alunos nao precisaram realizar
diversos calculos e repetiram diversas vezes a mesma atividade, dando uma
resposta articulada com as diferentes atividades ja desenvolvidas.

Conseguentemente o computador, como ferramenta facilitadora, permitiu
de alguma forma uma melhor compreensao da nocao de parametro no estudo de

pontos, curvas e algumas de suas propriedades geométricas no plano.
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Mesmo verificando algumas relagbes entre as atividades realizadas no
papel, nas sessdes | e Il, com o ambiente informatico, ainda persistem
dificuldades na converséo do registro grafico para o simbdlico, o que nao permite,
segundo DUVAL (2003, p.18), uma apreensao global qualitativa da coordenacgéo
de ambas as conversdes entre os registros grafico e simbdlico.

Para a conversao do grafico para o simbdlico, os alunos preferem
representar as equacgdes cartesianas. Talvez aqui esteja detectado um problema,
a escolha do ponto vista.

No final da sessdo, também ocorreu uma institucionalizacao local, com
trocas de informacdes entre os grupos sobre as conversdes entre o0s registros
simbdlico e grafico realizadas na sessao, pois consideramos que ainda persistiam
dificuldades ou concepcdes inadequadas entre as representacdes de ponto, reta
e pardbola em pontos de vista paramétrico ou cartesiano. Por fim
institucionalizamos o0s novos conhecimentos como: familia de pontos a um
parametro e lugar geométrico de uma reta ou parabola.

Na quarta sessao, foi possivel validar que a articulacao entre os pontos de
vista cartesiano ou paramétrico e as conversdoes entre 0s registros de
representacdo (como simbdlico-algébrica, linguagem Winplot e grafico), em um
ambiente informatico, possibilitaram ao aluno refletir sobre a correlagdo entre
algumas propriedades geométricas de curvas planas e suas equacgdes
cartesianas ou paramétricas, mesmo de maneira implicita.

Inicialmente foi retomada uma atividade desenvolvida na sessao Il, a
parametrizagcdo da reta, agora, no ambiente informatico. Investigamos se o
Winplot facilita o trabalho dos alunos nas conjecturas de suas solucdes, chegando

a seguinte conclusao: a atividade proposta poderia ter sido reformulada para outro
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contexto ou apenas trocando as coordenadas das posi¢des dos misseis. Como a
atividade era idéntica a da sessao Il, o interesse em resolvé-la mesmo no
ambiente informatico foi pequeno.

Mesmo assim, conseguimos identificar que é possivel desenvolver mais
atividades que utilizem equacbes paramétricas da reta. O ponto de vista
paramétrico se mostrou mais facil para atividades como essa.

Articulando as atividades desenvolvidas na sesséo Ill com outras curvas
planas, observamos que o uso de parametros estabeleceu uma identificacdo
significativa entre os graficos e as equacbes de algumas curvas famosas
desenvolvidas ao longo da histéria da geometria analitica.

Os alunos tiveram tempo para rever cada caso das curvas planas
apresentadas, pois nao precisaram refazer os diversos calculos realizados pelos
matematicos. Pode-se refazer parte desse trabalho dos mateméaticos, como a
construcao dos graficos, a partir de suas equacoes.

Na quarta sessao, observou-se o0 entusiasmo estampado nas faces dos
alunos. Era como se as curvas estivessem sendo redescobertas ali, naquele
momento. Talvez fosse interessante desenvolver, em estudos posteriores, o
levantamento histérico de cada uma das curvas planas com o objetivo de
explicitar as suas propriedades geométricas.

Como previsto, no final da sessdo, a questao 1b foi institucionalizada por
ter sido considerada uma questao de dificil entendimento.

Na quinta e ultima sessao, inicialmente, investigamos que realmente os
resultados das sessbes anteriores favoreceram ao aluno, no ponto de vista

paramétrico, no desenvolvimento de equacdes paramétricas a partir de pontos
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quaisquer alinhados no plano e, conseqientemente, o entendimento da nocao de
parametro sem a interferéncia do ambiente informatico.

No segundo momento, com a atividade no ambiente informatico, foi
possivel investigar que a articulagdo entre os pontos de vista cartesiano ou
paramétrico e as conversdes entre o0s registros de representacdo como:
simbdlico-algébrica, linguagem Winplot e grafico, em um ambiente informatico,
possibilitam ao aluno refletir sobre a correlacdo entre algumas propriedades
geométricas de curvas planas e suas equacoes cartesianas ou paramétricas,
mesmo de maneira implicita.

Como prioridade, foi possivel investigar e constatar que, no caso de outras
curvas planas, alterando-se os valores reais dos parametros de suas equacoes,
variando-os e observando os efeitos geométricos provocados pela sua variacéo
para a construgdo de gif's animados, favorece-se o entendimento da nocao de
parametro pelo aluno.

Por fim constatou-se que, em um ambiente informatico, o uso de softwares
gratuitos como o Winplot e o GIF Animator, como ferramentas, facilitou a
compreensao da nocao de parametro.

E possivel afirmar, com base na validagdo de nossas hipdteses, que o
entendimento da nocdo de parametro na geometria analitica articulado com
nocdes de quadros (geométrico, algébrico e geometria analitica), com os pontos
de vista (paramétrico e cartesiano) e com as transformacdes em registros de
representacdo semibtica (simbdlico-algébrica, grafica e linguagem Winplot)
permite ao aluno aprofundar-se nos estudos das curvas no R? e posteriormente

no estudo de superficies no R®.
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O conjunto de atividades propostas para a sequéncia didatica
(QUADRO 28), com a retomada de atividades anteriores e um aprofundamento

nas demais, propiciou aos alunos, como resultado, uma evolugéo conceitual.

SESSOES NOVOS CONHECIMENTOS EM JOGO

SESSAO | - Equacéo algébrica cujas coordenadas de
pontos no plano mantém uma relagédo de
dependéncia.

SESSAO I -Representacéo grafica de reta na forma
paramétrica;

-Calculo das coordenadas de pontos em fungao
de um parametro.

SESSAO lli -Familia de pontos a um parametro;
-Lugar geométrico de uma reta ou parabola.
SESSAO IV -Graficos e equagbes de algumas curvas
planas algébricas ou transcendentes.
SESSAO V -Graficos e equagbes de algumas curvas

planas algébricas ou transcendentes e a
parametrizacdo de curvas.

QUADRO 28 - Resultados

Com base nos resultados apresentados (QUADRO 28) da seqliéncia
didatica, no desempenho dos alunos, no confronto das analises a priori € a
posteriori, € na confirmacao de nossas hipoteses de pesquisa, temos condicoes
de afirmar que a questao de pesquisa (“Um ambiente informatico, que possibilita a
construgdo de graficos de curvas, de maneira dindmica, articulado com a
conversado entre registros de representacdo semidtica, favorece o entendimento

da nocao de parametro?”) foi respondida de maneira satisfatéria.
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CAPITULO VI: CONSIDERAGOES FINAIS

Neste capitulo, apresentamos as consideragdes finais de nosso trabalho, a
analise dos resultados em funcédo dos fundamentos teéricos e metodoldgicos e
questbes futuras para o ensino e aprendizagem da nog¢do de parametro na

geometria analitica.

1. Objetivos e resultados da pesquisa.

Iniciamos os estudos a partir de uma inquietacdo: como pesquisas em
Educacao Matematica podem contribuir para o0 ensino e a aprendizagem da
nocao de parametro e equagdes paramétricas?

Participando do grupo TecMEM, onde desenvolvemos nosso trabalho,
pesquisamos sobre o uso das novas tecnologias na Educacdo Matemaética,
especificamente sobre as representacdes graficas de pontos e curvas planas, de
acordo com as suas respectivas coordenadas, e, principalmente, as equacoes
paramétricas com a utilizagdo de um plotador gréfico.

Nosso objetivo era verificar se um ambiente informatico permite ao aluno
reconhecer algumas propriedades de curvas com o uso de parametros e, por
meio de representacées e interpretacdes graficas de maneira dinamica,
compreender melhor suas equacodes.

Procuramos investigar as reais potencialidades de um ambiente informatico
no processo didatico de ensino-aprendizagem da geometria analitica tomando
como referéncia o artigo de JESUS e SOARES (2005) que propdée modos de

construcéo de gréaficos de curvas e suas equagdes cartesianas ou paramétricas
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com o uso do software Winplot.

Deste modo, a partir de um referencial teérico e estudos preliminares,
construimos uma sequéncia didatica. O confronto entre as analises a priori e a
posteriori desta sequéncia, foi fundamental para a confirmagéo das hipéteses que
permitiram responder a questdo de pesquisa de maneira satisfatoria. Concluimos
que se pode favorecer ao aluno o entendimento da nogcdo de parédmetro em
geometria analitica as seguintes situagoes:

- A articulagdo entre os pontos de vista paramétrico e cartesiano e as
conversodes entre registros semioticos;

- Atividades em sala de aula, sem a interferéncia do ambiente informatico,
tais como o desenvolvimento de equagdes paramétricas a partir de pontos
quaisquer alinhados no plano;

- No caso de curvas planas, como algumas famosas na histéria da
geometria analitica, a alteracdo dos valores reais dos parametros de suas
equacoes e a observacao dos efeitos geométricos provocados pela sua variacao
para a construcao de GlIF's animados;

- O uso de softwares gratuitos, como o Winplot e o GIF Animator, em um
ambiente informatico, como ferramentas.

Destacamos nesta pesquisa o estudo dos momentos histéricos de algumas
curvas planas que privilegiam o ponto de vista cartesiano, com diversas
representacdes para uma mesma curva algébrica ou transcendente, evidenciando
a importancia do uso de parametros nestas equacbes para as possiveis
representacdes graficas da curva.

A analise epistemolégica contribuiu para a compreensao dos fatores que

interferem no processo de ensino-aprendizagem da geometria analitica.
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Constatamos, na evolugéo histérica de incégnita, parametro, variavel, equacdes
cartesiana, paramétrica ou polar, curvas planas algébricas e transcendentes, os
momentos de envolvimento dos diferentes registros de representacao semiobtica e

suas transformagoes.

2. Analise dos resultados em funcao dos fundamentos teéricos e
metodologicos.

Em nossa fundamentacdo tedrica, as pesquisas de DUVAL (2003),
DOUADY (1986), DIAS (1998), BALACHEFF (1994) e ARTIGUE (1996) nos
subsidiaram para o desenvolvimento da pesquisa.

Em DUVAL (2003), encontramos alguns elementos tedricos sobre os
registros de representacdo semidtica, como a conversao entre os registros grafico
e simbolico. Verificamos a importadncia das representagdes semiodticas no
desenvolvimento do estudo de curvas planas, como a importancia da apreensao
global e qualitativa sobre as representacdes graficas de pontos e curvas com
relacdo as suas equacoes.

Em DOUADY (1986), a nocao de mudancga de quadros nos proporcionou o
desenvolvimento de uma seqiéncia de atividades no subquadro da geometria: o
da geometria analitica, com mudancas entre os quadros numérico, algébrico e de
funcées. No quadro da geometria analitica, foi possivel ao aluno o estudo de
algumas propriedades geométricas de pontos e curvas planas.

Em DIAS (1998), verificamos alguns problemas de articulagcdo entre os
diferentes sistemas de representagdo como o simbdlico e grafico em geometria

analitica, abordados no quadro da flexibilidade entre os pontos de vista cartesiano
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e paramétrico. Observamos que, para o aluno, um mesmo problema pode ser facil
de um ponto de vista e dificil de outro, como na sessao Il atividades 1e e 2c.

Em BALACHEFF (1994), obtivemos as no¢des da transposi¢ao informatica
para a implementacdo da sequéncia de atividades nas quais utilizamos um
ambiente informatico com softwares gratuitos, como o plotador grafico, Winplot, e
o construtor de GIF's animados, GIF Animator, usados como ferramentas
facilitadoras para as representacées graficas de pontos e curvas no plano.
Consideramos ndo somente as concepcdes do professor, mas também as
representacées dos softwares e sua interface na transposicao informatica como
um papel fundamental nesta pesquisa.

Como metodologia de pesquisa, utilizamos alguns elementos de uma
Engenharia Didatica segundo ARTIGUE (1996). Foi possivel elaborar e aplicar
uma sequéncia didatica e, posteriormente, fazer uma analise dos dados
coletados, no confronto entre as analises a priori e a posteriori. Estes resultados
permitiram a validagao das hipéteses formuladas e, conseqliientemente, encontrar

respostas a nossa questao de pesquisa.

3. Analise dos resultados em funcao das hipoteses de pesquisa.

Nossa pesquisa propiciou resultados importantes, no confronto entre as
analises a priori e a posteriori da sequéncia didatica.

Com a articulagéo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico e as
conversodes entre os registros de representagao da linguagem Winplot, a gréfica e
a simbolico-algébrica, foi possivel ao aluno desenvolver atividades de

representacées graficas de ponto, reta, parabola e outras curvas planas,
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possibilitando a ele refletir sobre a correlacdo entre algumas propriedades
geométricas de curvas planas e suas equacgdes cartesianas ou paramétricas,
mesmo de maneira implicita.

As atividades que englobam desde a familia de pontos a um parametro até
os gréaficos de algumas curvas planas parametrizadas possibilitaram ao aluno
construir em um ambiente informatico e com o uso de softwares gratuitos como o
Winplot e o GIF Animator, a construcdo destes graficos. Estes programas
facilitaram a compreensao da nocao de parametro.

As construcdes graficas de algumas curvas planas com a variagdo dos
valores reais de parametros, em suas equacgdes, para o desenvolvimento de um
GIF animado, permitiram ao aluno observar os efeitos geométricos provocados
pela sua variacao e favoreceram o entendimento da nocao de parametro.

O acesso a algumas curvas, historicamente famosas, evidenciou as
dificuldades encontradas pelos matematicos, desde os diversos calculos para se
estabelecer uma equacgao que represente a curva até a sua construcao gréfica
com papel, lapis e instrumentos de medida. Foi possivel ao aluno, a partir destas
equacoOes, observar que o uso de parametros estabelece uma identificacéo
significativa entre os gréaficos e as equacdes de algumas curvas planas.

Por fim concluimos que as hip6teses formuladas permitiram obter
resultados que favorecem ao aluno o entendimento da nocao de parametro na

geometria analitica.

4. Questoes futuras para o ensino e aprendizagem da nocao de parametro

na geometria analitica.

Na seqUéncia didatica, foram propostas atividades com ou sem a
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interferéncia de um ambiente informatico, investigando se este ambiente permite
ao aluno reconhecer algumas propriedades de curvas, por meio de
representacdes e interpretacdes graficas, com o uso de parametros, para uma
melhor compreensao de suas equagoes.

Na sessdo |, sem o ambiente informatico, comprovou-se, em parte, a
dificuldade existente na conversao do registro grafico para o registro simbdlico de
reta e parabola no ponto de vista cartesiano. E, na sessao Il, comprovou-se em
parte a dificuldade existente da transformagcao de uma representagdo simbdlico-
tabular para uma representacdo simbdlico-algébrica no ponto de vista
paramétrico, um tratamento no sistema simbdlico.

Para futuras pesquisas sobre 0 uso de equacbes cartesianas ou
paramétricas sem influéncia de um ambiente informatico, sugerimos atividades
em situacoes de referéncia com a articulacao entre os pontos de vista paramétrico
ou cartesiano e as transformagdes em registros semioticos, visto que, nesta
pesquisa, trabalhamos apenas com um caso na sesséo |l.

Observamos que a atividade proposta poderia ter sido reformulada para um
outro contexto ou as coordenadas das posicoes dos misseis poderiam ter sido
alteradas. Como a atividade era idéntica, o interesse em resolvé-la mesmo no
ambiente informatico foi pequeno por parte do aluno. De qualquer modo,
identificou-se que é possivel desenvolver outras atividades que utilizem equacdes
paramétricas da reta. O ponto de vista paramétrico se mostrou mais facil para o
aluno neste caso.

No geral, ao explorar equagdes paramétricas ou cartesianas em atividades
desenvolvidas para um ambiente informatico, foi favoravel ao aluno para o

entendimento da nocao de parametro.
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Na pesquisa, identificamos o parametro em equacées como uma variavel
auxiliar, com valores conhecidos, o que difere de uma variavel com valores
desconhecidos.

Em uma das sessbes, sobre representagdes graficas de outras curvas
planas famosas na historia da geometria analitica, ja comentada anteriormente,
observou-se que os alunos ficaram entusiasmados. Era como se as curvas
estivessem sendo redescobertas ali, naquele momento.

E oportuno propor para futuras pesquisas o levantamento histérico, pelo
aluno, de cada uma das curvas planas algébricas e transcendentes com o
objetivo de explicitar as suas propriedades geométricas, articulando-se com os
diferentes pontos de vista, como paramétrico, cartesiano ou polar e as
transformacdes em registros de representacdo semibtica, favorecendo o
entendimento da nocao de incégnita, parametro e variavel.

Por fim, também com o uso de softwares gratuitos como o Winplote o GIF
Animator, sugerimos, em futuras pesquisas, o estudo, na geometria analitica, de

superficies no espago.

228



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALMOULOUD, Saddo Ag. Fundamentos de Didatica da Matematica, Sao
Paulo: Programa de Estudos Pés-graduados em Educacdo Matematica/PUC,
2000.

ARTIGUE, M., Engenharia Didatica. In: Didatica das Matematicas, BRUN, J.
(org). Lisboa: Instituto Piaget , 1996, p. 193-217.

BALACHEFF, N. La transposition informatique note sur um nouveau
probleme pour la didactique vingt ans de didactique dés mathematiques em
France, p.364-370, Grenoble : La Pensée Sauvage Editions, 1994.

BATISTA et al.. Avaliar € Preciso: o caso de softwares educacionais para
Matematica no Ensino Médio. In Workshop de Ciéncias da Computacdo e
Sistemas da Informacao da Regiao Sul - WorkComp Sul, 1, 2004, Palhoca,
SC. Anais...Palhoca, SC: UNISUL, 2004.

BIANCHINI, L. B. ; ALMOULOUD, S. A.. O erro ligado ao ensino/aprendizagem
de sistemas lineares. PUC — SP, 1995.

BOYER, Carl B. Historia da Matematica. Sao Paulo: Edgard Blucher, 1996.

BRASIL. Ministério da Educacao. Secretaria de Educacdo Média e Tecnoldgica.
Parametros Curriculares do Ensino Medio: ciéncias da natureza,
matematica e suas tecnologias. Brasilia: MEC/Semtec. 1999.

PCNEM plus Ensino Médio: orientacoes educacionais
complementares aos Parametros Curriculares Nacionais. Brasilia: MEC/Seb,
2004.

. Ministério da Educacao. Secretaria de Educacao Basica. Orientacoes
Curriculares para o Ensino Médio: ciéncias da natureza, matematica e suas
tecnologias. Brasilia: MEC/Seb, v.2, 135p., 2006.

DIAS, M. A. Les problemes d‘articulation entre points de vue "cartesien” et
"parametrique" dans l'enseignement de l'algebre lineaire.
Univesité de Paris VII — Denis Diderot, 1998.

DI PINTO, Marco Antonio. Ensino e aprendizagem da Geometria Analitica: as
pesquisas brasileiras na década de 90. Sao Paulo: PUC/SP 2000. Dissertagcao
de mestrado. Orientador: Silvia D. A. Machado.

DORIER, J. L . Etat de I'art de la recheche em Didactique a propés de
I’enseignement de I'algébre linéaire. RDM, vol. 18, n® 2, pp. 191-230, 1998.

229



DOUADY, R. Jeux de cadre et dialectique outil-object. Recherche en
Didactique des Mathématiques. Grenoble: La Pensée Sauvage-Editions, v.
7.2, p. 5-31, 1986.

DUVAL, R. Graphiques et Equations: L’Articullation de deux registres. Annales
de Didactique et Sciences Cognitives. IREM de Strasbourg. 1988, p. 235-253.

. Registros de Representacbes Semidticas e Funcionamento
Cognitivo da Compreensao em Matematica In: Aprendizagem em matematica:
registros de representacdo semiotica.1 ed.Campinas : Papirus, 2003, v.1, p.
11-33.

EVES, Howard. Introducdo a Historia da Matematica. Trad. Hygino H.
Domingues. S&o Paulo: Editora da Unicamp, 2004.

FREITAS, Ivete Mendes. Resolucao de sistemas Lineares parametrizados e
seu significado para o aluno.Séao Paulo: PUC, 1999.Dissertacdo de mestrado.
Orientador: Silvia D. A. Machado.

GRAVINA, M. A. A aprendizagem da matematica em ambientes
informatizados - acta do IV Congresso lbero-americano de Informatica na
Educacao, Brasilia, 1998.

JESUS, A. R. de; SANTOS, M.M.G.; Visualizando Fungcées com o Winplot.
Belo Horizonte-MG, UFMG, | Bienal da SBM, 2002.

JESUS, A. R.; SOARES, E. P. Graficos animados no Winplot. Revista do
Professor de Matematica, v. 56, p. 34-44, 2005.

LEHMANN, Charles H. Geometria Analitica. Trad. Ruy Pinto da Silva
Sieczkowski. Porto Alegre: Editora Globo, 1970.

MACHADO, Silvia Dias de Alcantara (Org.). Aprendizagem em matematica:
Registros de representacao semiotica. Sao Paulo: Papirus, 2003.

MORETTI, M. T. A Translacdo como recurso no esbo¢o de curvas por meio da
interpretacao global de propriedades figurais In: Aprendizagem em matematica:
registros de representacdo semiotica.1 ed.Campinas : Papirus, 2003, v.1, p.
149-160.

PAIVA, Manoel. Matematica.2 ed.Sao Paulo: Moderna, 2003.

PARRIS, Richard. Softwares  Peanut: Winplot. Disponivel  em
<http://www.exeter.edu/pages/index.html >. Acesso em 05 de marco de 2005.

SECRETARIA DA EDUCACAO DO ESTADO DE SAO PAULO, Proposta
Curricular para o Ensino de Matematica; 2° grau, 32 Edicdo. Sao Paulo:
Coordenadoria de Estudos e Normas Pedagogicas (CENP), 1992.

230



SHIKIN, Eugene V. Handbook and atlas of curves. Boca Raton, Flérida: CRC
Press, 1995.

SIDERICOUDES, O. A Formalizacao de Conceitos da Geometria Analitica através
do Micromundo Logo. In: Congresso Ibero-Americano de Informatica Educativa -
RIBIE98, 1997, Brasilia. Anais do Congresso Ibero-Americano de Informatica
Educativa - RIBIEee98 - Brasilia., 1998.

SILVA, C. M.S.. O Desenvolvimento da Geometria Analitica e A Influencia de
Descartes e Euler Na Obra de Auguste Comte.1994. Disponivel em
<http://www.ufes.br/circe/artigos/artigo65.htm >. Acesso em 30/06/2006.

VENTURI, Jacir J..Algebra Vetorial e Geometria Analitica, 8% ed., Curitiba:
Positivo, 2003.

. Conicas e Quadricas, 52 ed., Curitiba: Positivo, 2003.

231



ANEXOS
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ANEXO 1:SESSAO |

SESSAO | : ATIVIDADE 1

a) Considere as coordenadas dos seguintes pontos A=(1;2), B=(2;3),

C=(2;1),

D=(-3;0) , E=(-4;-3). Sabe-se que 3 deles estdo alinhados.

Represente os pontos no plano cartesiano e justifique quais sao estes 3

pontos que estdo alinhados:

V' N

...5

w

Resp.:

b) Existem outros pontos de coordenadas (x,y) que continuam alinhados

com os trés anteriores e possuem uma relagao entre as variaveis xe y .

Represente-os no plano cartesiano, apresentado anteriormente, e

escreva pelo menos outros trés pontos deste alinhamento.
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Resp.:

c) Desta relacao entre as variaveis x e y obtém-se uma equacao algébrica.
Utilize o rascunho, caso necessario, e escreva abaixo esta equagao.

Rascunho:

Resp.:
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SESSAO I: ATIVIDADE 2

a) Considere as coordenadas dos seguintes pontos A=(-2;4), B=(2;4),
C= (-5;6), D=(3;9), E=(6;-5) e F=(-1,1). Sabe-se que 4 deles pertencem ao
grafico de uma parabola. Represente os pontos no plano cartesiano e
justifigue quais sédo estes 4 pontos que pertencem a parabola:

y
1
-9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1}
-1
-9
Resp.:
b) Existem outros pontos de coordenadas (x,y) que pertencem ao grafico da

parabola com os quatro pontos anteriores e possuem uma relacdo de
dependéncia entre as variaveis x e y. Represente-os no plano cartesiano,
apresentado anteriormente e escreva pelo menos outros trés pontos desta

parabola.
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Resp.:

c) Desta relacao entre as variaveis x e y obtém-se uma equacgao algébrica.
Utilize o rascunho, caso necessario, e escreva abaixo esta equacao.

Rascunho:

Resp.:
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SESSAO I: ATIVIDADE 3

a) Considerando o grafico da reta apresentado abaixo e os pontos de
coordenadas (x,y) que pertencem a reta, escreva pelo menos cinco pontos
desta reta.

60y
5.0
4.0
3.0
2.0
1.0
X
D
4.0 -3.0/£2.0 -1.0 0 5
-1.0
2.0
-3.0

Resp.:

b) Deste gréfico e da relacdo de dependéncia entre as coordenadas dos
pontos que pertencem a reta, obtém-se uma equacéo algébrica. Utilize o
rascunho, caso necessario, e escreva abaixo esta equacao.

Rascunho:

Resp.:
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c) Considerando o grafico da parabola apresentado abaixo e os pontos de
coordenadas (x,y) que pertencem a ela, escreva pelo menos cinco pontos
desta parabola.

10.0

\ ol

6.0

5.0
\ oL/
3.0

2.0

X
b
5

~4.0 =30 2.0 -1.0 1.0 20 30 40

Resp.:

d) Deste gréafico e da relagdo de dependéncia entre as coordenadas destes
pontos que pertencem a parabola, obtém-se uma equacdo algébrica.
Escreva abaixo esta equacdo. Utilize o rascunho, caso necessério, e

escreva abaixo a equagao.

Rascunho:

Resp.:
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ANEXO 2: SESSAO I

SESSAO II: ATIVIDADE 1

Seja o0 seguinte problema: Roberta e Alexandre estao participando de um
jogo semelhante a uma batalha naval. Os dois jogadores estao localizados na
mesma planilha, representados pelos pontos A (Alexandre) e R (Roberta). Ambos
tém como objetivo, com um missel cada, atingir o submarino “S”.

A planilha cobre uma area de 400 km® e mostra uma espécie de mapa
cartesiano da regido: a imagem que aparece na tela é uma janela de [-10,10] por
[-10,10], conforme mostra o esquema abaixo.

Ny

_
T

>

W

L S T N, o N (o BNo]

-10-9 8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 910

Vamos considerar que Alexandre e Roberta se encontram nas posicées,
respectivamente, de coordenadas A=(-8;9) e R=(-7;-9) de onde langcam os misseis
simultaneamente, como momento inicial (t = 0), e de coordenadas (-3;7) e (-4;-6)
um minuto mais tarde (t = 1) apds o langcamento.

Coordenadas em t=0 | Coordenadas em t=1
Missel A | (-8; 9) (-3;7)
Missel R | (-7;-9) (-4;-6)

Explorando os dados fornecidos nesta tabela, a seguir responda:

239



a) Quem realmente consegue atingir o alvo, no caso o submarino “S”?
Justifique.

Rascunho:

Resp.:

b) A tabela abaixo mostra as coordenadas x e y do missel A, em cada
instante de tempo indicado. Sabendo que o missel se desloca com
velocidade constante, complete esta tabela.

X |y
819
3|7

QWO N =IO

C) Use a tabela obtida no item anterior, para expressar a coordenada x do
missel “A” em funcao do tempo t. Faca o0 mesmo para a coordenada y.

Rascunho:

Resp.:
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d) Use as equacdes obtidas no item anterior e responda qual a posigao
(coordenadas) do missel “A”, decorridos 2 minutos ap6és o inicio do
lancamento?

Rascunho:

Resp.:

e) A tabela abaixo mostra as coordenadas x e y do missel “R”, em cada
instante de tempo indicado. Sabendo que o missel se desloca com
velocidade constante, complete esta tabela.

t | X |y
0|-71]-9
1]1-4|-6
2
3
4
5
f) Use a tabela obtida no item anterior, para expressar a coordenada x do

missel “R” em funcao do tempo t. Fagca 0 mesmo para a coordenada y.

Rascunho:

Resp.:
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Q) Use as equacdes obtidas no item anterior e responda qual a posigao
(coordenadas) do missel “R”, decorridos 2 minutos apds o inicio do
lancamento?

Rascunho:

Resp.:

h) E necessario que Alexandre ou Roberta alterem a rota de algum dos
misseis para que o submarino seja atingido? Justifique.

Rascunho:

Resp.:

i) Alexandre ou Roberta atingiram o submarino? Se afirmativo, quantos
minutos foram necessarios?

Rascunho:

Resp.:
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ANEXO 3: SESSAOQ I

SESSAO llI: Atividade 1

a) Represente os pontos A=(1;2), B=(2;3), C=(2;1), D=(-3;0) , E=(-4;-3) no
plano cartesiano do software Winplot. Sabendo-se que 3 deles estao
alinhados, quais sé@o estes 3 pontos?

Resp.:

b) Represente o ponto F=(t;1+t) no Winplot. Observe que ao clicar “ok” temos
o ponto F=(0;1). Que valor assumiu o parametro “t”?

Resp.:

C) Faca variagdes nos valores de “t” e, em seguida, determine:
c1) Qual o valor de “t” para obter o ponto B?
c2) Qual o valor de “t” para obter o ponto E?

d) Mantendo os pontos representados anteriormente no Winplot, represente o
ponto G=(3+a;4+a) e cliqgue em “familia”. Na nova janela, faca as seguintes
opcbes “a”, minimo= - 7, maximo=0, passos=10, retraso=10. Cliqgue em
“olhar” e “definir’, observe os pontos representados na tela e, em seguida,
aumente os passos para 100 e retraso para 100 e clique em “definir”.
Descreva o que vocé observa:

Resp.:

Observando os pontos da atividade 1, escreva uma equacao paramétrica
((x;y)=(f(t);0(t)) ou cartesiana (y=f(x)) da reta que contenha trés destes
pontos.
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Resp.:

f) Utilizando o Winplot, verifique se sua resposta esta correta.
Sim( )ounao( )? Caso nao, procure reescrever a equacao da reta que
contenha pelo menos trés dos pontos do item a.
Salve como “ativiG...” seguido do numero do grupo.

SESSAO lll: Atividade 2

a) Represente no Winplot os pontos A=(-2;4), B=(1;3), C=(3;9), D=(-5;6),
E=(-2;-5) e F=(-1,1). Sabe-se que 3 deles pertencem ao grafico de uma
parédbola. Represente o ponto G=(a;a”). Observe que ao clicar “ok” temos
o ponto G=(0;0). Altere os valores de “a”. Observe os pontos obtidos e
escreva os trés pontos que pertencem a parabola.

Resp.:

b) Utilizando o ponto G=(a;a’) represente uma familia de pontos que

pertence a parabola. Descreva o que vocé observa:

Resp.:

c) Represente a parabola desta atividade 2 na forma de equacéao

paramétrica ou equacao cartesiana.

Resp.:

d) Utilizando o Winplot, verifique se sua resposta esta correta.
Sim ( )ounao ( )? Caso nao, procure reescrever a equacao da parabola
que contenha pelo menos trés dos pontos do item a.
Salve como “ativ2G...” seguido do nimero do grupo.
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SESSAO lll: Atividade 3

a) Escreva a equacao na forma “paramétrica” x=t e y= 1+t, “t min” 0 e “t max”
3. Observe o grafico representado por esta equacdo. O que representa
este grafico? Quais as coordenadas dos pontos extremos (inicio e final) do

gréfico representado?

Resp.:

b) Acrescente um novo parametro “k” a equacao paramétrica anterior obtendo
x=kt e y=1+kt, Observe que o grafico desapareceu. Fagca variacdes
determinando quais devem ser os valores do parametro k para obter os

instantes inicial e final da atividade anterior.

Resp.:
Salve como “ativ3aG...” seguido do numero do grupo.

C) Escreva a equacao do item a na forma cartesiana, com O<x<3.

Resp.:
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ANEXO 4: SESSAO IV

SESSAO IV: Atividade 1 (Ponto parametrizado)

Voltamos ao problema de Roberta e Alexandre que participam de um jogo.

Vamos recordar:

Os dois jogadores estao localizados em uma planilha, representados pelos
pontos “A” (Alexandre) e “R” (Roberta). Ambos tém como objetivo, com um missel
cada, atingir o submarino “S”, fixo em um local de coordenadas (5;3),
considerando que cada missel viaja em linha reta com velocidade constante. A
tabela abaixo mostra as coordenadas (posicao) dos dois misseis no momento em
que comeca o lancamento simultaneo, isto é, o momento inicial (t = 0), e um
minuto mais tarde (t = 1) apos os langcamentos.

Coordenadas em t=0 | Coordenadas em t=1
Missel A | (-8;9) (-3;7)
Missel R | (-7;-9) (-4;-6)

Explorando os dados fornecidos nesta tabela e utilizando o Winplot, faca o
que se pede:

No Winplot, em ponto (x,y) represente as coordenadas dos avides A e R
em funcao do parametro t ((x;y)=(f(t);g(t)), variando o parametro “t” e responda:

a) Alexandre ou Roberta atingiram o submarino? Se afirmativo, quantos minutos
foram necessarios?

Resp.:

b) E necessario que Alexandre ou Roberta alterem as suas rotas para atingirem o
alvo? Se afirmativo, qual devera ser a nova rota?

Resp.:

Salve como “ativiG...” seguido do numero do grupo.
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SESSAO IV: Atividade 2 (Curvas parametrizadas)

Na Histdria, objetos matematicos como as curvas, demoravam séculos de
estudos para que fossem representadas por alguns matematicos através de
graficos ou equagdes.

Hoje, com o auxilio de uma ferramenta computacional, como o Winplot, é
possivel verificar a beleza e o0 encanto destas curvas, em forma de graficos, de

maneira dindmica e com facilidade.

Historicamente foi o uso de parametros nas equagdes que possibilitou a
representacao grafica destas curvas no plano.

Voltemos a atividade:

Utilizando as equacbes abaixo, faca as construcées de seus respectivos
graficos no Winplot. Em seguida, faga variagdes nos valores reais de seus

parametros para uma animagao grafica da curva no plano.

Salve cada item como “ativ2...” seguido do numero do item e do grupo.

a) Conchoide de Nicomedes:
(x-b)%. (x* +y?) - (@®x®) =0

b) Cicléide:
x=a(1-sin(t)) e y=a(1-cos(t))

c) Limacon de Pascal:

(€ + ¥ - 2ax)? = (¢ + )

d) Pérola de Sluze:
y" =x'(a- %)

e) Involuta de um Circulo:
x=a(cos(t) + t sin(t)) e y=a(sin(t) - t cos(t))

f) Lemniscata de Bernoulli:
(x* +y%)* =a’(x* -y%)
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g) Epicicléide:
x=(a+ b)cos() - bcos((a'b + 1)1) ; y=(a+ b) sin(f) — bsin((a/b + 1)1)

h) Epitrocéide:
x= 14cos(t)-8cos(3.5t) e y= 14sin(t)-8sin(3.51)

i) Hipocicldide:
x=(a-b)cos(t) + bcos((alb-1)t); y=(a- b)sin(t) - bsin((a/b- 1)i)

j) Hipotrocdide:
x=(a-b)cos(t)+ccos((a/b-1)t) ; y=(a-b)sin(t)-csin((a/b-1)t)
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ANEXO 5: SESSAQ V
SESSAO V: Construcdo de GIF' s animados.

Atividade 1 (sem o uso do computador)

a) Escreva as coordenadas de quatro pontos alinhados:

A=(__,_ _),B=(__,__),C=(_,__)eD=(__,_ ).

Se necessario utilize 0 campo quadriculado.
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b) Escreva as equacgbes paramétricas da reta que contém estes pontos.

Resposta:

c) Utilizando as equacdes paramétricas encontradas, complete a tabela
abaixo.

AlWINOI™

d) Quais sao os respectivos valores de t para os pontos alinhados do item
1?

Para o ponto Atemost =
Para o ponto B temost =
Para o ponto C temos t =

Para o ponto D temos t =
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Atividade 2 (utilizando o computador)

Como ja conhecemos algumas curvas famosas que foram desenvolvidas
ao longo da histéria da geometria analitica, vamos construir GIF's animados
utilizando os softwares gratuitos Winplot e GIF Animator. Neste caso, escolha
qualquer uma das equacdes de curvas apresentadas abaixo e, em seguida,
construa um GIF animado.

O tridente de Descartes:
(a+x)(a-x)(2a-x)=axy

Cissbide de Dioclés:
y? = (x*)/(2a - x)

Conchdéide de Nicomedes:
(x-b)%. (x* +y?) - (@®x®) =0

Quadratriz de Hipias:
y = xcot((pi)x/2a)

Hipérbole de Fermat:
(x")(y")=a

Parabola de Fermat:
yn =aXm

Curva de Agnesi:

y(x* +a%) =a°

Cicloéide :
x=a(1-sin(t)) e y=a(1-cos(t))

Limacon de Pascal
OF + 2 - 2ax)? = BP(E + YP)

Pérola de Sluze:
ym — Xn(a _ X)b

Involuta de um Circulo:
x=a(cos(t) + t sin(t)) e y=a(sin(t) - t cos(t))

Parabola Divergente de Newton:
yZ=ax®+bx®+cx+d
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Lemniscata de Bernoulli:
(X* +y%)? =a*(x* - y?)

Epiciclbide:
X = (a+ b) cos(t) - bcos((ab+ 1)1) ; y=(a+ b) sin(t) — bsin((a/b + 1)t)

Epitrocéide:

x= 14cos(t)-8cos(3.5t) e y= 14sin(t)-8sin(3.5t)
Hipocicloide:

X =(a- b)cos(l) + bcos((ab-1)t); y=(a- b)sin(t) - bsin((a/b- 1))
Hipotrocédide:

x=(a-b)cos(t)+ccos((a’/b-1)t) ; y=(a-b)sin(t)-csin((a/b-1)t)

Salve como “GIFG...” seguido do numero do grupo.

O que é necessario para a construcao do GIF animado de uma curva?

Justifique.

Resposta:

Quais os procedimentos que foram executados?

Resposta:
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EllF's
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comloaselnalyeometiia

infomatico

Convite

Convidamos vocé€, aluno do 3° ano do Ensino Médio a participar do curso de
elaboracdo de GIF's animados em um ambiente informatico com base na geometria
analitica, com direito a certificado.

Este curso € parte integrante de um projeto de mestrado em educacdo matemadtica
da Universidade Catodlica de Sdo Paulo — PUC-SP.

Para o curso serdo utilizados softwares gratuitos.

O curso terd duracdo de 7 semanas. Serd aos sdbados com inicio as 9:30 h. e
termino as 11:10h. Totalmente gratuito.

Com inicio previsto para 15 de abril de 2006.

Os interessados devem se inscrever com o coordenador da escola.

O curso serd realizado no laboratério de informatica da E.E. Gal. José Artigas.
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Esse documento certifica que

J

participou do curso “elaboragdo de GIF's animados em um ambiente informdtico com base na
geometria analitica”, proferido pelo Professor Mestrando Carlos Roberto da Silva da Pontificia
Universidade Catdlica de Sdo Paulo, realizado na E.E. Gal. José Artigas, no periodo de 15/04/2006 a
10/06/2006, carga hordria de 10 horas.

Diadema, 10 de junho de 2006.

Diretor(a) da Escola Professor




