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RESUMO

Esta € uma pesquisa de intervencdo. Foi realizada com alunos que

iniciavam o curso superior, na area de Exatas.

O objetivo dela € o de investigar se a introducao do conceito de derivada
de uma fungdo num ponto, por meio de conceitos familiares aos alunos e com um
certo relacionamento com o cotidiano deles, como o de velocidade por exemplo,

produziria efeitos para a melhoria da aprendizagem dessa nocao.

A intervencéo foi realizada pela aplicacdo de uma sequéncia didatica,
contendo sete atividades. Na elaboracdo da mesma, foram utilizados conceitos
basicos de cinematica, de modo a contribuir com que o aluno participasse da
sistematizacdo do conceito de derivada de uma funcdo num ponto. E, com o
pressuposto de que, se assim ocorresse, eles poderiam dar mais significado ao

novo conceito, tornando sua aprendizagem mais significativa.

Para as andlises dos resultados, nos apoiamos na Teoria da Aprendizagem
Significativa de AUSUBEL. Nossa conclusao é que houve vantagens nessa forma
de introduzir derivada; que o aluno pode dar mais significado a essa nocao; e que

houve melhoras na compreensédo da mesma.

Palavras-Clave: Célculo, Derivada, Cinematica, Aprendizagem significativa.



ABSTRACT

This is na intervention research. It was carried through with students who
initiated the superior course, in the area of Accurate.

The objective of it is to investigate if the introduction of the concept of
derivative of a function in a point, by means of familiar concepts to the students
and with a certain relationship with the daily one of them, as of speed for example,
it would produce effect for the improvement of the learning of this notion.

The intervention was carried through by the application of a didactic
sequence, contends seven activities. In the elaboration of the same one, basic
concepts of kinematics had been used, in order to contribute with that the student
participated of the systematization of the concept of derivative of a function in a
point. And, with estimated of that, if thus it occurred, they could give more meant

to the new concept, becoming its more significant learning.

For the analyses of the results, in we support them in the Theory of the
Significant Learning of AUSUBEL. Our conclusion is that it had advantages in this
form to introduce derived; that the student can give more meant to the this notion;

e that had improvements in the understanding of the same one.

Keywords: Calculus, Derivative, Kinematics, Meaningful Learning.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Esta dissertacdo € o resultado de uma pesquisa realizada com um grupo
de estudantes de calculo diferencial e integral, tendo como objetivo verificar se a
introducéo do conceito de derivada de uma funcdo num ponto, a partir do conceito

de velocidade instantéanea, poderia favorecer o seu aprendizado.

A opcéo de procurar introduzir o conceito de derivada a partir do conceito
de velocidade, se deve, por ser este, um conceito bastante conhecido dos alunos.
De fato, eles estdo familiarizados com as velocidades dos carros e de outros
moéveis, sabendo também que existe um instrumento para medir essas
velocidades, que é o velocimetro. No momento de se estudar taxas de variagdo
instantaneas, de uma maneira geral, a velocidade € um caso bem proximo do

aluno e que esté relacionado com suas experiéncias extra escolares de cada dia.
Corrobora com isso, os dizeres de Simmons (1987, p.86),

“O conceito de derivada esta intimamente relacionado com o
problema de calcular a velocidade de um objeto movel. Foi esse fato
gue tornou o Calculo um instrumento de pensamento essencial para
Newton, em seus esfor¢cos para descobrir 0s principios da Dinamica e
compreender os movimentos dos planetas. Poderia parecer que so 0s
estudantes de Fisica achariam vantajoso preocupar-se com idéias
precisas acerca da velocidade. No entanto, essas idéias ddo uma
introducdo bastante facil ao conceito geral de taxa de variacdo e esse
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conceito é importante em muitos outros campos de estudo, incluindo

as ciéncias bioldgicas e sociais — especialmente Economia”

Nossa pesquisa, sofreu influéncia do trabalho de Silva e Igliori (1996), no
qual os autores elaboram uma sequéncia didatica, composta de seis fichas, com o
objetivo de introduzir o conceito de derivada, evidenciando que esse conceito se
refere a medida de variacdo. Na primeira ficha apresentam um problema do
mundo concreto, a fim de que, ao tentar resolvé-lo, os alunos sentissem a
necessidade de um instrumental que atendesse as suas atuais necessidades.
Essa sequéncia foi aplicada a duas duplas de alunos, selecionados dentre os que
haviam apresentado os piores resultados na disciplina de Calculo, do curso de
Computacédo da PUC-SP, os quais afirmaram ao final, que aprenderam o que &
derivada. Os autores sugerem que o trabalho pode ser continuado, tentando-se

aplicar uma sequéncia para uma classe inteira de alunos.

ApOs a leitura de alguns trabalhos relacionados com o tema, como Cassol
(1998), Dall’anese (2000), Silva (1995), Silva e Igliori (1996), dentre outros, e a
aplicacdo de um questionario a cinco professores de calculo, com o propdésito de
obter informacgbes sobre suas praticas de ensino do conceito de derivada,
preparamos e aplicamos um teste de sondagem a 138 alunos, de trés instituicbes
de ensino superior, duas particulares e uma oficial, que ja haviam estudado o

assunto, visando verificar seus conhecimentos sobre o conceito de derivada.

Com base nas informagdes obtidas, elaboramos e aplicamos uma
sequéncia didatica, composta de sete atividades, envolvendo conceitos basicos
de cinematica, familiares, desde o ensino médio, a uma populacao de alunos que
iria iniciar o estudo de derivada. Nosso objetivo era introduzir o conceito de
derivada num ponto, a partir do conceito fisico de velocidade instantanea, fazendo
com que eles participassem da constru¢ao de seus conhecimentos e sentissem a
necessidade de um novo instrumental que pudesse resolver problemas, cujos

enunciados continham dados de sua realidade.
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CAPITULO 2

PROBLEMATICA

Através de nossa prética docente de muitos anos na disciplina de Calculo
Diferencial e Integral, foi possivel constatar, que o0s alunos apresentam
dificuldades para entender o conceito de derivada, definido de maneira formal a

partir do conceito de limite.

Pesquisas realizadas em Educacdo Matematica sobre o ensino e
aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral, apontam e analisam essas

dificuldades.

Cornu (1991) e Sierpinska (1985) realizaram investigacdes a respeito do
conceito de limite, analisando as respostas dos alunos, submetidos a tarefas e

processos de aprendizagem.

Segundo eles, “é grande a dificuldade do ensino e aprendizagem desse
conceito, que se radica ndo somente em sua riqueza e complexidade, mas
também no fato de que os aspectos cognitivos implicados, ndo podem ser
gerados simplesmente a partir da definicho matematica, que pode ser
memorizada. A primeira no¢gdo que se tem de limite € uma nog¢do dinamica de
aproximacdo e a maneira que se utiliza o conceito para resolver problemas esta
relacionada ndo somente com a definicdo mas com propriedades de um aspecto
intuitivo do conceito. Isto explica por que muitos alunos acreditam compreender o

conceito de limite sem haver adquirido as implicagdes do conceito formal”.
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Esses estudos de Cornu (1991), mostraram que 0s estudantes possuem o
que ele denomina de “concepcdes espontaneas pessoais”, oriundas de suas

experiéncias pessoais.

Assim, por exemplo, a expressao “tende a”, pode-se interpretar de varias
maneiras, como aproximar mantendo a distancia, aproximar sem alcancar,
aproximar alcancando, enquanto que a palavra limite tem o sentido de n&o poder
ser ultrapassado, embora possa ser interpretado como, alcanca mas nao

ultrapassa ou nao se ultrapassa e nem se alcanca.

Tanto Cornu como Sierpinska também sinalisam obstaculos cognitivos no
aspecto geométrico do limite, e em particular, no problema de considerar a
tangente num ponto de uma curva, como o limite das secantes que passam por

esse ponto.

Orton (1980), em suas investigacdes sobre a concepg¢ao dos alunos a
respeito do conceito de derivada, baseada em entrevistas com 110 estudantes,

classifica os erros dos alunos em trés tipos:

a) erros estruturais (relacionados com o0s conceitos essenciais
implicados);

b) erros arbitrarios (o aluno se comporta arbitrariamente sem levar em
conta os dados do problema) e

C) erros executivos (erros na manipulacdo, apesar dos conceitos

implicados terem sido entendidos).

Quanto aos resultados mais relevantes de sua investigacao, ele destaca:

 Dificuldades na manipulacdo de férmulas para se obter a derivada de

uma fungao.

 Dificuldades significativas dos estudantes na conceituacéo dos processos

de limite que sustentam o conceito de derivada.
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« Dificuldades em utilizar apropriadamente as representacbes graficas.
Estudantes capazes de obter corretamente a funcdo derivada de uma
funcdo polinomial e de achar o coeficiente angular da tangente num
ponto dado, se mostram incapazes de avaliar essa mesma taxa de

variacao a partir do gréafico correspondente.

Tanto Orton, como Tall (1986), sinalisam também a dificuldade dos alunos

na compreensdo e manejo dos simbolos dx, dy, dy/dx, Ax e Ay.

Considerando entdo, que o0s alunos apresentam dificuldades na
compreensao do conceito de derivada, definido de maneira formal a partir do

conceito de limite, colocamos a seguinte pergunta:

Em que medida, a introducdo do conceito de derivada num ponto, a
partir do conceito de velocidade, isto é, taxa variacdo instantanea entre

espaco e tempo, apresenta efeitos na aprendizagem ?

Para tentar responder essa indagagdo, organizamos uma sequéncia
didatica, constituida de atividades compostas de problemas relacionados com
situacdes reais, envolvendo os conceitos basicos da cinematica escalar, tempo,
posi¢do, espago, variacdo do tempo, variagdo do espaco, velocidade média e
instantanea, com o objetivo de introduzir o conceito de derivada, a partir do
conceito fisico de velocidade, de modo que o aluno pudesse participar da
construcdo de seu conhecimento e sentisse a necessidade de um novo
instrumento para resolver problemas relacionados com o mundo concreto, para

gue sua aprendizagem se tornasse mais significativa.
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CAPITULO 3

REFERENCIAL TEORICO E METODOLOGIA

3.1. Referencial Tedrico

Para elaborar a sequéncia didatica e analisar seus resultados, nos
apoiamos na Teoria da Aprendizagem Significativa (AUSUBEL, 1963, 1968, 1978)

Segundo Ausubel (1963), aprendizagem significativa € um processo por
meio do qual, uma nova informacdo (um novo conhecimento) se relaciona de

maneira substantiva (ndo literal) e ndo arbitraria, a um aspecto relevante da

estrutura cognitiva do individuo, isto €, nesse processo, a nova informacao
interage com uma estrutura de conhecimento especifica, chamada por ele de
“conceito subsuncgor”, existente na estrutura cognitiva do aprendiz, capaz de servir

de *“ancoradouro” a nova informacdo, de modo que esta adquira, assim,

significado para o sujeito.

Pode-se dizer, entdo, que para ocorrer a aprendizagem significativa, aquilo

que se ensina deve se relacionar aos conhecimentos prévios do aluno.

N&o arbitrariedade e substantividade s&o, para ele, as caracteristicas
béasicas da aprendizagem significativa. Nao arbitrariedade quer dizer que a nova
informacédo nao se relaciona com qualquer aspecto da estrutura cognitiva, mas
sim com conhecimentos relevantes (subsuncgores), nos quais se “ancora” e,
substantividade significa que o que € incorporado a estrutura cognitiva, é a
substancia do novo conhecimento, ndo as palavras precisas usadas para

expressa-lo.
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Ausubel (1968) ao explicitar as condicdes para a aprendizagem
significativa, diz que além do material da aprendizagem ser potencialmente
significativo, isto €, ser relacionavel a estrutura cognitiva de maneira nao arbitraria
e nao literal, o aprendiz deve, também, manifestar uma disposicdo para relacionar
0 novo material, de modo substantivo e ndo arbitrario, & sua estrutura de

conhecimento.

Ou seja, para ocorrer a aprendizagem significativa, é preciso que o
aprendiz queira relacionar de maneira ndo arbitraria e nao literal, o novo material
aos seus conhecimentos prévios e ndo ter, apenas, a intencdo de memoriza-lo de

maneira arbitraria e literal.

Este outro tipo de aprendizagem, que é aquela em que novas informacdes
sdo armazenadas de maneira arbitraria e literal, ndo interagindo com as ja
existentes na estrutura cognitiva do aprendiz e pouco ou nada contribuindo para

sua elaboragéo e diferenciagcdo, Ausubel chama de “mecanica’.

Ele préprio (1978, p. 41), fornece um exemplo da area de fisica:

“Um estudante pode aprender a lei de Ohm, a qual indica que, num
circuito, a corrente € diretamente proporcional & voltagem. Entretanto,
essa proposicdo ndo serd aprendida de maneira significativa a
menos que o0 estudante ja tenha adquirido, previamente, o0s
significados dos conceitos de corrente, voltagem, resisténcia,
proporcionalidade direta e inversa (satisfeitas estas condigcbes, a
proposicéo € potencialmente significativa, pois seu significado légico é
evidente), e a menos que tente relacionar estes significados como

estdo indicados na lei de Ohm.”

Para Ausubel (1963, p. 58), “a aprendizagem significativa € o mecanismo
humano, por exceléncia, para adquirir e armazenar a vasta quantidade de idéias e
informacdes representadas em qualquer campo de conhecimento”.

Com base nesse referencial tedrico, procuramos construir a sequéncia
didatica, com a finalidade de introduzir o conceito de derivada de uma funcdo num
ponto, a partir do conceito de velocidade, com atividades envolvendo conceitos

familiares aos alunos, de modo que eles manifestassem uma disposi¢cao de
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relacionar, de maneira ndo arbitraria e néo literal, o novo conceito com um
aspecto especifico de sua estrutura cognitiva (conceito subsuncor), visando a

ocorréncia de uma aprendizagem significativa.

3.2. Metodologia

Para organizarmos nosso trabalho, utilizamos alguns principios da
Engenharia Didéatica, que julgamos ser a metodologia de pesquisa mais

apropriada para o que estamos propondo realizar.

Segundo Douady (1988), a engenharia didatica € uma seqiéncia de aulas
concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de forma coerente, para realizar

um projeto de aprendizagem para uma certa populacdo de alunos.

Para Artigue (1988), a engenharia didatica vista como metodologia de
pesquisa, se caracteriza em primeiro lugar por um esquema experimental
baseado sobre “realizacdes didaticas” em classe, isto €, sobre a concepcao, a

realizacdo, a observacdo e a analise de sequiéncias de ensino.

Distinguem-se no processo experimental da engenharia didatica, quatro

fases:

Fase 1. A fase das analises preliminares

a) Iniciamos nossa pesquisa procurando ler e analisar artigos, teses e livros

relacionados com o tema (Ref. Bibliogréaficas)

b) Aplicamos um questionario a cinco professores de Calculo Diferencial e
Integral, para saber como eles introduzem o conceito de derivada de
uma fungcdo num ponto, quais os livros que utilizam na preparacao de
suas aulas, quais indicam a seus alunos e as principais dificuldades
encontradas por eles na aprendizagem desse conceito. Perguntamos

também, quais eram seus cursos de graduacao e o0s principais cursos de
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pés graduacado que fizeram, ha quanto tempo lecionam Matematica e ha

guanto tempo lecionam Calculo.

Os resultados deste questionario indicam que quase todos eles introduzem
esse conceito da forma tradicional, sugerida pelos livros didaticos, isto &,
apresentam a definicdo formal, utilizando o conceito de limite, ddo alguns
exemplos e depois exercicios para os alunos resolverem. Um dos professores
disse que gosta de apresentar inicialmente, um pouco de historia, mostrando
como surgiu o Célculo, falando de “Newton” e de “Leibniz” e também de algumas
das aplicagcbes da derivada de uma funcdo. Um deles disse que costuma
apresentar esse conceito, geometricamente, como sendo o coeficiente angular da

reta tangente.

Dos cinco professores, todos séo licenciados em matematica e um possui
também o curso de engenharia civil. Um é doutorando em educacdo matematica/,
dois sdo mestres em matematica e os outros dois sdo especialistas. Todos
lecionam matematica ha menos de dez anos e Calculo ha menos de cinco anos.
Utilizam varios livros na preparacdo de suas aulas, mas ndo indicam todos a seus

alunos.

Quanto as principais dificuldades apresentadas pelos alunos, todos eles
disseram que os mesmos apresentam grande dificuldade de entender a definicdo
formal de derivada a partir do conceito de limite, como é geralmente apresentada
nos livros didaticos. Um deles disse que os alunos apresentam dificuldade para
entender funcdo composta e a regra da cadeia para derivagdo e um outro também
respondeu que os alunos ndo tém a base necessaria para a compreensao desse

assunto.

c) Em seguida, preparamos e aplicamos um teste de sondagem a trés
grupos de alunos, de trés Instituicbes de Ensino Superior, uma oficial e
duas particulares, que ja haviam estudado esse assunto, para
diagnosticar seu conhecimento sobre o aspecto conceitual de derivada e

verificar o que ficou para eles, sobre esse conceito.
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Fase 2: A fase da concepcdo e da andlise a priori das situagcdes didéaticas da
engenharia.

a) Apos essas analises preliminares, escolhnemos uma populacéao de alunos
gue iria iniciar o estudo de derivada e procuramos elaborar uma

sequéncia didatica para lhe ser aplicada.

b) Para cada atividade da sequiéncia, procuramos fazer uma analise a

priori, prevendo os comportamentos dos alunos frente as atividades.

Fase 3: A fase da experimentacao

a) Em seguida passamos a fase de experimentacao, ou seja, da aplicacao
dessa sequéncia didatica a populacdo de alunos escolhida, composta de
42 alunos de uma Instituicdo Particular de Ensino Superior de uma

cidade do interior do Estado de Sao Paulo.

b) Durante a aplicacdo da sequéncia, foram discutidas as respostas e feita

a institucionalizagcéo dos conceitos envolvidos.

Fase 4: A fase da analise a posteriori e da validacao.

a) Em cada sessdo, ap0s a aplicagdo de cada uma das atividades da
sequéncia didatica, foi feita uma andlise a posteriori da producdo dos

alunos.

b) A validacdo do trabalho fundamentou-se na confrontacdo das duas

analises, a priori e a posteriori.
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CAPITULO 4

TESTE DE SONDAGEM

Com o objetivo de diagnosticar o conhecimento dos alunos sobre o aspecto
conceitual da derivada e ndo sua habilidade na manipulacdo de férmulas para
obtencéo da derivada de uma funcéo e verificar o que ficou para eles sobre esse
conceito, aplicamos um teste de sondagem em seis turmas que ja haviam
estudado o assunto, num total de 138 alunos, sendo 110 de Instituicdes
Particulares de Ensino Superior, uma da cidade de Sao Paulo e outra do interior
desse Estado e 28 de uma Universidade Publica do interior do Estado de S&o

Paulo.

O teste constituiu-se de quatro questdes, que foram aplicadas uma de cada
vez, durante o periodo correspondente a duas aulas seguidas de 50 minutos
cada, com um tempo meédio de 25 minutos para a resposta de cada questao,
tempo esse que achamos suficiente para que os alunos pudessem responder e

procurar justificar suas respostas.

Esse teste foi aplicado durante o horario normal de aulas de calculo, pelo
proprio professor da classe, sob nossa orientacdo, que explicou aos alunos que
se tratava de uma pesquisa que procurava saber sobre o que havia ficado para
eles, sobre o conceito de derivada e que estariam prestando uma grande
colaboracdo se procurassem tentar responder as questdes com seriedade,
individualmente, sem consulta e sem recorrer a ajuda dos colegas. Foi dito

também, que ndo era necessario se identificarem.
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Um aluno, perguntou se aquela “pesquisa’ estava sendo realizada somente
para eles, ou também para alunos de outras escolas superiores. Dissemos que
estava sendo realizada também em duas outras instituicdes de ensino superior,

uma oficial e outra particular.

Percebemos que os alunos, a principio, ficaram um pouco apreensivos,
mas em seguida se descontrairam, tendo o trabalho se desenvolvido num clima

de responsabilidade e interesse.

S&ao apresentadas a seguir, as questdes propostas.

EXERCICIO 1

(Identificar o conceito de derivada)

Quiais dos problemas seguintes envolvem o conceito de derivada?

Vocé sabe dizer porqué?

a) Encontre a reta que passa pelo ponto (1; 2) e é paralela a reta tangente
a parabola y=x - 4x+ 3, no ponto (3; 0)

b) Um triangulo equilatero esta inscrito num circulo de 3 cm de raio. Calcule

a area desse triangulo.

c) Dadas as funcdes:
_1/.x -X _1/.x _ X
f(x)=5@ +a™) e gx) =@ -a™)

demonstre que:

f(x+y) =1(x) d(y) +9(x) [o(y)

d) Uma cidade é atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de
saude calculam que o niumero N de pessoas atingidas pela moléstia,

depois de um tempo t (medido em dias a partir do primeiro dia da

3
epidemia), € aproximadamente N = 64t - %

Qual a taxa de expanséao da epidemia quandot=4 ?
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e) Uma fabrica produz x unidades mensais de um determinado produto. Se

0 custo de producéo é dado por C = 150 + 300x e o valor obtido na

venda € dado por V =1500x -10x2, determine o nimero que deve ser

produzido por més, para que o lucro L =V — C seja maximo.

Este exercicio foi apresentado, com o objetivo de verificar se os alunos
conseguiriam identificar os trés problemas (a, d, €) que envolvem o conceito de

derivada de uma funcéo e dizer o porqué dessa escolha.

Os alunos foram de inicio informados que ndo era necessario resolver os
problemas, mas apenas mencionar quais deles envolviam o conceito de derivada

e procurar justificar a escolha.

Resultado do Exercicio 1

O problema a) foi escolhido por 54% dos alunos, sendo que 47 deles
conseguiram dar uma explicacao aceitavel, relacionando com reta tangente, e os

demais ndo conseguiram justificar.

Percebemos pelas justificativas apresentadas, que alguns alunos
confundem coeficiente angular da reta tangente com reta tangente.

O problema d) foi escolhido por 57% dos alunos, mas apenas 24 deles
conseguiram apresentar uma justificativa aceitavel, em termos de taxa de

variacao instantanea. Os demais néo justificaram sua escolha.

O problema e) foi indicado por 50% dos alunos, tendo 42 deles dado uma
justificativa aceitavel relativa ao maximo de uma funcdo e, os demais néo

justificaram.

Esperava-se que o nuamero de alunos que indicariam esse problema fosse
maior, uma vez que problemas de maximos e minimos sdo bastante comuns nos

livros didaticos.
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Dos problemas que ndo envolvem o conceito de derivada, ou seja, b) e ¢),
apenas 9% dos alunos indicaram b) enquanto que 45% indicaram c). Foi possivel
verificar, pelas justificativas apresentadas em relacdo ao problema c), que o

mesmo foi escolhido porque esses alunos confundiram a formula apresentada com

a formula da derivada do produto de duas funcdes.

Do total dos alunos que responderam esta primeira questdo, apenas 9%
escolheram corretamente 0s trés e somente os trés problemas que envolvem o

conceito de derivada.

O quadro a seguir, mostra esses resultados:

Problemas Apresentados a b c d e | (ade)
Porcentagem da Escolha 54% | 9% | 45% | 57% | 50% | 9%
EXERCICIO 2

(Derivada no ponto X)

Como vocé explicaria a alguém o que é derivada de uma funcéo f no ponto

Xo7?

Esta questado foi apresentada visando verificar se 0os alunos conseguiriam

apresentar algum dos significados da derivada de uma fungdo num ponto.
Eles receberam esta questédo e as devolveram num prazo de 20 minutos.

Do total dos alunos, 16% conseguiram explicar de modo satisfatorio o que
é derivada de uma funcdo num ponto, sendo que 13 deles explicaram através de
limite, 6 como coeficiente angular da reta tangente, 2 por meio de velocidade

instantanea e 1 como taxa de variacao.
26% tentaram explicar e os 58% restantes entregaram em branco.

Dentre aqueles que tentaram explicar, foi possivel perceber que 12
confundem coeficiente angular da reta tangente com reta tangente e 24 confundem

a derivada num ponto com a fungéo derivada.
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O quadro a seguir mostra os resultados obtidos:

1) Conseguiram explicar de modo satisfatoério: 22 (16%)
a) Como Limite: 13
b) Como Coeficiente Angular: 6
c) Como Velocidade Instantanea: 2
d) Como Taxa de Variacao: 1

2) Tentaram explicar, mas ndo conseguiram: 36 (26%)
a) Confundem Coeficiente Angular com a Reta Tangente: 12
b) Confundem Funcédo Derivada com a Derivada num ponto: 24

3) Entregaram em Branco: 80 (58%)

EXERCICIO 3

(Derivada num ponto)

Quais das afirmacdes seguintes vocé associa a derivada de uma funcéo

num ponto? Justifique.

a) E uma regra.

b) E uma reta tangente.

c) E uma funcéo.

d) E um niimero que corresponde a tangente de um angulo.

e) E um ntmero que corresponde a area de uma figura plana.

Com este tipo de questdo, pretendia-se diagnosticar a concepcado dos

alunos sobre a derivada de uma fungédo num ponto.

Foi distribuida aos alunos e dado um tempo de 20 minutos para que

respondessem. Pelas respostas, constatou-se o seguinte:

- 21% acham que é uma regra,
- 34% acham que € uma reta tangente,
- 45% acham que é uma funcao,

- 33% acham que é um numero correspondente a tangente de um angulo e
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- 24% acham que é um numero que corresponde a area de uma figura

plana.

O maior numero de alunos acha que a derivada de uma func&o num ponto
é uma funcdo, o que nos mostra que nao sabem diferenciar a funcdo derivada, da

derivada num ponto, imagem do ponto através da fungdo derivada.

Pareceu-nos, que dos 34% que acham que a derivada num ponto € uma
reta tangente, muitos confundem reta tangente com coeficiente angular da reta
tangente, que é a tangente (trigonométrica) do &ngulo que essa reta forma com o

eixo das abscissas.

Conforme Cassol (1998), para os 21% que acham que € uma regra, O

significado produzido pela derivada € o do resultado de uma formula.

Dentre os que acham que a derivada corresponde a area de uma figura
plana, alguns mostraram em suas justificativas, a confusdo que fazem entre

derivada e integral.

Dos 46 alunos que acertaram respondendo que a derivada num ponto é um
nimero que corresponde a tangente de um angulo, 22 conseguiram justificar
satisfatoriamente sua opg¢éo, identificando esse numero como o coeficiente

angular da reta tangente. Os outros 24 alunos deixaram de fazer sua justificacéo.

Dentre todos os alunos, somente 18% responderam corretamente essa

questao, ou seja, indicando tdo somente a alternativa d).

O quadro seguinte, procura mostrar esses resultados:

a) E uma regra: 21%
b) E uma reta tangente: 34%
c) E uma funcgéo: 45%
d) E um niimero correspondente & tangente de um angulo: 33%
e) E um niimero que corresponde & area de uma figura plana: 24%

Responderam corretamente indicando apenas a alternativa d): 18%
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EXERCICIO 4

(Nocéo de derivada)

Quais das afirmacdes seguintes, vocé acha que corresponde a nocgéo de
derivada? Justifique.

a) E uma regra

b) E um medidor de variacio
c) E um angulo

d) E um limite

e) E uma funcéo

Pretendia-se com esta questdo, verificar se 0s alunos conseguiriam
identificar dentre as alternativas propostas, as trés noc¢oes basicas sobre derivada
de uma funcéo, ou seja, que € um limite, que € uma funcéo e que € um medidor de

variacao.

95 alunos, isto €, 69%, acham que a derivada é um limite, sendo que 33

deles conseguiram justificar satisfatoriamente.
71 alunos (51%) acham que a derivada € uma fungéo.

70 alunos acham que a derivada de uma funcéo € um medidor de variacéo,

tendo 24 deles apresentado uma justificacao satisfatéria.

26 (19%) acham que a derivada é uma regra e apenas 7 (5%), acham que

a derivada de uma funcdo é um angulo, os quais ndo apresentaram justificativas.

De todos os alunos, somente 17 (12%) indicaram as trés e apenas as trés

afirmacdes esperadas.

O quadro a seguir, mostra esses resultados:

26



a) E uma regra: 19%

b) E um medidor de variag&o: 51%

c) E um angulo: 5%

d) E um limite: 69%

e) E uma funcéo: 51%

f) Responderam corretamente. 12%
CONCLUSAO

Foi possivel observar por esta sondagem, que alguns alunos confundem:

a) derivada com reta tangente

b) derivada num ponto com a funcao derivada,

c) derivada com regra para se achar a derivada,

d) reta tangente com coeficiente angular da reta tangente e também,

gue muitos apresentam dificuldade de expressao.

E interessante notar que apesar dos alunos terem dificuldade nos
exercicios 1, 2 e 3, muitos responderam corretamente, pelo menos parcialmente,

0 exercicio 4.

Portanto, quando estimulados pelas alternativas a), b), c), d) e e), sabem

mais o que € derivada do que derivada num ponto.
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CAPITULO 5

A SEQUENCIA DIDATICA E ANALISE A PRIORI

Neste capitulo apresentamos a sequéncia didatica, para ser aplicada a um
grupo de 42 alunos que ainda ndo estudaram derivada, visando a introdugéo do
conceito de derivada de uma fungdo num ponto, a partir do conceito de

velocidade num determinado instante.

Esta sequéncia constituiu-se de sete atividades, envolvendo os conceitos
de movimento e velocidade, do dia a dia dos alunos, para que eles pudessem ver

sentido na sua aprendizagem, a fim de que ela se tornasse significativa.

Para cada atividade fizemos uma andalise a priori, prevendo o0s

comportamentos dos alunos frente as situa¢des propostas.

5.1. ATIVIDADE |

No estudo do comportamento cinematico de uma particula, numa trajetéria
retilinea, foram registradas suas posi¢cdes a cada 5 segundos, resultando a tabela
seguinte, onde o espaco S, que indica a posicdo da particula na trajetoria, no

instante t, € medido em metros e o tempo t, em segundos.

T(S) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

S(m)| O 10 20 25 30 45 50 40 20 15 5
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Qual o espaco, quando t = 5s?

Qual o espaco, quando t = 40s?

Em que instante o espagco assume seu maior valor?

Em quais instantes a particula ocupa a mesma posicéo na trajetoria?
Em qual intervalo de tempo 0s espacgos crescem?

A partir de que instante os espacos decrescem?

Qual a variacdo do espaco quando o tempo varia de 10 a 25s?

Qual a variacdo do espaco quando o tempo varia de 10 a 40s?

© 0 N o g b~ W DdPRE

Qual a variacdo do espaco quando o tempo varia de 20 a 45s?
10.0 que vocé acha que indica uma variagao negativa do espaco?
11.Em que instante tem-se S = 15m?

12. Represente num diagrama cartesiano os pontos (t;S) obtidos da tabela
A S(m)
50 4

407

30

S S L
5 10 15 20 25 30 35 40

Andlise a priori

O gue se espera com esta primeira atividade é fazer com que os alunos, a
partir dos dados fornecidos por uma tabela, trabalhem com os conceitos basicos
da Cinematica, principalmente o de variacéo, essenciais a introducao do conceito
de derivada da forma como estamos pretendendo, ou seja, através da velocidade

instantanea.

Acreditamos que os alunos ndo sintam dificuldade em responder as

questdes apresentadas nesta atividade, uma vez que esses conceitos ja lhes so
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familiares desde quando estudaram Fisica no curso médio e também porque as

informacdes podem ser obtidas diretamente da tabela apresentada.
As respostas esperadas sédo as seguintes:

. S=10m
. S=20m

. No instante t=30s

. De 0 até 30s

1
2
3
4. Nos instantes 10s e 40s
5
6. A partir de 30s

Para encontrar a variacdo do espaco nas questdes 7, 8 e 9, espera-se que
achem a diferenca entre o espaco correspondente ao instante posterior e o
espaco correspondente ao instante anterior, obtendo-se os seguintes valores:

7.45m — 20m = 25m
8.20m-20m=0
9. 15m - 30m = - 15m

Alguns poderéo apresentar dificuldade para responder a questéo 10, sobre
0 que indica uma variagdo negativa do espaco, que acontece quando o

movimento se da no sentido em que os espacos estdo decrescendo.

Com relacdo a questdo 11, espera-se que respondam t = 45s e num
instante entre 10 e 20s. Quanto a questdo 12, acreditamos que nao terdo
dificuldade em representar os pontos (t ; S) obtidos da tabela.

ApoOs o término da atividade, serdo discutidas as respostas e feita a
institucionalizagdo do conceito da variacdo do espaco, como sendo a diferenca

entre seu valor final e seu valor inicial, isto é:

A8282—S]_

30



5.2. ATIVIDADE I

O grafico abaixo mostra como varia 0 espago S, em funcéo do tempo t, de

uma moto rodovia.

Os espacos sdo dados em quildbmetros e os tempos em horas.

A Skm)
300-f------------

250-f---------@f--r--

200-| ----- Mo -cimm oo i

1501--

1004~ - - doodooo_LodoL

oI R s A il SEE S

T 1 >
11 12 t(h)
B0~ f-mmmmmmm e e e I

) e

Qual o espaco inicial Sp? (t=0)

Qual o espaco para t=2h?

Qual o espaco para t=4h?

Em que instante o espaco € nulo?

Para quais valores de t se tem S=150Km?

Em que intervalo de tempo os espacos sao crescentes?
Em qual sdo decrescentes?

Em qual intervalo de tempo 0s espacos sdo negativos?

© 0 N o g b~ W DdhPRE

Qual o maior valor do espaco e quando isso acontece?

10.Qual o menor valor do espaco e quando isso acontece?
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11.Determine a variagdo AS do espaco, nos seguintes intervalos de tempo:
a) Oalh
b) 1a3h
c) 2abh
d lav7h
e) 3a8h
f) 8al2h

12.Calcule a razao % entre a variacdo do espaco e a variacdo do tempo, para

cada um dos intervalos considerados no exercicio anterior.

Andlise a priori

Com esta atividade pretendemos que os alunos continuem trabalhando
com 0s conceitos basicos da Cinematica, buscando desta vez as informacdes
numa nova fonte de dados, ou seja, num diagrama cartesiano, que permite uma
melhor visualizacdo dos casos de variagdo, para que sejam superadas as
possiveis dificuldades surgidas na atividade anterior e cheguem ao conceito de

velocidade média, fundamental para as atividades seguintes.

Acreditamos que os alunos nao apresentem dificuldade para responder as
questdes desta atividade, pela observagéo direta do grafico e também porque na

atividade anterior foram discutidas as respostas e estabelecida a férmula para o

calculo da variacdo do espaco.

Espera-se que apresentem as seguintes respostas:

1) 100 km
2) 200 km
3) 300 km
4) 10 h
5Y1h e 7h
6)0 e 4h
Y4 a l2h
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8) acima de 10 h, até 12 h.
9) 300 km, quandot=4h
10) - 100 km, quandot=12 h
11) a) 50 km

b) 100 km

c) 50 km

d) 0

e) - 150 km

f) - 200 km
12) a) 50 km/h

b) 50 km/h

c) 50/3 ou 16,66 km/h

d) 0

e) - 30 km/h

f) - 50 km/h

No término desta atividade, deverdo ser discutidas as respostas e

institucionalizado o conceito de velocidade média, como sendo a razao entre a
variacéo do espaco e a correspondente variacao do tempo, isto é:

_AS
V. =8>
m At

5.3. ATIVIDADE Ili

Um trem parte de uma estacéo A, localizada no Km 70 de uma ferrovia, as
10h, e apds 50 minutos chega a uma estacdo B, localizada no Km 130, onde
permanece parado por 10 minutos. Em seguida passa por uma estacdo C, no Km
150, as 11h20 e chega a estacdo D, localizada no Km 180, as 12h, conforme

esquema.

10h 10h50 —11h

A (70)
B (130) D (150)

C (150)
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Calcule a velocidade média desse trem, em km/h, nos seguintes percursos:

a) deAaB
b) deAacC
c) deAaD
d) deBaC
e) deBabD
f) deCabD

Anasile a priori

Pretende-se com esta questdo, que os alunos se exercitem no calculo da
velocidade média, num problema envolvendo uma situacdo bastante real, visando

uma melhor compreenséo das atividades seguintes.

Espera-se que apresentem as seguintes respostas:

a) Vm=(130-70) + 50/60 = 60 + 5/6 = 360 + 5 = 72 km/h
b) Vm = (150 - 70) + 80/60 = 80 + 8/6 = 480 + 8 = 60 km/h
) Vm=(180-70) = 2=110 =2 =55 km/h

d) Vm = (150 - 130) + 20/60 = 20 + 2/6 = 120 = 2 = 60 km/h
e) Vm=(180 - 130) + 1 =50 km/h

f) Vm=(180 - 150) + 40/60 = 30 + 4/6 = 180 + 4 = 45 km/h

Pode acontecer de alguns alunos errarem na transformac&o de minutos em
horas e também ndo descartamos a hipdtese de alguns ndo levarem em

consideracao os 10 minutos que o trem permaneceu parado na estacao B.

Terminada a atividade, serdo discutidas as respostas e mostrado como se

faz a transformacéao de minutos em horas.

34



5.4. ATIVIDADE IV

A cada intervalo de 5 segundos, observa-se a posi¢cdo de um carro numa

rodovia, com a finalidade de verificar se em algum momento sua velocidade

superou a maxima permitida que € 20m/s (72 km/h).

Com os dados obtidos construiu-se a tabela seguinte:

t(s) 0 5 10 15 20 25 30 35 40
S(m) 0 100 200 290 370 430 510 610 720
1) Calcule a velocidade média do carro durante o intervalo total de tempo
(40s).
2) Calcule a velocidade média do carro em cada um dos intervalos de 5
segundos.
3) Faca uma estimativa da velocidade do carro no momento em que 0
crondmetro indica 20 segundos.
4) Durante quanto tempo vocé acha que a velocidade foi inferior a 18m/s?
5) Vocé acha que em algum momento a velocidade maxima permitida foi

superada?

Andlise a priori

O que se espera com esta atividade, € que os alunos percebam que

somente a velocidade média ndo é suficiente para responder com exatiddo a

terceira e a quarta questbes e Sintam necessidade de um novo instrumento

matematico para isso.

Acreditamos que eles nao apresentem dificuldade para responder as duas

primeiras questodes.

1) Vi =720m +40s =18 m/s
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2) Oabs Vi =100m : 5s = 20m/s

5a10s Vi = 100m : 5s = 20m/s
10 a 15s Vi =90m : 5s = 18m/s
15 a 20s Vi =80m : 5s = 16m/s
20 a 25s Vi = 60m : 5s = 12m/s
25 a 30s Vi =80m : 5s = 16m/s
30 a 35s Vi = 100m : 55 = 20m/s
35 a 40s Vi =110m : 5s = 22m/s

Na terceira questdo, acreditamos que a maioria dos alunos estimara em
16m/s a velocidade no instante t = 20s, considerando que a velocidade média no
intervalo de 15 a 20s é de 16m/s. O importante é que eles percebam que a
velocidade quando o cronémetro indica 20s, pode ser um pouco maior que 16m/s,
visto que essa velocidade média pode ndo se manter constante em todos o0s

instantes do intervalo de tempo considerado.

Na quarta questdo, acreditamos também que a maioria dird que a
velocidade foi inferior a 18m/s, durante 15 segundos, visto que as velocidades
meédias nos intervalos de tempo de 15 a 20s, 20 a 25s e 25 a 30s, sdo menores

que 18m/s e as demais maiores que ou igual a 18m/s.

Com relacdo a ultima questdo, acreditamos que todos dirdo que sim, tendo
em vista que a velocidade média no ultimo intervalo de tempo é 22m/s, maior

portanto que a maxima permitida que é 20m/s.

No final da atividade serdo discutidas as respostas, procurando mostrar
aos alunos, que na terceira questdo, a velocidade quando o cronémetro indica
20s, pode nao ser igual a velocidade média de 16m/s, uma vez que a velocidade
do carro pode ter sofrido variacdo nesse intervalo de tempo e que na quarta
questao, podem haver outros instantes em que a velocidade foi inferior a 18m/s,
além dos intervalos 15 a 20s, 20 a 25s e 25 a 30s e mesmo nesses intervalos
pode acontecer da velocidade ter sido, em alguns instantes, superior a 18m/s. O
gue se espera € gque os alunos fiquem cientes de que a velocidade média num certo
intervalo de tempo, ndo informa com exatiddo, o valor da velocidade num

determinado instante desse intervalo.
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5.5. ATIVIDADE V

Um projétil é lancado verticalmente para cima e seu movimento segue

aproximadamente a equacao h = 40t -5t2, onde a altura h em relacdo ao solo,

num instante t, € medida em metros e t em segundos.

1) Calcule a velocidade média desse projétil, nos seguintes intervalos de

tempo:
a)2a3s
t1:2|:| h1:80_20:60m
t, =30 h, =120-45 =75m
h, —h
v, =B _T27M _15 _q5n5
At t,-t; 1
b) 2 a2,5s
t; =20 hy =60m
t, =250 h, =68,75m
Ah
V., =— =
M At
c)2a22s
t; =20 hy =60m
t2=2,2D h2=
Ah
Vo, ==
mo At
d2a2ls
t1=2Dh1=60m
t2:2,1|:| h2:
_Ah
V ==
m At
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e)2a20ls
t; =20 hy =60m
t, =2010 h, =61995m

— Ah
Vm_E

2) Calcule sua velocidade média, nos seguintes intervalos:

a)lazs
t1:1|:| h1:40_5:35m
t2=2|:] h2=60m

b)1,5a2s
t; =150 hy =
t, =20 h, =60m
_Ah _

Vy =55 =

At

c)1,8a2s
t; =18 0 h; =55,8m
t2 =20 h2 =60m

_Ah _
V., ==/ =
m At
d)1,9a2s
t; =190 h, =
t2=2E| h2=60m
Ah
V.. =— =
m At
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e) 1,99 a 2s
t; =199 O h; =59,7995m
t, =20 h, =60m
_ Ah _ 0,2005 _

3) Analisando os resultados obtidos nas duas questdes anteriores, 0 que

VOCé observa?

Andlise a priori

O gque se espera com esta atividade, € que o0s alunos percebam, que
calculando-se a velocidade média em intervalos de tempo de amplitudes
cada vez menores, com um dos extremos fixo, no caso 2s, os valores
obtidos tendem a um determinado valor, no caso 20m/s (aproximando-se por
valores maiores se 0 extremo fixo for o extremo inferior do intervalo e por valores

menores se for o extremo superior).

Este tipo de exercicio sugere a necessidade de se determinar a velocidade
em um instante, a partir da velocidade média entre instantes proximos do instante

considerado, ou seja, t = 2s.

Acreditamos que as duas primeiras questdes nao apresentem dificuldade
para os alunos, tendo em vista as atividades anteriores e também porque 0s
calculos ja estdo direcionados visando a terceira questdo, a qual estara
prejudicada se os calculos ndo apresentarem os resultados esperados.

Para as duas primeiras questbes, espera-se as seguintes respostas dos

alunos:
1) a) 15 m/s 2)a) 25 m/s
b) 17,5 m/s b) 22,5 m/s
c) 19 m/s c) 21 m/s
d) 19,5 m/s d) 20,5 m/s
e) 19,95 m/s e) 20,05 m/s
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Quanto a terceira questdo, a resposta esperada € que quanto menor a
amplitude do intervalo de tempo (tendo 2s como um dos extremos), mais a
velocidade média se aproxima de 20 m/s, podendo acontecer de alguns alunos
perceberem que 20 m/s é a velocidade do projétil no instante t = 2s. Entretanto,
por se tratar de uma questao aberta, varias tipos de respostas poderao surgir.

No final da atividade, as respostas serdo discutidas e o professor procurara
levar todos os alunos a perceberem, que quanto menor a amplitude do intervalo
de tempo, mais a velocidade média se aproxima da velocidade do projétil no
instante t = 2s.

5.6. ATIVIDADE VI

Considere o movimento do projétil da atividade anterior de equacao

h = 40t —5t2.

Sabemos que a altura alcancada pelo projétil apés 2 segundos do

langcamento € 60m.

Suponhamos que o tempo t sofra uma variagdo At, passando de t; =2
para t, =2+ At. Em conseqiéncia, a altura h sofrera uma variagdo Ah, passando

de h; =60 para h, =60 +Ah.

1) Calcule a variagao Ah.

2) Calcule a velocidade média vm:A—h, no intervalo de t;=2 a

At
t2 =2+ At.
3) Se avariacdo At fosse tdo pequena (infinitesimal) a ponto de poder ser

desprezada (anulada), qual seria o valor da velocidade média?
O valor obtido é chamado de velocidade instantanea, no instantet = 2s e é

indicada por Vo) = lim AF?
At-0
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Andlise a priori

O que se espera com esta atividade é que os alunos percebam que quando

a variagdo At do tempo, tende a zero (infinitésima), a velocidade média tende a
um valor limite, chamado de velocidade instantanea, no instante t=2s.

Espera-se que calculem Ah, conforme a atividade anterior,

t; =20 h, =60
t, =2+At 0 h, = 40(2 + At) - 5(2 + At)? =

=80 + 40At — 5(4 + 4At + At?) = 80 + 40At — 20 — 20At - 5At? =
= 60 + 20At - 5At?

Ah =h, —h; = 20At - 5At?

Podem também substituir t por 2+At e h por 60+Ah, na equacao
h = 40t - 5t2

60 +Ah = 40(2 + At) - 5(2 + At)?
60 + Ah = 80 + 40At — 20 — 20At — 5At?
Ah = 20At - 5At?

Acreditamos que muitos alunos poderéo ter dificuldade em calcular Ah, pois
ainda ndo estdo acostumados com esse tipo de exercicio.

Na segunda questdo, esperamos que aqueles que encontraram

Ah = 20At -5At? | consigam obter a velocidade média,

v = Ah _ 20At - 5At?
m

Com relagéo a ultima questédo desta atividade, acreditamos que os alunos

que obtiveram V,, =20 —5At, nao terdo dificuldade em responder que o valor da

velocidade média seria 20m/s, inclusive pelo que foi tratado na atividade anterior.
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Apbs o término desta atividade serdo discutidas as respostas e comentado

que o valor obtido é chamado de velocidade instantanea, para t=2s, e indicada

por:
Vi = lim A0 = |im (20 -54t)=20m/s
At-0 At At-o0
Em seguida serd feita a institucionalizacdo do conceito de velocidade
instantanea.

S+ AS
AS
v, =B8S
m At
to+At Vig) = lim Vin = lim £
So (o) = 300 "™ T a0 A

ou seja,

A velocidade no instante ty, € o limite da velocidade média no intervalo de tempo de

to a to+ At, quando At tende a zero.

5.7. ATIVIDADE VII

Na atividade anterior, vocé viu que para obter-se a velocidade do projetil no
instante t = 2s, basta calcular sua velocidade média entre os instantes 2 e 2 + At e

fazer At tender a zero.

Imagine agora, que a equacdo da atividade anterior, y = 40x -5x2, defina

uma funcao f qualquer, onde as variaveis x e y ndo representem obrigatoriamente

tempo e espaco.
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Assim sendo, refaga os calculos anteriores, ou seja:
1) Calcule f(2).

2) Calcule f(2+Ax) onde Ax representa uma variagdo da variavel
independente x.
3) Quando x varia de 2 a 2+Ax, calcule a variagdo Ay, sofrida pela

variavel dependente y, isto €, calcule Ay =f(2 + Ax)-f(2).

4) Calcule a razdo entre as variacoes % _f@+ AAX)Z ~1(2) :

5) Como na atividade anterior, faca Ax tender a zero, ou seja, calcule

im &Y ou lim [GFAX)~1(2)
Ax -0 AX AX -0 AX

O valor obtido é chamado de derivada da funcédo f, no ponto x=2, e

costuma ser indicado por f'(2) ou Bd_yH
OX Gy

Entio: £(2) = lim 12F&%) =f(2)
AX -0 AX

Andlise a priori

O que se espera com esta ultima atividade, € que os alunos, agora com o
conceito de velocidade instantanea da atividade anterior, cheguem ao conceito
mais geral de derivada de uma fungdo num ponto, onde as variaveis x e y ndo se

restringem apenas a tempo e espaco.

Considerando a analogia com a atividade anterior e a discussdao das
respostas apresentadas, acreditamos que os alunos nao apresentaréo dificuldade

em responder as questdes propostas.
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1) f(2) = 40.2-5.22 =80 - 20 = 60

2) f(2 + AX) = 40(2 + AX) - 5(2 + AX)? =80 + 40AX —
5(4 + 4AX + Ax?) = 80 + 40AX — 20 — 20AX — 5Ax? = 60 + 20Ax — 5AX?

3) Ay = (2 + Ax) - f(2) = 60 + 20AX — 5A%? — 60 = 20AX — 5AX?

Ay _ 20Ax — 5Ax?
4) £F = 20AX = 9QX" — 50 _5Ax
) AX AX

5) lim (20 -5Ax) =20
Ax -0

No término desta atividade, o professor devera dizer que o valor
encontrado € chamado de derivada da funcédo f, no ponto x = 2 e que no caso
de f ser uma fungéo horaria, onde x representa o tempo e y o espaco, a derivada
representa a velocidade instanténea. A seguir faz-se a institucionalizacdo do

conceito de derivada de uma fungao f, num ponto Xo.

Dada wuma fungcdo f:A - B, definida por y=f(x), o valor

f(Xo +Ax) —f(Xq)

(se existir), chama-se derivada da funcéo f, no
Ax -0 AX
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CAPITULO 6

A REALIZACAO DA SEQUENCIA E ANALISE A
POSTERIORI

A sequéncia didatica foi aplicada a um grupo de 42 alunos de uma
Instituicdo Particular de Ensino Superior, dos cursos de Engenharia de
Computacéao, Sistemas de Informacéo e Habilitacdo em Matematica, que estavam
iniciando seus estudos de Calculo Diferencial e Integral, que possuiam
disponibilidade de tempo e que demonstraram interesse em participar do trabalho.
A sequéncia foi desenvolvida em trés sessfes, durante o0 més de junho de 2001, e
pudemos contar com a colaboracdo dos trés professores de Calculo dos cursos

citados.

Para cada atividade, foi feita uma analise a posteriori, das respostas dos

alunos.
As guestdes a serem investigadas com a aplicacdo da sequéncia didatica,
para a ocorréncia de uma aprendizagem significativa, eram:

a) A nova informacao se relacionou de maneira ndo arbitraria e néo literal

aos conhecimentos prévios dos alunos?

b) Os alunos manifestaram uma disposi¢ao para relacionar de maneira nao
arbitraria e néo literal os novos conhecimentos a sua estrutura de

conhecimento?
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6.1. SESSAO 1

A primeira sessao foi realizada no dia 09 de junho de 2001, com inicio as
8h30. Compareceram 42 alunos, e foram desenvolvidas as duas primeiras

atividades da sequéncia.

Explicamos inicialmente, que o objetivo dessa sequéncia didatica é
introduzir o conceito de derivada de uma funcdo num ponto, a partir do conceito de
velocidade, que lhes é bastante familiar, fazendo parte de seu cotidiano, criando
Situacdes de modo que eles pudessem sentir a importancia de seu estudo e

participar ativamente do conhecimento que iriam construir.

Dissemos também, que as atividades deveriam ser realizadas em duplas,
que eles tinham liberdade para a formacéo das 21 duplas as quais deveriam ser
mantidas nas demais sessbes, e que sabiamos das dificuldades que eles
poderiam sentir, pois estavam acostumados com as tradicionais aulas expositivas,

mas que estariamos ali para orienta-los, sempre que algum grupo necessitasse.

Foi dito ainda, que se tratava de um trabalho de “pesquisa”’ e pedimos que
todos colaborassem, participando com seriedade dos trabalhos, para que essa

pesquisa pudesse atingir seus objetivos.
Apos a formacao das duplas, distribuimos a primeira atividade.

Falamos que eles dispunham de uma hora para resolver essas questoes e

que no final, discutiriamos as respostas.

6.1.1. ATIVIDADE 1 — Anélise a Posteriori

O objetivo desta primeira atividade da sequéncia didatica, era fazer com
gue os alunos, a partir dos dados fornecidos pela tabela, trabalhassem com os
conceitos basicos da cinematica, principalmente o conceito de variacdo, essenciais
para a introducéo do conceito de derivada num ponto, da forma como estavamos

pretendendo.
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Como foi previsto, a maioria dos alunos nao apresentou dificuldade para

responder as questdes desta primeira atividade.

O resultado apresentado pelos alunos foi o seguinte:
As 21 duplas acertaram as duas primeiras questdes
Apenas uma dupla errou a 32 questéao, respondendo 50.

Na 42 questdo, 20 duplas acertaram e uma respondeu 0, provavelmente

porque viu na tabela que no instante 0, o espaco € 0

19 duplas responderam corretamente a 52 questdao, isto €, de 0 a 30s,

uma nao respondeu e a outra dupla respondeu de 5 em 5s.

Na 62 questao, 16 duplas responderam a partir de 30s, 4 responderam a

partir de 35s e uma a partir de 31s.

19 duplas acertaram a 72 questdo, respondendo 25m e duas erraram
respondendo 15, provavelmente por ndo saber ler a tabela.

Na 82 questéo, 20 duplas acertaram respondendo 0 e a mesma dupla
gue havia errado a questdo anterior respondendo 15, também errou
respondendo 30, demonstrando assim que nao sabe ler a tabela ou que faz
confusdo entre espago e tempo.

15 duplas acertaram a 92 questéo, respondendo — 15m. Das 6 duplas
restantes, 4 responderam 15m, ndo levando em consideracdo a orientacao

do eixo e as 2 outras erraram nos calculos.

Na 102 questdo, 13 duplas conseguiram explicar satisfatoriamente. 3
delas disseram que o movimento esta se realizando no sentido contrario ao
sentido da trajetoria, 2 disseram que a velocidade é negativa, 6 disseram que o
espaco final € menor que o espaco inicial, uma respondeu que o movimento &
retrogrado e a outra disse que 0s espacos sao decrescentes. Das 8 duplas
restantes, 3 deixaram em branco e das 5 que nao responderam corretamente, 2
disseram que indica uma desaceleracéo, outras 2 que a particula esta a esquerda

da origem e a outra que indica uma aceleracao.

Na 112 questao, a resposta esperada era 45s e um instante entre 5 e 10s.
17 duplas responderam 45s, enquanto que as outras 4 responderam 7,5s,

47



provavelmente pela observacdo da tabela entre os instantes 5s e 10s, que
correspondem respectivamente aos espacos 10m e 20m, associando a média
aritmética dos espacos, a média aritmética dos tempos, 0 que nos pareceu
sensato por parte dessas 4 duplas, embora o instante entre 5s e 10s, onde ocorre
S = 15m, pode nado ser precisamente 7,5s, uma vez que nada assegura que

nesse intervalo de tempo, o movimento seja uniforme.

Quanto a 122 questéo, todas as 21 duplas conseguiram representar 0s

pontos (t; S) da tabela, no diagrama cartesiano.

Depois de discutidas as respostas, foi institucionalizado o conceito de
variacdo AS do espaco, num certo intervalo de tempo, como sendo a diferenca
entre 0 espaco correspondente ao instante posterior e o espago correspondente

ao instante anterior, isto é: AS =S, - S,

Os acertos obtidos pelas duplas nesta primeira atividade, sdo mostrados no

grafico do numero de acertos por questao, a sequir:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

Questbes

Foi possivel perceber durante o desenvolvimento do trabalho, que os

alunos demonstraram interesse em resolver as questdes desta primeira atividade.
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6.1.2. ATIVIDADE Il — Anélise a Posteriori

Apos um intervalo de 15 minutos, foi iniciada a segunda atividade

O objetivo desta segunda atividade, era fazer com que os alunos
continuassem trabalhando com os conceitos basicos da Cinematica, buscando as
informacgcdes numa nova fonte de dados, ou seja, num diagrama cartesiano, que
permite uma melhor visualizacdo dos casos de variacdo, para que fossem
superadas as possiveis dificuldades surgidas na atividade anterior e chegassem
ao conceito de velocidade média, fundamental para as atividades seguintes.

Das 21 duplas, 16 acertaram todas as 12 questdes desta atividade,

conforme previsto.

Das 5 duplas restantes, uma respondeu a questéo 4 dizendo que 0 espaco
€ nulo quando a moto estad parada. Na questdo 9 essa dupla respondeu que o
espaco € 600 km, quando t = 12h, o que para t=12h, 600km correspondem a
distancia percorrida e na questdo 10 respondeu que o menor valor do espaco &
guando a moto esta parada. Essa mesma dupla errou nos calculos da questao 11
e consequentemente, da questdo 12, respondendo corretamente as demais
questdes. Pelas respostas dadas, essa dupla confunde alguns conceitos basicos
da Cinematica, notadamente o de espaco com o de velocidade e com o de

distancia percorrida

Uma outra dupla ndo respondeu corretamente apenas a questdo 10,
dizendo que o menor valor do espaco € 0, quando t = 10h, deixando assim, de

considerar 0s espacos negativos.

As outras 3 duplas erraram nos célculos das questdes 11 e 12 e
1lilh e

responderam na questdo 8, que 0s espac¢os sao negativos quando t
qguando t = 12h, ndo considerando, dessa forma, os instantes entre 10 e 11h e

entre 11 e 12h. Responderam corretamente as demais questdes.

No final da atividade, foram discutidas as respostas das questdes e dito

AS

gue na questdo 12, essa razao era chamada de velocidade média. A
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seguir foi feita a institucionalizacdo do conceito de velocidade média, como
sendo a razdo entre a variacdo do espagco e a corresponde variacdo do
tempo. O interesse dos alunos continuou sendo demonstrado nesta segunda

atividade da primeira sesséo.

Cabe considerar, que o acerto nesta atividade foi melhor do que na
atividade anterior, pois o diagrama cartesiano apresentado permitiu uma melhor

visualizacédo dos casos de variacdo, conforme foi previsto na analise a priori.
Foi pedido aos alunos que procurassem nao faltar na proxima sessao.

Os acertos dos alunos sdo mostrados no grafico abaixo:

21
19 1
177
157
131
1t

Duplas

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Questdes

6.2. SESSAO 2

Esta segunda sessao foi realizada no dia 16 de junho de 2001, das 8h30 as
11h30.

Compareceram as 21 duplas da sessao anterior e foram aplicadas as

atividades Il e IV.
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6.2.1. ATIVIDADE Ill — Anélise a posteriori

O que se esperava desta atividade, era que os alunos diante de um
problema envolvendo uma situacdo real, se exercitassem no calculo da

velocidade média, para uma melhor compreenséo das proximas atividades.

Das 21 duplas, 13 acertaram todos os seis itens da atividade.

Das 8 restantes, foi constatado o seguinte:

4 duplas erraram as questdes d) e e), pois consideraram o trem saindo
da estacdo B as 10h50, quando deveriam considerar saindo as 11h, uma vez que
conforme o enunciado, o trem permaneceu parado nessa estacao durante 10
minutos. Provavelmente isso tenha ocorrido por falta de atencdo ao enunciado ou

por mal interpretacéo da figura.

2 outras duplas, obtiveram valores aproximados nos céalculos das 4
velocidades médias onde apareciam minutos, porque na transformacdo de
minutos em horas, utilizaram nameros decimais com duas casas apo0s a virgula e

calcularam corretamente as 2 outras.

As 2 duplas restantes erraram no calculo das 4 velocidades médias
onde apareciam minutos, pois ndo souberam efetuar as devidas transformacgdes

e acertaram as outras duas.

No final da atividade, foram discutidas as respostas e mostrado aos alunos,

como se faz a transformacéo de minutos em horas.

O grafico a seguir, mostra os acertos dos alunos.

21 -
19 B
17
15 B
13 B
11 B

9 |

Duplas

7
5 ||
3
1

a b C d e f

Questdes
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Verifica-se, que os resultados apresentados pelos alunos estdo de acordo

com o que foi previsto na analise a priori.

Apos um intervalo de 15 minutos, foi distribuida a quarta atividade.

6.2.2. ATIVIDADE IV — Analise a posteriori

Com esta atividade, pretendia-se que os alunos percebessem que somente
a velocidade média nédo é suficiente para responder com exatidao, a terceira e a
quarta questfes e sentissem a necessidade de um novo instrumento matematico

para isso.

As 21 duplas responderam corretamente a 12 questéo, ou seja: 720m :
40s = 18m/s, como era esperado, tendo em vista haverem praticado bastante

esse tipo de calculo, nas duas atividades anteriores.

Todas as duplas acertaram também, a 22 questao, isto é:

Oabs Vi = 100m : 5s = 20m/s
5a10s V= 100m : 5s = 20m/s
10 a 15s Vi =90m : 5s = 18m/s
15 a 20s Vi =80m : 5s = 16m/s
20 a 25s Vi =60m : 5s = 12m/s
25 a 30s Vi =80m : 5s = 16m/s
30 a 35s V= 100m : 5s = 20m/s
35 a 40s Vi =110m : 5s = 22m/s

Na terceira questdo, foi previsto que uma grande parte dos alunos
estimaria em 16 m/s a velocidade no instante t = 20s, por ser esta, a velocidade
media no intervalo de 15 a 20s. Entretanto apenas 3 duplas responderam como

foi previsto.

A maioria (18 duplas) respondeu 18,5m/s, dividindo a distancia percorrida

nesses 20s, por 20s, isto é: 370m : 20s = 18,5m/s.
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Na quarta questdo, como era esperado, todas as 21 duplas

responderam 15s.

Na 52 questdo, 17 duplas responderam que a velocidade maxima
permitida foi superada e as outras 4 disseram que nao, provavelmente por nédo
terem observado que no ultimo intervalo de tempo, a velocidade média foi

superior a 20m/s.

Como na sessao anterior, foi possivel perceber que os trabalhos desta

sessdao, desenvolveram-se num clima de grande interesse por parte dos alunos.

No final da atividade, foram discutidas as respostas com o0s alunos,
fazendo-os perceberem gue o fato da velocidade média do carro apresentar um
determinado valor num certo intervalo de tempo, ndo significa que o carro tenha
sempre aquela mesma velocidade, em qualquer instante desse intervalo, podendo

sofrer variagao.

Foi dito aos alunos que na préxima sessao iriam “descobrir” um método
matematico para calcularem a velocidade de um madvel num certo instante, que

procurassem nao faltar e ndo se esquecessem de trazer uma calculadora.

O grafico a seguir mostra os acertos dos alunos.

21
19
17
15
13
11

9

Duplas

4
5
3
1

1 2 3 4 5
Questdes
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6.3. SESSAO 3

Nesta Ultima sessdo, compareceram as 21 duplas da sessao anterior e

foram aplicadas as trés ultimas atividades, V, VI e VII.
Ela foi realizada no dia 23 de junho de 2001, das 8 as 12 horas.

Entre as atividades V e VI, houve um intervalo de 15 minutos, 0 mesmo

acontecendo entre a VIl e a VII.

6.3.1. ATIVIDADE V — Analise a posteriori

Com esta atividade pretendia-se que os alunos percebessem que guanto
menor a amplitude dos intervalos de tempo, mais a velocidade média se aproxima

de um determinado valor (no caso, 20m/s).

Este tipo de exercicio sugere a necessidade de se determinar a velocidade
num instante a partir da velocidade média entre instantes proximos do instante

considerado (no caso, t = 2s).

Das 21 duplas que participaram desta atividade, 17 acertaram as duas

primeiras questdes e 4 erraram nos calculos conforme previsto.

Com relacéo a terceira, por se tratar de uma questdo aberta, obtivemos

varios tipos de respostas:

“A velocidade média ndo é constante” (2 duplas).

“Quando a variacdo do tempo é pequena, a do espaco também ¢é&” (1
dupla).

“Na primeira questdao a velocidade média aumenta e na segunda
diminui” (5 duplas).

“Quando t = 2s, V=20m/s” (2 duplas)

Essas 2 duplas conseguiram perceber que a velocidade no instante t=2s é

20m/s, conforme previsto.
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“Nos dois casos, conforme At vai diminuindo, Vy, vai se aproximando
de 20m/s” (6 duplas).

Essas 6 duplas perceberam a nocéo de limite envolvida.

“A velocidade do projétil diminui na subida e aumenta na descida, até
atingir o solo” (2 duplas).
“Conforme aumenta o tempo, a velocidade diminui” (1 dupla).

2 duplas deixaram em branco.

Pelas respostas apresentadas, pudemos observar que a maioria nao
respondeu a terceira questdo como era esperado, ndo percebendo a nocdo de
limite envolvida. Entretanto, com excecao das duas que deixaram em branco e da

dupla que disse que conforme aumenta o tempo, diminui a velocidade, todas as
demais fizeram uma afirmacdo verdadeira, demonstrando com isso, que possuem

uma boa compreensao dos conceitos envolvidos.

Apesar de 13 duplas néo responderem a terceira questdo da forma
esperada, no final da atividade, na discusséo das respostas, todas conseguiram
perceber que quanto mais diminuia o intervalo de tempo, mais a velocidade média

do projétil se aproximava de sua velocidade no instante t=2s, ou seja, 20m/s

Esses resultados sdo mostrados no grafico abaixo, onde a regido entre 8 e
16, no item 3, representa as duplas que embora ndo tenham dado a resposta

esperada, fizeram uma afirmagé&o verdadeira.

Duplas

Questdes
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6.3.2. ATIVIDADE VI — Anédlise a posteriori

Apos um intervalo de 15 minutos, foi distribuida a 62 atividade.

Com esta atividade pretendia-se que os alunos percebessem que quando
a variagao At do tempo, tende a zero (infinitésima), a velocidade média tende

a um valor limite, chamado de velocidade instantanea.

Das 21 duplas que participaram desta atividade, 15 conseguiram calcular
corretamente a variacdo da altura e a velocidade média, as outras 6 erraram

nos calculos, conforme previsto.

Observamos que essas 6 duplas que ndo conseguiram obter os valores
corretos da variagdo da altura e da velocidade média, possuem dificuldade em

calculos algébricos.

Dessas 15 duplas, 11 conseguiram responder corretamente a terceira
guestao, ou seja, 20m/s, enquanto que das 4 restantes, 2 deixaram em branco e
2 responderam 15m/s, apenas eliminando At no valor da velocidade média

obtida anteriormente, e calculando a diferenga 20-5=15

ApOs o término desta atividade, foram discutidas as respostas das
questdes feitas a institucionalizacdo da definicdo de velocidade instantanea,

ou seja:

Dada a funcdo horaria S =f(t), de um movimento qualquer, a velocidade
do movel num instante t=t,, é o limite de sua velocidade média no intervalo de
tempo de t;y a ty +At, quando At tende a zero, isto é:

V = |im AS/At
At -0

Em seguida foi dito aos alunos, que esse instrumental que acabaram de
obter para o calculo da velocidade num certo instante, poderia ser utilizado, de

uma maneira geral, para o estudo da taxa de variacdo de uma fungdo num ponto,

conforme seria visto na atividade seguinte.
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O grafico a seguir mostra os acertos dos alunos.

21
18
o 15
g 12
s 9
0 6
3
0
1 2 3
Questbdes

6.3.3. ATIVIDADE VII — Anélise a posteriori

Depois de um intervalo de 15 minutos, foi distribuida a sétima e udltima

atividade da sequéncia didatica.

O objetivo desta ultima atividade era fazer com que os alunos, de posse do
conceito de velocidade instantanea da atividade anterior, chegassem ao conceito
mais geral de derivada de uma fungcdo num ponto, onde as variaveis x e y ndo se

restringem apenas a tempo e espacgo.

Antes de iniciarem os trabalhos, foi explicado que eles haviam encontrado
um instrumental matematico, que Ihes permitia, dada a funcéo horéaria S = f(t) de
um movimento qualquer, calcular a velocidade num certo instante e, sendo a
velocidade uma taxa de variacdo entre espaco e tempo, iriamos procurar
generalizar e utilizar esse instrumental para encontrar a taxa de variacao
instantanea de uma fung&o qualquer, y = f(x), onde y e x nao representassem

obrigatoriamente, espaco e tempo.

Conforme nossa previsdo, apos a discussédo das respostas da atividade
anterior, todos os calculos foram refeitos e as 21 duplas chegaram aos

resultados esperados.
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Dissemos aos alunos, que o valor obtido no item 5 (20), era chamado de
derivada da funcéo f no ponto x = 2, e que, no caso particular de f ser uma funcéo
horaria, com y e x representando as grandezas espago e tempo, respectivamente,
a derivada de f no ponto x = 2, indicava a velocidade do mével no instante x = 2.

A seguir foi feita a institucionalizacdo do conceito de derivada de uma

funcdo num ponto, isto é:
Dada afuncédo f:A - B, definida por y =f(x), o valor

f'(xo)= lim_ flxo +AAX)_f(X°) (caso exista),
X = X

é chamado de derivada da fungéo f, no ponto x = Xg.

Foi possivel perceber o interesse dos alunos durante o desenvolvimento
das atividades desta ultima sessao e também o grau de satisfacdo demonstrado

por haverem obtido as respostas esperadas.

O grafico abaixo, mostra os resultados obtidos.

21

18 —
n 15 —
‘_QU_ 12 s
s 9 —
&) 6 B

3 |

0

1 2 3 4 5
Questdes
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

Considerando que os alunos apresentam dificuldade para entender o
conceito de derivada de uma funcdo num ponto, definida da maneira formal a
partir do conceito de limite, conforme foi visto, procuramos verificar se a
introducdo desse conceito a partir do conceito fisico de velocidade instantanea,

traria beneficios para a sua aprendizagem.

Com fundamento na Teoria da Aprendizagem Significativa, e utilizando
como metodologia da pesquisa a Engenharia Didatica, preparamos uma
seqUéncia de ensino, composta de atividades envolvendo “conhecimentos
prévios” dos alunos, de modo que despertasse seu interesse em relacionar os
novos conhecimentos, de maneira substantiva (ndo literal) e ndo arbitraria, com
esses seus conhecimentos prévios, a fim de que sua aprendizagem se tornasse

significativa.

Durante a aplicacdo da sequéncia, foi possivel perceber o interesse
demonstrado pelos alunos, uma vez que as atividades envolviam problemas de

Fisica que ja lhes eram familiares.

Observando o desempenho dos alunos nas duas primeiras atividades, foi
possivel observar que eles apresentaram maior facilidade de interpretar um

grafico do que uma tabela.

Notamos ainda que a confusdo entre espaco (posicao), velocidade e

distancia percorrida, por parte de um grupo de alunos, verificada nas atividades
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iniciais, podera comprometer sua aprendizagem. Esta € uma questdo que poderia

ser aprofundada.

Os resultados apresentados pelos alunos, vieram confirmar nossa previsao
feita na analise a priori, com raras exceg¢fes, como na terceira questdo da
atividade IV e na terceira questdo da atividade V, validando dessa forma, esta

pesquisa.

Pela producédo dos alunos e pela discussao das respostas no final de cada
atividade, foi possivel perceber, que eles entenderam que a velocidade
instantédnea pode ser calculada como o limite da velocidade média num intervalo
de tempo de amplitude tendendo a zero e, na ultima atividade, que a derivada de

uma funcdo num ponto € uma generalizacdo da velocidade instantanea.

Esses resultados nos fazem acreditar, que a opgao de introduzir o conceito
de derivada de uma funcdo num ponto, a partir do conceito de velocidade,
bastante familiar aos alunos, fazendo parte de seus conhecimentos prévios,
contribuiu bastante para a sua aprendizagem, fazendo com que eles vissem
sentido no que estavam aprendendo e fosse despertado o seu interesse em
relacionar, de maneira substantiva e ndo arbitraria, o novo conhecimento aos

seus conhecimentos prévios, tornando assim, a sua aprendizagem significativa.

Gostariamos que esta pesquisa pudesse influenciar os professores no
sentido de modificarem suas aulas puramente expositivas, propondo atividades
envolvendo questbes relacionadas com os conhecimentos prévios dos alunos,
para que eles possam participar ativamente da construcdo de seus novos

conhecimentos, vendo sentido na sua aprendizagem.

Esperamos, com este trabalho, estar dando uma modesta contribuicdo ao

ensino-aprendizagem do conceito de derivada de uma fungdo num ponto.
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ANEXOS

Apresentamos a seguir, 0 questionario aplicado aos cinco professores de
calculo e algumas respostas dos alunos que participaram do teste de sondagem e

dos que participaram das atividades da seqiiéncia didatica.
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Quais as princips dificuldades apresentadas por seus alunos, para entender
derivada T

T L S e ot ok e o Py = = PP PP 5 B it o R by et b L £




EXERCICIO 1

I Quais dos problemas seguintes envolvem o conceito de derivada?
Vocé sabe dizer por qué?

_}.'E}Eu a retn que passa pelo ponto { 12 ) ¢ & paralela & reta tangente &
I__. [t _].I':IJ—-d'I'I'E.mm[j;D}_

b)) Um tridgngulo eqiilitero estd inscrito num circulo de 3em de o, Caleule a
arca desse trmangulo:

¢} Dadas as fungdes:
=1l +a”) ¢ glo)=3la-a)

demonstre que;

flx+y)= 10+ gledely)

—'}:”'. d) Uma cidade ¢ atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de saide
" caléulam que o nimero N de pessoas atingidas pela molésti, depois de um
tlempo 1 { medido em dias a partic do primeiro dia da epidemia ), €

Il

: N=64r——
aproximadamenis 3 -

Cual a razdo do expansiio da epidemia quando = 47

r_ ﬁmmmmlmHﬂ:ﬂkammwm.ﬂnu
— de produgdo ¢ dado por C = 150 + 300x e o valor obtido na venda ¢
—dado por V = 1500x — 10x" , determine o nimere que deve ser produzido por

més, para que o lugro L = V - C sejn miximo.



EXERCICID |

s dos problemas seguintes envolvem o conceito de denvada?
Vocé sabe dizer porgué?

a) Enconire a reta que passa pelo ponto ( 1:2 ) e € paralela a reia tangente @
pardbola ¥ =X —4x+3 noponto | 301,

b) Um tmdngulo egililitero esta inscrito num circulo de 3cm de rmo. Caleule o
res desse trifingulo,

¢} Dadas as funges:

f)=2a+a) o gl)=3le-a”)

[

demonsire que:

flx+y)= Flxh )+ glx)e(y)

d} Uma cidade ¢ stingida por uma moléstin epidémica. O seétores de sadde

calculam que o nimers N de pessoas atingidas pela moléstia, depois de um

tempo t { medido em dias a partir do primerro dia da epidemia ), &
!

mimnﬂmmﬁzﬁm-T

Crunl o razdo de expansfio da epidemia guando t = 47

¢) Uma fiibrica produz x unidades mensais de om determinado produto. Se o
custo de producdo é dado C = 150 + 300x ¢ o valor obtido na venda &
dado par V = 1500x - | , determine o nimero que deve ser produzido por
més, para que o lucro L =V - C seja maximo.



EXERCICIO 1

1, Qums dos problemas seguintes envolvem o conceito de derivada?
Vocé sabe dizer por que?
H}Enmrl:‘:nr:tﬂqll:pﬂﬂlpﬂiﬂp{rml:{1,1}1:é[mﬂll:lairmtmg=ulﬂi
paribola V= x* —4x+3, noponto( 3:0)

v o,

u_.,Ln.—l—-I-H-r\- L P
b} Um 'I:rnﬁngul.q:r eqiilitero esti macn-.tu num circulo de Jem de rio. Calcule a

drea desse tniingulo. = G
- {c.‘,g—-ﬂi:!-_n_-.l‘h. -'ﬂ,,Ln.,— - |:.I‘|/_.r"' | £ 3
o) Dadas as fungoes s s

f{x]=%{a‘+a"] e S[-"]";‘{ﬂ:_"_r],
demonstre que;

S+ )= fxhf () + glx)ely)

¥, d) Uma cidade é atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de saide
calculam gue o nimero N de pessoas atingidas pela moléstia, depois de um
tempo t { medido em dias a partir do primeiro dia da epidemia ), €
l,!-
aproximadamente N = M'_E :

Qual a razdo de expansio da cpidemia quando t = 47

¥ ermﬂlmupmdmxunidad&smsmdeum determmado produto, Se o
cugto de produgio ¢ dado = 150 + 300x ¢ o valor obtido na venda &
dado por ¥V = 1500x - 10 dﬂtﬂmmeunumuqmdnwmmndundupm
més, para que o locro L = Y - C seja maximo.



EXERCICIO 2

2. Se vood tivesse que explicar a alpuém o que ¢ derivada de uma fungdo [ no
panto ¥, como vocé farin?

- Faria. = \ulrcffcw-.#‘a:@ %&mmél-rma.._
Sa Secivada de vwan %w@ £

mo  pomda R

Vi
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EXERCICIO 3

Cuass dos afirmaglies sepuintes vocd acha que comesponde a denvads de
uma fungdio num ponio? Jashifigue.

a) E uma regre
b) E uma reta tangente.
¢} E uma fungio.
E um nimero cormespondente 4 tangente de um fngulo.
) E um nimero que cormesponde 4 &rea de uma figura plana.

E_,.ML e L _,_',_g.— Lt.c’g.:.,u_il_ ﬂ'l-";?.l.n.i‘d-fL _.-F-ﬁ:.r_;._;';f; }rﬁx_’ﬁr



EXERCICIO 3

“mmmwwmwwutﬂmﬁ

ﬂE'ﬂml.m
“WLE uma reta tangente.
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EXERCICIO 4

Cuais dos afimmogbes seguintes vocé acha que comresponde a noglo de
derivacda? Justifidgue,

E uma regra.
E um medidor de variagio.

éfﬁﬂ'
E uma funglio, @
£ oynidigls gl v | £ felpmirdomd’
s ot sl
f i Lmid o il i s
dhia o am

Euma. flomgd 'Mﬂmﬂf&’?‘ﬁ?‘“‘”ﬁ‘“
L o
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Ativi 1

Mo estudo do comportamento cmemdtico de oma particuls, numa  traperieis
retilinen, foram repistradas suns posigies m cadan 5 sepundos, resultando a tabeln
sepumte, onde o espago 5, que mdica a posigio do particula na ingetora, no nstante t, &
medicho em metros e o lempo 1, e segundos,

[ts) | O s w1525 ][30]35]aw] 5] 50
[Stm)] O | 10 [ 260 ) 25 1 30 | 45 | 50 | 40 | 20 | 15 | 5

I. Qual o espago, quando 1= 357 [0 9

2. Qual o espago, quando t = 4087 <4 T

1. Em gue imstante o espago assume seu maior valop? 56040

4. Em quais instantes a particula ocupa a mesma posiglo na trajeloria? /0 & S04

5. Em qual intervalo de tempo 0s espagos crescem? € G S5

fi. A partir de que mstante 0s espagos decrescem? S04

7. Qual a variaglo do espago quando o temipo varia de 10a 2557 #& -0 = <77

8. Qual a variagdo do expago quando o tempo viria de 10 a 4057 <0~ 29 = O

9, Cual a variagado do espago quando o tempo varia de 20 a 4557 §5-30== rﬂ-mju
10,63 que vocd acha que indica uma variagio negativa do espago” ﬂ!’&m?fj L

11, Em que mstante tem-se § = 15m? #5 4 ¥
12 Represente num diagrama carmesiand os pontos (1, 5) obtidos da tabela
& Hm)
[+ AR
- 5 — i
A A —— = — '|._.|.- .
ol | | |
i | | 4 |
N — o ey L.
b |_ 1 |—-] ?_$
i '. 1 I L _| It e i
o e e s o e e o
£ 10 1% 3 30 35 40 45 50
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Atividade |

Mo esmude do comportamento cnemabico de uma porticula, noma teajetocia
retilinea, foram repistradas suss posigdes a cada 3 sepundos, resultando a tabela
segninte, onde 0 espage S, que indica a posigdio da particula na trajelonia, ho nstante 1, €
medido em melros ¢ o tempo L, em sepundos,

W) | © [ 5 [ 0| 15[ 20 [ 29
Sm)| 0 | 10 | 20 | 25 | 30 | 45

45 | 50
15 | 5§

p | 35
SEI:

40

AL
20

| Qual o espago, quando | = 587 /Clest

Qual o espago, quando t = 4057 Ll e

_ Em que instante 0 espago assume seu maior vabor? ;(f_ %rj
Lmquumm:mrﬂnulummnnmnpndﬂumrraﬁﬁm?f f.ﬁ,.tlf' ;E:{L
Em qual intervalo de tempo 08 espagos creseem? (0 o = )

A partir de que instanie os espagos decrescem? -5

14

Chial a voriagio do espago quando o tempo varia de 10a 2587 & g
Cuial 2 varisgao do espago quando o tempo varia de 10 a 40s? &7
Cual 1 varisgdio do espage quando o tempo varia de 20 o 4557 f:l,,,,

mu“vmémq“mmmnﬂwlﬂdﬂm?d&ﬂéi -
2 4 s

@ w oa P o o w

I1. Em gue instante tem-se 5 = | $m?

12. Represente num dmprami cartesiano os pontos (L 5) obtidos da tabela.

& SHm)
504« - T b

) = I L]
3+ .

wr— o

(o
: |
LY

Xiv



Atividade

(3 grifico abaixo mosta como vane o espago S, em funcho do tempo 1, de uma
medo o rodoy
(s espocos sio dados em quildmetros ¢ os tempos em horas

I —

2150

-1 -

1. Qual o espago il ST (0= 0) Lo

[

{Jual o espago para t = 2h? <o

3, Qual o cspapo parat = 4h? o

4. Em gue instante o espago & nulo? ¢ do 4

5. Para quais valores de tsetem S = 150 Km? C =/, F

. Em qunl mtervalo de tempo o espagas sio crescentes” © - 0 o & -
7. Em qual s8n decrescentes? £ 0 o - A2

£ Em qual infervalo de tempo os espagos sio negativos?

e B = R - W SR

XV



4. Oual o mawr valor do espago © quamdo 1550 acontece”
eSSy s T=Y
10, Cual 0 menor valor do espage ¢ quando 1550 acontece”
S = jar 40 B 42
11.Determine a vanagio AS do espago, nos scguintes miervalos de tempo:
al Dalh .|!|_5-. 5o - o ﬂ“drﬁl_;.'r]
b) ladhds «do0 - s < s - Log
¢) 2ash bs- G50 - S -ids s 1/

di Iﬂﬂl{'.-_-_ 5 A5 r|;I;|-_-_-'-_|
ﬂhﬂ“'—“*&'-.ﬂ{nqm

.r]- Bﬂ]zhb!p"'lﬂ:-- Ic:' __1!_'-‘: -;-'ﬂr
&

llﬂﬂnﬂenm&p%.Mamﬁaﬂudﬂwaavm@m.

[ As g5 )
|_.. |||' L :I = B a
Irr'-:";a"-ﬁ% :.-:_h_f 50 |
e 7' i L—I_—ll

el . g5 166

e i | o
&

{ 5 :Iill-\' I_. - -'I
i ¢

[ EI-__ 5 fj-ﬁ. | o = e

1 | ol =

> B e '|. _EJ._

I.-é._l.l “—_‘:‘_ - #-:‘Iﬂ_ ﬂ v |

- ! _- |_ _.“:l [}
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Umtr:mpm:d:mnﬂmﬂnﬁ.hm!imﬂnnﬂm?ﬂd:umufenwh,iumhc
apos 50 minutos chega i uma estagio B, localizada no Km 130, onde permanece parado
por 10 minutos. Em seguida passa por uma estagho C, oo Km 130, &s 11h20 ¢ chega &

| estagho D, localizada no Km 180, ds 12h, conforme esquemia.

C [150)
Calcule a velocidade média desse trem, em km/h, nos seguinies percursos. -
Ao - 430 - {¢ 406 =2"°
a) deAaB #Urrn S e {
il T

-3 M
b) deAaCy \e 7 e M 5"5 =/ _ ap 360 !Es b 4
¢) deAnDays, -—“ic ' e

djdeBaC =05 {

0 "'B“nl?"’fmgﬁ _{:-r:ﬁ___iﬂ

fj deCa El"l’jp /7 /
it 130 - 56 . kb)) 3
=l el
E'.-"H:'- _J_'_-T M‘ﬁ‘:‘ -—l}r‘}JI

JI.:'Lr . 2= {f_fi;
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Ativi 111

Um trem parte de uma estagiio A, localizada no Km 70 de uma ferrovia, és 10, ¢
apds 30 minuios chegn & uma estacio B, locilizada no Km 130, onde permanece parads
por 10 minutos. Em sepuida passi por uma estagio C, no Km 150, 4s 11h20 & chepa &
estagio [, localeada no Km 180, a5 12h, conforme esquemi,

v 1B0)
C (150

Calcule a velocidade média desse rem, em km/'h, nos seguintes percirsos:

a) de AaB
b) de AnC
e deAalD
dydeBaC
g deBaD
0O deCaD

A= b = 4300 = 60 _ £3,28 KR,

a0, B3 qgg

Dm=2s = 4029 do = 60,45 Hamfhe

AV ~fle = o0, < 440 - 55 knf
A= .- ’ﬁ’”‘?-_-ﬂﬁ GO,60 M)A,
0,34

o, 33
Minofls- = L0130 55 - 5O K4,
Preie - s8t70_ 55 _ i 4 Kl

G e¢ qﬁ-
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Atividade 1V

A cada intervalo de 5 segundos, observa-se a posigio de um carro numa
rodovia, com a finalidade de venficar se em algum momento sua velocidade
superon & mdxima permitidn que ¢ 20md's (72 kin'h),

Com o dados obtidos construn=se a tabela sepuinte:

i(s) [0 5 10 15 |20 |25 i 135 40
S{m) (0 100|200 {290 [370 [430 (510 |610 |720

1) Caleule a velocidade média do carro durante o intervalo total (40s) 3:15_‘:‘, -—!5%
D

2) Calcule a velocidade média: do carro em cada um dos intervalos de §

segumidos,

3} Faga uma estimativa da velocidode do carro no momento em gque o
crondmetro indica 20 segundos dgm}{j

4} Durnste quanto lempo voed acha que a velocidade for inferior a 18m/fs? 15 5

5) Vock acha que em algum momento a velocidade méxima permitia foi

superada? 550

ZJ 0a5% >
-||{}.:1|.'i_5—1- %
5

.,1'.4'_).“7.'..'-_5—? G?ﬂ

{co

o
5

= 20 ™

= 18 "%

:‘2’%

aoﬂ.'i"l'ﬂ_ﬁ -+ ____:r;,l'ﬂ"ﬂ"/;

S

Sal0s

"E_Gﬂ..?DE

25303

35a 4os —

180 - 20w/
5 =
30 _ 16w
2
B0 _ | &y
-]

XiX



Atividade V

Um projétil ¢ langado verticalmente para cima e sen movimento sepue

aproximadamente a equagio b =40/ — 51" | onde a altura h em relagdo ao
solo, num instante t, ¢ medida em metros e t em segundos.

1) Caleule a velocidade média desse projétil, nos seguintes intervalos de
tempo:

a) 2ads
h=2=h=80-20=060
bh=3=2k,=120-45=175
PR P, Sl L

# =15m/
e TR il 5
b 2a2ss
-‘|=2=:-||i‘|:ﬁﬂ
f,=25=h =6875
Ay
?F=¥= 4 -l—t'\-L = f_'}l. o '1.].: .l-i-,lll.n
| ety = 010
a) 2a2ls
.F|=2=-‘J'-JJ'|=EIU
=220 = 4o(22) -2 (22) = ¥3- Y
Ab = 63,
-lrm_'_
A2
Vo = 631-60  _ g,/
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di 2alls

h=2=h =60
h=2l=m= lot-=t™ -
e Ha [24) = = (42 )
AR |52 £Y - 228 = B &
0@ T lmyy
e} 2a20ls
f|=2=.ﬁ|=ﬁﬂ
1, =201=s ht, = 6,1995 i |
a Ak _asas =(1995 )
S 1 oy )
2} Caleule sua velocidade média. nos seguintes intervalos:
a) laZs
I|=|=r,||=4ﬂ—5=35
ty=2=h, =60
M _ho=hy 25 :
- A Pl i _H’:-”f
b) 15als
Lh=15=h = Ll'l‘.ﬁi - 544 - < Y
= L —~S(\3
Sk 0 (y3) = 30452

] ! — 9 , T | =
"Il'. - | g:l'l = ..J:A 3 L'I - } 1IE = 'II[J;E-J ; f_-.—"llll
M = 1ar

_}.J.-Ji.‘l _I__:F;E f_g’ - J

|
Ll
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) l,Bals
f,=18=h =558

H,=2=h, =60
Lol M o Dkt
Ll M _._._._._...--"" - __'_'__,_,_,—'—_
O,
diy 1%a2s
p=19=h= 4Hot-1%= ya(hs)-S(1A)™
1, =2=hy =60 F6 - 12 ov:/f357)
Ah o~ J
V.—*E- - _Q.,.J "_L__ = & 0% _ -fu-._.;,.'T_ “‘",J.E |
1;_‘1-4. 2,10 -
e} 1.99 4 23
t, =199 = h, = 59,7995
f,=2==h, =60
‘l--qﬂ—hn“‘}ﬂﬂsz 'i..'l:] T‘\- '1-""I|I_._|
Ar 01 '

3) Analisando os resultados obtidos nas duas questdes anteriores, o gue
voce phserva?

|“ i
ﬂ-&rﬁ- H_Lw:. Caies O U{L;fltﬁﬂ:jﬂg{y'__ w_fL.f;.,_
M O da 20,/
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Atfividade ¥

Um projétil é langado verticalmente para cima e seu MOVIMEnto segue

aproximadamente a equagio h=40r—5¢° , onde a alura h em relagio ao
solo, num instante 1, é medida em metros ¢ t em segundos.

13y Calcule a velocidade meédia desse projénl, nos seguintes
imervalos de lempo:

a) 2ais
| =2=s b =80-20=060
t,=3=h, =120-45="75

_ Ak bk 1S

v, — =15m/5
At =1

b) 2al5s
L=2=h =60
t,=25=h, = 6875

AR 235 . 4
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dy 2a2ls

=2 = h =60
r?=21|_=.}|= = :'||'-I- = .-: | "l _ 40 4 -5 [ )4
A 450 . s
P oo —F —— = -
[ M 0 r

g) 2a20ls
[, =2=h =60

=201= h, = 61995
o= 4998 2 149,5 /-

: as gat

2} Calcule sua velocidade média, nos seguintes mtervalos:

a) lals
Lh=l=h=40-5=35
,=2=h, =60
¥ M ——h]'-—nlﬁm'.".r

b) 15a2s

=|1j=..h| =hn {5-5 (15 | = haf] — |J__ 15 =
Iy =2=rh, =60 :
Ah Jiti,::_' = 5'11 o] 'JII.-"I-,

= . A L
=—=
‘. : —

B2
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¢} 1Bals
(= 18=h =558
ﬂ.‘: J!|1'! = 8 _,_ L.

v, =—m= 17

a2

d 19%als
fr=l‘q=‘h‘l= K 1.' & ':q_‘,".i'.l-\-: +i - :|"I"" ‘_--__ T I.__
t,=2=h, =60
Vi s 2,05 = A0, Fwmia ¢

m 1 |'||
&) 1.99a2s
t, =199 = h =359.7995
,=2=h =60
wr =£Iu'2mi' :'.I.E-i-r:l'.“_-\. L
" oAr 001

3)  Analizando os resultados obiidos nas duas questdes anteriores, o

que vocé observa?
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Atividade VI

Comsidere o movimento do projénl da atividade anlerior de equagdo

=40t -5
Sgbemos que & altura alcangada pelo projétil apds I segundos do
ltpamento & Glhn.

Suponhamos que o tempo ¢ sofm wina variagio m.pﬂmﬂndﬂ'ﬂ = ]
para Ts =2+ A Em consequéncum, a altwra b sofrerd uma varagio Ak,

passando de 7, =60 parn B, =60+ Ak

1} Cabeule a variagho Al

Ay
2y Caleule a velocidade média F.‘I.mlnlmh:h h=2a

=3v A,
3} Sea vanmgdo Af fpsse tao pequena ( infinitesinal ) a ponio de
pud:rgrdeq:tnda{muhth],quﬂﬂfuuwlmﬁ\ﬂmiﬁﬂ:

midin?

) viilor obtido ¢ chamado de velocidade instantinen, no instante 1 = 25 ¢

.
|_1' M I: -II.LT o -Il'.l'..LTEiJ

&nﬂkﬂnm‘!_;ﬂlm id-= *-'.-"f'-i-_ -'['1 :!lj';__--{ﬂ‘l

] =0 O gl =S s At O3 ) o Boe

o = bk - Shl J’-_J:u.f,u- b, LERE TS i

o — bo# At - SAEY
Buboshs e A0t csily =

e
~Slas gt L
it — g =
Aot gt

XXVi



Atividade VI

Considere 0 movimenio do projetil da atividade anterior de equagio

h=40¢ - 5¢°

Sabemos que a allura alcangada pelo projétil apos 2 segundos do

langamento & Glhm.

Suponhamos que o tempo t sofra uma vaniagio -'-"'J,-pusam:iu:lur,=1
para I, =2+Ar Em consequéncia, a aliwra h sofrerd uma vanagio Ah,

passando de iy, =60 para By = 60+ AR,

1) Calcule a variagio Ab.

Ak
2)  Calcule u velocidade média V. = —— no intervalo de h=2a

MT
F|=1+.'_'Ll'_

3)  Se a variagio A fosse tAo pequena ( infinitesinal ) a ponto de
poder ser desprezada ( anulada ), qual sera o valer da velocidade

miédiaT

1 valor obtido ¢ chamado de velocidade instanténea, no instante t = 25 ¢

A

& indicada por Y2 = EE}.E

i) 6o+ a k= Ho(etat)-5 (o 1ak = BO+I0 AL —

(@a+ 20 s + 4t = Eorloat -20 —aort A"

= t20Aat-Gat”
7)) V= 20 - 5AL
_E}L..fw;-éﬁj»,ﬁ': 45
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Atividade VI

Wa atvidade anterior, vool viu que para obter-se a velocidade do projetil
no instante t = 2% basta calculer sua velocidade média entre os instantes 2 ¢ 2+ A1 e
fuser AL tender a zero.

Imagine agora, que a equagio da atividade anterior, v = 40x—5x’, defina
uma fungio [ qualguer, onde as vandvers x e ¥ nilo representem obrigatoriamente
lempo & espego.

Assim sendo, refaga os cilculos antenores, ou seja

1) Caleule 2, = B —=s4. 60
2} Calcule fi2+ Ax ) onde Ax representa uma variagio da vanavel ndependente x.
3) Quando x vana de 2 a 2+Ar, caleule a variagdo Ay, sofrida pela varidvel
dependente v, isto é, calonle Av= {2 + Ax)- f(2).
ﬂ_1{1+-'11'1—.i"{!]l__
Az Ax
5) Como na stividede antenor, faga Ar tender a zero, ou seja, calcule

o L outim 4 2 = f{2)
uﬂum f-TE &:

4y Calcule a razdo enire a8 variagies

O valor obtido € chamado de fungio f, no ponto DERIVADA da x=2, ¢

costuma s indicado por ©(2) ou [g]

Entdo: f (2)=lim S22+ MJ—_.IE

- a

= (240%) =Ha (2+Ax) -5 (2+8x)* - 40+ 4ol X
(U UAR+AR? ) 30 E400x- 30 200K -5AxY =
= 6o+ JoAn—GhHKY

3) By = 6ot dobn -SRI 65 L 20BX - shx™

qj% = &g=SO¥ 5 {au—%ﬁj - =20
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