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RESUMO

Este trabalho relata uma pesquisa realizada por meio de atividades que
privilegiam a agéo dos estudantes.

O ensino e a aprendizagem dos conceitos relacionados com limites e
infinito tém se mostrado arduos e, muitas vezes, com resultados
insatisfatorios. Aline Robert realizou, na Franga, uma pesquisa com mais de
1.300 estudantes sobre a aguisicdo do conceito de convergéncia de
seqUéncias numéricas. A pesquisadora concluiu que a aprendizagem seria
mais efetiva se 0 ensino desse conceito fosse conduzido através de
atividades realizadas pelos aunos.

Inspirados nessa pesquisa, e baseados na teoria construtivista de Piaget,
desenvolvemos um trabalho de atividades com alunos de um curso de
licenciatura em matemética, que ndo haviam ainda sido introduzidos no
estudo dos limites e do cdlculo infinitesimal. O objetivo desse trabalho é
propiciar aos alunos a apropriacdo de conceitos relacionados com a
convergéncia de sequéncias.

Utilizando-nos dos principios da Engenharia Didatica, elaboramos e
aplicamos uma sequéncia composta de 10 atividades e um pos-teste.
Nessas atividades foram trabalhados, através de problemas, os conceitos
relacionados com sequiéncias numéricas e convergéncia.

A andlise dos resultados nos permitiu concluir que o procedimento
empregado possibilitou, em geral, o progresso do conhecimento dos alunos,
e em particular a aguisicéo, pela maioria dos estudantes, de nocdes articuladas
ao conceito de convergéncia de sequiéncias numericas.

Essa experiéncia representou uma ruptura de nossa prética pedagégica
tradicional, em favor de uma nova dindmica, que exigiu de nés e dos alunos
uma mudanca de postura.

Dentre as conclusdes, foram levantadas questGes que poderao ser objeto
de futuras pesquisss.



ABSTRACT

This study discribes research performed with the help of activities that
place great emphasis upon the student’ s actions.

Teaching and learning the concepts connected with limits and infinite
has proved a hard task, often with unsatisfactory results. In France, Aline
Robert has done research with over 1.300 students on the acquisition of the
concept of convergence of numerical sequences. The same researcher has
concluded that the learning process would be more effective if this concept
was taught by means of activities conducted by the students themsel ves.

Inspired by her investigations and also based on Piaget’s constructivist
theory, we carried out activity work with students from a Faculty of
Mathematics, who had still not been introduced to the studies of limits and
infinitesimal calculus. The am of our work was to enable the students to
better assimilate concepts related to the convergence of sequences.

Based on principles of Didactical Engineering, we prepared and applied
a sequence composed of ten activities and one post-test. During these
activities we utilized problems to work on the concepts related to numerical
sequences and convergence.

From analysis of the results we concluded that the procedure described
here promoted, in general, an increase in knowledge of the students and, in
particular, the acquisition, by most students, of notions related to the concept
of convergence of numerical sequences.

This experience represented a rupture of our traditional pedagogical
practices in favor of a new dynamics, which required of ourselves and of the
students a change in posture.

Among the conclusions are issues that can be the object of further studies.
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INTRODUCAO

Esta dissertacéo resulta de uma pesquisa que teve por objetivo propiciar
aos alunos de um curso de licenciatura em matemética a apropriacdo de
conceitos relacionados com a convergéncia de sequiéncias.

Na Andlise Matemética, o trabalho que envolve o ensno e a
aprendizagem dos conceitos relacionados com limites e infinito tem se
mostrado arduo e, muitas vezes, com resultados insatisfatorios. Parece que
existe, por parte dos alunos de matematica, um bloqueio em relacdo a
aprendizagem dos contetidos de cunho nédo a gébrico e ndo geomeétrico.

Como resultado de uma pesquisa realizada na Franca sobre a agquisicéo
do conceito de convergéncia de sequiéncias numéricas, Aline Robert concluiu
que, se 0 ensino desse conceito fosse conduzido através de atividades, a
aprendizagem deveria ser mais efetiva.  Inspirados entdo na teoria
construtivista de Piaget e nesse trabalho de Aline Robert, resolvemos readlizar
uma experiéncia com sequéncias numéricas, trabalhando os conceitos atravées
de atividades. Escolhemos trabalhar com alunos que néo haviam sido ainda
introduzidos no estudo dos limites e do calculo infinitesimal.

Este trabalho é o relato dessa experiéncia.

O Capitulo I, Problemética, expde a génese e os objetivos da pesquisa.

O Capitulo 11, Fundamentagéo Tedrica, € subdividido em duas sessdes:
Quadro Teorico Didético, onde é apresentado o referencial tedrico didatico no
qual a pesquisa se apoia; e Quadro Tedrico Matemético, que contém um
referencial matematico sobre convergéncia de sequiéncias numeéricas.

O Capitulo 111, Procedimentos M etodol 6gicos, refere-se ao principios da
Engenharia Didética e apresenta as trés etapas da pesquisa, que serdo
analisadas nos capitul os seguintes.

O Capitulo 1V, Pré-Experimentacéo, apresenta o problema de sondagem
gue deu origem a sequéncia didética. A aplicacdo e andlise dos resultados do
problema sdo expostos nesse capitulo.



O Capitulo V, A Seqguiéncia Did&tica, € de todos 0 maislongo. Nele sdo
apresentadas as 10 atividades da sequéncia com seus objetivos, andlises a
priori, aplicacBes, andlise dos resultados e o retorno dado a cada atividade.

O Capitulo VI, Pos-Teste, apresenta a terceira etapa da pesquisa
contém o ultimo teste, com sua andlise e conclusdes.

O Capitulo VII, Conclusdes, exple os resultados da pesquisa em seu
aspecto de aprendizagem de contelidos matematicos, e analisa a participacdo
dos alunos nessa experiéncia. Séo levantadas também questdes que poderdo
ser objeto de futuras pesquisas.

Os Capitulos VIII e X contém a Bibliografia e os Anexos. O Anexo |
apresenta um guestionario aplicado aos alunos apos o Pés-teste. Através das
respostas as questdes, o leitor se informa sobre o perfil desses alunos e suas
opinides sobre o trabalho do qual participaram.

*kk*%k



| O PROBLEMATICA

Por que a escolha do tema: estudo da convergéncia de sequéncias
numéricas?

Em 1982, na Franca, Aline Robert apresentou sua tese de doutorado em
Didatica da Matemética, versando sobre a aquisicdo da nocdo de
convergéncia das seqliéncias numeéricas no ensino superior.

Trata-se de um extraordinario trabalho no qual a autora expde a génese
e 0s resultados de uma pesquisa que envolveu mais de 1300 estudantes, e que
contou com a colaboracdo de varios professores- pesquisadores. Aline Robert
propds um question&rio aos estudantes dos quatro anos universitarios,
incluindo as classes preparatorias. Esses alunos tinham ja estudado as
seqUéncias convergentes. Foram preparadas doze questdes, a partir do
levantamento dos erros mais comuns aos alunos de dez classes de diferentes
professores. Dentre as questdes, dez sdo exercicios classicos, e duas exigem
gue o auno explicite sua concepcdo de convergéncia de seqiiéncias. ele
devera explicar a aunos muito jovens o que € uma seqiiéncia convergente.

Com essa pesquisa, Aline Robert tenta responder as seguintes questdes:

“ O gque quer dizer aquisicao?

Por gue estudar (mesmo parcialmente) o ensino de matematica no
superior? Por que essa nocao de convergéncia das sequéncias
numéricas?” ¢

Mas observa, quanto as conclusdes de sua pesquisa, que as respostas por
ela obtidas a essas perguntas estdo longe de ser completas, e que poderdo
mesmo tomar aforma de novas questes.

A autora da pesquisa justifica a escolha do tema afirmando que a
convergéncia de sequéncias numéricas faz parte de um campo essencial nos
fundamentos da andise matematica, campo que concerne as funcoes
numeéricas, aos limites de funcgbes, a convergéncia, aos nUmeros reais. As

1116] - pég. 307



sequéncias ocupam ai um lugar particular, porque seu dominio de definicdo é
o conjunto IN.

Ela quer saber por que, apds alguns meses de cursos e de exercicios, a
convergéncia de seqiéncias numeéricas ndo é ainda compreendida por todos os
estudantes; e ndo acha que a resposta provenha unicamente de fatores gerais,
como por exemplo, a ma qualidade da comunicacéo e das relagbes entre
professores e alunos. Assim, procurou estudar a aquisicao da nocao de
convergéncia, visando resgatar seus caracteres especificos. A partir dos
resultados obtidos em sua pesquisa, esperava realizar um estudo ulterior, que
seriade “testar” as diversas formas de ensino possivels.

Justificando a metodologia de sua pesquisa, Aline Robert apresenta sua
“hipétese de continuidade’:

“Para conduzir meu estudo, fiz a hip6tese de continuidade; admiti, com
efeito, que no ensino superior ainda a “ acéo” (as resolugdes de problemas) €
(para resumir) “ fonte e critério de saber” . Dito de outro modo, € a colocacdo
em funcionamento das nogc“)ea gue é o critério de sua aquisicdo [J relativo ao
nivel de seu funcionamento.

“Nos deliberadamente escolhemos observar os estudantes a resolver
Seus exercicios, pois pensamos que € nessas solugdes de exercicios que se
pode melhor formar a nog&o particular que nos interessa. E precisamente
sobre essa hipétese que uma aprendizagem ndo € uma simples justaposi¢céo de
conhecimentos, mas uma reorganizacdo conceitual Eioermanente que sO tem
efeito na e pela acdo, que nés nos fundamentamos” .

“Enfim, se a formacéo da nocéo resulta da atividade especifica sobre
as segiiéncias no 1° ano universitario, ela deve se prolongar e se aprofundar
com o dﬁ?senvolvi mento de outros conhecimentos e a reorganizagcao que se

segue’ .

*k*k*%x
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Ha muitos anos vimos lecionando diversas disciplinas em um curso
noturno de licenciatura em matematica. Sempre verificamos que aunos
preferem os célculos mateméticos aos estudos tedricos, e que tém grande
dificuldade em dar significado aos conceitos. Trabalhando com Andlise
Matematica no 4° ano, essas dificuldades tornam-se muito evidentes. Esses
estudantes empenham-se em aprender definigbes, em demonstrar teoremas,
mas nao sd muito bem sucedidos na aplicagéo da teoria: ao tentar resolver
uma situacdo-problema, ndo sabem quais propriedades utilizar, ou utilizam-
nas de forma inadequada. 1sso parece mostrar que n&o conseguiram realmente
apreender, construir o conceito. Conseguientemente, tem sido sempre elevado
0 numero de reprovacbes nas disciplinas cujos conteidos ndo envolvem
maj oritariamente cal cul os algébricos ou geométricos.

Essa € uma situagdo muito frustrante para os professores que desgam
gue seus alunos compreendam a matematica que tentam ensinar. Pensamos
gue existem meios de se tornar mais eficaz a aprendizagem de quaisquer
conceitos. Mas a questdo € que meios sdo esses? como obté-los? Estamos
ha tanto tempo acostumados com um estilo “bourbakiano” de lecionar, que se
torna para nés muito dificil uma mudanca radical na nossa forma de trabal ho.
O reconhecimento da necessidade dessa mudancga € ja um primeiro passo. A
seguir, € preciso saber de gue modo.

Quisemos realizar, com nossos alunos, uma experiéncia de trabalho em
moldes ndo tradicionais. Como o campo da Andlise é muito vasto, e é dificil
anaisar todos os conceitos envolvidos, escolhemos trabalhar com sequiéncias
numéricas. Decidimos trabalhar o conceito de convergéncia de sequéncias, a
partir do final do 1° ano, utilizando sugestdes de Aline Robert.

Anadlisando a persisténcia dos erros cometidos pelos aunos, a
pesquisadora observa que:

“ ... aexperiéncia mostra gque os principios da Analise ndo sdo simples
para os estudantes, ndo apenas em razao do carater nao algoritmico das
ferramentas postas a sua disposicéo, e da “rigueza’ do conjunto dos reais.
Assim, a nocdo de convergéncia das sequéncias se confirma geratriz de
NUMErosos “erros’ que, por seu numero, ndo desaparecem ao fim do
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primeiro ano. E essa persisténcia dos erros [J e ndo sua simples existéncia,
talvez até necessaria [J que assinal a COMO em outros setores, a existéncia de
dificuldades outras que “ técnicas” .¢

O estudo minucioso da pesquisa de Aline Robert foi a génese deste
trabalho. A autora sugere que é necessario mais de um ano para se adquirir a
nocéo de convergéncia. Pensamos, entdo, que poderia ser sua aprendizagem
mais bem sucedida se pudesse ser iniciada logo nos primordios de um curso
sobre fungbes, uma vez que as seqiéncias sdo funcbes cujo dominio € o
conjunto dos numeros naturais. E a pesquisadora afirma, néo apenas
sugere, que essa aprendizagem deve partir de agbes. Decidimos entdo
organizar um trabalho em forma de atividades, a ter inicio no 2° semestre de
1999, com uma classe de 1° ano, que estudava teoria de conjuntos e iria
iniciar o estudo de fungdes, terminando as atividades com os alunos no 1°
semestre do 2° ano.

Nossa pesquisa articulase a0 redor de uma questdo sobre
aprendizagem:

Desenvolvendo trabalhos através de atividades, sera possivel a
alunos iniciantes de um curso de licenciatura em matematica a
apropriacao de conceitos r elacionados com a conver géncia de seqtiéncias?

Pretendemos investigar se alunos gque nunca estudaram limites e
aproximacoes serdo capazes de construir 0s conceitos de:

e sequéncianumérica;

¢ sequénciamondtona;

» sequéncialimitada;

» subsequéncia;

* seguénciaconvergente.

®[16] pég. 311
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E também investigaremos se esses alunos estabelecerdo relacbes (e
quais) entre:

* monotonicidade e convergéncia;

» convergénciae sequéncialimitada;

e convergénciade sequéncia e subsequéncia;

e seqUénciaconvergente e aunicidade do limite;

» conjunto infinito e conjunto ilimitado;

« conjunto infinito e conjunto com n elementos.

Como o trabalho a que nos propusemos nesta pesquisa representa um
rompimento com nossa pratica educativa tradicional, € também nosso
objetivo estudar o comportamento dos aunos [0 suas reagbes e sua
receptividade a essa ruptura

Queremos saber:

e cOmo se ira processar a adaptacéo dos alunos a um sistema de trabalho
didético diferente daquele ao qual estdo habituados;

» seosaunosconsiderardo valida a experiéncia;

* se 0s aunos que comumente apresentam desempenho bom ou 6timo no
ensino tradicional obterdo resultado andlogo ao trabahar com atividades; e
a mesma indagacdo relativamente a0 desempenho dos alunos que
costumam apresentar dificuldades na aprendizagem de conteldos.

Esta dltima questdo estd ligada a duas variaveis fundamentais do
processo de preparacdo prévia por que passa 0 contelido a ser analisado: o
tempo didatico e o tempo de aprendizagem.

Segundo Pais @.

“ O tempo didatico € aquele marcado nos programas escolares e nos
livros didaticos em cumprimento a uma exigéncia legal. Ele prevé um caréater
cumulativo eirreversivel para o saber. 1sso implica o pressuposto de que sgja
possivel de alguma forma ‘enquadrar’ o saber num determinado espaco de
tempo. (...)

O tempo de aprendizagem é aquele que esta mais vinculado com
rupturas e conflitos do conhecimento, exigindo uma permanente

®115] pag. 31
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reorganizacao de informacoes, e que caracteriza toda a complexidade do ato
de aprender. E o tempo necessario para o aluno superar os blogqueios e
atingir uma nova posicao de equilibrio. Trata-se de um tempo que néao é
sequencial e nem pode ser linear na medida em que € sempre necessario
retomaras antigas concepcoes para poder transforma-las. Cada sujeito temo
seu proéprio tempo de aprendizagem.”

De acordo com o autor, a superacdo didatica da distancia entre esses
dois tempos passa por uma retomada constante das nogdes ja estudadas, nas
mais variadas situagdes, sempre buscando novos niveis de formalizagdo dos
conceitos envolvidos.

Como o tempo didatico nem sempre coincide com o tempo de
aprendizagem, neste trabalho pretendemos analisar a diferenca entre esses dois
tempos.

*kk*%k
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Il O FUNDAMENTAGCAO TEORICA
QUADRO TEORICO DIDATICO

Este trabalho se apdia no referencia teorico oferecido:

» pelas pesquisas de Aline Robert sobre a convergéncia de seqiiéncias,

» pelo tratamento dado aos erros cometidos pel os alunos, segundo ateoria de
Brousseau;

» pelo estudo de alguns dos obstaculos elencados por Anka Sierpinska, em
sua andlise da construcéo do conceito de limite;

e e por cetos elementos contidos na relagcdo professor-aluno-saber,
conhecida por Contrato Didético.

Nesta pesquisa seguimos a linha construtivista, que preconiza a agéo do
aluno, através da resolucdo de problemas, como o principal fator para a
construcao do conhecimento.

Com efeito, Aline Robert afirma que:
“... nos pensamos, seguindo Piaget e seus discipulos, que a
aprendizagem de novos conhecimentos corresponde [/ tanto no ensino
superior como no ensino secundario e no primario [J a uma modificagdo do
conjunto das aquisices anteriores que € o resultado de elaboracfes (mentais)
do sujeito; essas “construgdes’ resultam dos objetos matematicos, da
atividade do sujeito sobre esses objetos e das outras pessoas engajadas com o
sujeito na aprendizagem, e elas tém por resultado novas atividades do
sujeito. Os “ objetos matematicos’ designam aqui [/ em nossa concepcao
préopria [J aquilo que substitui 0 “ mundo dos objetos materiais’ que era para
Piaget o suporte da construcéo das primeiras estruturas |0gico-matematicas
da crianca; elﬁs tém um papel de “significados” na construgdo dos
conhecimentos.” ¢

1117] pég. 46-47
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Nas conclusdes de sua pesquisa, a autora sugere gue, para “enxotar”
certas representacoes erradas, devemn ser usadas seqUéncias didaticas bem
escolhidas.

Aline Robert trabalhou particularmente sobre uma componente das
concepcbes dos estudantes sobre a convergéncia de seguéncias que ela
chamou de “modelo expressado”. Mas esses modelos, embora possam ser
postos em relacdo estreita com 0s procedimentos das diversas tarefas, nao
eram suficientes para explicar, em todos os problemas, a concepcao que
funcionou e que levou ao erro. Entre outras, foi essa dificuldade que levou a
pesquisadora a se restringir, de inicio, a uma nocdo delimitada de
convergéncia de sequéncias numéricas.

Na pesquisa francesa foram observados quatro tipos de concepcdes de
convergéncia

[0 Modelos primitivos. descri¢cBes monotonas ou estacionarias de seqliéncias
convergentes. Exemplos. “uma sequéncia convergente € uma sequéncia
monotona limitada”, ou “uma sequéncia cujos termos sdo 0S mesmos a partir
de um certo termo”, ou “uma seqiiéncia que ndo passa um certo NUMero: seu
limite”.

[0 Modelos dindmicos:. utilizacdo de um verbo de evolugdo no tempo ou no
espaco: “tende para’, ou “u, se aproximade seu limite”. Aline Robert chamou
de “modelo dindmico monotono” as expressdes do tipo “seguéncia
convergente € uma sequiéncia que se aproxima crescendo de seu limite”.

[0 Modelos estéticos. traducdo em lingua natural da definicdo em (g, IN),
muitas vezes nem utilizando €. Por exemplo: “todos os termos, a partir de um
determinado termo, devem estar em uma vizinhanca de L t&o pequena quanto
sequeira’.

[0 Modelos mistos: utilizacdo simultanea de expresséo dindmica e estética.

A pesquisadora aplicou seu questionario a estudantes do 1° ao 4° ano
universitario, que ja haviam estudado as sequéncias convergentes. Os
modelos acima apareceram nas definicdes apresentadas por aqueles aunos.

16



Em nossa pesquisa, ndo é solicitada a definicdo de sequéncia convergente.
Mesmo assim, desgamos verificar se esses modelos serdo observados em
nosso trabal ho.

k%%

Bour & observa que é dificil isolar o conceito de seqiiéncia da nhocéo de
seqUiéncia convergente, na historia da matematica. As seqliéncias aritmética e
geométrica sdo usadas desde a antiglidade grega, e a sequiéncia de Fibonacci
mencionada no seculo XIIl. Mas sua utilizagdo era ligada aos calculos de
aproximagoes. A convergéncia de sequiéncia sO sera estudada no século XV
einicio do século XX, e assim mesmo na convergéncia de séries.

N&o temos a intencdo de apresentar aqui um estudo histérico da
elaboracdo do conceito de convergéncia, mas € importante observar que as
primeiras concepgdes registradas associam convergéncia com movimento e
monotonicidade.

De acordo com Bour (1982), para Newton, a linguagem utilizada é a da
cinematica. Newton ndo formulou o conceito de limite, somente se referiu as
“Ultimas quantidades”:

“... essas guantidades ndo sdo propriamente falando, (...) Ultimas
guantidades, mas limites dos quais essas quantidades, decrescendo sem limite,
se aproximam e que, embora se aproximando mais perto do que toda
diferenca dada, elas ndo podem nem ultrapassar e nem alcancar, antes que
essas quantidades tenham diminuido indefinidamente.”

Notamos, em Newton, a insisténcia com a monotonicidade e o
dinamismo nas expressoes. “quantidades decrescendo sem limite”’, e “nem
ultrapassar e nem alcancar”.

Também a monotonicidade e 0 movimento aparecem em D’ Alembert,
gue na Enciclopédia Metddica (1784) da a seguinte definicdo de seguéncia
ou série

214] Anexo atese de A.R.
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“Se diz de uma ordem ou de uma progressdo de quantidades que
crescem ou decrescem seguindo alguma lei: quando a seqiéncia ou série vai
sempre se aproximando mais e mais de alguma quantidade finita, e que, por
consequéncia, 0s termos dessa série ou as quantidades das quais €la é
composta, vao sempre diminuindo, a chamamos seqliéncia convergente, e se a
continuamos ao infinito, ela setorna igual a essa quantidade.”

Segundo Sierpi nska®, para Cauchy:

“ Quando os valores sucessivamente atribuidos a uma mesma variavel
se aproximam indefinidamente de um valor fixo, de maneira a terminar por
diferir tdo pouco dele quanto se queira, este Ultimo é chamado o limite de
todos os outros’ .

Como se pode observar, a definicdo de Cauchy apela fortemente para a
idéia de movimento. O que é “aproximar-se indefinidamente”?...

Bour (1982), analisando a condicdo necessaria de Cauchy para a
convergéncia de séries, observa ai embutido o apelo a monotonicidade:

“... 0 termo geral X, decresce indefinidamente sempre que n
aumenta.”

De acordo com Bour, para Cauchy isso significa que o termo gera u,
tende a zero, e lembra que Cauchy ndo estudou apenas as sequéncias
monotonas, mas comenta que a utilizacdo do termo “decresce” ndo €
acidental e nem independente da génese da nocdo de convergéncia de
series.

L embrando que a nogdo de fungéo nao era ainda precisa antes do fim do
século XVIII, Bour assinala que o “modelo dindmico monétono” parece
predominar até o inicio do século XIX. Somente apds um século € que vai se
firmar o “modelo funcional”.

*kk*%k
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Nesta pesquisa, foi dada uma especia atencdo a andlise dos erros
cometidos pelos aunos. De acordo com a concepgcdo construtivista, €
fundamental o tratamento dado ao erro na aprendizagem.

Referindo-se a problemética do erro, Aline Robert diz que a histéria da
matematica mostra gque certos progressos decisivos sO se fizeram depois que
obstéculos sérios paralisaram os sdbios, e muitas vezes, para que haga
aprendizagem, € preciso que erros sgjam cometidos, para que sgam em
seguida superados.

De acordo com Brousseau (1983), 0 erro € a expressdo ou a
manifestacdo explicita de um conjunto de concepcdes espontaneas ou
reconstruidas, integradas numa rede coerente de representacfes cognitivas,
gue se tornam um obstaculo a aquisicdo e dominacdo de novos conceitos. A
superacdo desses obstaculos seria entdo o projeto do ensino, e 0 erro a
passagem obrigatoria.

Dentre os obstaculos identificados em didatica, Brousseau distingue os
de origem epistemol 6gica.
Para o pesquisador, obstécul os epistemol 0gicos sdo aqueles

“ ... que tiveram um papel importante no desenvolvimento historico dos
conhecimentos e cuja rejeicao precisou ser integrada explicitamente no saber
transmitido” .

Paralgliori &,

“Um obstaculo de origem epistemologica € verdadeiramente
constitutivo do conhecimento, é aquele do qual ndo se pode escapar, e que se
pode em principio encontrar na histéria do conceito.”

Igliori ressalta o ponto de vistade Michele Artigue (1990) para quem “o
gue fundamenta, de alguma maneira, o obstaculo epistemoldgico é mais a
aparicdo e a resisténcia na histéria de certos conceitos, bem como a
observacdo de concepgdes analogas entre os alunos, do que a constatacéo da
resisténcia a estes conceitos entre os estudantes da atualidade’.

“4110] pag. 97
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Na construcéo do conceito de convergéncia de sequéncias, podemos
entdo (de acordo com Bour ) classificar a monotonicidade e a idéia de
movimento como obstaculos epistemolégicos.  Outros, elencados por
Sierpinska no estudo dos limites de funcbes, também se constituiram em
obstacul os epistemol 6gicos a apropriacéo do conceito de convergéncia.

A partir de um estudo do desenvolvimento historico do conceito de
limite, e da andlise de uma experiéncia feita com alunos, a pesquisadora
propde uma lista de obstacul os relativos a nocéo de limite;

“Horror ao infinito”.

Obstéculos ligados a nocédo de funcéo.
Obstécul os geométricos.

Obstéacul os 16gicos.

O obstaculo do simbolo.

agkrwbdE

Neste trabalho somente usaremos os dois primeiros como ferramenta de
andlise dos resultados. Os demais obstacul os ndo se relacionam com o estudo
das sequiéncias.

Para Sierpinska o primeiro obstécul o parece ser 0 mais importante.

1. “Horror ao infinito” [J

Segundo a autora, a expressdo deve-se a Georg Cantor (1932): “O
horror do infinito € uma forma de miopia que impede de ver o infinito atual,
ainda que em sua forma superior esse infinito Nos criou e nos mantém, e em
suas formas secundarias transformadas ele se manifesta de todos 0s nossos
lados e vai até o habitar nossos espiritos.”

Como uma variante desse obstaculo, Sierpinska aponta aquele que
consiste em associar a passagem ao limite a um movimento fisico, a uma
aproximacao: “aproxima-se indefinidamente” ou “aproxima-se maise mas’.

®[19] pég 39
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Em nossa prética didética, temos observado que freqlentemente os
alunos confundem conjunto infinito com ilimitado, e também com um
conjunto de n elementos. Nesta pesquisa, um de nossos objetivos é trabalhar
essas diferencas.

2. Obstéculos ligados anocdo de funcdo [

De acordo com Sierpinska, dois aspectos desse obstaculo aparecem com
muita freqliiéncia no estudo das seqiiéncias:

1°) Reducdo as funcBes mondtonas. por muito tempo, na histéria da
matemética, as concepcdes de limites so se aplicavam as funcdes monotonas.
Muitos alunos associam convergéncia com monotonicidade.

29 Confundir afuncdo com o conjunto de seus valores.

Segundo Sierpinska, “... isso € particularmente dificil quando se fala
das segiiéncias, pois se uma funcdo é uma sequéncia, a atencdo esta voltada
antes de tudo para o conjunto de seus valores, os argumentos ficam na
sombra. (...) E preciso tornar claro que, por exemplo, a sequéncia
(1,1,1,..) temumndmero infinito de termo%ie ndo s um termo, e que ea
n&o € um conjunto onde 1 € o Unico elemento” .

k%%

Neste trabalho, foi dada especia atencdo a uma peculiar relacéo
professor-aluno-saber que se convencionou chamar de contrato didatico.
Trata-se de uma relacdo, subordinada a regras, geralmente néo explicitas que
funcionam como clausulas de um contrato.

De acordo com Silva, citando Brousseau (1986):

“Chama-se contrato didatico o conjunto de comportamentos do
professor que sdo esperados pelos alunos e 0 conjunto de comportamentos do

®119] pag. 51
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aluno que sdo esperados pelo professor... Esse contrato € o conjunto de
regras que determinam, uma pequena parte explicitamente mas sobretudo
implicitamente, 0 que cada parceiro da relacéao didatica devera gerir e aquilo
que, deuma maneira ou de outra, ele terd de prestar conta perante o
outro.” (

Torna-se evidente o contrato didatico principalmente quando ha uma
ruptura, quando é transgredido por um dos parceiros da relacdo didética.

Durante a aplicacéo da sequéncia did&tica, pretendemos romper com
nossa pratica educativa anterior. Um dos objetivos de nossa pesquisa é
verificar os efeitos da ruptura do contrato didéico nos resultados das
atividades e também na andlise da relagdo professor-aluno.

*k*k*x
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QUADRO TEORICO MATEMATICO

Segundo Bour, € dificil separar o conceito de sequiéncia convergente da
nocdo de sequéncia. Os dois conceitos costumam aparecer interligados.
Como pretendemos desenvolver com os aunos um trabaho sobre a
convergéncia de sequéncias numeéricas, serd necessaria uma abordagem dos
conceitos diretamente a elas rel acionados.

No decorrer desta pesquisa trabal haremos com 0s seguintes conceitos:

* Seguéncia de numeros reais. eéumafuncdo x:IN - IR
n - X,
Notagao: (Xn) ou ( Xi, X, X3, ... ), Onde 0s X; s&0 denominados termos da
seqiéncia e X, €chamado termo geral.

e |magem da seqiéncia: € o conjunto dos termos da sequiéncia.

e Segiéncia constante: € asequéncia cujos termos sdo todos iguais, isto €,
(k, Kk, K, ...).

« Sequéncia crescente: se i<j 0O x<x;, dizemos que a seguéncia
( X1, X2, X3, ... ) € Crescente.

« Sequéncia decrescente: sei<j [ x;>Xx;, dizemos que a sequéncia
( X1, X2, X3, ... ) € decrescente.

As sequiéncias constantes, as crescentes e as decrescentes so chamadas
sequiéncias mondtonas.

e Segiéncia limitada: € a seguéncia cujo conjunto-imagem é limitado,
isto &, estd contido em um intervalo fechado [ a b].

Se o conjunto-imagem de uma sequéncia ndo € limitado, dizemos que
aseguéncia € ndo limitada ou ilimitada.

o Subseqiénciaa Dada uma sequéncia ( X,), chamase subseguéncia de
( Xn ) uma restricdo da fungdo-sequiéncia a um subconjunto infinito e
ordenado IN’ de IN. Notacdo: ( X, ), ni JIN'.
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Seguéncia Convergente: Uma sequéncia ( X, ) converge para um ndmero
real a see sO setodo intervalo aberto (a-¢€, a+¢€), paratodo € > 0,
contém “quase todos’ os termos da sequéncia.

“Quase todos” significa: todos, exceto um ndmero infinito de termos.

Se (X,) converge para a, dizemos que aé o limite da sequéncia( x,,),
guando n tende ainfinito e escrevemos. limx, - a ou limx, =aou
X, —» a (l&se x, tendea a). -

Uma seqiiéncia que ndo € convergente € chamada divergente.

O alvo central deste trabalho € construir 0 conceito de segiéncia

convergente e intuir algumas de suas caracteristicas. Almejamos que 0s
alunos formalizem os seguintes resultados ( teoremas):

Unicidade do limite. Se (x,,) € uma sequéncia convergente, entdo seu limite
€ unico.

Toda seqiiéncia convergente é limitada.
A reciprocando é valida, como se pode observar no seguinte exemplo:
(1,-1,1,-1,1,-1, ...), que é limitada mas ndo converge.

Toda segliéncia mondtona e limitada é convergente.

Se X, — a, entdo toda subsequiéncia de (x,,) também converge para a.

A reciprocando évalida, como no exemplo: (1,-1,1,-1,1,-1,...)

Esta sequiéncia ndo converge, mas possui duas subsequiéncias convergentes

(1,1,1,1,..), queconverge paral.
(-1,-1,-1,-1, ...), que converge para—1.

k%%
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11l O PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Esse trabalho se apdia nos principios da Engenharia Didatica, termo
empregado em pesguisas de Didaica da Matemética, e que Michéle Artigue
(1988) compara com o trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto
preciso, se ap6ia em conhecimentos cientificos de seu dominio.

Ao tentar redlizar esse projeto, 0 engenheiro pode constatar que ele néo
se aplica a todas as situagoes desgjadas. Nesse caso, ele retoma o trabalho,
reformula-o e o reaplica. Nesse processo, pode descobrir muitas indicagbes
paratal reformulacéo, de modo atornar o projeto mais exequivel e eficiente.

De acordo com Machado &)

“Na realidade pelo termo engenharia didatica entende-se tanto uma
metodologia de pesquisa especifica quanto o que Douady (1993) téo bem
explicitou como sendo:

... uma sequéncia de aula(s) concebida(s), organizada(s) e articulada(s) no
tempo, de forma coerente, por um professor-engenheiro para realizar um projeto de
aprendizagem para uma certa populacdo de alunos. No decurso das trocas entre
professor e alunos, o projeto evolui sob as reagbes dos alunos e em fungdo das
escol has e decisdes do professor.”

Uma engenharia didética se compde de quatro fases:

e Andlises preliminares. ai sdo sondadas as concepcdes envolvidas, € nessa
fase que sdo pesguisados os quadros tedricos que vVao orientar 0 processo.

e Concepcdo e andlise a priori: nessa fase sdo determinadas as variaveis
pertinentes ao problema da pesquisa, e feitas algumas previsoes sobre o
desempenho do aluno.

e Experimentacdo: € nessa fase que € redlizado o trabalho com os aunos
escolhidos; € ai também que ocorre ainstitucionalizacéo dos conceitos que
foram trabalhados.

1113] pag. 198
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Segundo Frei tas@:
“ ... faz-se necessario uma fase de institucionalizacdo do saber que
deve ser conduzida pelo professor. Esta fase visa dar o ‘acabamento’
ao conhecimento elaborado pelo aluno ou mesmo trabalhar no sentido
de descartar possiveis aspectos ndo valorizados na perspectiva do
saber socialmente formalizado” .

« Andise a posteriori: € a andlise dos resultados obtidos através da
experimentacao.

*k*k*x

Nossa pesquisa foi iniciada com uma turma de 27 alunos no final do 2°
semestre do 1° ano do Curso de Ciéncias e Matemética do Centro UNISAL
[0 Lorena— SP, em 1999. O trabalho s6 foi concluido ao término do 1°
semestre de 2000, com os alunos jano 2° ano.

O curso é anua, funcionando em periodo noturno, com aulas aos
sabados no periodo damanhad. A turma é composta por alunos que, em sua
maioria, pagam seu proprio estudo e vieram de escolas publicas. 10 deles
terminaram o 2° grau a mais de dez anos. Quase todos (exceto 4) trabaham,
com média semanal superior a 30 horas. Nove alunos jalecionam em escolas.

No quarto bimestre do 1° ano (1999) os aunos iniciaram o estudo das
funcBes. Nessa ocasido foi introduzido o conceito de seqiiéncia como um caso
particular de funcdo com dominio IN. Em 2000, demos prosseguimento ao
estudo das fungbes. A turma continuou com 27 alunos, mas 10 destes eram
novos no grupo, ndo tendo feito parte da turma inicial. Até o fina das
atividades, ndo tinha a classe aindainiciado o estudo dos limites.

*k*k*x

A pesguisafoi organizada da seguinte forma:

219] pég. 76
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 No final de 1999 elaboramos e aplicamos um problema de pesquisa
visando a sondagem das concepgdes dos alunos em relacdo ao infinito.

* No 1° semestre de 2000 foi aplicada a sequéncia didatica, constando de dez
atividades. Nessas atividades foram sendo trabalhados, sempre através de
problemas, 0s conceitos de seguéncias limitadas, monotonicidade,
subsequiéncias e, finalmente, convergéncia. ApOs cada sesséo, era
realizada uma plenéria para discutir os resultados. No fina desta, eram
institucionalizados os conceitos trabal hados.

» Encerradas as atividades foi aplicado um pés-teste.

Queremos observar que, durante o periodo de aplicacdo do problema de
sondagem e das atividades, freqUentemente houve necessidade de
entrevistarmos diversos aunos, para que nos explicassem melhor suas
colocagbes. Os resultados dessas entrevistas muitas vezes serdo citados no
decorrer de nosso trabal ho.

Na semana seguinte ao pds-teste, aplicamos um questiondrio, que foi
respondido por quase todos os aunos (25). Este questionario foi elaborado
com dois objetivos:

e caracterizar aclientelacom aqual trabalhamos;
» procurar saber aopinido de cada aluno sobre o trabalho realizado.

Essas questbes e a andlise das respostas encontram-se no Anexo, no
final destaobra.

*k*k*%x

As trés etapas de nossa pesquisa seréo analisadas detal hadamente nos
capitulos seguintes. Contudo serdo apresentados agui alguns comentarios
sobre a seqiiéncia didatica.

A aplicacéo da sequéncia didética foi iniciada em marco de 2000. A
fim de propiciar aos alunos a construcéo do conceito de sucessao convergente,
elaboramos uma seqUéncia de dez atividades, para serem executadas
individualmente. Em cada uma delas foi enfocado um tema objetivando o
trabalho com determinada nocéo. Na sessdo seguida a aplicacéo da atividade,
0 assunto era debatido e, nessa ocasdo, aguns conceitos eram
institucionalizados.

As sessfes de aplicacdo das atividades tiveram duragdo meédia de trinta
minutos em cada semana. O procedimento para cada atividade pouco variou
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de uma sessdo para outra: objetivos, anadlise prévia, aplicacdo e andlise dos
resultados. E de acordo com esses resultados era preparada a atividade
seguinte.

Queremos observar gue nenhuma sequéncia numérica apresentada em
uma atividade da pesquisa se repetiu na seguinte, a ndo ser quando tal
procedimento se mostrou necessario. E também tivemos o cuidado, quando
de nosso trabalho em sala de aula, de ndo dar exemplos que depois fossem
apresentados em futuras atividades.

Quisemos evitar que ocorresse o fendbmeno que Brousseau (1986)
denomina de “efeito Topazio”, em que os alunos séo levados a dar a resposta
esperada pelo professor.

Segundo Silva(a:

“ Esse nome provém da peca de teatro homénima, cuja primeira cena se
passa em uma sala de um colégio interno. Seu protagonista, Topazo, faz um
ditado a um aluno, que demonstra muita dificuldade em executar a tarefa.
Ele ndo pode aceitar um excesso de erros grosseiros, mas também nao deve
dizer abertamente ao aluno qual € a ortografia correta. Comeca, entao, a
sugerir-lhe a resposta, dissmulando-a sob codigos didaticos cada vez mais
transparentes. Aqui e em outras situagdes de ensino, tais codigos evidenciam
gue “ a resposta que o aluno deve dar ja estd determinada de anteméo: o
professor escolhe as questdes as quais essa resposta pode ser dada” .”

Seguindo a linha construtivista, que preconiza a agado do aluno, e de
acordo com Aline Robert (que sugere a observagdo do aluno a resolver
exercicios), durante as sessbes de aplicacdo das atividades, procuramos nao
intervir no trabalho dos estudantes. Mas, algumas vezes, essa intervencéo foi
necessaria.

Maranhéo@, referindo-se a didética ferramenta-objeto ( teoria
desenvolvida por Régine Douady ) aconselha:

“No decurso (...), 0 professor ou 0 pesquisador podem se dar conta de
gue a sSituacéo corre o risco de bloquear-se. Mesmo que 0 professor ndo

%120] pég. 55-56
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perceba isso a tempo e haja bloqueio, deve-se tomar uma decisdo sobre o que
fazer e, segundo a analise da situacdo, o professor pode explicitar algo,
esclarecer certas nogoes aos alunos. Caso o0s alunos apresentem uma Vvisao
distorcida desses novos conhecimentos, pode até introduzir alguns. Deve-se
escolher o momento e a forma de intervencao, sempre respeitando a liberdade
dos alunos.”

Desde o inicio da aplicagdo da sequéncia didatica, decidimos que a
avaliacdo das atividades deveria ter um certo peso nas notas bimestrais dos
alunos. 1sso evitou o desinteresse que muitas vezes acompanha os trabalhos
gue “ndo valem nota’. Esse descaso por parte de alguns alunos foi observado
quando da aplicacéo do pos-teste, em 1999. Naguela ocasido, o trabaho ndo
teve peso na média bimestral. Os alunos foram previamente informados a
respeito desse critério; e aguns dentre eles ndo se empenharam em tentar
resolver o problema proposto.

E importante observar novamente que, dentre os 27 aunos que
participaram da aplicacdo da sequéncia didatica, ha 10 que ndo estavam na

turma do ano anterior. Estes n&o participaram do trabaho de introducéo ao
estudo das sequiéncias, realizado naguela ocasi&o.

*k*k*x
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IV O PRE-EXPERIMENTACAO O PROBLEMA DE SONDAGEM

A pré-experimentacéo consta da atividade seguinte.

Foi dada afigura abaixo e elaboradas as questoes.

Lado=20cm

Sgja T, um trigngulo equilétero cujo lado mede 20 cm. Unindo-se os
pontos meédios de seus lados, obtém-se um tridngulo equilatero T,. Unindo-se
0s pontos médios de T, obtém-se T3, e assim sucessivamente. Considere a
sequénciadetriangulos Ty, Ty, T, ...

1) Calcule os perimetrosde Ty, T, T3 € Ty
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2) Calcule asoma dos perimetros dos quatro primeiros triangul os.

3) Calcule a soma dos perimetros dos seis primeiros.

4) Calcule asomados oito primeiros perimetros, dos nove, dos dez, dos
onze e dos doze primeiros perimetros.

5) Quantos tridngulos vocé acha necessarios para atingir uma soma de
perimetrosigual a 120 cm? Justifique sua resposta.

Obs.: Perimetro de um poligono é a soma das medidas de seus lados.

Analise a priori:

Esta atividade tem por objetivo fazer uma sondagem das concepgbes
dos alunos a respeito do infinito. Esses alunos ndo foram ainda introduzidos
no estudo dos limites e aproximacoes.

As quatro primeiras questes foram elaboradas com o intuito de
encaminhar o auno a questdo principal: a quinta, que tem por objetivo
verificar sua percepcdo em relacdo a convergéncia da soma para 120 cm.

Poderao ocorrer dificuldades em relagéo ao desempenho dos alunos, tais
como:

[0 Situacdo de apreensdo do aluno em relagédo ao julgamento da
professora. Por outro lado, como a avaliacdo ndo é levada em conta para a
obtencdo da média bimestral na disciplina, o auno pode desinteressar-se em
apresentar um bom desempenho.

[0 O auno submete-se a uma avaliacdo de assunto ndo pertinente a
série que esta cursando, e que ndo foi explicado em salade aula.

[0 A maioria dos aunos ndo estudou as progressdes geométricas no
ensino médio ( jatinhamos este dado, em razéo de nosso trabalho regular com
aclasse). Portanto esses alunos n&o haviam ainda efetuado uma soma infinita
dos termos de uma P.G. convergente. Pensamos que estes terdo maior
dificuldade em relacéo a questdo 5.

De acordo com essas colocagdes, ndo temos elementos suficientes para
fazer previsdes sobre acertos ou erros.
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Aplicacgao:

A atividade foi aplicada em 16 de agosto de 1999 a 27 alunos do 1° ano,
a menos de uma hora do término das aulas. Foram eles informados de que se
tratava de uma pesquisa, e gque os resultados dessa atividade n&o seriam
levados em consideragao para efeito da avaliacdo regular de seu rendimento
no curso. Foi-lhes permitido o uso da calculadora.

Analise dosresultados:

Praticamente todos os alunos acertaram as quatro primeiras questoes.
Assim analisaremos apenas os resultados da questéo 5.

Foram considerados corretos os trabalhos nos quais os alunos mostram
perceber gue a soma dos perimetros jamais atingird 120 cm.

De acordo com os resultados apresentados, classificamos os alunos em
3 grupos, chamados G1, G2 e G3.

Grupo G1 O formado pelos aunos que acertaram o problema. Apenas 2
alunos perceberam que a soma dos perimetros ndo atinge os 120 cm.

Grupo G2 O congtituido por 16 alunos que apresentaram, como resposta a
guestéo 5, um determinado nimero de tridngulos para obter soma 120 cm.

Esse grupo foi subdividido em dois outros:

G2A O formado por 10 alunos que formularam sua resposta baseando-
se nas questoes 1 a4.

Esses alunos perceberam, de uma certa forma, que a soma se aproxima
de 120 cm, e apresentaram um numero de tridngulos que julgaram
conveniente.  Posteriormente foram entrevistados em relacdo as suas
respostas. As consideracOes a esse respeito estdo apresentadas apos a anaise
dos demai's grupos.

G2B O grupo de 6 alunos que deram respostas desconectadas com o
problema.

32



Por exemplo:

[0 2 aunos responderam que seriam necessarios 2 triangulos de 60 cm;
[J outro sugeriu 4 triangulos de 30 cm;

[ 2 aunos usaram regra de trés simples,

[0 1 aluno usou férmulade P.A.;

[J outro tentou chegar a resposta utilizando uma férmula exponencial .

Obs.: O procedimento dos ultimos quatro alunos citados ilustra bem um
dos efeitos do “contrato didéatico”. Muitos estudantes tém a convicgdo de que,
em matemética, para todo problema existe uma férmula resolutiva. Esses
guatro alunos foram posteriormente entrevistados para que justificassem suas
colocagbes; com poucas variagies, as respostas coincidiram:

“ Eu gqueria descobrir a formula para resolver a questéo.”

Grupo G3 0 constituido por 9 aunos que nem chegaram a questéo 5.

Parece que a pressa em sair mais cedo pode ter contribuido para um
certo desinteresse em terminar o trabalho. Ilustrando: entre os nove
classificados no grupo G3 estava um aluno considerado excelente por todos os
professores dessa turma.

Na semana seguinte, foi pedido aos alunos dos grupos G2 e
G3 gue refizessem o exercicio.

[J Os aunos do grupo G2 deveriam refazer a questdo 5. Teriam que
somar todos os perimetros dos triangul os que julgaram necessarios (quando da
primeira aplicacdo do problema) para atingir a soma igual a 120 cm. Por
exemplo: se 0 aluno havia respondido que seriam necessarios 18 triangulos,
ele deveria somar os 18 perimetros, e analisar a soma obtida.

[0 Os aunos que efetuaram calculos com erros, ou com menos de cinco
algarismos decimais, teriam que refazer seus calculos.

[J E aos aunos do grupo G3 foi pedido que terminassem o exercicio.
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Apos a reaplicacdo do problema, houve um remanejamento dos alunos
nos grupos, em funcéo das modificagbes nas respostas:

[J grupoGl - passoude2 a9 aunos,

[ grupo G2A - passou de 10 a 13 alunos,
[0 grupo G2B - diminuiu para5 alunos;
[ grupo G3 - nenhum aluno.

Na semana seguinte entrevistamos todos os aunos do grupo G2 (que
apresentaram um numero finito de triangulos) e também os alunos do grupo
G3, que concluiram a atividade.

Observamos que muitos deles, embora tenham apresentado respostas
numeéricas (18, 20, 23, 30 triangulos, etc. ), na entrevista disseram que esse
valor era aproximado. E sete dentre estes mostraram perceber que o valor 120
cm nunca seria atingido.

“...na verdade, eu acho que a soma nunca vai chegar a 120 cm, mas
esse valor (...) € 0 que eu acho mais préximo.”
(depoimento de aluno)

Observa-se que existe, em diversos casos, uma acentuada discrepancia
entre 0 que pensam (segundo seus depoimentos) e 0 que escrevem. Alguns
alunos tém muita dificuldade em colocar no papel suas idéias. Também é
notavel sua ansiedade em “dar aresposta certa’ que € esperada pelo professor.

Essa atitude nos remete novamente a questéo do “contrato didatico”: os
alunos tém que “acertar”, tém que satisfazer o professor. E € por isso que
tentam, sem bem saber como, “descobrir” 0 numero certo de tridngulos
necessarios, embora nem sempre acreditem no resultado. Apos terem refeito a
atividade, mais quatro alunos tentaram chegar a uma formula. Questionados
sobre esse procedimento, de um modo geral se explicaram dizendo:

“...eu achel gue esta férmula poderia servir, embora na verdade eu néo
veja muito sentido nisto.”
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silva® enfatiza

“ Esse comportamento por parte dos alunos revela que existem regras
vigentes, ainda que implicitas, completamente internalizadas por eles, regras
essas que, quando aplicadas, conduzem a uma grande quantidade de erros
dos alunos e a incoeréncias no tratamento desses erros pelos professores.
Retomando a analise de Chevallard (1988), vejamos algumas dessas regras.

. sempre ha uma resposta a uma questdo matematica e o professor a
conhece. Deve-se sempre dar uma resposta que eventualmente sera
corrigida;

. para resolver um problema é preciso encontrar os dados no seu
enunciado. Nele devem constar todos os dados necessarios e ndo deve haver
nada de supérfluo;

. em matematica resolve-se um problema efetuando-se operacdes. A
tarefa € encontrar a boa operacao e efetua-la corretamente. Certas palavras-
chave contidas no enunciado permitem que se adivinhe qual é ela.”

De fato, como a questdo 5 é: “Quantos triangul os vocé acha necessarios
para atingir uma soma de perimetros igual a 120 cm?’, os alunos inferem que
deve existir esse nUmero e que eles tém que descobri-lo.

Encerrando esta analise, parece oportuno considerar o uso, hem sempre
adequado, das calculadoras. No caso do problema dado, o arredondamento
das somas efetuadas pela calculadora “mascara’ as aproximacdes, pois O
numero de digitos € limitado.

Sierpi nskadzi chama a atencéo para esse fato:

“A maneira pela qual os alunos se servem das calculadoras € muito
ingénua e mostra que a questao dos calculos aproximados € completamente
negligenciada no ensino. N&o parece portanto indtil lembrar o valor
formativo que pode ter a prética dos calculos aproximados para o ensino dos
inicios da Analise.”

Apos a discussdo da atividade, nossa afirmacdo de que a soma com
numero infinito de parcelas ndo ultrapassa (e nem alcanca) o nimero 120

1120] pég. 51
2119] pég. 58
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causou estranheza a diversos alunos, conforme suas declaragdes. Tentando
esclarecé-los, exemplificamos e discutimos as duas naturezas do infinito: o
infinito potencial, como em IN, eoinfinito atual, como no intervalo [a,b],
com a<b.

k%%

Consider acoes:

Apés a pré-experimentacdo, iniciamos no 1° ano de Matemética o
estudo formal das funcBes. Como as sequiéncias de nimeros reais séo funcdes
de IN em IR, achamos conveniente introduzir o tema como um caso particular
dentro do assunto funcoes.

Nos dois meses seguintes, foram estudadas as nocdes introdutérias:
conceito de funcdo, representacdo, notagdes, dominio, imagem, funcdes
monatonas e ndo mondtonas, graficos, raizes de fungdes reais.

Em novembro foram apresentados mais alguns exemplos e
contraexemplos de fungbes. A seguir definimos segiiéncia como uma funcéo
de IN em IR. Foram apresentados diversos exemplos, chamando a atencao
dos alunos para a notagdo (X1, X», X3, ..., Xn, ...) Mas de forma alguma nos
referimos a convergéncia ou divergéncia.

Assim, o assunto foi abordado nas duas Ultimas questdes (7 e 8) da 42
prova bimestral, em 22 de novembro.

As duas questdes sdo as apresentadas abai xo:

7) Complete as seguintes tabelas:

n | X, n Xn
11| B[ 119" 12314153

2 | 4 2 | 4 Xn | L ] 2|3

3| 7 3 9 2 1 3] 4

4 | 10 4

5 5

6 ) d|in]1]2]3]4]5 n

Xn _3 _3 _3
n n 4| 4| a4
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Xn 13216 8 | 4

fy [n[1]2]3]4[5][6]7][8[9]..[n
xa| 23|57 |11]13

9)2X£ N [nl1]2][3]4]5]6 n
2 |1 X, | 0 |J5| 0 |v5] 0 |5
2
3.1
3
4|1
|4 Assinale as seqiiéncias monotonas e verifique de que
S tipos: crescentes, decrescentes ou constantes.
n

. a . . +
8) Considere asequénciacujotermogera € x, = n+l
n
¢ 2
X1

a) Represente, no segmento de reta acima, 0s 6 primeiros termos dessa
sequéncia.

b) Vocé acha que esse segmento de reta pode conter todos os termos da
seguéncia? Explique.
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Resultados:
30 alunos fizeram a prova.

Questdo 7 I 19 alunos praticamente nada fizeram;
[1 9 aunos conseguiram acertar cerca de 50% da questéo;
[1 2 aunos acertaram todos os termos geras.
Questéao 8 [1 somente 4 alunos representaram corretamente os seis
primeiros termos nareta (item a);
[1 somente 12 aunos responderam o item b, sendo que 8
deram resposta afirmativa, embora demonstrassem dificuldades em escrever as
explicagoes.

Mesmo com o0 baixo envolvimento por parte dos aunos, esses
resultados nos ofereceram subsidios para a elaboracdo e aplicacdo da
sequéncia didética

k%%
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V O A SEQUENCIA DIDATICA

A seqguéncia didatica é composta de 10 atividades, que foram aplicadas
no primeiro semestre do 2° ano.

*k*k*%x

ATIVIDADE 1

Nosso objetivo, nesta atividade, € analisar as concepgdes dos alunos em
relacdo as diferencas entre conjuntos infinitos e conjuntos com n el ementos, a
fim de dar significado ao conceito de seqiiéncia.

A atividade:

1) 1. Escrevaos 3 primeiros nUmeros naturais
2. Escreva 0s 7 primeiros nUmeros naturais
3. Escreva os n primeiros niUmeros naturais
4. Escrevatodos 0s numeros naturais

Resp.: 1.
2.
3.
4.
2) 1. Naquestéo 1) 2. hamais ou menos nimeros que nal) 3.?
Resp.:
2.Enaquestédo 1) 3. com1) 4.?
Resp.:

3) 1.Quantos elementos tem cada um dos conjuntos?
A={1,2,34} eB={1,2,3/4,...}
Resp.:
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C={1,2,3,..,.15} e D={1,2,3,...,15,..}

Resp.:
E={1,2,34,..n} e F={1,234,...n,...}

Resp.:

2. Ha diferenca entre os conjuntos C e D?
Resp.:

3. Hadiferenca entre os conjuntos E e F?
Resp.:

4) Complete atabela:

1. Quantos numerostem a 1° coluna?

1 Ea2*?

3| 2. Quetipo de nlimeros figuram na 17 ?

S E na 2° coluna?

A cada elemento da 1° coluna quantos correspondem na 2°* ?
A tabelarepresenta uma cujo dominio é

Ol WN -

~w

ooo: [N

cujo contradominio é , € CUjO conjunto-imagem
é

Analise a priori:

Os numeros naturais sdo conteddos que tém sido regularmente
trabalhados nessa classe; assim, sd0 esperados acertos nas questfes a eles
relacionadas : 1.1 e 1.2. O mesmo ndo deve ocorrer em relacdo as questbes
1.3 e 1.4, por envolverem a variavel n e “todos os nimeros naturais’. O trato
com a variavel n tem sistematicamente apresentado dificuldades. Parece que
n, para muitos alunos, tem a conotacdo de infinito: tal poderd ocorrer na
guestdo 2.1, onde devem comparar 7 comn .

O préteste aplicado no semestre anterior apontou dificuldades em

relacdo as concepgdes de infinito. AssSim imaginamos que ocorram erros na
guestdo 2.2, naqual sdo comparados n e “todos’ 0s ndmeros naturais.
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Por esse mesmo motivo, em relacdo a questdo 3, pensamos gue 0S
alunos terdo maior facilidade em comparar os conjuntos A, B, C e D, do que
os conjuntos E e F. Nas respostas aos itens 3.2 e 3.3 poderemos melhor
analisar as concepgdes dos alunos em relacdo a conjuntos infinitos nos quais,
na designacdo dos elementos, aparece ou hdo avariavel n.

Na questdo 4 procuramos verificar se os aunos percebem a lel de
formacao da seqiiéncia, sendo capazes de completar atabela. N&o se esperam
muitos acertos, pois na Ultima avaliagdo do semestre anterior os alunos n&o
acertaram o termo geral da sequéncia. E nada parece apontar para um
resultado diferente, uma vez que esse conteido néo foi ainda trabalhado. No
entanto, a questéo foi colocada para suscitar uma discussao.

Através dos itens 4.1 e 4.2, procuramos verificar se os aunos
reconhecem os nUmeros naturais. Pensamos que nédo havera dificul dades.

Nos itens 3 e 4 da questdo 4, verificaremos se 0s alunos reconhecem
como funcéo (e, melhor ainda, como sequiéncia) a correspondéncia entre os
elementos das duas colunas databela; e, nesse caso, se identificam dominio e
conjunto-imagem. A questdo 4 poderafavorecer proveitosas discussoes.

Aplicagao:

A atividade foi aplicada na segunda semana de aula deste ano: 15 de
fevereiro de 2000. Havia 25 alunos presentes, sendo que 9 deles ndo faziam
parte dessa turma no ano passado. Esses alunos ndo haviam sido introduzidos
no estudo das sequéncias.

ApO6s uma breve recapitulacdo de conjuntos numéricos e funcdes (sem
referéncia as seguéncias), foi explicado aos aunos que , neste ano,
desenvolveriamos um trabalho diferente; tentariamos trabalhar aguns
assuntos (ndo especificamos quais) em forma de atividades. Queriamos
verificar seta procedimento traria beneficios a aprendizagem. Foi-lhes dito,
nessa ocasiao, que essas atividades deveriam ter algum peso nas avaliacoes
bimestrais.
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Os alunos se mostraram extremamente interessados na experiéncia, mas
temerosos quanto a avaliacdo. Contudo, manifestaram boa vontade em
relacéo ao novo procedimento.

Foram entdo distribuidas as folhas com a primeira atividade. Os alunos
demoraram por volta de vinte minutos para entregar suas questoes resolvidas.

Analise dos resultados:

Os numeros abaixo se referem a quantidade de respostas corretas em
cada questéo.

Questdo 1) 110 24, 120 24, 130 15 140 17.

Questéo 2) 210 7; 2.2 [1 14 respostas corretas, sendo 7 justificadas
(lembremo-nos de que ndo havia sido solicitada a justificativa das respostas,
nesta questéo).

Questédo 3) 3.1 0 Conjuntos A e B: 20 acertos,
Conjuntos C e D: 21 acertos;
Conjuntos E e F. 16 acertos.

3.20 21; 3.2 16 acertos.

Questéo 4) Tabelall respostas corretas: 2
respostas erradas. 7
em branco: 16.
410 15; 420 19; 430 16
4.4 [0 22 aunos responderam que a tabela representa uma funcao,
sendo que 7 dentre estes especificaram tratar-se de uma seqiéncia; 10
acertaram o dominio, e 6 0 conjunto imagem.
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A andlise:
De um modo geral, confirmaram-se os resultados esperados.

Questdo 1 [ Apenas um aluno errou ositens 1 e 2 desta questdo, que se
referem a quantidades finitas explicitadas em nimeros. Contudo, 10 alunos
erraram 0s n primeiros nUMeros, e 8 ndo souberam como escrever “todos’ 0s
ndmeros naturais.

Nesta questdo, quase todos os alunos escreveram 0s conjuntos desses
numeros, embora tal ndo tenha sido solicitado. 1sso parece mostrar que 0s
alunos pensam em numeros sempre na forma de conjuntos. Por outro lado,
também podem ter sido influenciados pela apresentacéo da questdo 3.

Questdo 2.1 1 Apenas 7 aunos responderam, de certo modo, que a
comparacao entre os nimeros depende do valor de n.
Exemplos: “...pode ser mais ou menos, depende den.”
“...ndo tem como afirmar, pois n pode ser maior ou menor do que 7.”

Questdo 2.2 [1 Apenas 7 respostas corretas e justificadas; outros 7
alunos responderam gque em 1.3 ha menos nimeros do que em 1.4, mas sem
apresentar explicacbes, assim, embora estes também tenham acertado a
questdo, ndo € possivel saber se reamente tém conviccdo de sua resposta.
Também pode ocorrer que estejam convictos, mas ndo tenham sabido
justificala, ou que ndo tenham considerado necessario fazé-lo, ja que ndo
havia sido solicitada a justificativa da resposta.

12 alunos de aguma forma confundem n com “ndmero infinito”

Exemplo: “Hamais nimeros em 1.3 porque n éinfinito”.

Esse tipo de resposta confirma nossa expectativa sobre a concepcao dos
alunos em relacéo avariavel n.

Questao 3 I Confirmando o que foi observado na questdo 2, os alunos
pouco erram quando comparam conjuntos constituidos apenas de nUmeros,
sem avariavel n, mesmo que sejam conjuntos infinitos. somente 5 e 4 alunos
respectivamente erraram as comparagdes entre o nimero de elementos de A e
B,edeCeD. Por outro lado, 9 aunos erraram em relagcao aos conjuntos E
e F, nos quais aparece n.
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Questédo 4 [1 Em relacdo ao preenchimento da tabela, verificou-se o
esperado na andlise a priori: somente 2 alunos foram capazes de completé-la
corretamente.

Questao 4.1 O 10 alunos ndo foram capazes de responder corretamente
guantos sdo os elementos de cada coluna; novamente se atrapalharam com a
variavel n.

Questdo 4.2 1 Os numeros naturais na primeira coluna, e os naturais
impares na segunda foram reconhecidos por 19 alunos.

Questéo 4.3 1 9 aunos erraram em identificar a correspondéncia entre
elementos da primeira e da segunda colunas; parece que n&o percebem como
as duas colunas se relacionam.

Questdo 4.4 [1 Apesar dos 9 alunos que erraram a questao anterior, pelo
menos 6 destes reconhecem fungéo, mesmo em um contexto com o qual néo
estdo familiarizados. De fato, 22 alunos responderam tratar-se de funcéo, e 7
destes chegaram aidentificar sequéncia.

Mas apenas 10 alunos acertaram o dominio IN, quase todos deixaram
em branco o item contradominio, e somente 6 acertaram o conjunto imagem.

Parece gue os alunos ndo pensam em dominio, contradominio e imagem
como conjuntos. S&o frequentes respostas como:
“...0 conjunto imagem eéumaP.A.”
“dominio = nimeros naturais’
“dominio=1, 2, 3,..”

Na semana seguinte, a atividade foi discutida com os aunos, tendo sido
ressaltados os pontos essenciais. a hatureza da variavel n, o infinito, funcao,
dominio, conjunto-imagem de funcdo e a diferenca entre conjunto infinito e
conjunto com n elementos. Embora, estes conteldos ja tenham sido
trabalhados no curso sobre funcgdes, foram nessa ocasido aprofundados; e
reafirmarmos que um conjunto com n elementos é finito.

Os resultados desta atividade nos forneceram subsidios para a
elaboracao das seguintes.
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ATIVIDADE 2

Esta atividade tem por objetivo verificar se os aunos identificam
sequéncias, quando apresentadas em registros diversos.  Foram utilizados
guatro diferentes modos. tabelas horizontais, tabelas verticais, notacao de
termos entre parénteses, notacdo de funcéo.

A atividade:

Verifique, dentre 0s seguintes exemplos, quais representam sequéncias.

Justifique cada resposta.
1 1Y Resnostat 2) X |y Resposta:
1 -7 T
2 |-5 2l
3|-3
-1 -3
4 |-1 00
5|1
1|3
Pl 2|6
3|9
3)f:IN - IR 6)(-1,0,-1,0,-1,0,...)
n - f(n=2n-1 Resposta:
Resposta:
7)(1,3,57,9)
Resposta
4)gZ-Z
zrP g2=2z-1 8) (2/5, 3/7, 4/9, 5/11, 6/13, ...)
Resposta: Resposta:
5 x:IN - IR 9 (..,-7,-4,-1,2,5,8,...)
n e xn:-\ﬁ Resposta:
Resposta:
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10) x (1 |2 |38 |4 |5 Resposta:
y |10 20 (30 |40 |50
123 |4 |5
11) X Resposta:
, (34|58
y 2131415
12) 1 |2 |3 |4 Resposta:
x |[= |[£ 12 |2
2 |3 |4 |5
y [-2 |-3 |-4 |-5

Analise a priori:

Na primeira semana de aulas deste ano, fazendo revisdo de funcgoes,
detivemo-nos um pouco em sequéncias. Na primeira atividade desta
seguéncia didética o assunto ndo foi abordado; contudo, 7 alunos perceberam
gue atabela da questdo 4 daguela atividade representava uma sequéncia. Nao
sabemos se estes a reconheceriam em outro contexto.

Pensamos que os alunos seréo capazes de acertar nos casos em que 0
dominio IN aparece de forma explicita; supomos também que as tabelas

verticais deverdo ser melhor interpretadas, pois é nessa forma que aparecem
geralmente nos livros didéticos.

Achamos que havera erros em relacéo as sequéncias cujos termos séo
representados entre parénteses, pois 0s alunos ndo estdo acostumados com
essa notacdo; € o caso das questdes 6 e 8.

Quanto as representacdes em que o dominio é um subconjunto finito de
IN, é possivel que os alunos as confundam com seqiiéncias. Diversos autores
de livros didéticos de matemética, voltados para o ensino médio, referem-se a
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“P.A. finita’ e “P.G. finita’. As questbes 7, 10 e 11 poderdo ser (teis para
suscitar discussdo sobre 0 assunto.

Aplicacdo: 12

A atividade 2 foi aplicada duas vezes. A primeirafoi em 22 de marco,
para 24 aunos, dos quais 7 eram novos na classe e nao haviam estudado
sequéncias. O tempo de aplicacéo foi de 20 minutos.

Andlise dos resultados:

Os resultados da atividade mostraram que os alunos ainda ndo tinham
conhecimentos suficientes a respeito de  sequéncia Somente 3 as
distinguiram em todos 0s registros apresentados.

Diversos aunos tentaram encontrar a lel de formagéo das fungdes nao
definidas por férmulas. E comum associarem seqiéncia somente aos
exemplos que sgam P.A. ou P.G. (mesmo que também errem nessa
classificagéo). Exemplos:

“...saim, poisformam umaP.A.”
“...n&o, porquendo € P.A.”
“...sim, porque os termos se repetem de dois em dois...”

Mesmo entre os alunos que mostraram ter uma melhor nocdo do
assunto, houve muitos erros em relacdo as questdes 7 e 10, que ees
consideram “seqUéncias finitas’; Aline Robert ja havia observado esse
MesSmMO erro entre os estudantes franceses por ela pesquisados.

Em vista desses resultados, pensamos que deveriamos retomar o
trabalho sobre 0 conceito de seqiiéncia. Resolvemos entdo, apds comentarios e
discussOes, reaplicar a atividade 2 na aula da semana seguinte, mas sem gue 0s
alunos fossem avisados.
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Reaplicacao:

A atividade 2, aplicada na semana anterior, ndo foi devolvida aos alunos
em 29 de marco. Nesse dia. ap6s discussdes, foi institucionalizado que
sequéncia € uma funcdo cujo dominio é o conjunto IN, e que esta é a Unica
condicdo para que a funcdo sgja ou ndo uma sequéncia ( mas nada
comentamos arespeito de refazer a atividade ).

Comentamos, entdo, que a atividade da semana passada ndo seria
considerada para efeito de atribuicéo de notas, mas que seria refeita (os alunos
consideraram muito justo 0 NOSso critério ).

Havia 27 alunos na classe nesse dia, sendo que trés deles eram recém-
chegados.

28 Aplicacdo: Andlise dosresultados:

[0 3 aunos devolveram as folhas em branco (os alunos recém-
chegados).

[0 23 alunos responderam corretamente as questdes 1, 2, 3, 4, 11 e 12,
embora com explicagcbes por vezes confusas, alguns confundem dominio
com elementos. Por exemplo: “...€ uma seqiéncia porque o dominio € (sic) os
numeros naturais.” Mas parece claro que entenderam que sO € seguéncia se o
dominio é IN.

[ 20 alunos acertaram a questéo 5, e 3 a erraram; ainda se confundem
com a seqiéncia constante.

[1 19 alunos erraram as questOes 6, 7, 8 e 9; parece n&o reconhecerem a
notacao ( Xy, Xo, X3, ... ), 0 que érazoavel, pois ndo foi trabalhada

[J 17 alunos erraram a questéo 10, ndo reconhecendo as implicactes de
um dominio finito.

Esta € uma questdo de conceito que precisa ser muito trabal hada; esse
erro ja havia sido previsto ( Aline Robert também ja o apontara ). Diversos
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autores de livros didaticos de matematica, voltados para o ensino médio,
referem-sea“P.A. finita’ e “P.G. finita’.

NO nosso caso, desses 17 alunos que erraram a questdo, 10 acertaram a
42, dizendo que “n&o € uma sequéncia, porque o dominio é o conjunto Z”.

[1 Apenas 6 alunos acertaram essa questao 10, mas 3 deles justificaram
suas respostas do seguinte modo:

“...nd0 é sequiéncia, porque o dominio € limitado” ( 2 alunos).
“...n30 € seqliéncia, pois o dominio é fechado” ( 1 auno ); em
uma entrevista posterior, esse aluno disse que pretendia escrever “limitado”.

Para dirimir essas dividas, também deverdo ser muito trabalhados os
conceitos de conjunto finito e conjunto limitado.

Em 14 de marco, os alunos receberam seus protocolos, cujos erros e
acertos foram discutidos. Os conceitos de conjunto finito e conjunto limitado
(que ja haviam sido estudados no curso regular) retornaram a discusséo; foram
apresentados muitos exemplos e contraexemplos. Mais tarde foi aplicada a 32
atividade.

k%%
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ATIVIDADE 3

Nosso objetivo, nesta atividade, € introduzir a nocéo de monotonicidade
de sequéncias, apresentando algumas crescentes, decrescentes, constantes e
duas ndo monétonas. Faremos, também, uma sondagem das concepcdes dos
alunos em relagéo a convergéncia.

A atividade:

Considere as seguintes sequéncias:

g X |1]2 [3/14]5 |6 ofIN-> IR
11111111 n - f(n)=n’6n+8
y (11213]|4|5 6
b)x |1|2(3 (4|56 |7 d) g IN—IR
y |44 414|414 4. =_n
n— g(n) 1
e x:IN—IR [
1 , Sen éimpar
n,. X=<x N
1 sené
n ’ b
N

1) Represente cada seqiiéncianaretalR:
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2) Complete o quadro, marcando com X.

2.1) As sequéncias crescentes, as decrescentes, as constantes e as nao
monotonas (se houver)

2.2) As sequiéncias cujos termos “se aproximam” de algum nimero (ndo
€ preciso determiné-10)

monoétona crescente

monoétona decrescente

monoétona constante

nao monoétona

Seus termos “se aproximam” de um n°

Analiseapriori:

Queremos fazer uma sondagem sobre a forma como os aunos
representam os termos de sequiéncias sobre umareta. Mas essa representacdo
ndo foi ainda trabalhada, o que nos faz supor que havera poucos acertos na
questdo 1. Mas a abordagem das sequiéncias através do registro geométrico
poderd ser retomada quando do retorno da atividade.

Como os aunos ja estudaram as funcbes mondtonas ( mas ndo as
sequéncias mondtonas ), pensamos que ha possibilidade de analisarem
corretamente a monotonicidade das seqliéncias na questdo 2.1.

Nesta atividade pretendemos também verificar se os alunos percebem
gue, em algumas sequiéncias, seus termos “se aproximam” de um determinado
numero, sem referéncia explicitaa convergéncia. Como esse conceito néo foi
ainda trabalhado, ndo € possivel se fazer uma estimativa do desempenho dos
alunos, quanto a esse topico.
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Aplicacgao:

A atividade foi aplicada em 14 de marco a 27 alunos, sendo que um
deles haviaido aaula pela primeiravez.

Os alunos néo tinham idéia de como resolver a questdo 1. Foi-lhes dito,
entéo, que tentassem representar os pontos da maneira que achassem possivel.

O trabalho de resolucéo das questbes teve duracdo média de 20 minutos.

Analise dosresultados:

Questéo 1 [ Confirmou-se a previsao: apenas 7 aunos apresentaram alguns
acertos na representacdo dos pontos na reta; 5 alunos tentaram representa-los
em duas dimensdes, mas com grafico continuo; 9 alunos erraram a questéo [
ignoraram total mente a escala e/ou ndo obedeceram a ordenacdo dos pontos na
reta.

Por exemplo:

1 2 U3 w4 15 16 ..
| | | | | | | | | | |

Seis alunos deixaram em branco esta questao.

Questdo 2 [0 Para andlise dos resultados desta questdo, escrevemos na tabela
abaixo os numeros referentes ao total de respostas corretas verificadas em
cada item:

monotona crescente 20

monotona decrescente 26

monotona constante 25

nao monoétona 17 13

seus termos “se aproximam” deumn® |20 | 2 |22 116 |13

Questdo 2.1 0 Embora ndo tenha sido ainda estudada a monotonicidade de
sequéncias, os alunos mostraram capacidade de transferir seus conhecimentos
sobre fungdes mondtonas para o caso particular das sequiéncias: reconheceram
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as crescentes, as decrescentes e as constantes. Mas 0 mesmo ndo ocorreu em
relacdo as ndo mondtonas.: somente 13 aunos acertaram a néo
monotoni cidade da seqiiéncia (X,), embora seus termos alternem o sinal.

As sequiéncias ndo monotonas deverdo ser mais trabalhadas quando a
atividade for discutida com os alunos.

Questdo 2.2 [1 Os acertos em relacdo as sequéncias dos itens (a), (¢) e (d) nos
sugerem gque os aunos tém uma boa nocdo de aproximacdo, embora esse
assunto ndo tenha sido sequer mencionado; isto parece claro quando 22 aunos
responderam gue a sequéncia do item (c) ndo tem seus termos se aproximando
de nenhum numero (n&o foram computadas 4 respostas em branco); esses 22
alunos responderam aos outros itens.

Observamos que 4 alunos responderam a questdo 2.2 colocando os
limites das seqiéncias, o que ndo havia sido solicitado. Isto parece mostrar
gue os aunos se comportam com relativa independéncia, e que pensam que
n&o haregras restritas em relacdo a resolucdo das questdes.

Quanto a seqUéncia constante, embora praticamente todos a
reconhegam, como € natural ndo a relacionam com a idéia de aproximacao [
foram somente 2 acertos. Tal comportamento nos sugere que os alunos tém
uma nog¢do de limite como sendo um nimero que jamais é atingido.

Na semana seguinte, a atividade foi discutida com os alunos. A seguir,
foram institucionalizados os conceitos de monotonicidade de sequéncias:
foram definidas as sequéncias monétonas crescentes, as decrescentes e as
constantes. Nessa ocasi 8o, ndo nos referimos as sequéncias ndo-crescentess e
as nao-decrescentes.

Nesse dia ndo foi realizada nenhuma outra atividade.

k%%
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ATIVIDADE 4

Esta atividade tem por objetivo verificar se os aunos sdo capazes de
escrever corretamente os termos de uma seqiéncia, a partir de seu termo
gerd, e se diferenciam os registros de seqiiéncia e do conjunto-imagem.

A atividade:

Considere as sequiéncias abaixo, definidas por seu termo geral:

)xXn= b) a, = 2n €) U= (-1)"
:E :__n :E@H
d) yo = - O Vp= f) e = G0
1, senéimpar _ | ntl,sen<3

1 h) z, =
g) bh=<= ,senépar 4 ,sen>3

n

1) Escreva cada sequéncia designando seus termos (no minimo os 6
primeiros).

2) Escreva o conjunto-imagem de cada seqiiéncia.

3) Verifique quais seguiéncias tém o conjunto imagem limitado.

Analise a priori:

Com esta atividade, pretendemos encaminhar o aluno para o conceito de
sequéncia limitada. Para tal, comecamos a trabalhar a no¢&o de conjunto-
imagem limitado. Assim, escolhemos sequiéncias que possuam conjuntos-
imagem de diversos tipos: finitos, infinitos limitados, infinitos ilimitados e um
conjunto unitario.

Os alunos ja haviam estudado os conjuntos limitados.
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Questdo 1 I A construcao de sequéncias a partir do termo gera tem sido
trabalhada em sala de aula. Contudo pensamos que aparecerao algumas
respostas em forma de conjunto, pois diversos aunos se confundem ainda
com a notacdo (&, a, &, ...). N&o foram vistas em aula as sequéncias
definidas por mais de uma sentenca aberta; assim as sequéncias (b,) e (z,)
representam um desafio.

Acreditamos que os aunos ndo terdo dificuldades em escrever
corretamente 0s termos das outras seqiiéncias.

Questdo 2 [1 Os aunos estudaram conjunto-imagem de fungdes, mas néo
especificamente de seqiiéncias. Sierpinska observou, em seu estudo dos
obstaculos ligados a nocéo de fungdo, que os alunos confundem a sequéncia
com 0 conjunto de seus valores.

Como o0 assunto aparece pela primeira vez nesta questdo, poderemos
verificar se ocorrerd ou ndo 0 Mesmo com NOSssos aunos.

Questdo 3 1 Mesmo gque acertem 0 conjunto-imagem, acreditamos que a
tendéncia € mais para respostas erradas, pois os aunos confundem os
conjuntos infinitos com conjuntos ilimitados.

A partir da discussdo sobre conjunto-imagem de seqiiéncia, talvez ja
possamos iniciar o estudo das sequiéncias limitadas.

Aplicacgao:

A atividade 4 foi aplicada a 27 alunos em 28 de marco, para ser
entregue em 20 minutos.
Analise dos resultados:

O quadro seguinte representa 0 numero de respostas corretas das duas

primeiras questoes, e de erros, acertos e respostas em branco da terceira
quest&o:
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seqiiéncia |imagem imagem limitada
certo |errado |branco
al, -1 23 11 8 8 11
"
b la,=2n 20 13 14 2 11
c |uy=(-1)" 22 16 18 4 5
d _3 14 13 14 4 9
Yn=
e, =N 21 10 7 9 11
=L
n+1
f 20 10 8 7 12
cr= L0
(B0
g 1, senéimpar 15 6 5 8 14
bn =
1 .
P sen e par
h n+l,sen<3 18 12 14 5 8
Zn=
4 ,sen>3
A andlise:

Questéo 1 [1 De acordo com o esperado, a maioria dos alunos acertou a
primeira questdo. Confirmou-se a nossa expectativa em relacéo as sequéncias
(bn) e (z,)); contdvamos com dificuldades em relacdo a estas, mas nao
esperavamos determinadas respostas como:

-em(by): (1, 14,1/9,116,..)aoinvésde (1, 1/4, 1, 1/16, 1, 1/36, ...)

-em(z,): (2,3,4)a0invésde(2, 3,4,4,4,..).

Estas representagcdes nos sugerem que os alunos ainda ndo interpretam
n como a variavel independente de umafuncdo com dominio IN.

Também ndo eram esperados tantos erros em relagdo a representacéo
da seqiéncia constante [0 muitos alunos ndo sabem como escrever seus
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termos;, escrevem apenas Y,=3/7, ou { 3/7}, ou (3/7),a0 invés de
(3/7,3/7,3/7, 37, ...).

Embora fossem esperadas muitas respostas em forma de conjunto,
somente dois alunos cometeram esse erro.

Questdo 2 [1 Com diversos alunos ocorreu 0 mesmo erro que havia
sido observado por Sierpinska: trocam aimagem pelo conjunto dos termos
daseqiiéncia. Apareceram aguns conjuntos escritos do seguinte modo:

{2,3,4,4,4,..}; {-1,1,-1,1, ..}.

O numero de acertos nesta questéo foi baixo. Os conjuntos-imagem
finitos aparecem com maior numero de acertos, como também a imagem da
sequéncia ( 2, 4, 6, 8, ... ), talvez por se tratar do conjunto dos numeros
naturais pares. Os alunos cometeram erros em relacado aos conjuntos infinitos
limitados ( itens (a), (e), (f) e(g) ).

Ao elaborarmos esta atividade previmos que poderiam aparecer 0s erros
observados por Sierpinska. Mas foram assinalados também, em vaérias provas,
trés outros tipos:

» Ao escrever 0 conjunto-imagem, o aluno repete exatamente a representacéo
da sequiéncia

» O auno apresenta um conjunto finito com os mesmos termos que colocou
na seqiiéncia (este erro foi muito comum).
Por exemplo: naquestdo 1.a) escreveu (1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, ...)
naquestdo 2.a) Im={ 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6 }

A0 invés de escrever 0 conjunto-imagem, o aluno escreve 0 menor
intervalo que o contém (erro muito freguiente).
Por exemplo: naquestdo 1.a) escreveu (1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/6, ...)
naquestéo 2.a) Im=(0, 1]
naquestéo 1.c) escreveu(-1,1,-1,1,-1,1,...)
naquestéo 2.c) Im=[-1, 1].

Posteriormente entrevistados, esses alunos nos explicaram que erraram

“por distracdo”. Isto pode revelar um certo pudor em admitir erros por
desconhecimento do assunto; eles preferem passar por distraidos.
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Pensamos, quanto ao segundo tipo de erro apontado, que € possivel que
os alunos confundam conjunto-imagem finito com “n&o repetir os termos da
sequéncia’. Mesmo assim, no caso da primeira sequéncia esta explicacéo
nao se aplica. Teremos que pesquisar 0 porgué desse procedi mento.

Quanto ao terceiro tipo de erro, parece-nos gue talvez os aunos se
tenham influenciado pela terceira questéo (o conjunto-imagem € limitado?).
De um modo geral, os alunos que escreveram 0 conjunto-imagem em forma
deintervalo limitado, acertaram a questao 3.

Por exemplo: o conjunto-imagem da primeira sequéncia € limitado
porque esta contido no intervalo ( 0, 1]. Entdo, o aluno escreve esse intervalo
como imagem. Esta é uma possibilidade.

Questédo 3 [ Esta questdo depende da anterior. Ent&o, a quantidade
maior de acertos ocorreu em relagcao aos conjuntos finitos e ao conjunto dos
nimeros pares. Mas € curioso observar que os acertos superaram o0s da
guestdo 2; isto pode significar que, mesmo errando o0 conjunto-imagem, o
aluno percebe que o conjunto € limitado. Em relagdo aos conjuntos infinitos
limitados, os erros foram em grande nimero, e muitos alunos deixaram estes
itens em branco. Seis alunos relacionaram diretamente conjunto finito com
conjunto limitado.

A atividade 4 foi discutida com os aunos em 4 de abril. Nessa ocasido,
foram rediscutidos diversos conceitos, enfatizando imagem de funcéo e

conjuntos limitados.
A atividade 5 foi aplicada nesse mesmo dia

k%%
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ATIVIDADE 5

Esta atividade tem por objetivo retomar os conceitos que se mostraram
mais problematicos na atividade anterior: diferenca entre a seguiéncia e seu
conjunto-imagem, e o reconhecimento dos conjuntos infinitos limitados.

A atividade:

1) Considere as seqiiéncias (a,), (by), (c,) e (d,) definidas abaixo. Para
cadaumadelas:

a) escrevaseus 6 primeiros termos,

b) escreva seu conjunto-imagem;

c) verifique se seustermos “cabem” ou n&o no intervalo [0,2].

2 ,senépar

FE— b)
o » Sen éimpar )

a)
d. = 2n b)
n+2 C)
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2) Coloque V (Verdadeiro) ou F(Falso)
() {1,3,57,9, ..} éilimtado einfinito
() [ V2 ,58) élimitado einfinito

() asequéncia (4,3,2,4,3,2,4,3,2,..) tem conjunto-imagem
l[imitado e infinito.

() {64, 32,16, 8, 4,2,..} éinfinito e limitado

(){

Analise a priori:

, g ’ } éilimitado einfinito

gl
N w

11

Os resultados da ultima atividade mostraram que 0s conceitos de
conjunto-imagem de sequéncia e de conjunto limitado precisam ser mais
trabalhados. Com essa finadidade, foram nesta apresentadas quatro
seqUéncias. uma sequéncia constante e trés outras limitadas, mas com 0s
conjuntos-imagem infinitos.

No item (c) da primeira questdo procuramos averiguar a compreensao
do conceito de conjunto limitado, sem utilizar esse termo ( que os alunos tém,
muitas vezes, considerado sinbnimo de conjunto finito ). Como um conjunto
limitado esta contido em um intervalo fechado, preferimos perguntar se os
termos das segiiéncias “cabem” ou ndo no intervalo.

Questdo 1 [

Item () [0 Em vista das discussoes realizadas no retorno da atividade 4,
pensamos que os alunos terdo agora menores dificuldades na representacéo
das seqliéncias; talvez um pouco mais quanto a seqiiéncia (c,), que € definida
por duas sentencas.

Item (b) 00 Considerando o trabalho realizado em classe com as

imagens de conjuntos, esperamos que nesta atividade os alunos escrevam
corretamente 0 conjunto-imagem.
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Item () ' Embora a compreensdo do conceito de conjunto limitado
venha se mostrando dificil no caso dos conjuntos infinitos, pensamos gue a
maioria dos alunos sera capaz de entender a diferenca entre conjunto limitado
e ilimitado, devido ao modo como a quest&o foi reformulada.

Questéo 2 [0 Esta questédo foi colocada na atividade com o intuito de
proporcionar discussao quando do retorno dos trabal hos.

Aplicagao:

Esta atividade foi aplicada no dia4 de abril a28 alunos. Nessa semana,
comecou a freguentar o curso uma aluna da turma de 1999, tendo participado
apenas desta atividade. Preferimos manté-la no coOmputo dos resultados
porgue, curiosamente, suas respostas estavam guase todas corretas.

A aplicacdo levou por volta de 20 minutos.

Andlise dos resultados:

O quadro abaixo representa 0 nUmero de respostas corretas na primeira
e segunda questoes:

Questao 1 [J

@G0 @-20 ()0 @-20 ()T (-19 (d)0U (823
(b) — 18 (b)—-24 (b) - 16 (b) —20
(c)—27 (c)—25 (c)—25 (c)—25

Questdo 2 [J

13 assercao — 26
22 assercao — 23
3*assercéo — 20
42 assercao — 12
52 assercao — 14

61



A andlise:

Questdo 1 0 No item (a), confirmou-se nossa previsdo quanto a
construcdo das seqiiéncias. 0 numero de erros foi relativamente pequeno;
mesmo a sequéncia (c, ) foi escrita corretamente pela maioria dos alunos.
Diminuiram bastante os casos de troca de parénteses por chaves. Parece-nos
gue as andlises de acertos e erros com os aunos tém dado bons resultados.

Quanto ao item (b), os alunos continuam confundindo os elementos do
conjunto-imagem com os termos da sequéncia. Esse obstaculo (destacado por
Sierpinska) realmente € muito forte.

Mas a imagem da sequéncia constante parece ter sido agora
compreendida, talvez em fungéo dos exemplos dados no retorno da atividade
anterior.

Quase todos os alunos acertaram o item (C), 0 que sugere que poderéao
entender melhor a questdo dos conjuntos limitados, com o enfoque dado (os
termos da sequiéncia “ cabem” no intervalo fechado?).

Questdo 2 [1  As questOes contidas nos dois primeiros enunciados
tiveram respectivamente 26 e 23 respostas corretas ( em 28 ); parece que 0S
alunos reconhecem agora mais facilmente os conjuntos infinitos e ilimitados,
bem como os intervalos limitados. O mesmo nd&o ocorre em relacéo aos
conjuntos infinitos limitados e discretos. apenas metade dos alunos acertou a
ultima assercdo, na qual deveriam analisar um conjunto desse tipo. Talvez a
compreensdo quanto aos intervalos se deva a prépria classificagdo destes. a
maioria dos livros didéticos costuma classificalos em limitados e ilimitados.

Em relagdo a sequéncia( 4, 3, 2, 4, 3, 2, ... ) houve 9 erros; continua a
ocorrer dificuldade em relagdo a seu conjunto-imagem; esses aunos o
consideram um conjunto infinito, com seus e ementos se repetindo (outra vez
Sierpinska).

Dezessels alunos erraram a quarta assercao. Em vista desse resultado,
entrevistamos esses alunos em relagdo as suas conclusdes quanto ao conjunto
{ 64, 32,16, 8, 4, 2, ... }. N6s |hes perguntamos. “Por que vocé achou gque
esse conjunto éilimitado?’, e Ihes pedimos gque escrevessem a resposta.
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As respostas foram as seguintes:

“Né&o prestel atencdo...” ( duasrespostas)

“N&o consegui enxergar que 0s humeros iam tender a zero.”

“Achel que ele ndo ia caber em um intervalo fechado.”

“Pensei que o conjunto tendia (sic) para nUmeros reais negativos, sendo
assim ilimitado.”

“Pensei que erailimitado...” (?). Trés alunos deram esta resposta.

“Foi pura fata de atencéo e de pensar mais um pouco, confundi o lado
da reta” (?).

Esta explicacéo nos sugere que o aluno tenta pensar nos elementos do
conjunto colocando-0s em umareta, para verificar se o conjunto € limitado.

“... equivoco quanto ainterpretacéo...”

“Né&o tinha enxergado (...) e ndo del continuidade ao conjunto-imagem
dasequéncia(...). Errei por excesso de confianga.”

“... meconfundi com as reticéncias.”

“Realmente eu me confundi com ilimitado e infinito.”

Na aula seguinte a aplicacdo da atividade, discutimos todos os acertos e
erros, e alguns alunos responderam a pergunta sobre a 22 questdo ( cujas
respostas estdo na analise anterior ).

Nessa ocasido, institucionalizamos 0 conceito de seqguéncia limitada,
como sendo aguela cujo conjunto-imagem € limitado.

Na atividade 3, nos referimos, de passagem, a “aproximacdo” dos
termos das sequéncias. Naguela ocasido, 0 numero de respostas certas foi
bastante elevado ( exceto quanto a seqiéncia constante ). 50% a 74%,
conforme a seqiiéncia dada.

Estimando que os alunos estgjam agora ja “maduros’ para esse
conceito, trabalhamos a nocéo intuitiva de sequiéncia convergente. Foi dado o
exemplo da sequéncia x, = 1/n, inclusive com representacdo grafica,
mostrando que “quase todos’ 0s seus termos pertencem a um intervalo aberto
centrado no zero, por menor que seja a sua amplitude.

*k*k*%x
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ATIVIDADE 6

Esta atividade tem por objetivo verificar se os aunos, tendo a sua
disposicdo papel milimetrado com escalas ja graduadas, sdo capazes de
representar 0s primeiros termos de cinco sequéncias, e a partir dessa
representacao, analisar algumas caracteristicas.

A atividade:

Considere as seguintes seguencias:

(a) =(0; 0,25; 0,50; 0,75; 1,00; 1,25; ...)

_o -l 2.3 4.5
(bn)_(oa 21 31 41 51 61)
S 315 17
(Cn)—(l, 21 11 41 11 61 )
S 357 911
(dn)—(l; 21 31 41 51 61 71-'-)

1 2 3 4 5 6
X = STy Ty T Ty Ty Ty e
(o) = ( 2" 3" 45 67 )

1) Represente cada seqiiéncia naretalR, de acordo com a escala dada.

(ﬂﬁj?i¢%l:-%i: il

{bﬂ) == il U g :

.

-
.

k|

(:E") St SRS G55 =

B S e | L2




2) Complete o quadro. Margue com X aresposta.

Caracteristicas | &, | by | ¢y | dy | X,
crescente
decrescente
nao monoétona
limitada
ilimitada
convergente

Analise a priori:

Para trabahar os conceitos de monotonicidade, convergéncia e
limitacdo, nesta atividade foram apresentadas 5 sequéncias, sendo: 3
monotonas, 4 limitadas e 3 convergentes. Verificaremos se os aunos
analisam com o mesmo grau de facilidade a convergéncia das sequéncias
monotonas e das ndo monaotonas.

Questao 1 [J

Pensamos que se um aluno consegue representar corretamente 0s
primeiros termos de uma sequiéncia na reta, essa representacéo |he fornecera
informagdes importantes sobre determinadas caracteristicas da sequéncia
monotonicidade, limitacdo e convergéncia.

Questdo andloga ja havia sido colocada na atividade 3, com numero
muito pequeno de acertos. Naguela ocasi&o, as retas apresentadas nao foram
graduadas, o que pode ter sido uma das causas de erros.

Nesta atividade 6, 0 assunto € reapresentado, mas de outra forma: as
retas sdo representadas em papel milimetrado, com as escalas marcadas, e com
facil subdivisdo. E como os aunos ja estdo agora mais familiarizados com os
termos das sequiéncias, esperamos que sejam capazes de fazer a representacéo
correta.
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Questdo 2 [
» Monotonicidade

Parece-nos que, a esta altura de nosso trabalho, os alunos ja identificam
facilmente as seqliéncias mondtonas. Quanto as ndo monotonas, talvez o
reconhecimento ndo segja ainda téo facil, o que trara dificuldades também a
andise da convergéncia e limitagdo destas sequiéncias.

« Limitagdo

As atividades 4 e 5 apresentaram questdoes nas quais foi abordado o
conceito de conjunto limitado. Mas, até entdo, nada havia sido colocado a
respeito de seqguéncia limitada. Contudo, os resultados da atividade 5
mostraram gue os alunos, embora muitas vezes errando o conjunto-imagem da
sequiéncia, sdo capazes de perceber que seus termos “cabem” em um intervalo
[a b].

Esperamos que o trabaho realizado nas atividades 4 e 5; e também das
discussbes em sada de aula, resultem nessa percepcdo intuitiva
Propositalmente, nesta atividade n&o séo pedidas as imagens das sequéncias,
mas perguntamos se sdo limitadas.

Nossa expectativa é de que os alunos tenham ja percebido que, se os
termos de uma sequéncia “cabem” em um intervalo fechado, entéo ela é
limitada. Neste caso, deverdo ser capazes de assinalar corretamente as
sequéncias limitadas e as ndo limitadas.

» Convergéncia

Em relagdo ao conceito de convergéncia, também deve ser observado
gue essa nocéo foi tratada de forma intuitiva, quando foram discutidos com a
classe os resultados da atividade 5. Esperamos assm que os aunos
identifiquem as sequiéncias convergentes:. (by), (c,) e (d,).

Pensamos também que verificardo que a seqiiéncia (a,) ndo converge,
pois ndo € limitada (embora nunca tenhamos feito referéncia aisso).

A seguéncia (x, ), divergente e limitada, € apresentada nesta atividade
visando a futuras discussdes. Deve ser a sequiéncia a suscitar mais davidas
nos alunos, em relacéo a convergéncia.
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Aplicacgao:

A atividade foi aplicadaa 27 alunos, no dia 25 de abril.

Desta vez, o tempo utilizado foi aproximadamente 30 minutos. Os
alunos demoraram-se mais, em virtude da representacdo geométrica
(questdo 1). Agora pareceu ndo haver dividas quanto a 12 questdo ( os
alunos n&o fizeram perguntas ).

Andlise dos resultados:

Caracteristicas | a, b, Cn dy Xn

crescente 25C| 2E | 1E |20C | 2E
decrescente 1E (24C| 3E | 1E -
ndfomonétona | 1E | 1E |16C | 3E | 25C
limitada 5E |21C|20C|22C |11C
ilimitada 21C| 4E | 3E | BE | 6E
convergente 2E |21C | 10C | 22C | 9E

No quadro acima, referente a questéo 2, além da colocacdo dos nimeros
de respostas certas (C), colocamos também o nimero das erradas (E). Parece-
nos um dado importante para a andlise dos resultados, em relacdo a
monotonicidade e alimitagéo.

O nimero de respostas em branco pode ser facilmente deduzido, a partir
dos erros e acertos. Bastalembrar que a atividade foi aplicada a 27 alunos.

Por exemplo: na sequéncia (x, ) 11 alunos assinalaram corretamente
gue a sequéncia € limitada, e 6 erraram, respondendo que é ilimitada; neste
caso, 10 alunos ndo souberam responder, pois em suas folhas deixaram em
branco os espacos reservados as duas aternativas.

A andlise:
Questéo 1 [
O numero de acertos ndo confirmou a expectativa, a ndo ser em relacdo

asequéncia(a, ). Quanto asdemais, os erros que foram cometidos referem-se,
em suamaior parte, auma ma col ocacéo dos termos nas retas.
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Pretendiamos que, representando corretamente na reta os termos da
sequéncia, o auno obtivesse subsidios para facilitar sua andlise quanto a
monotonicidade, limitacdo e convergéncia.

Contudo, parece-nos que os erros cometidos pelos alunos nesta questdo
nao interferiram em seu desempenho quanto aos demais itens.

De fato, por exemplo: somente 15 alunos acertaram a representacao de
(b, ); mas houve 24 acertos em relagdo a monotonicidade, 21 quanto a
limitacdo e 21 quanto a convergéncia.

Questéo 2 [
O quadro de erros e acertos apresentado atras € bastante expressivo.
Trés caracteristicas das seqiiéncias foram analisadas.

» Monotonicidade

O numero de respostas certas nos permite supor que os aunos
distinguem bastante bem as seqUéncias monétonas;, e também as nao-
monotonas, quando seus termos mudam de sinal (25 acertos na sequéncia
(Xn) ). Mas n&o ocorre 0 mesmo quando a seqiiéncia ndo-mondtona tem seus
termos com 0 mesmo sinal. Por exemplo, para a sequéncia (c, ), houve 4
respostas erradas e 7 em branco.

e Sequéncias Limitadas

Como era esperado, parece ter melhorado a percepcao dos alunos em
relacdo a esse conceito: 20 a 22 acertos ( em 27 ) nas quatro primeiras
sequéncias. Entretanto sGo muitas as duvidas em relagdo a sequéncia ( X, ),
gue ndo é mondtona: 6 respostas erradas e 10 em branco. Entrevistados
depois sobre esse item, os alunos em geral disseram gue se atrapalharam com
0 sinal, ou que “ndo conseguiram enxergar”, etc..

Se por um lado a aternancia do sinal de seus termos torna mais facil
perceber que a seqiéncia ndo é monotona, por outro lado, quanto a percepcao
de sua limitagdo, as dificuldades parecem aumentar. Este é um topico que
precisa ser mais trabal hado.

» Convergéncia
Queremos destacar agui um importante resultado. Embora ndo
tenhamos dito aos alunos que toda seqiiéncia monétona e limitada converge, e
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nem que uma sequéncia néo limitada ndo converge [ tais implicacbes nem
sequer foram sugeridas [ a andlise desta questéo parece mostrar que esses
resultados foram intuitivamente assimilados.

De fato: 25 aunos responderam corretamente que a sequéncia ( a,) [
ndo limitada [0 ndo converge. Quanto as sequéncias (b, ) e (d, ), que sdo
monotonas e limitadas, 21 e 22 aunos respectivamente disseram que sd0
convergentes. Mas ndo ocorre o0 mesmo em relagdo as sequiéncias ndo-
monotonas [ nesse caso parece haver muitas dividas em relacdo a
convergéncia. Somente 10 alunos acertaram a resposta sobre a sequiéncia
(¢, ), que ndo € mondtona ( embora 20 percebessem que € limitada ); foram 17
em branco. E quanto a seqiiéncia (x,), embora quase todos (25) percebessem
gue ndo € mondtona ( mas somente 11 disseram que é limitada ), 9 alunos
erraram respondendo gque a sequiéncia converge.

N&o sabemos dizer quantos alunos deixariam em branco este item
(convergéncia ), porque ndo colocamos outra aternativa no quadro de
respostas. Por exemplo: dos 27 aunos, 9 erraram afirmando que a sequiéncia
( Xn ) converge; mas ignoramos 0 que 0s outros 18, que ndo assinalaram X no
guadro “convergente’, pensam a esse respeito. se os 18 acham que a
sequéncia é divergente, ou se alguns deixariam em branco a questéo.

Essa foi uma falha na confecgdo do quadro de respostas. Na proxima
atividade deveremos escrever, além da aternativa “convergente”, a oposta:
“n&o-convergente”.

A atividade 6 foi discutida com os alunos na semana seguinte, e refeitas
as gquestdes que apresentaram maior numero de erros. Nessa ocasido,
insistimos na representacdo geométrica da seqiéncia.

A seqguir, foi aplicada a atividade 7.

*kk*%k
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ATIVIDADE 7

O objetivo desta atividade € aprofundar a pesquisa sobre os
conhecimentos dos aunos em relacdo a certas caracteristicas das sequiéncias.
monotonicidade, limitacdo e convergéncia.

A atividade:

Considere as seguintes sequéncias:

@a)=(12 3,12 3 1,2 3,..)

(1.3 7 15 3 63
b =(L 5 2 5 % 32 )

) =(0-1 1, -2, 2 -3, 3,..)

- 111 1 11
(ho) = (L, 4’ 316" 5 36 7’ )

(in=(1 2, 3,25 2,7, 2,..)

Lo L o

.y _,1 1 1 1
(Jn)—(z, O’ 16’ 36 64
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Complete o quadro abaixo, marcando com X as respostas corretas.

Caracteristicas | (an) | (bn) |(Cn) |(dn) | (&) |(fr) | (9n) | (hn) [(in) |(n)
crescente
decrescente
nao mondtona
limitada
ilimitada
convergente
nao convergente

Analise a priori:

A questdo da convergéncia e monotonicidade ja havia sido abordada na
atividade 6. Naguela ocasido constatamos que diversos aunos tinham
dificuldades em analisar a convergéncia das sequiéncias ndo-mondtonas.

Na atividade 7 sdo apresentadas 10 sequéncias. séo 4 monétonas e 6
ndo-monatonas; 7 limitadas e 3 ndo limitadas; 6 convergentes e 4 divergentes.

Queremos verificar se agora estdo mais claras as concepgdes dos alunos
em relacdo a essas sequiéncias.

Nesta atividade, o quadro de respostas traz mais uma linha abaixo da
caracteristica “convergente” [1 “ndo-convergente’ [1 esta Ultima alternativa
nos permitira analisar se 0 auno acha ou ndo que a sequiéncia converge, ou se
deixa a questdo em branco.

» Monotonicidade

Ja notamos, quando da andlise da atividade 6, que as sequéncias
monotonas tém sido reconhecidas pelos alunos. Mesmo assim, apresentamos
agora quatro sequéncias monotonas, sendo trés delas limitadas: (b,), (d,) e
(gn); e uma ilimitada: (e,), com o proposito de verificar se 0s aunos estéo
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relacionando corretamente (ou ndo) monotonicidade e limitagdo com a
convergéncia.

Quanto as ndo-mondtonas, pensamos que ndo terdo dificuldades em
relacdo as sequéncias (a,), porque tem conjunto-imagem finito, e (c,) e (f,),
porque seus termos tém alternanciade sinais.

Mas as trés ultimas sdo sequéncias ndo-monodtonas, de termos néo
negativos e conjunto-imagem infinito.  Parece-nos que, em relagdo a essas
sequiéncias, alguns alunos poderdo ter dividas.

o Limitacdo

Esse tema vem sendo trabalhado a partir da 42 atividade, e também em
sala de aula, através de discussdes, exemplos e contraexemplos. Devido a
relagdo convergénciallimitacdo, é novamente formulada uma questéo relativa
aseguéncialimitada.

Pensamos que devido ao trabalho até agora realizado, a maioria dos
alunos segja capaz de diferenciar corretamente os dois casos. as limitadas e as
n&o limitadas.

« Convergéncia

Como foi observado pelos resultados da atividade 6, parece que os
alunos ja perceberam que as sequéncias mondtonas e limitadas convergem; e
gue as ilimitadas so divergentes. Assim supondo que os alunos acertem as
outras caracteristicas, as dificuldades de andlise da convergéncia devem surgir
mais em relacdo as sequéncias que sdo limitadas e ndo-monotonas. (f,),

(hn) € (in).

Aplicagao:
A atividade 7 foi aplicada a 27 alunos, no dia 2 de maio, apds andlise e

discussdo da atividade 6. Os alunos levaram em média 30 minutos para fazé-
la.
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Analise dos resultados:

O quadro abaixo apresenta os numeros de respostas certas (C) e de
erradas (E) dadas a atividade 7:

Caracterigticas | (a,) [(by) [(C)) |(dn) [(&1) [(Fr) [(9n) [(M) |(in) |(n)
crescente 1E |26C| - |18C|2/C|1E| - |1E|3E| -
decrescente - 1E| - 7TE| - |2E|2IC|6E| - | 3E
ndomonétona |22C| - |26C| 1E| - |23C| - |16C|20C| 21C
limitada 25C |19C | 5E | 24C | 2E |20C |21C|19C| 3E | 18C
ilimitada 1E|7E|21C| 3E |25C | 8E |5E|8E|23C| 9E
convergente 2E |23C| - |26C| - |17C|23C|15C| - | 18C
ndo convergente | 24C | 3E | 25C | 1E | 26C | 10E | 3E |11E|25C| 8E

A andlise

» Monotonicidade

Na andlise das seguiéncias mondétonas, para trés delas, (b,), (e)) e (gn),
confirmou-se plenamente a nossa previsao de acertos. sO 1 erro na primeira, e
nenhum nas outras duas; entretanto, somente 18 acertos na sequéncia (d,) [
gue é crescente, porém de termos fracionarios e negativos. Dentre os 9 que
ndo a acertaram, 7 alunos escreveram que € decrescente. Entrevistados depois,
disseram que se atrapalharam com o0 sinal negativo, ou que ndo prestaram
atencdo. Parece haver muita dificuldade na comparacdo de nUmeros
negativos.

Em relacéo as seqUéncias ndo-mondtonas, o indice de erros diminuiu
em comparagd com O observado nas atividades anteriores. Foi na
sequéncia (h,) que se registrou 0 menor numero de acertos. 16. Parece
também que ha dificuldade na comparacdo entre fracbes de mesmo
numerador.
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e Limitacdo

Nossa expectativa confirmou-se em relagdo a trés das sequéncias
monotonas. Mas os alunos apresentam dificuldades com as ndo-mondétonas.
Os maiores numeros de erros apareceram na andlise das sequiéncias (f,), (h,) e
(jn), todas ndo-monotonas. Nas sequéncias (&), (¢,) € (i,), foram verificados
mais acertos, embora ndo sgjam mondtonas. Note-se que estas sdo
constituidas por nimeros inteiros, o0 que parece tornar mais fécil sua analise
por parte dos alunos.

Dentre as monétonas, somente foi expressivo o nimero de erros (1 em
branco e 7 erros) em relacdo a sequéncia (b,), que é crescente. Observamos
gue nos casos em gue se registraram mais respostas erradas, os termos das
sequéncias aparecem em forma de fragbes. Pensamos que os alunos tém
dificuldade com os nimeros fracionarios.

« Convergéncia

Confirmou-se plenamente a anadlise a priori, quanto ao aspecto da
convergéncia. Somente 17, 15 e 18 alunos acertaram, respectivamente, as
sequéncias (f,), (h,) e (j,), todas ndo-mondtonas.

Bour ja havia assinalado, na historia da elaboracdo do conceito de
convergéncia, a insisténcia com a monotonicidade. Nessa pesquisa, podemos
observar que esse obstaculo persiste.

Assm, questbes relacionadas com esses obstaculos deverdo ser
formul adas nas préximas atividades.

A atividade foi comentada com a classe na aula seguinte.

Em vista do nimero de erros na andlise da convergéncia, resolvemos
fazer uma abordagem do conceito de seqUéncia convergente, compativel com
0s conhecimentos dos aunos na fase atual .

Como eles ja haviam estudado no 1° ano os interval os de nimeros reais,
decidimos conceituar sequiéncia convergente utilizando interval os.
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Apobs discussdes, institucionalizamos que “ uma sequéncia converge
paraum numero real a (que €o limite da sequéncia) se e sO se todo intervalo
aberto (a- €, a+ €), por menor que sgja g, contém ‘gquase todos' os termos da
sequéncia’, conforme consta no quadro tedrico matematico.

A definicdo gudou-os a compreender a convergéncia das sequéncias
constantes. Como pensavam em limite (mesmo n&o utilizando esse termo)
apenas como uma “aproximacdo”, era-lhes dificil aceitar que os termos de
umasequéncia(a, a, a, ... ) “seaproximem” de a.

Em seguida, foi aplicada a atividade 8.

k%%
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ATIVIDADE 8

Esta atividade foi elaborada com o objetivo de introduzir,
intuitivamente, o conceito de subseqiéncia.

A atividade:

Considere as seguintes sequéncias. “Extrai@’ de cada uma delas, duas
sequéncias diferentes.

(a)=(, 2 3,25 2 7, 2..)
(a,) =
(a,)=

1 1

P ’ ’ O’
16

(6)= (5 O % 0 %
(b,)=

(b, )=

(c.)=(3, 6, 9, 12, 15, 18, ...)
(c,) =
(c,)=

()= (-5 3.3
(d,)=
(4,) =

gl b
ov‘lcn
\I‘IO
N’

Analise a priori:

Os resultados das atividades 6 e 7 mostraram que 0s alunos continuam
com dificuldades em relacdo a convergéncia de sequéncias ndo-mondtonas.
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Pensamos, entdo, em trabalha-las através do estudo de suas subsequéncias.
Esperamos que, andisando exemplos de sequéncias que  possuam
subsequiéncias convergindo para diferentes limites ( ou com subsequiéncias
divergentes ), os alunos compreendam melhor o conceito de convergéncia.

Esse assunto n&o foi ainda de forma alguma abordado nas aulas. A
partir dos resultados obtidos, sera organizada a atividade seguinte. As
sequiéncias (a,), (b,) e (c,) ja haviam aparecido na atividade 7, mas em outro
contexto. Pretendemos analisar alguns aspectos anteriormente vistos, a partir
do estudo de suas subsequiéncias.

A atividade 8 propde uma experiéncia diferente das anteriores, mas
pensamos que 0s alunos serdo capazes de redlizé-la.

Como ndo sabemos se entenderdo ou ndo o que se espera que fagam, é
paranés dificil, agora, aventar qualquer hipétese em relagdo aos resultados.

Aplicacgao:

A atividade 8 foi aplicada a 27 aunos no dia 9 de maio, apos a
discussdo da atividade anterior.

Os alunos demoraram cerca de 20 minutos para entregar 0S exercicios
resolvidos.

Analise dos resultados:

e Trabahos inteiramente corretos[] 14

Dentre estes, 11 alunos apresentaram as subsequiéncias mais Obvias de
(@), (b, e (d,): nos dois primeiros casos, separando as subsequéncias
constantes das ndo constantes;, e, na sequéncia (d,), separando
subsequiéncias de termos positivos e negativos.

Dos outros 3 alunos, um escreveu uma subsequiéncia de (b)) utilizando
0S mesmos termos, a partir do 5° outro aluno “pulou” alguns termos; e 0
terceiro construiu todas as subseqUéncias usando 0 mesmo critério:
copiando a sequéncia original, a partir de dois termos de ordem diferente.
Por exemplo: a primeira subseqiiéncia foi copiadainiciando no 3° termo de
(xn); e asegunda, a partir do 5° termo.
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e Trabalhos com aguns erros ] 13

Os erros registrados sao dos seguintes tipos:

» Repetir termos que aparecem apenas uma vez na sequéncia origina: 10
alunos. Exemplo: em relacéo a seqiiéncia (b,), um aluno apresentou
como exemplo: (0, 1/36, 0, 1/36, 0, 1/36, ...);

» Escrever termos que ndo sao da sequéncia original: 6 alunos;

» Escrever termos fora da ordem original: 4 alunos.

Apesar dos quatorze exercicios sem erros, ndo estamos seguros de que
esses alunos tenham uma correta concepcao de subsequiéncia, e que ndo sejam
capazes de cometer os erros apresentados pelos outros treze. O fato de um
aluno apresentar um exemplo certo ndo significa necessariamente que ele
reconhega os errados.

Entre os alunos que cometeram erros, ha seis que se destacaram nas
atividades anteriores pelo numero minimo de fahas e pela aparente
compreensao do assunto tratado. Entrevistados depois em relagdo a seus
exemplos, suas respostas em geral coincidiram: a principio, pensaram em dar
os exemplos mais ébvios ( 0s que 0s outros alunos deram ), mas guiseram
apresentar subsequéncias “diferentes’. Assim, poderiam ter acertado, mas
tentaram respostas mai s sofisticadas.

Ent&o, e os que acertaram, sera que também néo poderiam ter errado?...

A atividade 8 foi entregue aosalunose com eles discutida

Nessa ocasido foi trabalhado o conceito de subseqiiéncia, inicialmente a
partir de exemplos e contraexemplos. Em seguida, foi institucionalizado o
conceito de subsequiéncia como sendo uma restricdo da funcéo-sequiénciaaum
subconjunto infinito e ordenado de IN.

Esse trabalho ocupou todo o tempo da aula e, em consequiéncia, ndo foi
aplicada outra atividade.

*k*k*%x
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ATIVIDADE 9

Esta atividade tem por objetivo continuar trabalhando as subsequiéncias
e, através de exemplos dados, verificar se os aunos intuem que se uma
seqiéncia (X,) converge para a, entdo toda subsequéncia de (x,) também
converge para a.

A atividade:

Considere as sequiéncias abaixo e suas respectivas subseqiiéncias:
(an) :(11 -1’ 1’ -11 1’ -11 )
@)= 111, 1,..)

(a,) =(1, -1, -1, -1,..)

1111

" 2’ 3
1 35 7
) =3 465
> 4 6 8
©)=(3"5"7 g
1 1
(d) =(. 3.0, 7.0 % 0, % 0,..)
_ L1111
(dr) =5 6’ 8 10° )
(d,) =(0,00,0,..)
1
@ )= 2 2 L 1
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Complete o quadro, marcando com X as respostas corretas.

c,|c.[d,Td,[d,][d

n; n;

caracteristicas | a,|a, |a, | b, | b, [b,]cC

j ! i n n; n n

crescente
decrescente
nao monoétona
limitada
ilimitada
convergente
divergente

Analise a priori:

Parece que alguns importantes resultados [1 teoremas [1 relacionados
a0 estudo da convergéncia foram percebidos pelos aunos, através das
atividades anteriores. S&0 eles:

» Uma seguéncianéo limitada néo converge.
A partir desse reconhecimento, foi mais fécil deduzir a contraposi¢ao:
Toda seqiéncia convergente é limitada.

* Seuma seqléncia € monotona e limitada, entdo ela é convergente.

Contudo, permanecem as dificuldades em relacdo as seqUéncias
limitadas e ndo-mondtonas. Pensamos, entdo, em trabalhar esse problema
através das subsegliéncias. Sua nocdo foi introduzida, intuitivamente, na
atividade 8, e depois discutida com os alunos.

Neste ponto de nosso trabal ho, esperamos gque os aunos percebam outro
Importante resultado:

* SeX,tendeaa, entdo toda subsequéncia de (x,) também converge para a.

Como ndo é possivel chegar a esta conclusdo por meio de exemplos,
pretendemos que os alunos tirem conclusbes da contrapositivac se uma
sequiéncia (X,) possui subsegiiéncias, nem todas convergindo para a, entdo (X,)
nao converge.
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Com esse proposito, foi elaborada esta atividade 9. Nela os alunos
deverdo analisar quatro sequéncias e algumas subsequéncias. Apresentamos
duas subseqliéncias para cada uma das trés primeiras; e trés para a sequiéncia
(dy), a fim de que os estudantes ndo fiquem com a falsa idéia de que cada

sequiéncia so possui duas subsequiéncias.

Das quatro sequéncias apresentadas, duas convergem e duas séo
divergentes; estas tém suas subsequiéncias convergindo para limites diferentes.

Todas as seguéncias séo limitadas ( pois parece haver poucas dividas
guanto a ndo convergéncia das seqiiéncias ndo limitadas).

Em relacdo a andlise da monotonicidade e da limitac8o, pensamos que

agora havera poucas dividas.

N&o fazemos 0 mesmo prognostico para a convergéncia das sequiéncias
n&o-monotonas.

Aplicacgao:

A atividade foi aplicadaa 26 alunos.
O trabalho a ser realizado é bastante parecido com o da atividade 7.
Talvez por esse motivo os alunos ndo fizeram perguntas.
Foram gastos em média 30 minutos até a devolucdo das atividades

resolvidas.

Analise dos resultados:

O guadro seguinte apresenta 0s nUmeros de respostas certas (C) e de

erradas (E) dadas a atividade 9:
Cara:terl’sn Ccas an a”u a“J bn bni bn j Cn Cni Cn j d n d n; d n; d n
crescente - 1E| - - |19C| 3E| - |26C|2E | - 2E| - |2E
decrescente - - |1E|] - |8E|23C| 1E| - |24C| - |24C| - |24C
nao mondtona |24C| 1E | 1E|25C| - - [25C| - - [23C| - |3E| -
limitada 23C | 23C | 24C|18C|24C|22C|13C|21C|21C|14C|23C|23C | 23C
ilimitada 3E|3E|2E|6E|1E|4E|9E|4E |5E|12E| 3E | 2E | 3E
convergente 1E [26C|25C| 7C |23C|23C| 1E |22C|21C| 7C | 24C | 26C | 23C
divergente 24C| - |1E|16E|1E|1E|22C|3E |3E|18E|1E| - |1E
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A andlise

M onotonicidade

Parecem mais claras as concepcdes dos alunos quanto a diferenciacéo
entre seqiiéncias monGtonas e nd-monodtonas. Contudo persistem erros
guanto ao crescimento das sequéncias de termos negativos (8 erros na
sequiéncia(b, )).

Entrevistando depois os alunos sobre esses erros, soubemos que eles
usavam a calculadora para a comparagao das fragdes, esquecendo-se do
sinal negativo.

Limitacao

Parece que os aunos tém ainda dificuldades em anaisar seqiiéncias
cujos termos mudam de sina. Também muitos erros (12) na sequéncia
(d,). Entrevistamos depois os aunos que erraram esse topico; em sua
maioria disseram que confundiam sequéncia ilimitada com ndo-mondétona.
Parece que essas nocgoes ainda ndo foram bem apreendidas.

Convergéncia

Praticamente ndo pairam duvidas quanto as sequéncias divergentes. (a,)
e (c,). Mas as convergentes e ndo-mondétonas 0 (b,) e (d,) O ndo foram
facilmente reconhecidas. 16 erros quanto a (b,) e 18 em relagdo a (d,).
Inquiridos sobre seus erros, os alunos disseram que se atrapal haram com o
sind em (b)), ou que estavam distraidos, ou que responderam com
pressa, etc. ... Supomos que a maioria nd tem conviccdo de suas
respostas, e ndo sabe explicar porque as apresentou.

Parece-nos que essas dificuldades com a convergéncia das seqiiéncias
nd monotonas representam um obstéculo epistemoldgico, que ja havia
sido observado por Bour: associar a convergéncia a monotonicidade.

Devido a0 e€levado numero de erros relativos a convergéncia,

resolvemos repetir a andlise das sequéncias (a,) e (b,) na préxima atividade,
mas com tratamento diferente. Assim, a atividade 10 sera aplicada antes de
gue esta sgja devolvida ou comentada.
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ATIVIDADE 10

No0sso objetivo, nesta atividade € verificar se:
» Analisando subseqUiéncias com o0 mesmo limite, os alunos seréo capazes de
“intuir” a convergéncia de uma segiiéncia.
e Anadlisando subseqiéncias com limites diferentes, perceberdo que uma
sequéncia é divergente.

A atividade:
Considere as sequiéncias seguintes e suas subseqiéncias:

1) (a,) =(1, -1, 1, -1, 1, -1,..)
@)=(1,1111..)

(@,) =(-1, -1, -1, -1, ...)
R S |

2) (bn)_( 1 Ei 41 8, E, 5,)

(1 -1 -1 _1
(b,) =(-1, 4’ 16 64’ )
.1 1 1 1
(bnj)_(_’ g 51 ES,)

3) ©)=(L +,3 % 51 7 1 )
" 2" 7747 7 67 7 8’
(c,)=(135709,..)

_(1111
(C“')_(E’Z’G’S")
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Complete o quadro, com as respostas corretas:

const. |crescente |decrescente |fi mondtona | converge p/ n° | fi converge

(a,)

(@)

(@)

(0,)

(b, )

(b,)

(c,)

(¢, )

(¢,)

(d,)

(d,)

(d,)

Analise a priori:

Devido a permanéncia, entre os aunos, das dividas quanto a
convergéncia das seqgliéncias ndo-monotonas, resolvemos recolocar a questéo,
mas de outro modo: ao invés de pedir ao aluno que simplesmente responda se
a seguiéncia converge ou ndo, nés lhe pedimos para determinar o nimero para
o qual converge, sefor o caso.

Para tal, so apresentadas quatro seqUéncias ndo-mondétonas. duas
convergentes e duas divergentes. Dentre estas Ultimas, uma possui duas
subsequiéncias convergindo para limites diferentes, e outra tem uma
subsequiéncia convergente e outra divergente.

As duas primeiras sequéncias O (a,) e (b)) O ja haviam sido

andisadas na atividade anterior. Queremos verificar se permanecem 0S
acertos na primeira, e se diminuem os erros na segunda. Por esse motivo, esta
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atividade sera aplicada sem que a anterior sgja devolvida e nem comentada.
Queremos evitar que se configure o “efeito Topazio”.

Nesta atividade, modificamos a forma de apresentacéo do quadro de
respostas. Varios alunos comentaram que preenchiam o quadro de respostas
de um modo que ndo nos ocorrera: ao inveés de se fixarem em uma seqiiéncia e
analisarem suas caracteristicas ( que era 0 que imaginavamos que todos
fizessem ), eles se fixavam em cada caracteristica e, a partir dela, procuravam
as seguéncias correspondentes. Imaginamos que assim tenham procedido
porque as caracteristicas apareciam na primeira coluna do quadro.

Assim, resolvemos inverter a posicdo dos elementos no quadro,
colocando as seqliéncias na primeira coluna, e as caracteristicas na primeira
linha.

Também escrevemos, ao contrario da atividade anterior, em primeiro
lugar as subseqiiéncias, e em seguida a sequéncia que lhes deu origem.
Esperamos que, nesta ordem, os alunos percebam melhor as implicagtes.

Parece que os alunos ja compreenderam que as sequiéncias ilimitadas
nao convergem. Para que ndo usem essa premissa ao analisar a convergéncia,
mas se atenham mais a0 comportamento das subsequiéncias, propositadamente
ndo pedimos a andlise da limitagéo.

Esperamos que 0 novo enfoque proporcione melhores condicdes para a
compreensdo da convergéncia.

Aplicacgao:

A atividade 10 foi aplicada a 26 alunos no dia 30 de maio. Os alunos
levaram aproximadamente 30 minutos para devolver as folhas.
Analise dos resultados:

No quadro seguinte escrevemos os numeros de acertos (C) e de erros
(E) verificados:
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const. |crescente |decrescente |fi mondtona | converge p/ n° | fi converge
(d,) | 26C - - 2E 21C-1E 3E
(a,) | 26C - - 2E 21C-1E 2E
(@) | 4E - 1E 21C 3E 22C
(b,) - 23 C 3E - 25C _
(0,,) - 3E 23C - 25C -
(b,) - 1E - 25C 15C 3E
(c,) - 25C - - - 26 C
(cn) - 1E 25C - 25C 1E
(c,) - 1E 1E 22C - 26 C
(d,) - 25C - - 25 C R
(d,) - 4E 22C - 16C - 5E 2E
(d,) - 1E - 23C 8C-2E 15E
A andlise:

M onotonicidade

Em relagcdo a este aspecto, foram poucos os erros [1  parece gque 0S
alunos j& quase ndo tém duvidas a esse respeito. Mas dois alunos
responderam gue a sequiéncia constante ndo € monotona; eles achavam que
as fungbes mondtonas sao apenas as crescentes e as decrescentes, conforme
nos explicaram em entrevista posterior.

Convergéncia

Neste caso, foi dto o indice de acertos quanto as sequéncias
divergentes. Mas, em relacdo as convergentes ndo-monétonas ainda
apareceram erros.  Contudo, em menor nimero do que na atividade
anterior.
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A sequéncia (b,) foi trabalhada em ambas as atividades. na primeira
houve 7 acertos, 16 erros e 3 em branco; desta vez, foram 15 acertos, 3
erros e 8 em branco.

Andisando as folhas de respostas, constatamos que 8 aunos, que
haviam anteriormente dado resposta errada, modificaram sua concluséo
nesta atividade.

Entrevistados depois, disseram-nos que agora haviam percebido que a
sequéncia converge. Tavez esta percepcdo tenha resultado da
reformulacéo do quadro de respostas.

Constatamos muitos erros no caso da sequéncia (d,) [0 apenas 10
alunos responderam que é convergente, sendo ainda que 2 erraram o limite
[0 embora suas caracteristicas sgam as mesmas da sequéncia (b,): nao
monotona, com uma subsequéncia crescente e outra decrescente. A Unica
diferenca entre ambas estd no sina: em (b,) os termos alternam os sinais,
enquanto que a seqiiéncia (d,) tem todos os seus termos positivos.

Na semana seguinte as atividades 9 e 10 foram devolvidas e discutidas.

Procuramos, através de exemplos e contraexemplos, revisar alguns
pontos que pareciam obscuros aos alunos, como a convergéncia ou
divergéncia de seqUéncias ndo monotonas. Mas nenhum conceito foi

institucionalizado nessa ocasi &0.
Em seguida, foi aplicado o pds-teste.

*k*k*%x
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VI O POSTESTE

O poés-teste:

1) Represente as sequiéncias abaixo, escrevendo os seus 6 primeiros termos:
n .senénumero impar

a) an:B—E b) bn:
0 20 N, senéndmero
n+1
1 ,sen<3
C) Cn: 1 _ n
L, .sen>3 ) d,=2-1)
( Ve 7
1 |, senéntmero par
n
e €, =+
1 | senénlmero impar
2
. N

2) Déexemplo, seexistir, de uma sequiéncia de cada um dos seguintes tipos:

(a) sequiéncia limitada e convergente

(b) seqiiéncia ndo limitada e convergente

(c) seqiiéncia limitada e divergente

(d) seqliéncia mondtona limitada

(e) sequiéncia ndo mondtona limitada

(f) sequiéncia ndo mondtona e ndo limitada

(g) sequiéncia de termos positivos, ndo monotona, convergindo para zero.

3) Coloque V(Verdade) ou F(Falso):

( ) Toda seqiiéncia que converge € limitada.

88



( ) Toda sequéncialimitada € convergente.

( ) Toda sequiéncia convergente é mondtona.

( ) Toda seqiiéncia monétona é convergente.

( ) Toda seqiiéncia monétona e limitada converge.

( ) Toda seqgiiéncia constante converge.

( ) Uma seguiéncia pode ter dois limites diferentes.

( )Toda seqiiéncia que possui uma subsequéncia convergente €
convergente.

() Se (x, converge para a, entdo toda subsegiiéncia de (x,) também
converge paraa.

( ) Sequénciade numeros reais € umafuncéo deIN em IR.

Objetivo e andlise a priori:

O objetivo desse pés-teste é proceder a uma avaliacdo geral dos
resultados obtidos com esse trabal ho.

Com essa finadidade foram elaboradas trés questbes aparentemente
diferentes, mas de tal modo que, se o aluno tiver acuidade, podera utilizar
umas na andlise de outras.

12 Questdo 1 Os aunos deverdo representar cinco sequéncias, a partir do
termo geral dado. S8o elas dos seguintes tipos:

* Uma convergente e ndo-monotona, com termos de sinais alternados,

¢ umando-mondtona, divergente eilimitada;

* Umaconvergente e ndo crescente;

e umanao-mondtona, divergente e limitada;

¢ uma ndo-monotona, limitada, com termos positivos convergindo

para zero.

Nesta questdo verificaremos se 0s al unos:
¢ determinam corretamente os termos da sequéncia;
¢ usam parénteses ou chaves na sua representacao;
e usam corretamente as reticéncias.

Pensamos que havera poucos erros ( talvez alguns por distracéo ) porque
esse tipo de questdo foi muito trabalhado na seqiiéncia didética.
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22 Questdo [1 Os alunos deveréo dar exemplos de sequiéncias que tenham
determinadas caracteristicas. Se forem atentos, poderdo reutilizar as
sequéncias da primeira questdo ( algumas em mais de um exemplo ). Entre os
exemplos, pedimos uma seqiiéncia ndo-limitada e convergente [1 desgjamos
verificar, especia mente nesse caso, que resposta serd dada.

O dltimo exemplo solicitado [0 sequéncia ndo-mondtona, de termos
positivos, convergindo para zero I é um exemplo classico, considerado
“dificil”; notemos que € exatamente 0 caso da sequéncia (e,) da primeira
gquestdo. Verificaremos se os aunos aproveitaréo essa sequéncia ( ou se
construirdo outraanaloga).

3 Questdo [1 Esta é, para n0s, a questdo mais importante. Através dela
sondaremos as concepcdes dos alunos acerca dos principais resultados.

Também aqui as primeiras questdes poderdo ser utilizadas na andlise de
algumas afirmagdes. E o caso, por exemplo, da terceira asser¢io O toda
sequiéncia convergente € monotona [ basta utilizar as sequéncias (a,) ou (e,)
da primeira questdo para se concluir que a sentenca é fal sa.

Aplicagao:

O teste foi aplicado a 26 alunos no dia 6 de junho. Os alunos gastaram
em média uma hora nesse trabal ho.

Andlise dos resultados:
e Questdo 1

Observamos que trés alunos erraram todas as sequUéncias, embora
acertassem os termos, porque utilizaram chaves ao invés de parénteses. Desse
modo, 0 nimero de acertos pode ser considerado em relacéo a 23 alunos.

@ = (-V2, 14, -8, 1/16, -1/32, 164, ...) 00 21 acertos

(b)=(1, 2/3, 3, 4/5, 5, 6/7, ...) 0 17
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©=(1, 1, 1, /4, 15, 16, ...) [J 16 acertos
d=(-2, 2, -2, 2, -2, 2, ...) 0 21

€ =( 1, 12, 1/9, 1/4, 125, 16,..) 0 18

Parece gque os erros que foram assinalados devem-se, em geral, a falta
de atencdo: algum calculo errado, “pular” um termo, etc. Nenhum aluno
deixou de colocar reticéncias.

. uestdo 2

NuUmero de acertos nos exemplos:
@-25 (b)-21 (0)-15 (d)-24 (e)-19 (H-14 (09)-9

(a) Muitos aunos utilizaram a sequiéncia do exemplo (1) da primeira questéo;
e diversos construiram uma seqiiéncia monétona e a repetiram no item (d).

(b) 21 aunos responderam que n&o existe sequiéncia ndo-limitada convergente.
Esse resultado reforca nossas observagdes sobre a compreenséo dos alunos
em relac@o a esse teorema.

(c) A seguéncia (d,) da primeira questéo foi muito usada; a maior parte dos
exemplos foi do mesmo tipo.

(d) Diversos exemplos iguais ao exemplo do item (a); mas também
apareceram 10 com seqliéncias constantes, 0 que € interessante, ja que néo
foi apresentado esse tipo de seqliéncia na primeira questéo.

(e) Foi muito usada a sequiéncia (d,) da primeira questéo.

(f) Vérios exemplos com a sequéncia (by)

(g) Somente 9 acertos; quase todos iguais a seqiiéncia (e,) (ou com variagoes),
0 que ja era esperado.

e Questéo 3

1 - (V) Toda sequiéncia que converge é limitada. [ 23 acertos
2 - (F) Toda sequéncialimitada é convergente. [0 20

3 - (F) Toda seguiéncia convergente € monétona. 0 17
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4 - (F) Toda seguiéncia mondtona é convergente. [J 18 acertos

5 - (V) Toda sequiéncia monétona e limitada converge. [ 20

6 - (V) Toda sequiéncia constante converge. 0 25

7 - (F) Umasequénciapode ter doislimitesdiferentes. [1 12

8- (F) Toda seguéncia que possui uma subseqiéncia convergente €

convergente. 0 21
9 - (V) Se (xn) converge para a, entdo toda subsegiiéncia de (x,) também
converge paraa. O 11

10 - (V) Sequénciade numerosreaisé umafuncdo deIN emIR. O 24

Excetuando-se as assercOes 7 e 9, as demais parecem mostrar que a
maioria dos alunos entende que:

» Seqguénciade numerosreais éfuncédo deIN emIR. —item 10

» Toda seguéncia convergente € limitada, mas ndo vale areciproca. —1e2.

« Uma seguéncia convergente nem sempre € monétona; e uma monétona
pode ser divergente. —3 e 4

» Todasegiiéncia mondtona e limitada converge. — 5

» Toda seguéncia constante € convergente. — 6

» Uma sequiéncia divergente pode possuir subsequiéncias convergentes. — 8

Por outro lado, 14 alunos acham que uma seguéncia pode ter dois limites
diferentes. — (assercédo 9)

Entrevistando depois esses alunos, pudemos verificar que eles concebem
limite de seqiiéncia como qualquer limite de subsegiiéncia ( isto € como um
valor de aderéncia, expressao que desconhecem ).

As respostas ao item 9 do pds-teste parecem mostrar que ndo foi totalmente
atingido um objetivo proposto na atividade 9: os alunos deveriam deduzir que,
se (X,) converge a a, entdo toda subsequiéncia de (x,,) também converge para
a. Apenas 11 aunos responderam afirmativamente.
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VIl O CONCLUSOES

Ao iniciarmos este trabalho, nos propusemos investigar se alunos que
nunca haviam estudado limites e aproximagdes seriam capazes de, por meio
de atividades, construir conceitos relacionados com a convergéncia de
sequiéncias, e de estabel ecer determinadas relacbes entre eles.

Procedendo a essa investigacdo organizamos uma sequéncia didatica,
composta de dez atividades, nas quais foram sendo trabahados, através de
problemas, os conceitos relacionados com a convergéncia de seqiéncias.

A andlise dos resultados das atividades, as discussdes de erros e acertos
durante as sessdes de retorno dos trabalhos, as entrevistas individualis com 0s
alunos e as respostas ap pos-teste nos permitiram chegar as conclusdes que
agora seréo apresentadas.

Quanto ao objeto matemético, os resultados indicam que a maioria dos
alunos entendeu que:

» Seguénciade nimeros reais é funcéo deIN em IR.

» Todasegiiéncia convergente € limitada, mas ndo vale areciproca.

* Uma seguéncia convergente nem sempre € mondétona; e uma monotona
pode ser divergente.

» Todasegiiéncia monétona e limitada converge.

» Toda segliéncia constante € convergente.

» Uma sequiéncia divergente pode possuir subsequiéncias convergentes.

Contudo, muitos aunos continuam com a concepcao de que uma
sequiéncia pode ter limites diferentes. Isto mostra que o objetivo relacionado
com a percepcdo da unicidade do limite ndo foi plenamente acancado.
Parece que os aunos concebem limite de sequéncia como qualquer limite
de subsequéncia. Este éum obstaculo que precisa ser mais trabahado.

*kk*%x
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Nossa pesquisa permitiu-nos também outras conclusoes.

Aline Robert, em sua analise das concepgdes de convergéncia destacou
quatro modelos de representacdo de sequéncia. Em nosso trabalho, embora
na&o tivéssemos solicitado aos alunos uma definicéo de sequiéncia convergente,
pudemos observar que é muito presente o modelo “dinamico monoétono”, que
relaciona convergéncia com monotonicidade e movimento. Por exemplo,
inicialmente os alunos supunham que uma sequiéncia constante ndo converge,
porque seus termos “néo se aproximam de nenhum ndmero”.

A relacdo monotonicidade/convergéncia € uma dificuldade muito
presente nos trabalhos. os alunos cometeram erros quanto a convergéncia das
sequéncias  ndo-monodtonas; freglentemente associaram convergéncia a
monotonicidade.

Esta dificuldade foi assindada também por Bour, em sua andlise
epistemol égica, e por Sierpinska ao pesquisar 0s obstaculos relativos a nocéo
delimite. Dentre estes, Sierpinska observa o erro que consiste em confundir a
sequiéncia com suaimagem. Essatrocafoi fregiiente em nossas atividades.

Também o “horror ao infinito”, assinalado por esta pesquisadora, € um
obstaculo que foi registrado em varias atividades. Uma de suas manifestacies
consiste em considerar todo conjunto infinito como ilimitado. Este erro
apareceu freqlentemente nas atividadesiniciais.

Outro erro: considerar o infinito como um numero desconhecido. Por
exemplo: na atividade 1, a questdo “qual conjunto tem mais elementos:
{1, 2,3,4,5 6,7 ou{l, 2, .., n}?, diversos alunos responderam: “o
segundo tem mais elementos, porque n €infinito”. Este erro desapareceu no
decorrer das atividades.

Queremos observar que a andlise de acertos e erros parece ter dado bons
resultados. Este trabalho mostra aimportancia de serem feitas discussoes para
analisar os erros. E mais: as entrevistas com os alunos mostraram que nem
sempre 0 aluno que acerta tem convicgdes firmes sobre sua resposta, isto €,
ndo estd convicto de como seriam as respostas erradas. Os resultados da
atividade 8 mostraram que o auno poderia ter dado a resposta certa, mas
errou ao tentar “sofistica-la’.
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Certos erros sistematicamente apareceram em diversos trabalhos, e os
anotamos aqui, sugerindo sua andlise como tema de futuras pesguisas:

 Dificuldades na comparacdo de nimeros negativos.

Dificuldades no trato com ndmeros fracionarios.

» Parauma grande parte dos alunos conjunto infinito € conjunto ilimitado.

* No problema de sondagem apresentado na pré-experimentacdo, 0
arredondamento das somas efetuadas pela calculadora, “mascarou” as
aproximagdes, devido a0 numero limitado de digitos. Parece-nos
interessante uma pesquisa sobre a oportunidade (ou ndo) do uso das
cal culadoras em certos problemas.

» Parece que os alunos ndo concebem dominio, contradominio e imagem de
funcdo como conjuntos. Na atividade 1 apareceram afirmagdes como:
“... 0 conjunto-imagem éumaP.A. "
“dominio=1,2,3,...”
“dominio = nimeros naturais”

* Noinicio dapesqguisa, os aunos referiam-se a sequéncia “finita’.
Diziamque (1, 3,5, 7,9) é uma sequiéncia com 5 termos.
Naatividade 2, dezessete alunos (em 27) cometeram este erro.

O fato sugere uma andlise dos livros didaticos voltados para o ensino
meédio, investigando:
como sdo definidas as sequiéncias?
o dominio é IN ?
como justificama P.A. finita?
dé-se énfase a0 estudo das seguéncias, ou apenasaP.A. eaP.G.?

Observamos, quando da aplicagdo da atividade 2, que diversos alunos
associavam seqiiéncia apenas aos exemplos de P.A. ou P.G.:
“... N8 é sequiénciapoisndo e P.A.”
“...sim, poisformamumaP.A...."”
... Sim, porgue os temos se repetem de dois em dois...”
..ndo éP.A.nemP.G. ..
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A experiéncia que realizamos representou uma ruptura de nossa pratica
pedagdgicatradicional, em favor de uma nova dindmica, o que exigiu de nés e
dos alunos uma mudanca de postura. Em nossa prética tradicional, os
conceitos sdo trabahados geramente na seguinte ordem:  definicOes,
exemplos, propriedades, teoremas, exercicios de aplicacdo. Naexperiéncia
gue realizamos, essa ordem foi totamente invertidas as definigbes
(institucionalizagdes) so eram apresentadas ao final dos trabalhos.

N&o ha duvidas quanto as dificuldades que esse novo processo
ocasionou, Nno inicio, tanto para nos quanto para os alunos. Mas essas duvidas
foram rapidamente dissipadas. Logo os alunos se mostraram interessados em
participar da experiéncia ( embora temerosos quanto a avaliacdo ). Contudo
manifestaram boa vontade em relacdo ao novo procedimento.

O questionario anexo mostra que, dos 25 alunos entrevistados, 23
consideram vélida a experiéncia, e 17 acham possivel trabalhar dessa forma
em outras disciplinas.

Quanto a0 nosso trabalho, nds o consideramos muito estimulante,
guando comegcamos a perceber suas possibilidades.  Acreditamos que é
possivel desenvolver outras seqUéncias desse tipo em um curso de
licenciatura.

Durante a aplicacdo da seqiiéncia tivemos o cuidado de nos conduzir de
modo a evitar a ocorrénciado efeito Topazio: procuramos ndo induzir o aluno
em seu trabalho. Pensamos ter sido bem sucedidos neste sentido.

Também observamos que nossos alunos, apds essa experiéncia,
demonstram agora maior desenvoltura no trato de conceitos do que as turmas
anteriores.

E interessante observar que nem todos os aunos considerados “6timos”
tiveram o melhor desempenho. E, por outro lado, diversos alunos
considerados “fracos’ apresentaram desempenho excelente. Pensamos que
esses resultados estdo ligados ao tempo didético e tempo de aprendizagem,
gue, conforme constatamos, nesta experiéncia ndo coincidem.
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Finalizando, transcrevemos o depoimento de uma aluna dessa turma, a
respeito de nossa experiéncia

“E um aprendizado mais lento, a cada dia aprendemos um novo
conceito e reafirmamos o anterior, portanto, € um aprendizado solido.

Aprendemos com 0 erro, e assm conseguimos entender o conceito
correto.”

*kk*%x
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IX O ANEXOS

Anexo 1 0 QUESTIONARIO

1) Em que ano vocé terminou o 2° grau?
9 alunos terminaram o 2° grau hd mais de 10 anos, sendo que 8 destes 0
fizeram hd mais de 15 anos.

2) Vocéfez o 2° grau em escola publica ou particular?
Escolapublica: 18 aunos com médiade 3,17 anos
Escola particular: 9 alunos com médiade 2,78.
Obs. : Alguns alunos cursaram a escola publica e a particular.

3) Vocé freguentou o 2° grau em qual periodo?
diurno: 18 aunos - médiade 3,13 anos
noturno: 8 alunos - médiade 2,13 anos
integral: 3 alunos - meédiade 3,00 anos.
Obs. : Alguns alunos cursaram o 2° grau em periodos diferentes.

4) Voceé fregiientou outro curso superior?
néo: 19 aunos 1 — Geologia— completo
2 - Engenharia
sim: 6aunos{ 1- Matemadtica incompleto
1- Arquitetura ( no maximo 2 anos)
1- Ciéncias Contébeis

~

\

5) Em que cidade vocé mora?

Aparecidado Norte—3 Guaratingueta -6
CachoeiraPaulista - 3 Lorena - 8
Cruzeiro -1 Penedo (RJ) -1
Cunha -1 Pindamonhangaba - 1

Piguete -1
Obs.: f dos alunos moram em outras cidades.

6) Quanto tempo voceé gasta em locomocao de sua casa ao Centro UNISAL
(idaevolta) ?

101



Para 25 alunos, o tempo variou de 20 minutos a 4 horas, com média de
80 minutos; mas 9 alunos gastam 40 minutos ou Menos.

7) Vocétrabaha? Em qué? Quantas horas semanais?
4 alunos ndo traba ham;
21 alunos trabalham de 4 a 51 horas semanais; um deles trabalha 105
horas ;
Meédia (excluido o aluno das 105 horas) : 30,59 horas semanais.
Destes. 9 lecionam em escolas,
2 sdo funcionarios federais;
2 s80 bancérios;
6 tém empregos diversos,
2 ndo declararam.

8) Quem financia seus estudos?
o préprio duno: 18
seus pais. 6
seu conjuge: 1
outros: 1
( Um auno citou mais de umafonte. )

9) Por que voceé resolveu cursar matematica?
Gosta de matemética: 22 alunos
Gosta de matemética, emboratenhadificuldade: 1 aluno
Quer lecionar: 3 alunos
Quer aprofundar seus conhecimentos. 2 alunos
Por necessidade do trabalho: 1 aluno
A mae é professora de matemética: 1 aluno
N&o conseguiu entrar no curso de sua escolha: 1 aluno
Acha que “a matemética evidencia alto nivel intelectua de quem a
domina’: 1 auno
Por ouvir elogios ao curso: 1 aluno
Quer fazer mestrado em matemética, apesar daidade: 1 aluno.
( Alguns alunos citaram mais de um motivo. )

10) Vocé leciona matemética?
N&o: 16 alunos Sim: 9aunos { 1°grau: 9

2° grau: 3
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11) Vocé estuda fora do horério de aulas?
diariamente: 6 alunos
nos finais de semana: 8 alunos
de vez em quando: 6 aunos
SO para as provas. 5 alunos.

12) Vocé dispbe de quantas horas para estudar, forado horério de aulas?
Média 5,9 horas semanais.
( Alguns alunos n&o dispdem de nenhum tempo livre; estudam durante a
noite, em época de provas. )

13) Vocé gostado curso que esta fazendo?
Sim: 21 alunos
Mais ou menos. 4 alunos
Nao: [

14) Vocé tem preferéncia por alguma disciplina?
N&o: 10 alunos

Sim: 15 aunos
Geometria: 5 Desenho: 2
Algebra: 4 Quimica: 2
Fisica 3 Trigonometria: 2
Logica: 3 Cdc. Dif. Int.-I: 1
Geom. Analitica: 2 Todas as disc. de matemética: 1

15) Em matematicavoceé prefere:
Efetuar cdlculos: 21 alunos
Estudar conceitos: 4

16) Vocé cursaoutras disciplinas aém daquel as do segundo ano?
N&o: 21 alunos Sim: 4 aunos.

17) Voceé cursou Algebral no Centro UNISAL ?

Nao: 4 alunos Sim: 21 aunos
em1997. 1
em 1998. 8
em 1999: 17
Observacoes:

1) Alguns alunos cursaram adisciplinaem mais de um ano.
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2) O objetivo desta questio é saber quem estudou (ou n&o) Algebra |
em 1999. Nessa ocasido foi iniciado este trabal ho.

18 ) Atribua notas de 1 a 10 aos assuntos que vocé considera mais dificeis
(notas mais baixas) e aos mais faceis (notas mais altas).

(7,0) dominio de funcdes

(7,4) conjunto-imagem de funcdes

(8,0) funcdes mondtonas

(6,9) conjuntos limitados

(6,8) sequénciaslimitadas

(7,9) seqiéncias monotonas

(7,9) seqUéncias ndo mondtonas

(6,9) sequéncias convergentes

(7,0) subseqtiéncias.

O objetivo desta questdo é tentar estabelecer uma relacdo entre o0s
contetidos onde foram verificadas as maiores dificuldades, e as notas que os
aunos lhes atribuem. E significativo que a média mais baixa sga a de
seguéncias limitadas, e amais alta a atribuida as fun¢des monotonas.

19) Vocé jahaviaanteriormente estudado as seqgliéncias de nUmeros reais?
N&o: 21 aunos
Sim: 4 aunos (no 2° grau, no estudo de P.A. e P.G))

20 ) Vocé acha que é vdido trabahar alguns conceitos da forma como
estamos trabalhando as sequiéncias? Por qué?
N&o: 2 alunos.
Motivos:
- “Pode ser mais dificil.”
“Tive muita dificuldade no comego, pois nunca tinha visto e
demorei para entender que se tratava de um assunto facil, e
tive nota prejudicada nesse periodo.”
Obs.: Essa resposta € de um aluno que respondeu sim e nao,
justificando ambos.

Sim: 23 aunos.
Motivos:
- “Para aprofundar e abordar o assunto de maneira mais
completa’
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- “Essas atividades ajudaram muito a memorizar a matéria.”

- “Aumenta o aprendizado.”

- “Conforme os erros, facilita a compreensdo e a
aprendizagem.”

- “Conseguimos entender melhor.”

- “Colocamos nos testes 0 que pensamos sem ter visto, para
depois sabermos o certo ou errado.”

- “Com esse trabaho, vamos guardando e sempre tirando as
duvidas que temos.”

- “Tornao aprendizado maisfacil e abrangente.”

- “E muito mais f&cil guardar as informagdes.”

- “Trabahar conceitos em forma de atividades de aplicacéo é a
melhor forma de aprender.”

- “Temos a oportunidade de corrigir nossos conceitos.”

- “Paramim foi muito bom, pois entendi realmente. N&o houve
um acumulo da matéria, porque todas as semanas estavamos
estudando sequéncias.”

- “Aprendi muito mais.”

- “Ajudou-me a aprender bem, sb ndo gostel de valer nota.”

- “E um aprendizado mais lento, a cada dia aprendemos um
novo conceito e reafirmamos o anterior, portanto, € um
aprendizado sdlido. Aprendemos com O erro, € assm
conseguimos entender o conceito correto.”

- “Forcaindiretamente o aluno a estudar todos os dias.”

Obs.: Alguns aunos ndo justificaram sua resposta, e diversos
apresentaram respostas semel hantes.

E interessante observar o niimero de alunos que acharam vélido o
trabalho, considerando que, no 1° bimestre, 13 dos 26 alunos tiveram
notas mais baixas nas atividades do que na prova bimestral; e no 2°
bimestre, 12 aunos tiveram suas médias diminuidas em funcéo das
notas mais baixas nas atividades.

21) Como vocé classificaria este estudo das sequiéncias comparativamente
com as outras disciplinas da area de exatas do Curso de Ciéncias e
Matematica?

sequéncias séo maisfaceis. 14 aunos

sequéncias sdo mais dificeis. [

sequiéncias sdo tao faceis (ou téo dificeis) quanto: 9 alunos.
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22) Vocé achaque é possivel trabalhar outros assuntos dessa mesma forma?

ndo: 6 aunos

ndo sei: 1auno

sim: 17 adunos. Quais? Logica: 1
Limites: 3 Célc. Dif. Integral: 1
Funcles: 3 Geometria Plana e Espacial: 1
Geometria Analitica: 2 Conjuntos: 1
Grupos. 1

gualquer assunto: 3

*k*k*%x
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Anexo 2 O PRE-EXPERIMENTACAO

Problema

Lado =20 cm

T2

Sga T, um tridngulo equilétero cujo lado mede 20 cm. Unindo-se os
pontos médios de seus lados, obtém-se um tridngulo equilatero T,. Unindo-se
0s pontos médios de T, obtém-se T3, € assim sucessivamente. considere a

sequénciadetriangulos Ty, Ty, T, ...

1) Calcule os perimetrosde Ty, Ty, Tz € Ty,
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2) Calcule asoma dos perimetros dos quatro primeiros triangul os.

3) Calcule a soma dos perimetros dos seis primeiros.

4) Calcule asomados oito primeiros perimetros, dos nove, dos dez, dos
onze e dos doze primeiros perimetros.

5) Quantos tridngulos vocé acha necessarios para atingir uma soma de
perimetrosigual a 120 cm? Justifique sua resposta.

Obs.: Perimetro de um poligono é a soma das medidas de seus lados.

*k*k*x
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Anexo 3 0 A SEQUENCIA DIDATICA

ATIVIDADE 1

1)

2)

3)

1. Escreva os 3 primeiros nimeros naturais
2. Escreva 0s 7 primeiros niUmeros naturais
3. Escreva os n primeiros nimeros naturais
4. Escrevatodos 0s nUmeros naturais

Resp. :

el A o

1. Naquestdo 1) 2. hamais ou menos nimerosque nal) 3.?
Resp.:

2. Enaquestéo 1) 3. com1) 4.?
Resp.:

1.Quantos elementos tem cada um dos conjuntos?
A={1,2,34} eB={1,2,3/4,...}
Resp.:

C={1,23....15} e D={1,23,...,15,...}
Resp.:

E={1,23/4,..n} e F={1,234,..,n,..}
Resp.:

2. Hadiferenca entre os conjuntos C e D?
Resp.:

3. Hadiferenca entre os conjuntos E e F?
Resp.:
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4) Complete atabela::

OB WN P

ooo: [N

1
3
5

1.

~w

Quantos numeros tem a 1* coluna?

Ea2*?

Que tipo de numeros figuram na 1*?

E na 2* coluna?

A cada elemento da 1° coluna quantos correspondem na 2°*?
A tabelarepresenta uma cujo dominio é

cujo contradominio €
é

, € CUjO conjunto-imagem

*k*k*x
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ATIVIDADE 2

Verifique, dentre 0s seguintes exemplos, quais representam seqiéncias.

Justifique cada resposta.
1 Resposta:
) XY &P 2) X |y Resposta:
1|-7 T
2 |-5 2.6
3 -3
-1 -3
4 -1
5|1 019
13
: 216
319
3)f:IN - IR 6)(-1,0,-1,0,-1,0,...)
n - f(n)=2n-1 Resposta:
Resposta:
7)(1,357,9)
Resposta:
HgZ-Z
z g@2=2z-1 8) (2/5, 3/7, 419, 5/11, 6/13, ...)
Resposta: Resposta:
5 x:IN - IR 9 (..,-7,-4,-1,2,5,8,...)
n e xn=-\/7 Resposta
Resposta
10) x |1 ]2 |3 |4 |5 Resposta:
y ]10 20 |30 |40 |50
123 |4 |5
11) X Resposta:
,[3]4]8]6
y 21 3|4|5
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) Resposta:

X
N |
w| N
A lw
ol s

*kk*%k
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ATIVIDADE 3

Considere as seguintes sequéncias:

g |X [1]2 |3]4]5 |6 o f IN-> IR
1(1)1]1 1 n > f(n)=n>6n+8
y (112 /3]|4|5 6
b)x |12|3|4|5|6 |7 d) g IN—IR
y 44|44 1|4 |4 |4 =_n
n|—>g(n) n+1
e x:.IN—IR [
L , Sen éimpar
n. X,=<Xn
1 sen e par
n ’ P

-

1) Represente cada seqiiéncianaretalR:
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2) Complete o quadro, marcando com X.

2.1) As sequéncias crescentes, as decrescentes, as constantes e as nao
monotonas (se houver)
2.2) As seguéncias cujos termos “se aproximam” de algum nimero (n&o
€ preciso determiné-10)

monaotona crescente

monoétona decrescente

monoétona constante

nao monotona

Seus termos “se aproximam” de um n°

*k*k*
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ATIVIDADE 4

Considere as sequiéncias abaixo, definidas por seu termo geral:

a) xnz% b) & = 2n Q) Uy = (-1)"
=3 - —-n -
d) yo= Ovp= f) c, %@
1, senéimpar n+l,sen<3
1 . h) z,=
g) b= F,senepar 4 ,sen>3

1) Escreva cada sequéncia designando seus termos (no minimo os 6
primeiros).

2) Escreva o conjunto-imagem de cada seqiiéncia.

3) Verifique quais segiiéncias tém o conjunto imagem limitado.

*k*k*x
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ATIVIDADE 5

1) Considere as seqiéncias (a,), (by), (c,) e (d,) definidas abaixo. Para
cadaumadelas:

a) escrevaseus 6 primeiros termos;

b) escreva seu conjunto-imagem;

c) verifique se seus termos “cabem” ou n&o no intervalo [0,2].

SN
&

a)
- 2n b)
n n+ 2 C)

2) Cologue V(Verdadeiro) ou F(Falso)
() {1,3579,.} éilimitado einfinito

() [ V2 58) élimitado einfinito

() a sequéncia (4,3,2,4,3,2,4,3,2,...) tem conjunto imagem
l[imitado e infinito.

() {64,32 16,8,4,2,..} éinfinito elimitado

(){

gl
N w

©olo
B~

} éilimitado e infinito
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ATIVIDADE 6

Considere as seguintes sequencias.

(&) = (0; 0,25; 0,50; 0,75; 1,00; 1,25; ...)

-~ -1 -2 .38 _4 .5
(bn) - (01 ’ 31 41 51 61 ---)

2
@=(15,12,17,.)
(dn) = (1, g g % g % g 2)
=(-3,2,-2,2,-2,2,.)

1) Represente cada sequiéncia nareta R, de acordo com a escala dada.

E
ES
-

¥

-+
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2) Complete o quadro. Margue com X aresposta.

Caracterigticas | a, | by | ¢, | dy | Xn
crescente
decrescente
nao mondtona
limitada
ilimitada
convergente

*kk*%x
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ATIVIDADE 7

Considere as seguintes sequéncias:
(a)=(1,2,3,1,2,3,1,23,..)

(b) = (1 3 7 15 31 63
W) =(1, =, =, =, =, =

"2747 816" 327

c)=(0,-1,1,-2,2-3,3,..)

_ 3 4
(dn) - (_21 _61 _E

(ho) = (1

(in=01,23,25272,..)

1 1
(Jn)_(Z1O1E101

1
36

"4°3’16°'5°36° 7"

1
64

)

)

)

Complete o quadro abaixo, marcando com X as respostas corretas.

Caracteristicas

(&)

(br)

(Cn)

(dy)

(€n)

(fn)

(9n)

(hn)

(in)

(In)

crescente

decrescente

nao monoétona

limitada

ilimitada

convergente

nao convergente

119



ATIVIDADE 8

Considere as seguintes sequéncias. “Extraid’ de cada uma delas, duas
sequéncias diferentes.

(a,)=(1,2325272,..)
(a,) =
(a,) =

1 1

(6)=(5.0,2,0,2,0,2,0,..)
(b,) =

(b, )=

(c.)=(3,6,9, 12, 15,18, ...
(c,) =
(c,)=

@333 4
(d,)=
(d,)=

oo
~N| o
~

*k*k*%x
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ATIVIDADE 9

Considere as sequiéncias abaixo e suas respectivas subseqiiéncias:
(@) =(1,-1,1,-1,1,-1,..)
@)=(1,1111.)
@) =(1-1,-1,-1,..)

et b A
(b,) = (-1, —%, —%, —6—14, )
SR IO
SRR
SREEEER

(o, %,o, %,o, %,o, %,o, L) =(d)
@=L

@,) =(0,0,0,0, ..)
RIS

Complete o0 quadro, marcando com X as respostas corretas.

caracteristicas | a,|a, |a, | b, | b, | b d,|d,|d,]|d

N

C,|C

n n; n n n; n n;

crescente
decrescente
nao mondtona
limitada
ilimitada
convergente
divergente 121




ATIVIDADE 10

Considere as sequiéncias seguintes e suas subseqiéncias:

=(1L-11-11 - —1t31lgl,1
1 @)=(1-11,-11,-1,..) 3) (,) =@, 53,5 o7 8,...)
(@) =(1,1111,..) c,) =(1,3,57,9,..)
= (-1 -1 -1 - —(1111
@,)=(1-1,-1,-1,..) (C,,) (2,4,6,8,...)
-1+ 1 11 —(1335577
2 ®) =L 2" 4’8" 1 ’32"") 4 (@) 2'2'4'4°6'6 8"")
-1 -1 1 _1 —(1357 39
(by) = (L, 4’ 16’ 64"") (d,) 2’4’6’8’10"")
(11 1 1 —(3573
Bn) = 2’8’32’128"") (A 2’4’6’8"")
Complete 0 quadro, com as respostas corretas:
const. |crescente |decrescente |fi mondtona |converge p/ n° | converge
(a,)
(a,)
(a,)
(b,)
(b,,)
(b,)
(c,)
(c,,)
(c,)
(dy)
(d,)
(d,)
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Anexo 4 0 POSTESTE

1) Represente as sequiéncias abaixo, escrevendo 0s seus 6 primeiros termos:

n , Se n é numero impar

1 b) b =
a)an:B——H h N senéndmero
b 20 n+1
1 .sens<3 _ i
c C,= 1 d) dn_z(_l)
n .sen>3 (
1 , Sen é nimero par
n
e €=
1 | senéndmero
\ n? °’

2) Dé exemplo, se existir, de uma sequiéncia de cada um dos seguintes tipos:

(a) sequiéncia limitada e convergente

(b) seqliéncia ndo limitada e convergente

(c) sequiéncia limitada e divergente

(d) sequiéncia monotona limitada

(e) sequiéncia ndo monadtona limitada

(f) sequiéncia ndo mondtona e ndo limitada

(g) sequiéncia de termos positivos, ndo monotona, convergindo para zero.

3) Coloque V(Verdade) ou F(Falso):
( ) Toda sequiéncia que converge € limitada.
( ) Toda sequéncia limitada € convergente.
( ) Toda sequiéncia convergente € monodtona.
( ) Toda sequiéncia monétona € convergente.
( ) Toda sequiéncia monétona e limitada converge.
( ) Toda seqgiiéncia constante converge.
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( ) Uma seguiéncia pode ter dois limites diferentes.

( ) Toda sequéncia que possui uma subsequéncia convergente €
convergente.

() Se (x, converge para a, entdo toda subsegiiéncia de (x,) também
converge paraa.

( ) Sequénciade numeros reais € umafuncéo deIN em IR.

4) Como vocé explicaria a um aluno de 15 anos 0 que € uma sequéncia
convergente?
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