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RESUMO

Partindo do pressuposto de que as isometrias devam ser ensinadas ja no Ensino Fun-
damental, propde-se, neste trabalho, que se inicie com rotagdes a partir da 5* série, empre-
gando-se uma estratégia que inclua a utilizacdo de manipulativos de facil obtencéo. A pes-
quisa compara os resultados obtidos por dois grupos de sujeitos ao longo de uma série de
atividades desenvolvidas em classe, apenas com a intermediacdo do pesquisador; um dos
grupos utilizou somente os instrumentos usuais do Desenho Geomeétrico e 0 outro usou pre-
dominantemente outros materiais e ferramentas, como palitos, papéis transparentes, botdes e
o transpel, um dispositivo especialmente projetado para este estudo. As atividades se gjusta-
ram aos preceitos tedricos apresentados por Piaget e Garcia, ho que diz respeito a psicogéne-
se do pensamento geomeétrico e as idéias de Meira referentes a transparéncia dos artefatos
utilizados no ensino de Matemética. A andlise dos resultados obtidos nas atividades e no
pos-teste mostrou que existe forte influéncia do material utilizado no desempenho dos alu-
nos, variavel de acordo com a natureza da atividade. O estudo conclui que ambos os con-
juntos de materiais utilizados podem contribuir para uma ampliagdo das experiéncias dos

estudantes e da sua compreensdo do campo conceitual da rotagao.



ABSTRACT

Starting from the premise that isometries should be included in the geometry curri-
culum, this research proposes that we should begin with rotations at 5" grade, by means of
strategies of using easily obtainable manipulatives. This investigation compares the achie-
vements of two groups of subjects along a sequence of activities that took place in the
classroom, mediated only by the researcher; one of the groups was allowed to use only tradi-
tional drawing tools and the other one was instructed to employ alternative material and tools
like sticks, tracing papers, buttons and the “transpel”, a device specialy designed for this
study. The activities were planned to fit in the framework of the theory of Piaget and Garcia
concerning the psychogenesis of the geometrical thinking and the ideas of Meira related to
the transparency of artifacts used in the teaching of Mathematics. The analysis of results in
the activities and in the post-test has shown that there is a strong influence of the applied
material in the students performance, dependent on the nature of the activity. The research
concludes that both sets of manipulatives can contribute in different ways to enlarging stu-

dents' experience and understanding of the conceptual field of rotation.
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APRESENTACAO

No Brasil, a Educacdo Matemética busca seu espaco e a producdo nesse campo ja
constitui um acervo cuja apropriacao esta além das capacidades individuais. Assim, mesmo
sem considerar a producdo estrangeira, ja é dificil para o pesquisador em formacéo ter certe-
za de que seu trabalho de investigagdo seja relevante ou inédito, qualidades desgjdvels num
projeto de pesquisa.

Considerando-se o0 aspecto da relevancia, dentre os grandes temas da Educagdo Ma-
temética estd 0 do ensino e da aprendizagem da Geometria, que se ramifica em varias ques-
tbes. Dentre elas, destacamos a questdo do ensino e aprendizagem das transformagdes geo-
métricas e, em particular, da rotagdo. O aspecto da novidade, no sistema educaciona brasi-
leiro, evidencia toda a problemética que envolve o ensino dessa transformagdo: quando co-
mecar, que perspectiva adotar, de que forma devera ser dada, que dificuldades deverdo ser
consideradas, etc.

Nosso trabalho consistiu essencia mente na pesquisa das diferencas de aplicacéo e di-
ficuldades de duas segiiéncias de ensino da rotacdo, uma delas baseada no uso cléssico da
régua e do compasso e a outra centrada no uso de outros materiais manipulativos, como pa-
pel transparente, corddes, palitos e a comparagao dos resultados obtidos na aprendizagem do
conceito, nos dois enfoques. Os sujeitos da pesquisa eram, no inicio, 37 alunos da 5° série do
Ensino Fundamental de uma escola particular de S&o Paulo, cujainstrucao escolar préviando
compreendia o estudo de transformacfes geométricas nem o de alguns conceitos geomeétri-
cos relacionados a esse assunto, como o de mediatriz de um segmento e medidas de angulos
maiores do que 180° .

Ao desenhar 0 experimento, tinhamos como pressupostos a expectativa de que os
estudantes se apropriassem do conceito de rotagéo, concebido inicialmente como um movi-

mento fisico com certas caracteristicas e finalmente como uma relagdo perfeitamente deter-
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minada entre duas figuras congruentes no mesmo plano. Caso as condigdes fossem favoré
vels, ndo estariam descartadas possiveis aplicagdes elementares da rotagdo como ferramenta
na resolucdo de problemas de geometria. Considerando o nivel instrucional e cognitivo dos
sujeitos da pesquisa, Ndo era nossa meta tratar o conceito de rotagédo plana como o de uma
funcéo do plano no plano e o subsegiiente enfoque da dgebra das transformacdes (grupos de
transformaces, representacdo matricial, etc). Com relacdo as duas seqUéncias de ensino,
nossa expectativa era a de que, do ponto de vista das propriedades geométricas das figuras
estudadas (por exemplo, a de que trés pontos determinam um triangulo), o grupo darégua e
do compasso tivesse melhor desempenho, e que, do ponto de vista da no¢éo de rotacdo como
movimento rigido (por exemplo, identificar uma relagdo de rotagdo numa configuracéo
dada), o grupo do material manipulativo se saisse melhor. Como se V&, nossas expectativas a
esse respeito possivelmente ndo se distanciavam das de um professor secundario com expe-
riéncia no ensino das transformagdes geométricas.

Nesta monografiairemos apresentar nossa investigacéo, desde asidéiasiniciais até os
resultados finais. Organizamos nossa exposicao em seis capitulos, que iremos descrever de
forma resumida a seguir.

No primeiro capitulo, discutiremos alguns aspectos do conhecimento académico de
transformacOes geométricas e seu ensino, em especia a rotacdo, que teréo reflexos em nossa
pesgquisa. Comecaremos com uma sintese dos varios tipos de abordagens propostas para o
ensino da Geometria, considerando apenas al guns aspectos tedricos do saber académico des-
se ramo da Matematica. Em seguida, nos dedicaremos ao conceito e a defini¢éo classica de
transformagdes no plano, com enfoque na rotagéo e suas propriedades essenciais. Para tentar
gjudar a compreender a concepcdo de Klein da Geometria como uma estrutura, definiremos
grupo, apresentaremos exemplos e estudaremos com um certo detalhamento o subgrupo das

rotagcGes em torno de um ponto fixado. Depois, discutiremos um pouco a questéo da questéo
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da substitui¢cdo dos axiomas de congruéncia pel os axiomas das isometrias, ja que essa parece
ser uma recomendacdo dos PCNs. Encerraremos o capitulo com algumas observacfes sobre
construgdes com régua e compasso. Nossa intencdo nesse capitulo € a de apresentar alguns
elementos para reflex&o por parte dos professores que eventualmente iréo enfrentar o pro-
blema da introducdo do estudo das transformacdes geométricas no Ensino Fundamental.
Como as transformagdes geomeétricas sdo muito pouco estudadas nos cursos de licenciatura,
€ necessario que o professor tenha uma visdo das suas no¢des fundamentais, parte das quais
apresentamos aqui. Iremos recomendar alguns livros para que o professor complete o indis-
pensavel estudo desse assunto.

No segundo capitulo, abordaremos varios topicos relacionados ao ensino da trans-
formagdo na escola pré-universitaria. Um desses aspectos se refere ao tratamento dado ao
assunto na Franca, Estados Unidos e Inglaterra, com relagéo a insercdo do ensino de trans-
formagbes geométricas na escola, considerada na faixa dos 10 aos 17 anos. Outro aspecto se
refere ao fato de que, nesses paises, existe alguma interacdo entre as determinacdes dos Or-
gaos ingtitucionais de ensino (governamentais ou nao) e as pesquisas de educadores mate-
maticos relacionadas a essas inovagdes, algumas a priori, outras concomitantes e outras a
posteriori a época de implementacéo das reformas. Véarias dessas pesquisas a que tivemos
acesso permitiram delinear o tema de nosso trabaho, sugerindo aspectos ainda néo investi-
gados e apresentando varios resultados que pudemos confirmar em nosso estudo. Iremos
tratar resumidamente também neste capitulo o ensino das transformagfes no Brasil, sob o
ponto de vista de sua inclusdo nos curriculos e livros didaticos, a partir das recomendactes
dos PCNSs.

No terceiro capitulo, ocupar-nos-emos da questéo do desenvolvimento do conceito de
transformac&o na crianca e no adolescente, com base em algumas teorias psicoldgicas. Por

exemplo, apoiamos-nos em Piaget e Garcia (1983), no que se refere aos mecanismos de
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evolucdo dos niveis intra, inter e trans de pensamento na conceituacdo das tranformacgdes
geométricas pelo individuo. Faremos uma breve conexdo com a historia das transformacgdes
geométricas, porque isso é essencial nateoriade Piaget e Garcia (ibid).

V eremos também neste capitulo como a utilizag8o de instrumentos e materiais mani-
pulativos como ferramentas que ampliam ou mudam, talvez nem sempre para melhor, a ca-
pacidade de comprensdo, € vista em trabalhos de pesquisa, como o de Meira (1998). Vale-
mMo-nos de suas idéias para justificarmos algumas de nossas observacdes sobre o comporta-
mento e o desempenho dos sujeitos de pesquisa durante o desenvolvimento de suas ativida-
des.

No quarto capitulo, apresentaremos a metodologia empregada neste trabalho. Ela
compreende um pré-teste, um conjunto de atividades e um pos-teste. O pré-teste foi aplicado
no final do ano letivo de 1999 para um grupo de 40 estudantes da 4° série do ensino funda-
mental da escola ja mencionada antes. Foi feita uma anadlise dos resultados do pré-teste e
com o auxilio das pistas fornecidas pelo mesmo, foi elaborado um conjunto de atividades em
classe, dividido em trés sessdes, desenvolvidas em modul os que chamamos de ‘folhas'. Cada
folha, com excecédo de uma delas, foi concebida para durar o tempo normal de uma aula.
Esse conjunto de atividades foi aplicado aos sujeitos do pré-teste no ano 2000, quando cur-
savam a 5° série. Os oito encontros feitos com os estudantes se estenderam de maio a setem-
bro desse ano, tendo que se gjustar as disponibilidades dos professores, ja que foram aplica-
dos durante o periodo normal de aulas. O pos-teste foi aplicado cerca de 40 dias apos o Ulti-
mo encontro, pois pretendiamos verificar se a aprendizagem néo era efémera. Os encontros
foram filmados em video, as vezes com tomadas da classe toda e o restante do tempo focali-
zando o trabalho de um individuo ou de alguma dupla.

Dedicaremos o quinto capitulo a andlise e interpretacdo dos resultados de cada uma

das sequéncias de atividades e da comparacdo entre as duas,; analisaremos e interpretaremos
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também os resultados do pos-teste, comparando-0s com os das atividades em classe bem
como os do pré-teste. Para a elaboracdo das tabelas de dados, parte das quais foi também
apresentada em gréficos de colunas, foi necessério, muitas vezes, subdividir vérias atividades
em subitens pormenorizados, de leitura dificil. Por um problema de espago, decidimos néo
anexar essas tabelas estatisticas, realmente bastante extensas. Algumas informagdes dificil-
mente quantificaveis, como as atitudes, reacoes, interaces entre os sujeitos, dividas e até
mesmo estratégias de resolucdo de problemas durante os encontros, foram retiradas das | eitu-
ras das explicacdes escritas pelos sujeitos e, excepcionalmente, da observacéo das fitas gra-
vadas durante as aulas.

No capitulo seis, a partir das analises desenvolvidas, responderemos as questfes co-
locadas inicialmente e as outras surgidas ao longo da pesquisa; apresentaremos, também,
algumas sugestfes de futuras pesquisas que poderiam dar continuidade ao projeto iniciado
nesta investigacdo. Iremos concluir este trabalho com al gumas recomendacfes para 0 ensino

de rotagBes nos 3° e 4° ciclos do nosso Ensino Fundamental.



CAPITULO 1

1.1 — INTRODUCAO

Iremos discutir neste capitulo algumas idéas de natureza matematica que possam ter
influéncia no ensino escolar. N&o se trata aqui de uma questéo da escolha de um método de
ensino, mas da adogdo de uma particular perspectiva da Geometria do ponto de vista mate-
maético. Como veremos, a escolha de diferentes conceitos fundamentais como ponto de parti-
dalevou a diferentes tratamentos da Geometria como disciplina escolar por alguns reforma-
dores de curriculos em diferentes paises e em diferentes momentos. Para uniformizar a lin-
guagem, iremos denominar Geometria Euclidiana ao contelido compreendido habitualmente

pelos curricul os escolares pré-universitarios, no Brasil.

1.2 — CONSIDERACOES SOBRE A NATUREZA DA GEOMETRIA ESCOLAR

As rotagOes constituem uma classe de fungbes contida em outra classe mais abran-
gente: a das transformagfes geomeétricas, denominagdo esta que deixa entrever uma conexao
da Geometria com a Algebra. No nivel do trabalho académico, as transformagbes sio um
objeto importante de estudo interdisciplinar até os dias de hoje. No nivel do trabalho escolar
pré-universitario, é preciso considerar 0s varios tipos de abordagem da Geometria, que iréo
determinar a importancia do assunto. Willson (1977), faz uma lista dessas abordagens, que
iremos apresentar a seguir, acrescentando comentarios nossos para tornar o texto mais preci-
0.
= A “tradicional”, em que a Geometria € baseada em Os Elementos, de Euclides (300 a.C.):

as ferramentas bésicas s30 a congruéncia e a semelhanca de triangulos (com base no 5°
postulado) usadas para estudar as propriedades dos poligonos e da circunferéncia, bem

como algumas relagdes entre essas figuras. A ordem de apresentagdo em geral é preten-
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samente axiomatizadalz.| comega-se com 0s termos indefinidos, alguns axiomas (ou pos-
tulados) e definigbes. Em seguida, usando as regras da légica cléssica, demonstram-se
novas proposicoes, denominadas teoremas, acompanhados, frequentemente, de defini-
¢Oes e apresentagoes de propriedades. A teoria se desenvolve com o aparecimento de no-
VoS teoremas, novos axiomas e novas propriedades e definicdes, como fez Euclides. O
estudo dos corpos solidos (Geometria Espacial) em geral € deixado parao final.

» A que se baseia nas idéias apresentadas no Erlangen Programme, de Felix Klein (1872),
consistindo fundamental mente numa troca de alguns axiomas iniciais. Em vez do axioma
LAL de congruéncia e demais teoremas de congruéncias, adotam-se os axiomas das
transformagfes denominadas desl ocamento@. Além disso, 0 axioma das paralelas pode
ser substituido pelo axioma da translacéo e os teoremas de semelhanca pelo axioma das
similaridadeéz! No estudo de areas, a transformacéo de cisalhamento (deslocamento pa
ralelo) tem papel bastante importante. Considerando o contetdo tradicional, alguns curri-
culos no Ensino Médio também podem incluir os axiomas das projecdes afins. O que
conta € que, nesta abordagem, as transformacdes sdo meios que justificam os fins, pois
sdo ferramentas usadas no estudo das propriedades das figuras geométricas e usadas para
demonstrar teoremas. Por isso, esta perspectiva se reveste de particular interesse para nés
neste trabalho. Lembramos que na classificaco das geometrias por Klein, entende-se por
Geometria Euclidiana, diferentemente do que convencionamos anteriormente, a que cor-
responde apenas aos grupos de transformagdes isomeétricas. Teriamos aqui, ha verdade,
uma Geometria Euclidiana com transformagoes.

= A vetorial, em que o vetor € o conceito fundamental e o produto escalar de vetores € um
teorema essencial. Os vetores sdo aplicados como ferramentas para o estudo das proprie-

dades das figuras planas usuai s ja mencionadas.

! Um exemplo de sistema axiomatizado da Geometria Euclidiana é o de Hilbert.
2 motions, em inglés: reflexdo nareta, reflexdo com deslizamento, translacéo e rotacéo.
% ou semel hangas.
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= A geometria das transformagdes, tal como sugerida por Max Jeger, em Transformation
Geometry (1969), pressupde conhecimentos prévios da Geometria “tradicional”, tais
como congruéncia e semelhanca e tem as transformagdes como objetos de estudo e néo
ferramentas. As operacdes a gébricas para transformagdes sdo introduzidas logo de inicio
e sdo utilizadas extensivamente como método de prova. Segundo Jeger, “ela faz muito
mais uso da estrutura de grupo da Geometria Elementar” do que outras abordagens en-
volvendo transformacgdes geométricas no ensino da Geometria. Entretanto, o sistema axi-
omético gque fundamenta a abordagem de Jeger ndo é apresentando consistentemente, de
forma proposital, segundo o proprio autor, pois isso seria adequado apenas para niveis
mais avancados de estudo. Ele afirma também que sua intencéo € levantar a seguinte
questdo: “Até que ponto essa abordagem algébrica da geometria escolar € capaz de pro-
porcionar maior ‘insight’ do estudante nessa matéria?’.

= A agébrica, naqua pontos no plano sdo pares ordenados e as curvas sao representadas
por equacdes do segundo grau, ho maximo, com duas variaveis. As transformagdes sdo
expressas como matrizes. A Geometria € vista como algo pertencente a Algebra, ou mais
precisamente, a Algebra Linear.
As trés primeiras abordagens diferem basicamente

no conjunto de axiomas iniciais, mas todas visam o

estudo das propriedades das figuras geométricas

usuais. Vamos ver um exemplo. O desenho ao lado

representa um paralelogramo ABCD, sua diagonal C

BD eo ponto médio O dessa diagonal. Na primeira

abordagem, no estudo das propriedades do paralelogramo, o destaque € o fato de que AADB
OO CBD, pelo caso ALA de congruéncia de tridngulos, admitido o axioma das paraelas; na

segunda abordagem poder-se-ia dizer que 0 HADB € levado ao A CBD por uma rotagéo de
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180° a0 redor de O (ou que a figura tem simetria central com relagdo ao ponto O) e na tercei-
ra, a propriedade bésica consiste no fato de que AB =DC.

Na quarta abordagem, se interpretamos corretamente Willson(1977) e o proprio Je-
ger(1969), os enfoques acima seriam igualmente possiveis, sem nenhum destaque em espe-
cia. Na quinta abordagem, passa-se algo parecido, pois é comum a utilizagcdo de diagramas
em gue se usam as propriedades geométricas das curvas estudadas. Mas certamente a lingua-
gem e a metodologia seriam diferentes (na quarta, grupos e dgebra das composi¢es e na

quinta, equagdes e sistemas de equagdes de duas variaveis de primeiro e segundo graus).

1.3 — NOCOES DA TEORIA DA ROTACAO QUE NOS INTERESSAM

No que segue, faremos uma apresentacéo de parte da teoria das transformagoes, vista
na perspectiva da Geometria. Conforme ja exposto, nosso trabalho ira focalizar apenas a
transformacéo de rotacdo. Iremos falar um pouco superficialmente das transformacfes de
umaforma geral, para depois apresentar uma definicdo geomeétrica de rotagdo, mostrar como
a rotacéo opera sobre uma figura, como relaciona duas figuras e como encontra na estrutura
de grupos seu “habitat” natural. Para esta Ultima discusséo, recordamos a definicdo de grupo
€ mostramos como 0 conjunto das rotagcdes no plano ao redor de um ponto formam um gru-
po. No final, ilustramos como a composicdo das isometrias poderia ser utilizada para de-
monstrar o caso LLL de congruéncia de tridngulos, caso se adotasse a segunda abordagem
apresentada na secgéo 1.2. Deixamos claro que ndo € essa a estratégia usual classica, utiliza-
da nos livros de Geometria avancada. Entretanto, acreditamos que essas idéias devem des-
pertar o interesse do professor que se prepara para ensinar as transformacdes em qualquer
nivel de escolaridade pré-universitaria. Além disso, a continuacdo das pesquisas iniciadas
neste trabal ho inevitavel mente tera que recorrer a esta teoria como um todo.

No que consistem as chamadas transformagdes geométricas?
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A palavra transformacgao, em sua acepcdo popular, refere-se a ago que muda suas
caracteristicas, mas gue permanece intrinsecamente a mesma coisa ou gque conserva o0 Seu
substrato. A &gua que passa da garrafa para o0 jarro ndo muda sua substancia, mas aparece
sob outra forma — ela se transforma. Uma janela quadrada, vista de lado, muda de forma,
mas continua sendo a janela (na verdade, 0 que muda € o ponto de vista do observador). No
movimento de corpos rigidos as coisas se complicam um pouco: uma roda que gira e um
tijolo que cal mudam sua posi¢do, mas permanecem 0S mesmos. Se considerarmos apenas 0
objeto, ele ndo muda (esse € um principio dos corpos rigidos aceito universalmente). Entre-
tanto, se olharmos para 0 ambiente (ou parte dele) em que esta, a configuracdo do ambiente
muda.

Ocorre que, ao representar esses fendmenos ou situacdes, pelos inimeros instrumen-
tos que se nos apresentam (fala, desenho, filme, etc), dois momentos sempre se destacam: o
instante inicial e o instante final. Ao nivel da representacéo, dependendo do instrumento uti-
lizado, isto cria uma certa dificuldade: ao representar, por exemplo, uma bola que cai, em
geral desenhamos duas bolas: uma em cima, outra em baixo, esperando que todos entendam
gue € a mesma bola em dois instantes diferentes. Entretanto, ndo € impossivel que alguém
interprete o desenho como a representacdo de duas bolas congruentes porém distintas. Quan-
do atransformagéo implica mudanca de forma ou tamanho do objeto, a representacdo estéti-
cado fato ndo causa dificuldade: criangas ndo estranham quando desenhamos a sombra elip-
ticade umarodacircular .

A Matemética, freqlentemente, se inspira no mundo fisico e idéias intuitivas para
formar conceitos. Com a formalizagéo, as idéias intuitivas podem desaparecer (por exemplo,
para 0 matematico experto), mas em geral permanecem como referéncia sensivel, principal-
mente como recurso didatico. Em geral, isso ndo € problema. Entretanto, a utilizacdo da lin-
guagem natural sem preocupacdo com o significado no contexto matemético pode trazer

dificuldades inesperadas. Por exemplo, o professor pode pedir para os alunos transformarem
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um quadrado num retangulo que tenha a mesma area e o0s alunos aceitarem a tarefa com na-
turalidade, pois uma coisa virou outra (era um guadrado e se transformou num retangulo).
Entretanto, 0 mesmo professor pode representar a rotagdo de um tridngulo e desenhar dois
triangul os congruentes, enfrentando perguntas dos alunos do tipo: E o triangulo que se mo-
vimenta? Se os triangulos sdo iguais, por que ndo sao o mesmo? Como € que 0 Mesmo tri-
angulo pode estar em dois lugares ao mesmo tempo? Quanto tempo leva para girar o trian-
gulo? Para evitar ambiguidades ou contradicfes, € preciso tratar a nogdo no contexto mate-
matico, sem necessariamente despojé-la de todas as suas caracteristicas intuitivas.

Em Geometria, no discurso moderno, reservamos o termo “transformacdo” para de-
signar uma categoria de fun¢des muito especiais. Interessante sublinhar que o conceito de
funcdo tem caréter algébrico e que as transformacdes geomeétricas assim definidas estabele-
cem uma ponte entre Algebra e a Geometria. Como sabemos, as fungdes relacionam os ele-
mentos de um conjunto dado A com elementos de um conjunto B, de forma que todos os
elementos de A sgjam associados a um elemento de B e ndo hgja dois elementos distintos de
B associados a um determinado elemento de A.

No caso das transformacfes geométricas planas, e neste estudo vamos nos restringir
apenas a Geometria Plana, os conjuntos A e B sd0 iguais a um mesmo plano 1t Portanto, os
elementos relacionados pelas transformagdes sdo pontos e, em Ultima instancia, figuras (de-
finidas como conjuntos de pontos). Assim, cada ponto do plano 11, chamado ponto original,
tem um ponto associado, no mesmo plano, chamado imagem. Uma das transformagdes pos-
siveis do plano € arotagéo. Conforme sugere seu nome, a rotacdo tem suas nogoes intuitivas
baseadas no movimento circular e podemos até nos referir a esse movimento quando falamos
nessa transformagdo. Mas a defini¢cdo matemética é clara e ndo faz mengdo a variavel tempo,
diferentemente do que faz a Fisica.Vamos considerar um plano Tt (representado por nossa
folha de papel) e O um de seus pontos. Seja X um outro ponto do mesmo plano. Qualquer

gue sgja X, diferente de O, podemos sempre encontrar um ponto X' tal que o angulo (orien-
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tado) XOX' tenha medida o (que é um niimero dado, positivo quando o angulo é medido no
sentido anti-hor&rio e negativo, quando medido no sentido horario) e, aém disso,
XO = X'O. E se X coincidir com O, fazemos X = X'. O desenho abaixo mostra o ponto A e

suaimagem A’, narotacéo de a = 30° ao redor de O.

A1
e R(O,a):
a) X=00OX=X=0
L b) XzO0O mXOX)=aeXO=XO.
@) A

Na notacdo habitual, representamos esta rotacdo, que transforma o ponto A no ponto
A", por R(O,a) ou, quando ndo houver divida sobre os parametros (sentido, medida do an-
gulo, centro), simplesmente por R. Escrevemos entéo R(A)=A'.

Vamosilustrar os exemplos a seguir com esta rotacéo em particular.

Olhando o desenho anterior, varias interpretacbes podem ser feitas, dependendo do

grau de conhecimento do observador. Pode-se simplesmente ver um angulo de 30° de vértice

Oelados AO e A0, de mesmo tamanho; pode-se imaginar um ponto que girou ao redor de
O, da posicdo marcada por A até a posicéo marcada por A’, no sentido horario ou no sentido
anti-horario; podemos pensar no plano girando ao redor de O, isto €, todos 0s seus pontos
(com excecdo de O) giram ao redor de O, de 30° no sentido anti-horério e o ponto A vai parar
num outro ponto, que chamamos A’. Podemos até tentar representar esse “movimento” ima-

gin&rio:
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Uma rotagdo qualquer no plano Tttem este plano como dominio e como conjunto de
chegada. Essa rotacdo € uma fungdo injetora, pois dois pontos diferentes tém imagens dife-
rentes, e € sobrejetora, pois todo ponto € imagem de algum ponto (ndo é dificil demonstrar
essas asser¢des usando argumentos geométricos). Em outras palavras, R € bijetora. Note que
a imagem do ponto O € o proprio O, ou sgga R(O) = O (dizemos que O é o ponto fixo da
transformag&o). Sendo R bijetora, podemos afirmar que existe a aplicagdo inversa R™, de

forma que para todo ponto imagem A’ existe um ponto A A

objeto tal que RY(A)=A. No desenho @o lado, R* éa .

rotacdo que leva o ponto A’ no ponto A. De acordo com
nossa convencdo, a medida do angulo de rotagéo é -30° .
Vamos considerar, agora, uma figura F em 1t Sabemos que a imagem de um sub-
conjunto do dominio € um subconjunto do conjunto de chegada. Ou sgja, existe um conjunto
F~ O mta que R(F) = F. Asduas figuras se relacionam ponto a ponto, conforme sugere o

desenho abaixo: F'
F
Aparentemente a figura origina e sua imagem s&0
congruentes. Usando argumentos da Geometria Euclidiana na

abordagem tradicional, ndo é dificil provar que as duas figuras

sd0 realmente congruentes. Vamos fazer essa demonstracéo

para o caso darotagdo R considerada aqui (a demonstragdo para
0 caso geral éidéntica). Defato, se X e Y sdo dois pontos de 1, entdo X' = R(X) e Y’ = R(Y)

s80 dois pontos de 1t De acordo com a definigdo de rotagdo, temos XO = X O e YO = Y'O.
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Usando a mesma defini¢do, temos também que m(XOX') = m(YC)V)El, logo m(XQY) +

m(YOX’) = m(YOX) + m(X'QY’) = XOYX QY. Utilizando o axioma LAL da congruéncia
de tridngulos, concluimos que AXOY [JAX QY’, ou sga,
XY=XY U
0 gue significa que as distancias entre pontos s80 preservadas na rotacao.
Consideremos agora um terceiro ponto Z do
plano 1t Sendo R(Z)=Z', pelo teorema demonstrado
acimatemos XY = X'Y', XZ=XZ eYZ=YZ.Se

0s trés sdo pontos distintos dois a dois, pelo axioma

LLL de congruéncia de triangulos temos AXYZ [] o X
AX'Y'Z,logo XZY OX'Y'Z0
Isto significa que os angulos s&o conservados na rotagéo.

Ora, dizer que distancias e angulos sdo elementos invariantes numa rotagdo significa
dizer que tamanho e forma de figuras so invariantes. Em outras palavras, afiguraorigina e
a sua imagem na rotacdo sdo congruentes ou isométricas. Dizemos que a rotagdo € uma iso-
metria.

Ha quatro tipos basicos de transformagdes isométricas. a transagdo, areflexdo, are-
flexdo com deslizamento e a rotagdo. Como ja foi dito, ndo iremos nos deter no estudo das
trés primeiras neste trabalho. Entretanto, para o leitor interessado em compreender como as
transformacdes isométricas se relacionam com a teoria dos grupos para definir a Geometria
Euclidiana, navisdo de Felix Klein, em seu Erlanger Programm (1872), além das defini¢cdes
e propriedades de todas essas transformagdes, € necess&rio conhecer o conceito de grupo e,
em particular, de grupos de transformagdes. E importante sublinhar que trabalho de Klein é
muito abrangente, pois se constitui num principio unificador de quase todas as geometrias.

Entretanto, podemos ter uma compreensdo inicial do principio que fundamenta essas idéias

! Note que estamos falando em medidas al gébricas de angulos
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trabalhando com a rotacéo, ja definida e com o conceito de grupo, que apresentaremos em
seguida.

Um grupo é um conjunto G néo vazio de objetos A, B, C, ... para 0s quais 0s seguintes
axiomas se verificam:

G1) Uma operacdo € definida em G de formatal que todo par (A,B) de elementos de
G é associado aum elemento C que também pertence a G. O elemento C é chamado produto
de A e B; simbolicamente, escrevemos

C=A-B
G2) Existe um elemento E de G que satisfaz arelagéo
AcE=E- A=A

qualquer que sgja ALIG. Diz-se que E é o elemento unidade (ou neutro) do grupo.

G3) Para todo elemento A de G existe um elemento inverso, representado por A™,
que satisfaz arelacéo

Ao AT=A"o A=E
G4) A operacéo o éassociativa, ou sga,
(AoB)oC=Ao(B-C)

Vamos considerar trés exemplos de grupos, dois da Algebra e o terceiro, da Geome-
tria

Exemplo 1. O leitor pode verificar facilmente que o conjunto Z dos nimeros intei-
ros é um grupo com relacdo a operacdo de adicdo. Note que na defini¢cdo de grupo, a palavra
produto significa muito mais que a multiplicagdo de nUmeros; neste caso dos inteiros pode-

mos dizer que, sendo a,bl[1Z, aexpressdo a-b significao mesmo que a+b e —a signifi-

ca 0 mesmo quea . Neste grupo, o elemento unidade, mais conhecido como elemento neu-

tro, é o zero.
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Exemplo 2. Vamos considerar agora o conjunto A de todas as fungdes bijetoras do
conjunto S={1,2,3} em s proprio e aoperacdo de composi¢ao de duas fung¢bes quaisquer em
A. TemosA ={ {(1,1), (22),(33)}, {(1.1), (23). (3.2}, {(1.2), (2.1), (3.3)}, {(1,2), (2.3),
(3.1}, {(1.,3), (2.1), (3.2}, {(1,3), (2,2), (3,1)}}. E fé&cil verificar que sef, g, h sdo fungdes
de A, entdo

Gl) fogl A. Defato, para xS, temos g(x) S, logo fog(x)=f(g(x) TS,
ousga, fog éumafuncéo bijetoradeSem S

G2) existeell A taqueeof =foe=f.Bastatomare={(1,1), (2,2),(3,3)}.

G3) todas as funcbes de A sdo hijetoras, logo sdo inversiveis e pertencem a A. Por
exemplo, se f ={(1,1), (23), (32}, entdo f*={(L1), (32, (23} T A e
fof™=1f"0f=e={(11),(22).,33)}.

G4) fo(goh)=(fog)oh. De fato, para um ponto x qualquer de S temos
(f e (goh)(X) = F((g°h)(X) = F(g(h(x) = (f - g)(h(x)) = ((f = g)°h)(x)

Exemplo 3. N&o e dificil provar que as rotagdes em torno de um ponto fixo formam
um grupo.

Defato, dadas asrotagdes Re S, de angulos a e S, respectivamente, no sentido anti-
horario, em torno do ponto O num mesmo plano,
podemos ver que Ro S também é uma rotacéo em torno
de O, deéangulo a + 3, no sentido anti-horério.

Vemos ao lado que Ro S(A) = R(S(A)) = R(A) = A".

Ja vimos que qualquer rotacdo R de angulo a em

torno de O admite ainversa R™* de angulo -a em torno de O.
A rotac&o identidade pode ser vista como a rotacdo de 0° ou outro mltiplo de 360° .
Vamos mostrar que vale também a propriedade associativa da composi¢ao para trés

rotagdes R, S, T em torno de O, no sentido anti-horario, ou sga, Ro (SeT) =(RoS)oT.
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Defato, se A € um ponto do plano, temos

(Ro(SoT))(A) = (R(S-T)(A) =R(S(T(A)) e

((Re§)T)(A) = (Re S(T(A)) = R(S(T(A))),10go Re(SeT) =(Re§)oT.

Se isto parecer muito abstrato, basta considerar os diagramas a seguir.Vemos, a esquerda,

que A'=SoT(A) eque R(A") = A", logo R(S°oT(A)) =Ro(S-T)(A) =A".

Ro(SeT) (RoS)oT

SoT A

A direita, temos A'=T(A)e queRo S(A) = A", logo Ro S(T(A)) =(RcS)oT(A) =A™,
Portanto, Ro (SoT) =(Re S)oT.

O conjunto de todas as rotagdes ndo € um grupo, pois o produto de duas rotacdes pode ndo
ser uma rotagéo. Entretanto, ha outros exemplos de grupos de transformacdes: 0 das transa-
cOes, 0 das trandacles e rotagdes, o das dilatacbes, das afinidades, etc. Na verdade, alguns
desses grupos sdo subgrupos de outros. Por exemplo, o das translagdes é subgrupo do grupo
das trand acOes e reflexdes centrais, que é subgrupo do grupo das transacdes e rotacdes. Se
considerarmos as quatro transformagoes tipicas que preservam a distancia (translagdo, rota-
cdo, reflexdo e reflexdo com deslizamento), o conjunto de todas elas, munido da operacéo de
composicao das mesmas em numero finito, € chamado grupo das isometrias (ou dos movi-
mentos rigidos), na qual adistancia é invariante (como ja vimos, isto implica a constancia da
forma e do tamanho das figuras transformadas). No plano unificador de Klein, o que ele
chama de Geometria Euclidiana € o estudo dos invariantes no grupo de isometrias, conforme

ja vimos. Se acrescentarmos a0 conjunto das isometrias a transformacdo de ampliacdo ou
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reducdo de figuras, teremos o chamado grupo das semel hanga@, gue constitui 0 que nés
convencionamos chamar aqui de Geometria Euclidiana (chamada Geometria Parabdlica, no
sistema de classificaco das geometrias de Klein). Dependendo das transformacoes que defi-
nem o grupo, teremos diferentes tipos de geometrias (Euclidiana, Parabdlica, Eliptica, Hi-
perbolica, Afim), em cada umadas quais algo é invariante.

O programa de Klein, resumidamente, consistia em traduzir os problemas geomeétri-
cos das Geometria Projetiva em problemas algébricos da Teoria dos Invariantes, onde tais
problemas poderiam ser resolvidos por métodos al gébricos conhecidos (Greenberg, 1997).

E importante sublinhar que o Programa de Erlangen de codificaciio da Geometria
manteve-se inalterado por mais de 50 anos, mas acabou mostrando-se inadequado apds o
advento das novas Geometrias que acompanharam a teoria da Relatividade Geral (1916).
Isto ndo diminui a importancia que estamos atribuindo a Klein neste estudo. Em nosso tra-
balho, de nivel basico, ndo iremos trabalhar com as combinacdes de transformagdes que
mostrariam como essas idéias tedricas poderiam ser utilizadas no ensino da Geometria em
nivel elementar. Mas achamos importante o leitor compreender, pelo menos superficialmen-

te, como isso poderia ser feito.

1.3.1 AS ISOMETRIAS E A CONGRUENCIA DE FIGURAS

Os chamados critérios de congruéncia para triangulos constituem um elegante con-
junto de axiomas e teoremas fundamentais para a Geometria Euclidiana. Provavelmente,
ninguém nega isso. Parece que a critica dos educadores se refere ao fato de se abordar 0 as-
sunto da maneira classica: apresenta-se 0 LAL como axioma e se demonstram os demais
casos, fazendo-se previamente uma definicdo formal de congruéncia baseada numa corres-

pondéncia entre os vertices. Entretanto, substituir o axioma LAL e 0s outros teoremas de

! também chamado de grupo das dilatacdes. A homotetia é um caso particular de semelhanca.
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congruéncia por axiomas e teoremas envolvendo transformacdes ndo é uma tarefa tdo sim-
ples. Greenberg (1997, pag. 358-362), por exemplo, mostra como 0s movimentos (isometri-
as) podem ser usados para definir congruéncias de figuras quaisquer, na chamada geometria
neutraEl, onde se demonstra que uma figura S é congruente auma figura S se existe um mo-
vimento T quelevaSem S.

Por outro lado, ndo é dificil mostrar que sdo validos os critérios de congruéncia atra-
vés da composicéo de transformacdes. O procedimento classico, a este respeito, consiste em
aplicar reflexdes, no maximo trés. Mas podemos combinar outras transformagdes, como no
exemplo a seguir. Vamos mostrar que vale o caso LLL de congruéncia de triangulos, por

exemplo.

Dados os triangulos ABC e DEF, sabe-se que AB = EF, BC = FD e AC = ED (conforme

indicagdes no desenho). Vamos demonstrar, usando transformagdes, que AABC [JAEFD.
Inicialmente, por uma translacdo, levamos o ponto A até o ponto E, o ponto B até o

ponto B’ e o ponto C até o ponto C' (atranslacdo € sempre possivel ; se A = E, atrandlacdo €

aidentidade).

! Geometria sem o axioma das paralelas
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Em seguida, por uma rotacéo do tridngulo ao redor de E, levamos B’ até F. Sabemos que

essa rotacdo é possivel, poisAB = A’B’= EF; vemosque C' élevado até C”.

B_—

F=B"

Finalmente, fazemos a reflex&o do tridngulo A”B”C” naretar que contém o lado EF.
TemosBC=B'C =B'"C' =FD e AC=A'C =A"C" = ED, logo r € amediatriz do seg-
mento C’D , 0 que nos garante que o ponto C” sera levado até o ponto D. Portanto, o trian-
gulo A’’’B’’C"’, imagem desta reflexdo, coincide com o tridngulo EFD. Esta demonstrado
entdo que os triangulos ABC e EFD sdo congruentes (cuidado com a ordem dos veértices: o

ponto B € levado, pelas trés transformagdes, até o ponto F.)

1.3.2 CONSTRUCOES COM REGUA E COMPASSO

Por Desenho Geométrico costumeiramente entende-se uma parte da Geometria em
gue se resolvem problemas com o auxilio de dois instrumentos fisicos: arégua e o compasso.
Os problemas de Desenho Geométrico sempre exigem gue se construa, com agueles instru-
mentos, uma figura particular. Se levarmos em conta a tradicdo cléssica, as construcdes so-
mente poderdo ser feitas com régua sem escala e compasso usual, sendo possivels apenas as

operacoes individuais, chamadas operacdes fundamentais, a seguir:
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(1) dados dois pontos, pode-se desenhar a*“reta’ que passa por eIesE.|

(2) dados dois pontos, podemos desenhar 0 segmento de reta que os une.

(3) dado um ponto e um segmento, podemos desenhar a circunferéncia como centro nesse
ponto eraio igual a medida desse segmento.

(4) nos casos em gue existem, as interseccdes entre duas curvas (retas ou circunferéncias)
estdo sempre determinadas.

Combinando essas operacdes, resolvem-se graficamente inUmeros problemas geomeétricos.

Entretanto, trés problemas desafiaram os matematicos por mais de 2000 anos. Usando so-

mente os instrumentos e as regras estabel ecidos acima, é possivel:

(@) duplicar o cubo, ou sgja, desenhar o lado do cubo cujo volume € o dobro do cubo cujo
lado € um segmento dado?

(b) trissectar um angulo, ou sgja, dividir um angulo qualquer em trés partes iguais?

(c) quadrar o circulo, ou sga, construir um gquadrado com a mesma area de um circulo
dado?

A busca da solugdo para esses problemas € uma das mais fascinantes da histéria da
Matematica e desemboca na Teoria de Galois. Para aqueles que consideram o Desenho Ge-
ométrico algo sem muito interesse, sugerimos a leitura do livro de C.R.Hadlock (1978), em
que essa historia é contada, de forma acessivel. Apenas para satisfazer a curiosidade do lei-
tor: nenhum desses trés problemas pode ser resolvido com régua e compasso, usando so-
mente aquelas 4 operagdes. Com dobraduras no papel, podemos resolver os dois primeiros,
mMas isso ja € outra historial

Como no resto da Matematica, 0 Desenho Geomeétrico geralmente se afasta do rigor

original, nos nivels de ensino mais basicos e incorpora praticas “profanas’. Por exemplo, é

! ha verdade, desenhamos parte dessa reta; por isso, € permitido estendé-la tanto quanto quisermos e 0s meios

materiais permitirem.



22

usual a utilizacdo de transferidor para medir angulos e régua para medir comprimentos nas
atividades escolares. Se 0 objetivo original fosse estudar as questdes tedricas mais avancadas
envolvendo as construgdes geométricas, certamente esta pratica se configuraria como uma
“quebra de contrato”. Mas no Ensino Fundamental e, mesmo no Ensino Médio, ndo é possi-
vel atingirmos tal grau de rigor, o que justifica, por exemplo, a utilizacdo experimental dos
instrumentos de medida e construgbes aproximadas. Uma atividade bastante interessante
com régua e compasso em termos experimentais esta relacionada com a verificagdo dos
chamados casos de congruéncia de triangulos. a partir de certos valores para lados e angu-
los, os estudantes constroem triangul os que podem ser recortados e comparados, tendo-se um
caso de congruéncia quando os tridngulos construidos coincidirem (com a intervencéo do
professor nos casos de ambi guiidade ndo descobertos pel os alunos).

As importantes propriedades geomeétricas subjacentes a essas atividades justificam a
presenca do Desenho Geométrico no estudo da Geometria, mesmo nas condicdes de experi-

mentacdo mencionadas acima.
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CAPITULO 2

2.1 —INTRODUCAO

Neste capitulo iremos apresentar o enfoque e aspectos do contetido do curriculo de
Matematica que contemplam o estudo das transformagdes geométricas no ensino dos 10 aos
17 anos em alguns paises, para depois nos determos no caso do Brasil. Faremos, em funcio
da disponibilidade dos dados, referéncias ocasionais a fatos relacionados com as reformas
educionais desses paises. Como as reformas tém alguma conexdo com as pesquisas em Edu-
cacdo, iremos considerar alguns trabalhos de investigacdo em Educacdo Matemadtica a que

tivemos acesso e que trazem informacdes pertinentes ao ensino e aprendizagem da rotagdo.

2.2 — AS TRANSFORMACOES GEOMETRICAS NO CURRICULO
Em vérios paises e em diferentes momentos foi tomada a decisdo de incluir algumas
transformagdes geométricas no curriculo das escolas a partir dos dez anos de idade, em mé-

dia. Vamos apresentar o caso da Franca, da Inglaterra e dos Estados Unidos.

2.2.1 - NAFRANCA

Na Franga, segundo Jahn (1998), o assunto foi introduzido pela primeira vez em 1925
e existe toda uma histéria que culmina na reforma de 1985, quando os programas preconiza-

eme

vam o seguinte: no 6 (10 anos), a primeira transformagao sistematizada € a reflexdo orto-
gonal, no 5™ (11anos) ¢ estudada a reflexdo central e no 4™ (12 anos) a translacdo (com
vetor) e a rotacdo. Em 1998, transferiu-se a rotagdo para o 3%M (13 anos), quando também

sdo ensinadas as composi¢Oes de duas transformacdes quaisquer (exceto rotagdes). Os pro-

gramas sugerem as seguintes estratégias de implementacio dessa matéria:
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deve ser vista de forma pragmatica, privilegiando-se as atividades experimentais: obser-
vacdo de desenhos e abordagens intuitivas;

prosseguir visando o desenvolvimento de “imagens mentais adequadas” criadas a partir
de problemas que exigem manipulacido de desenhos e medidas (suporte material). A es-
tratégia € trabalhar com muitas figuras, para que se evidenciem progressivamente as pro-
priedades conservadas pela translagdo e a rotacdo, exploradas nos tragados.

Os programas oficiais fazem referéncia explicita as relagcdes entre as transformagdes e as

figuras planas mais comuns, em fun¢do das propriedades ou teoremas sobre as mesmas, bem

como a utilizagdo das transformacdes nas constru¢des dessas figuras. Por exemplo, como

usar a reflexdo na reta para construir um triangulo isésceles, um quadrado, um losango; co-

mo usar a rotagdo para construir poligonos regulares; como o paralelogramo tem simetria

central, suas diagonais se cruzam em seu ponto médio, etc. No nivel “College”, as transfor-

macodes ensinadas sdo apenas as isometrias. Algumas delas sdo estudadas com mais detalhe,

das quais nos deteremos apenas nas que dizem respeito a este trabalho:

reflexdes na reta

translagcdes

reflexdes centrais, com énfase na questdo de simetria: conservam-se as medidas (distan-
cias), alinhamento de pontos, angulos, paralelismo de retas e suas imagens. Estio rela-
cionadas particularmente com o estudo das propriedades dos paralelogramos, sem de-

monstracdes, contudo.

Na verdade, as reflexdes centrais sdo um caso particular das

rotagdes, introduzidas no 3°™, caracterizadas como transformagdes que deixam invarian-

tes a forma e o tamanho das figuras rotacionadas.

Em particular, deve-se enfatizar que:

1. o alinhamento, os dngulos, as distancias e as dreas se conservam;
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2. reta € transformada em reta, segmento em segmento, preservando-se o ponto médio,

circulo em circulo, objeto e imagem sempre congruentes;

3. anatureza do tridingulo € conservada (tridngulos isdsceles, retingulos, equildteros).
= composicdo de transformacdes

Jahn (1998) refere-se ao fato de que somente algumas propriedades da projecdo sdo con-
sideradas, o que € irdnico se considerarmos a histéria da evolugdo do conceito da transfor-
macdo. Além disso, os programas deixam claro que “Estas transformacdes nio serdo em
nenhum momento apresentadas como aplicagdes do plano no plano. De acordo com a situa-
¢do, serdo vistas como uma agdo sobre uma figura ou como uma agéo que deixa a figura in-
variante” (Programe de 4™, 1985, 1991, pag 51). Isto reflete os resultados de experiéncias
anteriores fracassadas, em particular as tentativas de apresentar uma visdao pontual das trans-
formacgdes no nivel “College”.

No Lycée, o ensino das transformagdes comega com o tratamento das homotetias, sob o
nome de “célculo vetorial”, no 2°™. Nio obstante estar ligada a geometria das figuras, a a-
bordagem ¢é diferente: agora se fala da geometria pontual, isto é, a transformacédo associa a
todo ponto do plano um ponto determinado, sem contudo se precisar exatamente o que se
léme

deseja, segundo Jahn. No , 0 programa de 1996 define “rotacdo de centro O e de angulo

0 fixa O e associa a todo ponto M distinto de O o ponto M’ tal que OM =0M' ¢

(W,W') =6". Neste nivel, sdo feitas composi¢cdes de duas transformagdes calcadas em
alguns exemplos bdsicos, incluindo-se o estudo da bijetividade e da transformag@o inversa.
Nos terminais, somente alguns cursos (scientifique) estudam transformagdes: exploram-se
entdo composicdes e seus efeitos sobre configuragdes, principalmente no caso de isometrias,
deslocamentos e semelhangas diretas.

Como se v€, hd uma grande ruptura na abordagem das transformacdes quando se passa

do College para o Lycée, assunto estudado por Jahn na sua tese de doutorado.
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2.2.2 - NAINGLATERRA

No Reino Unido, a introdugéo das transformagdes no curriculo se concretizou hé vérias
décadas. Mas também sofreu uma série de vicissitudes. Por exemplo, Willson, concluindo o
capitulo 6 de seu livro The Mathematics Curriculum — Geometry (1977, p.19-21), escreve
(minha traducao):

Neste capitulo procuramos apresentar dois fortes argumentos a favor das transformacdes em Geo-
metria. O primeiro ponto consiste na importancia das transformacdes: deveriam ser vistas como absolu-
tamente fundamentais na geometria escolar. O segundo ponto é que os autores dos atuais livros did4ti-
cos diferem largamente e em importantes caminhos no seu tratamento das transformacdes e € dificil
achar algum que seja inteiramente satisfatério. Fizemos também algumas sugestdes mais especificas. A
primeira é que o cerne do trabalho em transformacdes na faixa dos 11-16 anos deveria ser proporciona-
do por uma discussdo completa do grupo das isometrias do plano e os teoremas sobre isometrias deveri-
am ser aplicados para se obter teoremas sobre figuras.... Em segundo lugar, o estudo da semelhanca
deveria ser baseado no grupo das dilatagdes. Terceiramente, as transformacdes geométricas mais gerais
— afinidades, perspectivas — deveriam ser tratadas somente de forma breve, quando surgissem em outros
contextos, como o uso de matrizes, plano e elevacdo, desenhos de perspectiva. E por fim, um olhar mais
genuino nas transformagdes topoldgicas — em oposicdo a teoria dos grafos — vale a pena no nivel da

escola secunddria.

Quinze anos depois, um grupo de 6 pesquisadores do CSMS (Hart, Brown, Kiichemann,
Kerslake, Ruddock, McCartney), sob a coordenagdo de Kathleen M.Hart, publicou o livro
Children’s Understanding of Mathematics: 11-16 (1981) onde se encontram os testes e suas
analises, acompanhadas de conclusdes, sobre a compreensdo de vérios temas de Matemadtica
dos estudantes dos 11 aos 16 anos. No capitulo destinado as transformacgdes de reflexdo na
reta e rotacdo, (a translacdo e dilatagdo se encontram no capitulo dedicado aos vetores e ra-
zdes), Kiichemann afirma que a principal razdo que levou os educadores a introduzir as
transformacgdes geométricas na escola secunddria foi a esperanca de revitalizar o conteddo e
os métodos de ensino da Matematica. Entretanto, foram grandes as decepg¢des, que eles atri-
buem a falta de convic¢do em muitas escolas e a relutancia em abandonar os métodos tradi-

cionais de ensino (cita como exemplo o fato de que apenas metade das escolas pesquisadas
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onde se estudava a reflexdo usavam dobras em papel ou espelhos). O baixo apreco com que

as transformacgdes geométricas eram tidas se devia ao fato de que ndo foram introduzidas

como um tépico com identidade prépria, mas como um meio para atingir alguns fins discuti-

veis, como

substituir a Geometria Euclidiana tradicional, que se acreditava inadequada para a maio-
ria das criangas da escola secundéria, mais pela forma como era ensinada, favorecendo a
memorizagdo sem significado das demonstragdes, do que pelo seu conteido. De fato, a
matéria era (e €) considerada muito importante, tanto pela elegancia de sua estrutura ma-
tematica quanto pelo seu valor como legado cultural;

estimular as criancas a descobrir as regras gerais que governam as composi¢des de trans-
formacdes, levando-as a descobertas sobre a estrutura da Matematica, em particular a de
grupo. Ocorre que os curriculos, mesmo os mais avancados, ndo chegavam a esse ponto,
levando os professores e seus alunos a perseguir metas confusas e incompletas. Mais a-
inda: as dificuldades das criangas no trato com transformacdes simples ja as predispu-
nham contra qualquer tentativa de sofisticar o assunto, como € o caso das combinagdes
(composig¢des) das transformagdes. Lograva-se manejar, quando muito, casos muito ele-
mentares de composicdes;

proporcionar uma relagdo coerente entre a geometria da transformagdo e a algebra das
matrizes, como exemplo da admirdvel unidade da Matematica. A maneira como as ma-
trizes se aplicam na geometria das transformacdes € impressionante e mesmo magica.
Kiichemann sublinha, entretanto, que € extremamente duvidoso que isso seja visto como
significativo pela maioria das criangas do secunddrio;

substituir a altura a perda de uma drea considerada de alto status do conhecimento (a
geometria dedutiva) por outra também considerada de alto status (como ja vimos). Ocor-
re que esta se mostra igualmente impraticavel no nivel mais formalizado. Nas palavras

dos autores (minha traducio):
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Esta preocupac@o em proteger o status da Matematica reflete o interesse profissional dos matematicos
que, através dos exames em particular, exercem um forte controle sobre a reforma do curriculo. Infe-
lizmente, esses interesses ndo coincidem necessariamente com aqueles das criancas que estudam o

assunto.

Segundo eles, é recomendével estudar as transformagdes como um tépico independente,
com o seu valor proprio, sem se sujeitar aos fins mencionados acima. Os autores emitem seu
parecer com base em seu trabalho de pesquisa, a que nos referimos também em outras sec-
coes.

Podemos comprovar que o atual curriculo na Inglaterra segue essas sugestdes, incluindo
o ensino das transformagdes em todos os anos de ensino obrigatério. O documento on line do
QCA (Qualifications, Curriculum and Assessment) apresenta as seguintes recomendacgdes
com relagdo ao tema, que traduzimos a seguir:

Compreendento propriedades de posicdao e movimento
Os alunos deveriam ser ensinados a

1° estdgio (5/6-6/7 anos)

a) observar, visualizar e descrever posigdes, dire¢des e movimentos, usando palavras comuns;

b) reconhecer movimentos em linha reta (translagdes) e rotagcdes, combinando-as em situacdes simples (por
exemplo, dar instru¢des para ir a sala do diretor ou para girar um brinquedo programavel);

c) reconhecer angulos retos.

2° estdgio (7/8-10/11 anos)

a) visualizar e descrever movimentos usando linguagem apropriada;

b) transformar objetos em situagdes praticas; transformar imagens usando ICT (Information and Communica-
tion Technology); visualizar e predizer a posicdo de uma forma resultante de uma rotacio, reflexdo ou
translagao;

¢) identificar e desenhar formas bidimensionais com diferentes orientagdes em grades (quadriculados); locali-
zar e desenhar formas usando coordenadas no primeiro quadrante e depois em todos os quatro quadrantes
(por exemplo, usar coordenadas para localizar posi¢des num jogo de computador);

Transformacoes (e coordenadas)’
Os alunos deveriam ser ensinados a

3° estdgio (11/12-13/14 anos)

Especificando transformacaoes

a) entender que as rotacdes sdo especificadas por um centro e um angulo (anti-hordrio), usar angulos retos,
fragcdes de uma volta ou graus para medir o dngulo de rotagdo; entender que as reflexdes sdo especificadas
por uma “reta espelho™?, translagdes por uma distancia e direcdo e dilatacdes por um centro e um fator de
escala positivo;

'a parte de coordenadas ndo iremos apresentar
2 mirror line
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Propriedades das transformagoes

b) reconhecer e visualizar rotagdes, reflexdes e translacdes, inclusive simetria de reflexdo de formas bi e tri-
dimensionais; transformar formas planas por translacéo, rotagdo e reflexdo, reconhecendo que essas trans-
formagdes preservam comprimento e angulo, de forma que qualquer figura é congruente a sua imagem sob
qualquer dessas transformacoes;

c) reconhecer, visualizar e construir dilatagdes de objetos usando fatores positivo de escala maiores que um,
depois menores que um; compreender a partir dai que duas circunferéncias ou dois quadrados quaisquer
sdo matematicamente semelhantes, o que, em geral, dois retdngulos ndo sio;

d) reconhecer que a dilatagdo preserva angulo mas ndo comprimento; identificar o fator de dilatagcdo como a
razdo entre os comprimentos de dois segmentos correspondentes quaisquer e aplicar isto em tridngulos; en-
tender as implica¢des da dilatag@o para o perimetro; usar e interpretar mapas e escalas de desenhos; enten-
der as implicagdes da dilatacdo para a drea e o volume.

4° estdgio fundamental (14/15-15/16 anos)

Especificando transformagaoes

a) (mesma redacdo do item a do 3° estdgio, adicionada de:) rotacionar uma figura ao redor da origem ou outro
ponto qualquer; (quanto a “reta-espelho”, mesma redagio do item a do 3° estdgio, acrescida de:) inicial-
mente usando uma reta paralela a um eixo, em seguida por retas como y = x ou y = -x; compreender que as
translagdes sdo determinadas por uma distancia e uma diregéo e a dilatacdo, por um centro e um fator posi-

tivo.

Propriedades das transformagoes

b) (mesma redagio do item b do 3° estdgio)

¢) (mesma redagédo do item c do 3° estdgio)

d) (mesma redagio do item d do 3° estdgio acrescentada do texto a seguir); distinguir as férmulas para peri-
metro, drea e volume, considerando as dimensdes; compreender e usar exemplos simples de relacdes das
dilatacdes com dreas de figuras e com volumes de sélidos.

O 4° estdgio fundamental é uma revisdo do 3° estdgio, acrescentada do método analitico
(uso de coordenadas cartesianas). Ele € destinado aos alunos que ndo tiveram rendimento

satisfatorio no estagio 3.

4° estdgio avancado (14/15-15/16 anos)

Especificando transformagaoes

a) entender que as rotagdes sdo especificadas por um centro e um angulo (anti-horério); usar qualquer ponto
como centro de rotagdo; medir o angulo de rotagdo usando angulos retos, fracdes de uma volta ou graus pa-
ra medir o dngulo de rotacdo; entender que as reflexdes sdo especificadas por uma “reta espelho”; entender
que as transla¢des sdo determinadas dadas uma distancia e uma dire¢@o (ou vetor) e dilatacdes sdo especi-
ficadas por um centro e um fator de escala positivo;

Propriedades das transformagoes

b) reconhecer e visualizar rotagdes, reflexdes e translacdes, inclusive simetria de reflexdo de formas bi e tri-
dimensionais e simetria de rotacdo de formas planas; transformar tridngulos e outras figuras planas por
translacdo, rotacdo, reflexdo e combinagdes dessas transformacdes; usar congruéncias para mostrar que
translagdes, rotacdes e reflexdes preservam comprimento e angulo, de forma que qualquer figura é congru-
ente a sua imagem sob quaisquer dessas transformagdes; distinguir propriedades que sdo preservadas sob
transformagdes particulares;
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c) reconhecer, visualizar e construir dilatacdes de objetos; compreender a partir disso que duas circunferén-
cias ou dois quadrados quaisquer sdo matematicamente semelhantes, enquanto que, em geral, dois retdngu-
los ndlo o sdo; usar fatores de escala fraciondrios positivos e negativos;

d) reconhecer que a dilatacdo preserva dngulo mas ndo comprimento; identificar o fator de dilatacdo como a
razdo entre os comprimentos de dois segmentos correspondentes quaisquer; entender as implicacdes da di-
latacdo para o perimetro; usar e interpretar mapas e escalas de desenhos; compreender as diferencas entre
as férmulas para perimetro, drea e volume considerando as dimensdes;entender e usar os efeitos da dilata-
¢do para a drea de figuras e o volume de sélidos.

Os conceitos tratados no nivel avangado sdo os mesmos do nivel bdsico, mas se exige a
compreensdo mais aprofundada dos mesmos.

Do ponto de vista do conteido matematico, a proposta se parece com a nossa; a diferenca
€ que, nela, alguns conceitos recomendados para a faixa de 11-12 anos nds estamos propon-

do, em nosso estudo, para a faixa de 10-11 anos.

2.2.3 - NOS ESTADOS UNIDOS

Numa das paginas introdutérias do livro de .M. Yagloom, Geometric Transformations 1
(1962), publicado pela NML (New Mathematical Library), os editores afirmam que esta foi
fundada em 1961 pelo SMSG (School Mathematics Study Group) para “tornar acessivel aos
estudantes secunddrios pequenos livros expositorios em varios tépicos usualmente nio com-
preendidos pelos programas da escola média”, de onde se conclui que o assunto transforma-
coes geométricas ndo fazia parte do contetido programatico do ensino secundério.

Nos Estados Unidos ndo ha um curriculo oficial nacional, em contraste com os dois pai-
ses acima. Ha bastante liberdade na defini¢do dos curriculos em cada distrito, embora a in-
fluéncia do NCTM (National Council of Teachers of Mathematics) seja muito grande em
todos eles.

Os Principles and Standards for School Mathematics, NCTM (2000), sugerem explici-
tamente o ensino das transformacdes geométricas na escola primdria e secundéria, conforme

recomendacdes que traduzimos resumidamente a seguir.

Da pré-escola até o0 2° ano
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Aplicar transformagoes e usar simetria para analisar situagcoes matemdticas

Trata-se aqui do trabalho intuitivo do aluno com objetos e formas, ao desliza-los (translagdes), gira-los (rota-
¢des) e vird-los 180° no espago (reflexdes). Estudantes trabalhando com programas de computador tém fre-
qlientemente que usar algum movimento para resolver um quebra-cabeca. Essas a¢des exploratérias com trans-
formacdes fazem parte da aprendizagem sobre o espaco e capacitam os estudantes a distinguir os movimentos e
a prever os resultados das mudangas de posicdo ou orientacdo de um objeto, cuja forma e tamanho ndo mudam.
Os professores devem envolver seus estudantes em tarefas acessiveis e suficientemente abertas, criando uma
vasta gama de interesses que engajem as criangas. Por exemplo, ao construir pentaminos elas precisam decidir
quais sdo distintos ou tém a mesma forma e os movimentos que levam um pentamino sobre outro representam
as isometrias. Ao imaginar estratégias que levam a distinguir um pentamino de outro, o aluno estard formulan-
do conceitos que envolvem tais transformagdes.

do 3° a0 5% ano

Os estudantes dessa faixa devem se conscientizar de trés importantes tipos de transformagao: reflexdes, transla-
¢oes e rotacdes (“flips, slides” e “turns”, respectivamente). Estudantes mais jovens geralmente “provam” (con-
vencem-se) que duas formas formas sdo congruentes encaixando fisicamente uma sobre a outra, mas os estu-

(1)

dantes dos graus 3-5 podem desenvolver uma maior precisdo (“gire-o 90” ou “rebata-o verticalmente, em
seguida rotacione-o 180°”). Os estudantes devem ser capazes de visualizar o que vai acontecer quando uma
forma € rotacionada ou refletida e predizer o resultado. Eles devem explorar formas com mais de um eixo de
simetria. Por exemplo, “De quantas maneiras vocé pode colocar um espelho num quadrado de forma que o
vocé vé seja exatamente o quadrado original?”, “Isso é verdadeiro para todos os quadrados?”, “Vocé pode fazer
um quadrildtero com exatamente duas retas de simetria?”’, “Uma linha de simetria?”, “Nenhuma reta de sime-

tria?”, “Caso vocé possa, que tipo de quadrilatero é?”. Embora os estudantes mais jovens sejam capazes de

criar figuras com simetria rotacional, eles sentem dificuldade em descrever a regularidade que véem. Os estu-

dantes 3-5 deveriam usar a linguagem sobre giros e angulos para descrever desenhos,
feitos por exemplo em papéis com grade triangular ou com blocos de padrdes.

Devem ser capazes de dizer, por exemplo, a respeito da figura ao lado, que “Se vocé

girar 180° ao redor do centro, vai dar exatamente a mesma coisa” ou “ Seriam

necessdrios seis pequenos giros iguais para voltar ao ponto de onde vocé comecou, mas vocé ndo pode dizer
onde vocé comecou, a ndo ser que vocé faga uma marca, porque o desenho parece o mesmo cada vez que vocé
da um desses giros”.

do 6° ao 8° ano



32

A geometria transformacional oferece novas lentes através das quais se investigam e se interpretam objetos
geométricos. Para ajudar a formar imagens de objetos através de diferentes transformacdes, os estudantes po-

dem usar objetos fisicos, figuras tracadas em papel de seda, espelhos ou outras superficies refletoras, figuras

desenhadas em papéis graficos e softwares de e H
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(as originais): agora, comparando posicdes,
@ ®
comprimentos dos lados e angulos das figuras
originais com as figuras resultantes, os estudantes poder@o obter novos insights sobre a congruéncia, como por
exemplo o fato de a congruéncia ndo depender de posi¢cdes ou orientagdes, conforme ilustrado acima.

As transformagoes podem se tornar objetos de estudo por direito: os professores podem pedir para os
estudantes visualizarem e descrever as relagdes entre linhas de reflexdo, centros de rotacdo e as posicdes das
imagens e pré-imagens. Usando softwares de geometria dindmica, os alunos podem ver que cada ponto na
reflexdo estd a mesma distancia da reta de reflexdo que sua pré-imagem, conforme mostrado acima. Na rotagao
ilustrada acima, os estudantes véem que os vértices na pré-imagem e seus correspondentes na imagem estio a
mesma distincia do centro de rotagdo e que os angulos formados ao se conectar o centro de rotagdo com cor-
respondentes pares de vértices sdo congruentes.

Outros desafios podem ser propostos, como por exemplo, pares de figuras em que se pede para identi-
ficar a transformacio que leva uma noutra, os pardmetros dessas transformagdes, etc. Além disso, os professo-
res podem propor situacdes em que as transformagdes sdo compostas e a prever resultados como por exemplo o
de que duas reflexdes resultam uma translag@o (retas de reflexdo paralelas) ou uma rotagdo (retas de reflexdao
concorrentes).

As transformacdes devem ser usadas também para os estudantes entenderem a semelhanca e a simetria
e devem ser encorajados a formular pequenas provas usando as transformag¢des como ferramentas (por exem-
plo, provar que os angulos da base de um tridngulo isésceles sdo congruentes, usando reflexao).
do 9° a0 12° ano

No secundario, os estudantes aprenderdo a representar as transformagdes vistas nas séries anteriores
(reflexdes, translacdes, rotacdes, dilatacdes) através de matrizes, explorando as propriedades das transforma-
¢des no papel grifico e no computador. O aluno, a partir de situagdes simples, como reflexdes nas retas

y =Xxou y=—Xx ou rotagdes ao redor da origem em muiltiplos de 90° , descobririam como representar essas
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transformagdes através de matrizes, conforme ilustra o exemplo a seguir, onde o aluno deve desenhar um tridn-
gulo dados seus vértices, refleti-lo em relagdo a bissetriz dos quadrantes impares e desenhar a imagem dessa
reflexdo. Ele deve determinar a matriz quadrada de ordem 2 que multiplicada pela matriz 2x3 formada pelas
coordenadas dos vértices do tridngulo original, seja igual a matriz 2x3 formada pelas coordenadas do tridngulo

imagem, ou seja, achar P, Q, R e S tal que
P Qf-5-4-8] [1 75
R S| 17 5| |-5-4-38

P Q] [o 1
Temos M = |:R S:| = L ol Alternativamente, eles poderiam perceber que devem achar uma matriz M,

X y 0 1]x y
tal M - = e explorar vérias possibilidades, observando que = .
y X 1 Oy X

Os alunos deveriam compreender também que as transformacdes tém muitas aplica¢des praticas.

Observamos, na proposta acima, uma €nfase bastante marcante com relacdo a utiliza-
cdo de manipulativos, caracteristica presente nos Principles and Standards para todos os
temas de Matemadtica. Neste ponto, a proposta apresenta elementos interessantes para nossa
investigacdo. Entretanto, ndo estd claro o nivel de formalizacdo que poderia ser exigido dos

alunos na faixa etdria dos 10-11 anos, que € a que nos interessa em nosso estudo.
2.3 - 0 ESTUDO DAS TRANSFORMACOES NAS ESCOLAS BRASILEIRAS

No Brasil, como no resto do mundo, as reformas de ensino nas escolas de nivel fun-
damental e médio s@o reguladas pelos 6rgdos governamentais, que definem ou sugerem os
conteudos curriculares adotados pelos livros didaticos e paradidaticos, sistemas diddticos e
planos escolares; isso ndo evita 0 movimento inverso, quando publica¢des, congressos, con-
feréncias, workshops, ao divulgar resultados de pesquisas em Educacio e inovacdes introdu-
zidas por escolas pioneiras, as vezes inspiradas pela iniciativa de algumas universidades,

acabam por influenciar os préprios 6rgaos que regulam o sistema educacional.
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Ao longo dos anos houve vdrias referéncias ao assunto transformagcées geométricas
nos documentos divulgados por 6rgdos governamentais municipais e estaduais de diversas
origens. Evitando digressdes histdricas, vamos enfocar apenas os documentos mais recentes
e de maior abrangéncia, os chamados Pardmetros Curriculares Nacionais, publicados pelo
MEC/SEF, em 1998.

Como ja deixamos claro, estamos sublinhando apenas as referéncias ao assunto que
ora nos interessa, ou seja, as transformagdes isométricas e, em particular, a rotagdo. Nos
PCNs correspondentes ao Ensino Fundamental, 3° e 4° ciclos (antigas 5" a 8" séries), encon-
tramos a referéncia explicita ao assunto. Para o 3° ciclo (5" e 6 séries), em Conceitos e Pro-
cedimentos, na sec¢do “Espaco e Forma”, pagina 73, como parte dos contetidos propostos

temos:

* Transformagdo de uma figura no plano por meio de reflexdes, translagdes e rotacdes e identificacdo
de medidas que permanecem invariantes nessas transformacdes (medidas dos lados, dos angulos,

da superficie).

=  Ampliacdo e redugdo de figuras planas segundo uma razao e identificacdo dos elementos que ndo
se alteram (medidas dos dngulos) e dos que se modificam (medidas dos lados, do perimetro e da 4-
rea).
Para o0 4° ciclo (7" e 8" séries), propde-se:

= Desenvolvimento do conceito de congruéncias de figuras planas a partir de transformagdes (reflexdes
em retas, translagdes, rotagdes e composicdes destas), identificando as medidas invariantes (dos la-

dos, dos angulos, da superficie).

= Desenvolvimento da no¢do de semelhanca de figuras planas a partir de ampliagdes ou redugdes,
identificando as medidas que ndo se alteram (angulos) e as que se modificam (dos lados, da superfi-

cie e perimetro).

Pela leitura dos PCNs, inferimos que a abordagem sugerida seria a utilizagdo das
transformagdes como ferramentas para o estudo das propriedades das figuras geométricas
planas. Mesmo assim, parece-nos, as isometrias teriam tratamento intuitivo e menos formal,

sem qualquer referéncia ao fato de que poderiam ser definidas como func¢des do plano no
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plano. Isso se explica possivelmente pelo fato de que as fung¢des ndo sdo estudadas explici-
tamente nessas séries.

Como os livros didaticos e paradiditicos fundamentam-se nos PCNs, é de se esperar
que as proximas edicdes apresentem as transformacdes, pois atualmente em todos eles, salvo
excegdes que iremos comentar, ndo ha um enfoque consistente do assunto. Algumas iniciati-
vas isoladas podem ser apontadas. Por exemplo, no livro As Transformacdes Geométricas e
o Ensino de Geometria (Catunda, Dantas, Nogueira, Souza e Guimarées, 1990), de acordo
com seus autores, faz-se uma “apresentaco da Geometria através das transformacdes” desti-
nada a alunos da 7" e 8" séries (4° ciclo do atual Ensino Fundamental). O livro é composto de
55 fichas de atividades que cobrem a programacdo usual de Geometria para as séries men-
cionadas e se destina aos professores. Em cada ficha, segundo os autores, pretende-se que o
aluno aprenda alguma defini¢do, regra ou propriedade, de preferéncia como “redescoberta
por indugdo”. Vdrias fichas apresentam area quadriculada, para construcao de desenhos com
auxilio da régua; outras fichas demandam constru¢des com régua e compasso. Ndo ha refe-

réncia a outros materiais “concretos”. No prefdcio lemos que:

O livro comega com uma breve introducéo de geometria afim de duas dimensdes, baseada na
idéia de vetor — que representa o conceito intuitivo de translacdo — acompanhada das nogdes de sime-
tria axial e de multiplicacdo escalar, exploradas até a introducdo das figuras planas elementares: tridn-
gulo, paralelogramo e trapézio. A geometria euclidiana plana € introduzida a partir da simetria axial
que permite definir a ortogonalidade, a medida de angulos, assim como a nog¢do de distincia. Segue-se
o estudo das propriedades métricas dos tridngulos, do circulo e suas aplicacdes. Com este livro, os
autores pdem o ensino da geometria, no Brasil, numa das linhas que vém sendo mais trabalhadas no

mundo...

Infelizmente ndo tivemos acesso aos resultados dessa abordagem, o que impossibilita
avaliar os resultados do projeto como um todo. Os autores afirmam que nem sempre foi pos-
sivel levar os alunos a redescoberta, dada a exigiiidade do tempo disponivel, obrigando mui-
tas vezes os professores envolvidos no experimento a expor, em vez de inquirir. A nosso ver,
examinando o material, achamos que a necessidade de intervencdo dos professores se deve

também a complexidade do material, no que tange a alguns conceitos mais abstratos e a lin-
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guagem simbolica. Por exemplo, na primeira ficha de atividades (p. 21), envolvendo transla-

coes, os itens 3 e 4 sdo assim apresentados:

3. Considere, no plano, um ponto P e um vetor v. A translagao do vetor vieva P em P’.

V| P’

O ponto P’ é, também, chamado soma do ponto P com o vetor v. Pode-se escrever
P=P+v
Assim, fica definida, no plano, a soma de um ponto com um vetor, que é um ponto.

4.Considere, agora, dois pontos do plano, Qe Q’:

Q

Ligue o ponto Q ao ponto Q' e indique por v o vetor da translagdo que leva Q em Q.
Assim, dados pontos quaisquer do plano, Q e Q’, fica determinado um vetor v que pode ser
indicado por

V= @ ouv=Q -Q.
Deste modo, fica definida, no plano, a diferenga de dois pontos que é um vetor.

E oportuno acrescentar que o tratamento dado as transformagdes, como relagdes entre
figuras globais, em nenhuma parte do projeto encaminha o estudante para a concepgdo das
mesmas como fungdes do plano no plano, onde as figuras sdo conjuntos de pontos desse pla-
no. Além disso, foram privilegiadas as transformacdes de translacdo e homotetia, dando ao
projeto o aspecto de um enfoque mais vetorial que transformacional (mais parecido com a
terceira abordagem da Geometria, vista no capitulo 1). Com excecdo da parte introdutdria, o
livro se aproxima da apresenta¢do tradicional da Geometria Euclidiana.

Vamos considerar agora, de forma resumida, os livros didaticos de maior difusio,
encontrados nas livrarias de Sdo Paulo. Numa das cole¢des de livros de 5* a 8" séries mais
conhecidas, Matemdtica (Imenes e Lellis, 1997), ha referéncias, umas mais e outras menos

explicitas, aos conceitos das transformagoes em Geometria. Por exemplo, no volume da 5*
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série, os angulos de 90°, 180° e 360° sdo “giros” de uma régua ao redor de uma de sua ex-
tremidades (p. 28) — mas ndo se trata da apresentacdo da rotagdo como transformacdo, pois
as ilustragdes pretendem reproduzir simplesmente o movimento da régua. Em outra parte
desse mesmo volume (p. 32), s@o usados os ponteiros de relégios para representar angulos
estaticos ou deslocamentos angulares, mas sem referéncia ao movimento de rotagéo. No ca-
pitulo 4, dedicado a construgdes geométricas em papel quadriculado, o texto fala em “figuras
transformadas”(por dilatacdes de vérias espécies), mas a atividade € apenas decorativa, artis-
ticamente falando (pp.102-104). Neste livro, o capitulo 7 € destinado a simetria axial; a a-
bordagem € intuitiva, com recurso a dobras e corte de papel, papel quadriculado, ilustracdes
com espelhos, imagens de objetos fisicos, etc (pp.180-184). O tnico conceito de transforma-
cdo explorado aqui, sem nenhuma formalizacdo, € o de eixo de simetria de algumas figuras
geométricas ou figuras simétricas representando objetos fisicos. No livro da 6 série retoma-
se o exemplo dos ponteiros do relégio (p. 61) e se menciona a simetria ortogonal (pontos
simétricos, duas figuras simétricas, eixos de simetria) (pp. 173-178); utiliza-se também téc-
nica de amplia¢do de desenho baseada na homotetia (pp. 179-183); mas em nenhuma dessas
situacdes se explicita a presenca das transformacdes geométricas. No livro de 7% série, no
capitulo 4, de construgdes geométricas, ensina-se a construir duas figuras com simetria axial
e central, mencionando-se dois tipos de rota¢do: de 180°, no plano e no espago (pp. 68-70).
Ha uma breve referéncia a homotetia, sem menciona-la explicitamente como processo de
obtencdo de figuras semelhantes (p. 256). No fim do livro, hd uma seccio destinada a pers-
pectiva (pp. 266-272), mas ndo ha referéncia ao conceito de transformagdo. No livro de 8"
série, estdo subentendidas algumas nocdes ligadas as transformacdes (pp.13-14) e, no capitu-
lo das construgdes geométricas (cap. 12), é apresentada a simetria de rotacdo e a identifica-
¢do da simetria central com a simetria da rotagdo de 180°; faz-se referéncia a propriedade do
paralelogramo de apresentar simetria central e retoma-se a questdo da simetria axial para

demonstrar que os angulos da base de um triangulo isdsceles sdo congruentes (p. 257). Ha
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algumas atividades de construcdo de figuras simétricas, incluindo-se uma rdpida referéncia a
translacao (pp. 258-260).

Em linhas gerais, concluimos que ndo ha um tratamento da transformag@o nessa cole-
¢do de livros, mas apenas um enfoque de alguns tipos de simetria, trabalhados com ativida-
des de reconhecimento e construgdo de figuras simétricas que ndo exploram o real conheci-
mento do que fundamenta essas atividades. Nao se trata nem de usar as transformagdes como
ferramentas para o estudo de propriedades geométricas das figuras nem de enfocar a Geome-
tria fundamentada nas transformacdes geométricas (em qualquer grau de extensio).

Na cole¢do diddtica, de 5" a 8" séries, denominada Matemdtica — Uma aventura do
pensamento (Guelli, 1997), encontramos no livro da 7* série uma referéncia a simetria axial
e algumas atividades enfocando a reta de simetria (pp.152-155). Nesse volume, no comego
do estudo da congruéncia de tridngulos (p.156), recorre-se a idéia de movimento do desenho,
que apesar de representar uma figura geométrica, € visto como objeto fisico (“podemos re-
cortar a figura, ..., colocar sobre ...”). A congruéncia € verificada com agdes de recortar e
movimentar. Nada mais encontramos nessa colecdo que pudesse ser relacionado as transfor-
magdes geométricas.

Examinando também a cole¢do de 5" a 8" séries Matemdtica e Realidade (Iezzi et al,
1997), também de penetracio nacional, ndo localizamos tratamentos significativos de trans-
formagdes geométricas.

No entanto, para se fazer conclusdes gerais, seria necessario um trabalho exaustivo de
andlise das publicacdes diddticas em todo o territério nacional, tarefa que se afasta muito de
nossas metas e disponibilidades no momento.

Além disso, nossa investigacdo de livros didéticos ou paradidaticos nio se estendeu
nem aos 1° e 2° ciclos do Ensino Fundamental. Por isso, sdo importantes as informacdes de

Mabuchi (2000), a respeito dessas séries:
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Nos livros didaticos analisados, a partir da 2° série sdo feitas as primeiras observagdes sobre a simetria de
objetos do cotidianos dos alunos, usando a analogia da imagem no espelho. Atividades com dobras no
papel, com e sem quadriculado, estimulam a localizagcdo da imagem de figuras pela reflexdo em reta. Os
alunos sdo estimulados a perceber a simetria no seu mundo, a investigar eixos de simetria em objetos e a
desenvolver o senso estético e de organizagio, observando diversas configuragdes simétricas. Nas 3% e 4*
séries, usando malhas diversas, sdo exploradas idéias de ampliacdo e reducdo de figuras. Ndo ha muitas
diferencas na abordagem das transformacdes geométricas (que se limitam apenas a reflexdes em reta)

entre os livros didaticos observados (p. 101).

Entre algumas das cole¢des didaticas mais conhecidas voltadas para o Ensino Médio
(Iezzi, Dolce e Machado;Youssef e Fernandez; Iezzi, Dolce, Teixeira, Machado N.J., Gou-
lart, Castro, Machado A.S.) ndo existe abordagem da Geometria por transformacdes nem
estudo de propriedades das figuras ou resolucdo de problemas utilizando as transformagdes
como ferramentas; também ndo existe o estudo das transformacdes como objetos matemati-
cos. Entretanto, idéias que se fundamentam na teoria das transformacdes se manifestam es-
parsamente pelos assuntos tradicionalmente estudados nessas séries. Por exemplo, a simetria
¢ usada livremente, sem conceituagc@o precisa, em vdrias partes, como a Geometria, a Geo-
metria Analitica, a Algebra e a Trigonometria: fala-se em eixos de simetria de figuras geo-
métricas, diz-se com naturalidade que funcdes pares tém gréaficos com simetria axial em Oy,
fungdes impares tém graficos com simetria na origem; pede-se para o aluno “memorizar” as
propriedades de simetria das fungdes circulares; estudam-se matrizes simétricas, etc. As ro-
tagcdes s@o usadas em Trigonometria e nos movimentos circulares em Fisica.

O vestibular (exame de ingresso nas universidades), como fator gerador de reformas
no conteudo trabalhado nas escolas de nivel médio, ndo tem exigido o estudo das transfor-
macdes; tampouco o tém exigido outros instrumentos de avaliagdo do Ensino Médio, como o
ENEM (Exame Nacional de Ensino Médio). Podem-se apontar exce¢des, como o exame de
ingresso da UFBA, que inclui no conteddo programdtico exigido : “Transformac¢des Geomé-
tricas: nocdes de translagdo, rotagdo, simetria, homotetia”, certamente muito pouco se le-
varmos em conta a atual proposta para o Ensino Fundamental. Nao hd ddvidas de que se o

vestibular ou outros instrumentos de selecio e avaliagdo de ingresso nas universidades exigi-
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rem conhecimentos mais aprofundados em transformacdes, isso apressard a implementacio
do estudo das mesmas nas ultimas séries do Ensino Fundamental, conforme recomendado

pelos PCNs.

2.4 — AS TRANSFORMACOES E AS PESQUISAS EM EDUCACAO MATEMATI-
CA

Com a convicgdo de que as pesquisas desenvolvidas no campo da Educacdo Matema-
tica possam ter realmente influéncia nas reformas e inovagdes no ensino e aprendizagem da
Matematica e, em particular da Geometria, langamo-nos a uma revisio da literatura ao nosso
alcance e deliberadamente circunscrita ao ambito de nosso estudo. Inicialmente seleciona-
mos estudos, alguns ja cldssicos, envolvendo transformagdes geométricas de uma forma ge-
ral; depois procuramos localizar investigacdes que fizessem referéncia a faixa de escolarida-
de que nos interessa (Ensino Fundamental) e com o recorte que fizemos (ensino e aprendiza-

gem da rotag@o no plano).

2.4.1 - RESULTADOS E CONCLUSOES DE ALGUMA PESQUISAS

Entre os trabalhos de pesquisa realizados no exterior, encontramos alguns envolven-
do transformacdes, mas ou se dedicam basicamente a transformacio de reflexdo ortogonal,
em geral com enfoque na questdo da simetria (Grenier,1985,1989;Gutierrez e Pastor,1987),
ou as transformagdes no ambiente do computador, algumas vezes com destaque para uma
dada transformacd@o (Jahn, 1999; Graf e Hodson, 1998; Malara,1997; Hoyles e Healy, 1997;
Edward e Zazkis, 1993).

A maior referéncia a rotacdes que encontramos deve-se ao trabalho ja mencionado,
realizado por Kiichemann (1981), citado muito freqiientemente nos trabalhos ulteriores de

pesquisa em Educagdo Matematica. Como € obra extremamente conhecida, limitaremos nos-
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so enfoque somente nos resultados mais importantes relacionados com o objeto de nosso
estudo, ou seja, a rotacdo simples, isto €, ndo composta com outras transformagdes. As ques-
tdes do teste aplicadas aos sujeitos de pesquisa, cujas idades variavam dos 13 aos 15 anos,
envolvendo rotagdes simples, consistiam de construgdes a méo livre ou da andlise visual de
configuragdes (algumas corretas, outras nio), em rotagdes de 90° no sentido anti-horario. As
figuras em sua maioria eram bandeiras simplificadas. As ilustracdes eram apresentadas alter-
nadamente em papel liso e quadriculado. Entre os resultados e conclusdes mais relevantes
apresentados pela autora, estdo os seguintes:

¢ indice de sucesso nas tarefas depende bastante da posicdo do centro de rotacdo e da in-
clinacdo do objeto e menos do fato de o papel ser quadriculado ou nio;

e em geral, os alunos acharam mais fcil determinar a inclinac¢io correta da imagem do que
localizar sua posicdo corretamente;

e papel quadriculado ndo facilitou necessariamente a resolugdo dos itens, ao contririo do
que ocorreu na reflexdo; parece que a grade encorajou as criancas a colocar a imagem
“simetricamente” em relagdo ao centro de rotagdo (o pé da bandeira ndo girou 90°, como
deveria ser);

¢ no reconhecimento do centro de rotagdo, dadas a figura geradora e a imagem, muitos
alunos perceberam nio ser centro quando as distdncias do mesmo aos pés eram diferen-
tes, mas nao o perceberam quando eram iguais mas o angulo estava incorreto.

Como implicagdes para o ensino, a autora sugere que (nossa traducao):

...Ja que as transformagdes podem ser definidas em termos de agdes (dobrando e girando) e seus
resultados podem ser apresentados de uma forma direta por desenhos, isto significa que o tépico
€ ideal para uma abordagem pratica e investigativa. As agdes e representacdes sdo ambas alta-
mente intuitivas, logo deveria ser possivel desenvolver tal abordagem de formas que fossem
significativas para a maioria das criangas. As transformagdes podem ser internalizadas em pas-
sos graduais, focalizando-se primeiro nas proprias agdes, depois em suas representacdes e final-
mente na representacdo de agdes imaginadas (Kiichemann, 1981, p.157).

No Brasil, encontramos trabalhos de pesquisas relacionados com o ensino de trans-

formacdes, com ressalvas semelhantes as dos pesquisadores estrangeiros. A énfase é dada
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para a questdo de simetria (Aradjo, 2000; Mabuchi, 2000), o ambiente é o do computador
(Aratjo, 2000). Como a rotacdo foi privilegiada num desses trabalhos, onde o autor afirma,

no resumo, que:

. esta pesquisa tem como objetivo construir uma seqiiéncia de atividades para identificar os efeitos
didaticos decorrentes do emprego do Cabri-Géometre como instrumento para aquisi¢do dos conceitos de
rotagdo de figuras planas em torno de um ponto e de simetria rotacional de figuras planas. (Aratjo, 2000)

julgamos conveniente considerar os resultados obtidos por esse pesquisador.
A pesquisa foi desenvolvida junto a alunos da 6 série e entre as conclusdes mais re-

levantes para o nosso trabalho, apresentadas pelo autor, destacamos:

= nas questdes do pré-teste, as maiores dificuldades dizem respeito aos desenhos de figu-
ras, que o autor atribui a0 maior nimero de varidveis envolvidas e a falta de habilidade
no uso dos instrumentos;

= nas constru¢des das imagens por rotacdo, os maiores erros se dio quando o centro de
rotacdo estd fora da figura, piorando quando “o centro estd localizado numa posicao des-
locada de qualquer prolongamento (segmento de reta imagindrio) que o liga, ao menos, a
um par de pontos correspondentes” (Araujo, 2000, p. 92), fatos que o autor reconhece ja
constatados por Kiichemann (1981).

= ndo ha observagdo da congruéncia da imagem com a figura original, nas questdes que
exigem o desenho da imagem. A esse respeito, é oportuna a referéncia a seguir, que mos-
tra que essa questdo da conservacdo da forma pelos estudantes provoca alguma contro-

vérsia, como a apresentada em nossa tradugdo a seguir:

As transformagdes usadas eram rotacdes, reflexdes e translagdes. As criangas tinham que comparar o
comprimento de um lado especifico do tridngulo antes e depois de um particular movimento, dizendo se
era “mais curto”, “mais comprido” ou “do mesmo comprimento” que antes. (Tomou-se o cuidado de se
garantir que as criangas estivessem completamente familiarizadas com este vocabuldrio antes de o teste
comecar). Thomas descobriu que o fator crucial para o reconhecimento da invaridncia do comprimento
do lado especifico do tridngulo transformado era a habilidade para conservar o comprimento no sentido
piagetiano cldssico. Esta descoberta também confirmada num estudo feito por Kidder — veja pagina 58.
A maioria dos estudantes de Thomas considerou o comprimento invariante nas rotacdes e reflexdes,
mas para as translagcdes os ndo-conservadores consideraram os lados de uma figura geométrica como

coisas que haviam mudado. (Dickinson, 1984, p. 54)

= as dificuldades com o conceito de rotagdo equivalem as dificuldades com o conceito de
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simetria rotacional;

= as atividades envolvendo a descoberta do centro de rotagdo em simetrias tiveram baixo
desempenho;

= nem sempre as propriedades observadas nas configuragdes eram utilizadas na resolucdo

dos problemas.

2.4.2 — ASPECTOS DISTINTIVOS DO PRESENTE TRABALHO

Reconhecemos que nossa investigacdo compreende vdrios fatos, eventos e conclusdes
comuns aos estudos precedentes, mas acreditamos que difere dos mesmos em muitos aspec-
tos. No que diz respeito aos sujeitos de pesquisa, 0s nossos sdo mais jovens que a maioria
dos sujeitos dessas outras pesquisas. Trabalhamos com estudantes da 5 série de uma escola
onde a uniformidade das idades por série ¢ uma questdo institucional: todos eles tinham ida-
des entre 10 e 11 anos, ao contrdrio dos outros sujeitos, em geral mais velhos e em niveis
superiores de escolaridade. Mabuchi (2000), por exemplo, trata predominantemente com
professores.

Com relacdo ao conteudo focalizado, cingimo-nos somente a rotagdo no plano, sem
nos prender a questdo da simetria. Por exemplo, Kiichemann (1981) trata de simetrias orto-
gonais e rotacdes no mesmo trabalho de andlise e Aradjo (2000) trata basicamente da ques-
tdo da simetria rotacional.

Os trabalhos citados tratam as propriedades decorrentes da defini¢do de rotagdo como
dados intrinsecos da transformacgdo; nossa abordagem trata separadamente cada um desses
parametros (sentido da rota¢do, medida do dngulo de rotacéo, localiza¢do do centro de rota-
¢do e congruéncia), onde isso pode e deve ser isolado.

Nos trabalhos consultados, o pardmetro sentido de rotacdo € praticamente ignorado,

na medida em que ndo se consideram as duas possibilidades, dando a impressdo de que é um
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aspecto irrelevante da transformagao.

O pardmetro magnitude da rotacdo (ou medida absoluta do angulo de rotagdo) é
grandemente explorado em nosso trabalho, enquanto que Kiichemann (1981), por exemplo,
usa somente rotagdo de 90° .

Em nossa investigacdo, desde o inicio, introduzimos a terminologia que predispode pa-
ra a concepgdo de rotacdo como fungdo: desde o inicio das atividades se destaca a figura
inicial, sobre a qual atua a rotagcdo, denominada original tanto quanto o resultado da rotacéo,
que ¢é a figura chamada imagem. Na nossa opinido, assim que se supera a intui¢do e a con-
cep¢do da rotacdo como deslocamento de objeto fisico, surge a necessidade epistemoldgica
de justificar a existéncia simultinea de duas figuras congruentes que se relacionam de algu-
ma maneira, quando representamos com desenho uma rota¢io dada. Essa “maneira” seria um
movimento imagindrio, no caso uma rotacdo, capaz de levar a figura original a coincidir com
a figura imagem. Obviamente a compreensdo profunda do significado dessas palavras so-
mente vird com o estudo das fungdes, onde fica claro o que se entende por imagem de um
conjunto.

O pardmetro centro de rotacdo € tratado num grande nimero de situacdes, desde a
compreensdo do seu papel numa rotacdo até o desenvolvimento de estratégias que levam a
sua determinag@o. Particularmente, essa atividade envolve a compreensdo de varios concei-
tos geométricos: mediatriz de um segmento como o lugar geométrico de pontos equidistantes
dos extremos do segmento, mediatriz como a reta perpendicular ao segmento pelo seu ponto
médio, a heuristica da resolucdo de problemas envolvendo lugares geométricos como a bus-
ca dos pontos de intersecc¢do desses lugares, etc.

Com relag@o ao ambiente em que foram desenvolvidas as atividades dos sujeitos e
quanto aos instrumentos e ferramentas utilizados, nao foi utilizado o computador, como fize-
ram varios dos pesquisadores j4 mencionados, e nem o papel quadriculado, também larga-

mente empregado nas pesquisas ja arroladas. Desenvolvemos um dispositivo fisico especial



45

para nosso estudo (que iremos descrever com detalhes), dadas nossas necessidades especifi-
cas. Em nosso estudo, um dos grupos de sujeitos utilizou sistematicamente instrumentos de
Desenho Geométrico enquanto o outro utilizou o que denominamos material alternativo,
tendo-se como pressuposto que o primeiro grupo teria privilegiada a concepgdo semi-pontual
da rotagdo, enquanto que para o segundo teria primazia a concepcao global da rotacdo (no
primeiro caso, as figuras seriam vistas como determinadas por alguns pontos, enquanto que
no segundo ndo seriam vistas como conjuntos de pontos, segundo Jahn, 1998, pp.26; 57; 81);
essa comparagdo ndo encontra precedentes nas pesquisas citadas. Para o primeiro grupo, o
procedimento se fundamenta nas operagdes classicas com régua e compasso, envolvendo a
compreensdo de conceitos basicos, como o tracado de perpendiculares e paralelas; para o
segundo, as dobraduras em papel substituem, em vdrias atividades, as operagcdes com régua e
compasso. Nos autores mencionados, ndo ha um estudo paralelo com essas caracteristicas.

Com relag@o as simetrias, que no nosso caso se reduziriam apenas as rotacionais, tra-
balhamos somente com a simetria central relacionada a rota¢do de 180° (na verdade, as con-
cepgOes sdo distintas: a simetria central € algo mais “estdtico”, mais imediato que a rota¢do
de 180°, que evoca um deslocamento). Aratjo (2000) trabalha com simetrias de rota¢do em
geral, que acreditamos ser mais dificil trabalhar no ambiente papel/instrumentos de desenho
do que no ambiente de material concreto do outro grupo. Essas consideragdes levaram-nos a
reduzir as situagdes com simetrias de rotagao.

Esperamos, neste trabalho, poder confirmar as hipéteses com resultados congruentes,
aos que nos precederam, naqueles aspectos em que nossa pesquisa tem elementos comuns
com as desses pesquisadores. Esperamos também contribuir com novas descobertas relacio-

nadas com os elementos que para nds ndo se encontram nessas pesquisas.
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CAPITULO 3

3.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo iremos esbocar as teorias que suportam nossa investigacdo. Funda-
mentamos nossas atividades de aprendizagem nas concepgdes de Piaget, no que se refere a
construcdo do conhecimento. Nos instrumentos diagndsticos e na estruturacdo das atividades
desenvolvidas com o0s sujeitos, empregamos 0s conceitos de niveis de pensamento, desen-
volvidos pela teoria psicogenética. Na escolha e andlise do uso das ferramentas acessiveis
aos estudantes em suas atividades, tivemos em mente os conceitos desenvolvidos por Vi-

gotsky e mais atualmente, por Meira (1998).

3.2 ESTAGIOS DO DESENVOLVIMENTO INTELECTUAL

Segundo Piaget, as agdes interiorizadas se transformam em pensamento; diante de
uma situacdo de conflito, surge uma desequilibragdo seguida de uma equilibracéo, que aco-
moda o0 organismo. O conhecimento é construido dessa maneira e sua assimilagéo, depen-
dente de sua natureza, esta condicionada pelos chamados estagios do desenvolvimento: sen-
sorio-motor (de 0 a 2 anos), pré-operaciona (de 2 a 7 anos), operacional concreto (de 7 a
mais ou menos 12 anos) e operacional formal (de mais ou menos 12 anos em diante), que
aparecem nessa ordem mas cada um com seu ritmo e intensidade. O desenvolvimento inte-
lectual se da continuamente e as linhas entre 0s estagios ndo estdo bem definidas. uma crian-
ca pode estar em dois estagios diferentes em areas diferentes. Se ateoria é valida, entdo de-
vemos levar em conta a idade dos sujeitos do estudo e as atividades que Ihe seréo apresenta-
das: propor demonstracdes formais sobre congruéncia de triangulos ou justificar logicamente

construgdes geomeétricas, por exemplo, ndo seria adequado para criangas de 10 a 11 anos.
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Por outro lado, o enfoque de transformagdes com apelo intuitivo seria apropriado para essa
faixa etéria. Intuitivamente, rotagcBes sdo movimentos de objetos descritos por expressdes do
tipo “dar voltas’, “rodar”, “girar”, etc e compreendem uma infinidade de situagdes. Formal-
mente, arotagdo € uma funcdo com caracteristicas muito especiais, definida de forma preci-
sa, conforme ja expusemos no capitulo 1.

Entre a concepcdo ingénua e aforma mais elementar, que desgjamos atingir, ha uma
distancia conceitual enorme. Se a meta € levar 0 estudante a se apropriar dessa Ultima, sera
aconselhavel respeitar os estagios de desenvolvimento, histérico e individual, da formagéo
do conceito. Se concordarmos com Piaget, em A Abstracdo Reflexionante (1995, pp. 253-
261), a crianca de 9-10 anos consegue enfrentar tarefas que envolvem a concepgdo de rota-
cdo de objetos. Mais tarde, com 11-12 anos, quando comecgar a entrar no estagio 16gico-
formal, seré capaz de construir a nocdo de rotacéo de forma abstrata, em direcéo ao conceito
formalizado.

Vamos focalizar agora um aspecto pouco explorado da teoria de Jean Piaget, desen-
volvido em conjunto com Roland Garcia, de interesse fundamental para nossa investigacéo.
Trata-se da epistemol ogia genética, que procura tracar um paralelo entre 0s mecanismos de
desenvolvimento do pensamento da crianca e os mecanismos do desenvolvimento historico
do conhecimento nas ciéncias, que os autores ilustram com exemplos da Fisica e da Mate-

maética.

3.3 PSICOGENESE E HISTORIA DAS CIENCIAS

Segundo Garcia (1980), a teoria psicogenética sustenta que ha um paralelo na evolu-
¢do dos sistemas cognitivos entre os nivels de desenvolvimento intelectual da crianca e os
nivels de evolucéo do conhecimento cientifico. Mais ainda, mostra uma surpreendente iden-

tidade dos mecanismos operantes em ambos os nivels. No caso particular da Geometria, Pia-
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get e Garcia (1983) afirmam que, no desenvolvimento dos conceitos genéticos na crianca, ha
trés etapas caracteristicas, chamadas, respectivamente, de “intrafigural”, “interfigural” e
“transfigural”. Na primeira etapa, a crianga consegue ver e pensar somente nas relagoes in-
ternas de uma figura; na segunda, a figura pode, num certo contexto, ser relacionada com
outros elementos externos, por exemplo com outras figuras, parecidas ou ndo; na terceira
etapa, a crianca passa a considerar a transformacéo de figuras de um ponto de vista muito
mais geral, que Ihe permite combinar transformacdes. Os autores ilustram a diferenca entre a
primeira e a segunda etapas com 0s seguintes resultados de experimentos: uma crianca na
primeira etapa consegue desenhar segmentos perpendiculares enquanto componentes de uma
anica figura, pois € capaz de desenhar uma cruz, por exemplo; entretanto, ela leva muito
mais tempo para tracar retas horizontais e retas verticais corretamente. Por exemplo, ao de-
senhar a chaminé de uma casa, €la a representa perpendicularmente ao telhado e ndo a linha
do horizonte. Para entender “vertical” e “horizontal”, a crianca tem que estabelecer uma re-
lac&o entre a figura (no caso, areta) e um sistema de referéncia externo a figura (por exem-
plo, a margem do papel). Para que isso ocorra, € necessario esperar que o desenvolvimento
intelectual da crianca atinja a segunda etapa, ou sgja, ainterfigural.

Piaget e Garcia (1983), buscando esclarecer mais as diferencas entre os estégios (ou
etapas ou niveis) intrafigural e interfigural, acrescentam que se devem incorporar as relacoes
intrafigurai s aquel as que resultam de uma comparacao entre as propriedades internas de duas
ou mais figuras. Por exemplo, ao descobrir que a soma dos angulos internos de um triangulo
€ 180°, as criancas logo passam a prever que isso se dard com todas as formas triangulares.
Essa acdo se passa no nivel intrafigural, no qual a posi¢éo das figuras ndo € um fator consi-
derado. No nivel interfigural, diferentemente, a posi¢éo das figuras no espaco gque as engloba
faz necessaria a consideracdo dessas caracteristicas da totalidade que 0 espago representa,

como veremos adiante.
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Pode-se também considerar certos lugares geomeétricos entendidos num nivel intrafi-

gural, como por exemplo quando a crianga descobre que, colocando uma série de objetos a

mesma distancia de uma pessoa, obtém um circulo. Por outro lado, é mais dificil para a cri-

anca descobrir que os pontos a mesma disténcia de duas pessoas ndo se reduzem apenas ao
ponto médio do segmento imaginario que as une, mas a todos o0s pontos da reta mediatriz
desse segmento: neste caso, a reta € perpendicular ao referido segmento e sua construgéo
supbe uma organizacdo do plano que se insere entdo no sentido interfigural.

Segundo Piaget, a passagem das relagOes intrafigurais as interfigurais deve-se, no
curso da psicogénese, ao dominio de trés fatores principais:

a) Homogeneizacdo dos espagos vazios e cheios. Quando entre duas pequenas arvores dis-
tanciadas de mais ou menos 30 cm se coloca um muro de 2 ou 3 cm de espessura, a Cri-
anca até 7 anos e meio dira que aquela distancia diminui, indicando que, para ela, o espa-
co ocupado e 0 espaco vazio tém valores distintos. Segundo Piaget, as criancas dizem
gue a distancia volta a aumentar quando se faz um buraco no muro! Esta heterogeneidade
sugere que a crianca até a idade mencionada ndo tem uma concepcao de um espaco geral
gue contém os objetos ou figuras que iréo relacionar-se.

Coordenacdo das direcdes ou distancias em duas ou trés dimensdes. Dada uma folha de pa-

pel para reproduzir na mesma posi¢cao um ponto desenhado perto de um canto de uma outra

folha, as criangas, no inicio, fazem o ponto numa posi¢éo estimada visualmente. Ao comegar
ausar uma régua, entretanto, tragam um segmento do canto da folha até o ponto e demoram

a perceber que isso ndo é suficiente, pois o ponto que desenham dificilmente estard na posi-

cdo correta. Em seguida, passam a medir a partir da margem vertical ou da margem hori-

zontal, sem grande sucesso. E somente com 7 ou 8 anos (estagio das operagdes concretas)
gue compreendem a necessidade de duas medidas para localizar exatamente o ponto. Teste-
munhamos agui a estratégia que subentende a utilizagdo das coordenadas cartesianas (se bem

que no nivel das acbes e ndo das tematizacdes).
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Outros experimentos, como a reproducdo de uma pequena cidade com seus edificios em po-
sicOes determinadas, mostram que a coordenacdo de posi¢des leva muito tempo para ser
apropriada pelas criangas. Com relacdo as diregdes, € famoso 0 experimento do vaso com
&gua colorida, inicialmente na horizontal e depois inclinado, que a crianca deve reproduzir
com desenho de memoria: até os 8 ou 9 anos, a crianca desenha o nivel da édgua paraelo ao
fundo do vaso, mesmo quando este esta inclinado. Isto indica que a crianca esta ainda no

nivel intrafigura (o nivel da dgua é paralelo ao fundo, agua e vaso se fundem num anico

objeto); somente quando desenha o nivel da agua

paraelo ao nivel da mesa é que a cri-anca demonstra
compreensdo interfigural. Outros experimentos com fio Intrafigural  Interfigura
de prumo mostram resultados parecidos com a nogdo de vertical.

Representacdo de méveis em casos de deslocamentos. Em uma experiéncia, dediza-

se uma régua AB paralelamente a umarégua fixa CD; de acordo com Piaget, as criancas até

8 anos acham que o intervalo entre as extremidadesA eCé D

| |
-

|
A B

menor do que o intervalo entre as extremidades B e D,

demonstrando que ainda néo diferenciam deslocamentos de
alongamentos (supomos aqui que Piaget se refere as diferencas de abcissas x; — %, €
X, — X, tomadas sobre uma reta paralela ao deslocamento). No nivel intrafigural, as crian-

cas acham gue os deslocamentos implicam ganhos ou perdas, pois se concentram, no caso
acima, somente nos pontos de chegada (da régua): nesse nivel elas ndo se apropriaram da
caracteristica interfigural do deslocamento a que Piaget denomina “comutabilidade’ ou sgja,
a equivaléncia entre aguilo que se adiciona na chegada e aquilo que se retira na partida. Em
outras palavras, nos deslocamentos ocorre uma simples mudanca de posicéo global dafigura,
ndo se modificando as relacdes entre as partes internas da figura, fato cuja compreensao exi-
ge a apropriacdo dos niveisintra e interfigural. Em outra experiéncia com duas réguas, uma e

lancada perpendicularmente em direcdo a uma outra, primeiramente em direcdo a0 meio,
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depois em direcdo a uma das extremidades. Piaget afirma que,
no primeiro caso, a cri-anca prevé facilmente o que vai

acontecer (a segunda régua, ao sofrer o choque, sofre umatrans- J

&

lacdo no mesmo sentido e direcdo do movimento da primeira

régua), mas no segundo caso, ira ter nogéo geral do que podera

ocorrer (rotacdo e translacdo da segunda régua), somente por S @ @ @
v

g . .

Entretanto, € somente dos onze aos doze anos gue acriancalra

volta dos 7 ou 8 anos, com uma visdo global do fato.

Se apropriar dos recursos necessarios para uma antecipacdo precisa, a saber: a) o conceito da
composicao dos movimentos de rotagdo com translacdo no que se refere ao movimento da
extremidade da régua; b) além do relacionamento global entre as duas réguas, o estabeleci-
mento de uma relacdo entre as réguas e 0 seu suporte imével (mesa ou outra superficie de
apoio). Surge, entdo, algo que ultrapassa o nivel de compreensdo interfigural, denominado
por Piaget de transfigural.

A caracterizacao do nivel transfigural, bem como a passagem da etapa interfigural
para a transfigural, ocupam a maior parte da exposicéo de Piaget e Garcia (1983), no capi-
tulo destinado a psicogénese da Geometria. A necessidade do pensamento transfigural surge
a partir do momento em que a andlise interfigural do relacionamento de figuras (ou objetos
fisicos) consideradas globalmente € insuficiente para se fazer previsdes corretas, como visto
no experimento envolvendo o chogue de duas réguas resultando na composi¢cado de movi-
mentos (translacdo e rotagéo). Os autores apresentam varios experimentos e déo véarios
exemplos, envolvendo principalmente composicao de movimentos de objetos fisicos. Entre
as varias caracteristicas do pensamento transfigural apresentadas por Piaget e Garcia, vamos
listar as que julgamos mais significativas.

» atransformacéo que relaciona duas figuras € o resultado da composi¢céo de duas ou mais

transformacdes (equivalentemente, para movimentos de corpos rigidos, o resultado de
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um movimento relativo € a composi¢do de dois ou mais movimentos absol utos);
freglientemente, a obtencdo da figura transformada (ou da trgjetéria do movimento re-
sultante ou da figura que representa a situacéo final) depende de um trabalho de deducéo
e calcul os algébricos prévios,

tem natureza “endogena’, em contraste com a natureza “exégena’ do pensamento intra-
figural e com a natureza “exo-endégena’ do pensamento interfigural; enquanto o intra
imp0e as figuras (ou objetos) do mundo exterior (espacos geométrico e fisico), o trans
elabora as estruturas que ndo consistem mais em “figuras’ (como 0S grupos, por exem-
plo) mas que integram em sistemas de conjuntos as transformagdes realizaveis,

esta relacionado com o estéagio hipotético-dedutivo do desenvolvimento do individuo (a
partir dos 11-12 anos), quando as estruturas |6gico-aritméticas se libertam inteiramente
do geométrico e quando a geometria se “algebriza’.

Em suas conclusdes, Piaget e Garcia consideram a sequéncia (intra,inter,trans) sob o as-

pecto geral e sob 0 aspecto do espaco. Sob o geral, ela se caracteriza como a expressao das

condicdes que as leis da assimilacdo e equilibracdo impdem atoda aquisicdo cognitiva, pois:

a)

b)

diante do novo, o sujeito deve assimilar os dados (objetos, figuras, relacbes) aos seus
esguemas pré-existentes, de agdo ou conceituais, e obter a acomodacdo desses esquemas
as propriedades objetivamente dadas. Esta aqui o carater “intra’ desse inicio de conhe-
cimento;

0S NOVOS esquemas construidos ndo permanecem muito tempo isolados, pois 0 processo
de assimilacdo levara as assimilagOes reciprocas e as novas exigéncias de equilibracdo
irdo impor aos esquemas ou subesquemas assim rel acionados com formas mais ou menos
estaveis de coordenagdo ou transformacéo. 1sso define o carater “inter” dessa etapa do
conhecimento;

amultiplicacéo de subsistemas ira ameacar a unidade do todo, com as tendéncias de dife-

renciacdo conflitantes com as de integracdo. Impde-se entdo um equilibrio entre as dife-
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renciacoes e a integragdo, de forma que as diferenciagbes possam ser engendradas sem

gue haja perturbagdes internas ou conflitos entre elas. as estruturas de conjuntos forma-

dores determinam o caréter “trans’ dessa etapa.

Essa sequiéncia se reproduz indefinidamente ao longo do processo continuo do desenvol-
vimento do sujeito, em todos 0s seus estagios, apresentando-se como um mecanismo gera e
bem definido.

Sob o0 aspecto do espaco, ou sgja, da Geometria, Piaget e Garcia invocam a necessidade
|6gico-matematica, de natureza enddgena, que apresenta seus valores maximos no seio dos
sistemas fechados de transformacdes construidas pelo sujeito. Contrariamente, os dados de
fonte externa permanecem no estado de necessidade intrinseca minima. Nesta perspectiva, a
passagem do intra ao inter e ao trans correspondem entdo a uma extensao sistemética da ne-
cessidade (esse € um outro aspecto da equilibracéo). Em termos simples, no caso da Geome-
tria, passa-se do espaco, como propriedades dos objetos e um produto das construgdes possi-
veis do sujeito, a partir de dados externos (por exemplo, quando desenha figuras que vé ou
das quais se lembra) até chegar as transformacdes sobre entes abstratos escolhidos arbitrari-
amente, culminando com interacdo cada vez mais complexa da construcdo de instrumentos
algébricos e formas espaciais aimaginar.

Piaget e Garcia (1983) propdem um paralelo entre a histéria das transformacdes e o
desenvolvimento cognitivo das criangas, afirmando que o mecanismo (intra,inter,trans) é
comum ao dois dominios. Segundo Inhelder, na introducéo da obra citada, a intencéo dos
autores ndo é fazer corresponder, termo a termo, as caracteristicas dessas evolucdes, muito
menos supor uma recapitulacéo de filogénese pela ontogénese ou procurar evidenciar analo-
gias de sucessdo, mas buscar saber se 0s mecanismos de passagem de um periodo historico
ao seguinte, no contexto do sistema nocional, sdo analogos aqueles da passagem de um est&
gio genético para os seguintes. Assim, no periodo historico que vai dos gedmetras gregos até

o século XV, a Geometria teria um carater intrafigural, onde ndo ha propriamente trans-
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formag&o, mas somente o estudo da figura (propriedades) ou relacéo entre duas figuras (con-
gruéncia, semelhanca). 1sso corresponderia ao estégio inicial das idéias geométricas no de-
senvolvimento infantil (primeiras formas). No periodo que compreende os primérdios da
Geometria projetiva até a época de Chasles e Poncelet, a Geometria teria um aspecto inter fi-
gural: existe uma transformagao que destaca uma posicéo inicia (figura objeto) e a posicdo
final (figuraimagem); o plano € o “lugar” onde se encontram todas as figuras, onde elas se
movimentam, completamente neutro. 1sso, no nivel de desenvolvimento da crianga, corres-
ponderia ao estégio da elaboracéo das nogdes projetivas (uma figura circular e sua sombra
eliptica) e concepgdes de movimentos rigidos (trandacdes, rotacdes, reflexdes). E, fina-
mente, teriamos o periodo histérico que se inicia com a concepcao global da Geometria, por
Klein, com caracter transfigural: a transformacéo atua sobre todos os pontos do plano e as
propriedades do espaco sobrepdem-se as das figuras particulares. Compdem-se transforma-
cOes e as leis de composicéo tém estrutura de grupos, evidenciando os invariantes em cada
subgrupo. Isso corresponderia ao estédgio em que a crianca desenvolve sistemas de referéncia
abstratos (eixos, coordenadas).

Jahn (1998) enfatiza que, a parte as polémicas que tal teoria possa estimular, permanece a
conviccdo de que ha diferentes nivels de significagdo para as transformacdes. Traduzimos o
trecho a seguir de seu trabal ho:

Juntamo-nos assim a Laborde e Grenier(1987, p.66) para considerar trés primeiros niveis:

Nivel 1: a transformagéo é considerada “como uma relagdo entre duas configuragGes geométricas ou
uma relagdo entre duas partes de uma mesma configuracdo” (o cardter funcional esta ausente);

Nivel 2: atransformacdo é considerada como uma aplicagdo pontual do plano sobre s mesmo (trata-se
do objeto funcional);

Nivel 3: atransformagdo é considerada como uma ferramenta funcional que evidencia as propriedades
invariantes ou se destina a resolugéo de problemas.

Jahn acrescenta o

Nivel 4: A transformagao é considerada como elemento de um grupo (as transformacfes se compdem e
se comparam, formando os grupos de transformages). (p. 60)

Pelo que foi exposto anteriormente, o nivel 1 estaria mais relacionado com o aspecto intrafi-

gural, enquanto que os niveis 2 e 3 estariam mais relacionados com as caracteristicas interfi-
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gurais e o nivel 4 teria uma natureza predominantemente transfigural. E bom lembrar, contu-
do, que essa associagdo pode apresentar contra-exempl os.

Considerando os aspectos teodricos esbogados anteriormente e o0 objetivo do trabalho
gue pretendemos desenvolver, fica claro que com os sujeitos do experimento ndo se pretende
trabalhar ou atingir o nivel transfigural, que envolveria, além do conceito de transformacéo
como funcdo do plano no plano, a composicdo de funcdes levando a nogdo de grupo de

transformacdes. V ejamos o diagrama abaixo:

Em (1), ao nivel das relagbes internas da figura, poderiamos por exemplo considerar que ao
maior lado se opde 0 maior angulo: trata-se de uma andlise intrafigural. Em (2), poderiamos
afirmar que na rotaco R(B,+90°) o triangulo ABC é levado no tridngulo A'B'C’. E uma ané-
lise interfigural, podendo o tratamento ser global ou pontual. Em (3) podemos afirmar que

R(B,+90°) (AABC) = R, o R (AABC)= AA'B’C’ ou sgja, arotagdo € o produto das reflexdes.

Aqui, aandlise é transfigural.
O nosso estudo ir4 ocupar-se das situagdes (1) e (2), sem mencdo explicita ao con-
ceito de transformac&o como func&o do plano no plano. No nivel (2), o tratamento serd glo-

bal e semi-pontual, mas nunca inteiramente pontual .
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3.4 MANIPULATIVOS COMO FERRAMENTAS NO ENSINO/APRENDIZAGEM

Como ja dissemos, 0 ensino da Geometria comporta diferentes perspectivas, tanto
sob o aspecto da teoria (saber matemético) quanto da didética (construtivismo x ndo cons-
trutivismo, aspectos psicol6gicos, cognitivos, antropol dgicos do ensino e da aprendizagem,
métodos, etc), todos sob a égide da Educacdo Matemética. Um dos temas colocados fre-
quentemente em discussdo € o da utilizagcdo do chamado material manipulativo ou material
concretoEI. N&o h& escola que ndo utilize objetos (de producdo industrial ou artesana) dos
mais variados tipos e materiais para ensinar Geometria. 1sso ndo € algo novo. Existem publi-
cacOes exemplificando o uso de materiais manipulativos no ensino da Geometria, como Ge-
ometry by Discovery, de David Gay (1998) e recomendag0es para 0 Seu uso, Como encontra-

do em Principles and Standards for School Mathematics, do NCTM (2000). Entretanto, sdo

necessarios certos cuidados no uso desse material. Por exemplo:

Dobrar papel, cortar, colar, desenhar, pintar, medir, pavimentar e encaixar, tudo isso é organizado em
forma de atividades geométricas. O mais importante € a maneira como o materia é usado. De fato, ndo
deve ser mero brinquedo. De acordo com a formulagéo de Dina van Hiele, o material concreto esta volta-
do para a acdo pensante da crianca. M&os e cérebro trabalham juntos de forma a responder a questéo de
como uma determinada coisa é feita. Se definicdes sdo dadas nesse estégio, elas precisam ser genéticas,
isto &, devem dizer como a coisa a ser definida é feita. Mais tarde, se tal definicdo é reformulada de ma-
neira mais formal, a nova definicéo deve estar relacionada a mais antiga. O desenvolvimento |6gico pos-
terior deverd estar enraizado no material concreto (Freudenthal, 1973, p. 408).

O conceito de mediagdo do instrumento encontra suas raizes nos estudos do desen-
volvimento cognitivo de Vygotsky. De acordo com Meira (1998), o crescimento individual e
a participagdo em atividades e préticas socioculturais garantem a crianga dois tipos de ferra-

mentas. 0S Signos nos sistemas semiéticos e as ferramentas técnicas, artefatos instrumentais

gue chamaremos simplesmente instrumentos, neste texto. Nas atividades com 0s sujeitos em
nosso trabalho de pesquisa, 0s sistemas de signos estardo ligados diretamente a linguagem
matemética utilizada na descricdo dos objetos geomeétricos e suas propriedades. ponto, seg-

mento, reta, perpendicular, mediatriz, triangulo, circunferéncia, distancia, angulo, etc e suas

! Usamos aqui “instrumentos”, “material manipulativo”e “material concreto” com o mesmo significado.
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representacOes graficas e algébricas. A estrutura de apresentacdo das atividades (instrugdes,
textos explicativos, informagdes, organizagcdo de dados, layout da pégina, etc) e problemas
(perguntas, tarefas, desafios, etc) constitui um sistema envolvendo aspectos semidticos e
instrumentais. Os instrumentos propriamente ditos serdo régua , compasso, transferidor, es-
quadro, lapis e papel, disponiveis para um dos grupos de sujeitos; régua, compasso, palitos,
botbes, linha, papel vegetal, transpel (instrumento criado para este estudo), serdo os instru-
mentos para 0 outro grupo de sujeitos.

Meira (1988) enfatiza a questdo da transparéncia do instrumento, ou seja, o indice do
acesso dos alunos ao conhecimento matemético que o instrumento proporciona. Ele discute
duas questdes: @) De que forma a transparéncia se rel aciona aos contextos em que 0s instru-
mentos sdo usados? b) A transparéncia € algo intrinseco ao instrumento? Ao responder a
essas guestdes, Meira cita outros pesguisadores sugerindo que o uso de instrumentos envolve
sempre alguma espécie de interpretacéo de procedimento (no sentido de sua dependéncia de
regras especificas, como por exemplo 0s passos para programar o gravador de video), bem
como interpretacdes de significado cultural (como no caso em gue as criangas sempre atri-
buiam a relacdo “maior urso” da histéria a suas maes, a despeito das gravuras dos ursos
mostrando que o0 maior era o pai). Mas a visdo tradicional datransparéncia € mais estreita, ja
gue se ocupa apenas das qualidades intrinsecas do instrumento e de que forma essas qualida-
des podem promover eficiéncia cognitiva individual, capacitando 0s seus usuarios a ver
principios e relacbes subjacentes através do mesmo. Segundo esse enfoque, a transparéncia
do dispositivo é diretamente proporcional a qualidade de ligacdes entre as caracteristicas
evidentes do objeto e o dominio visado do conhecimento tal como entendido pel os expertos.
Essa visdo reduz o problema da transparéncia a medida da fidelidade epistémica, presente
nas idéias de Lesh, Behr e Post (1987), que, segundo Meira, afirmam: “Uma representacéo
transparente ndo deveria ter nem mais nem menos significado do que as idéas ou estruturas

que elarepresenta’.
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A tese de Meira (1998) € a de que a transparéncia do instrumento ndo € uma questao
de fidelidade epistémica, isto &, ndo pode ser determinada pela anadlise formal das qualidades
intrinsecas do instrumento. Ele defende aidéia, exposta por outros autores, de que a transpa-
réncia de qualquer tecnologia sempre existe em relagdo a algum propodsito e estd intima-
mente ligada a prética cultural e a organizacdo social dentro da qual espera-se que funcione
tal tecnologia. A transparéncia ndo pode ser vista como um atributo do artefato em si, mas
como algo que pode ser apropriado por meio de formas especificas de participacdo, naqua a
tecnologia preenche uma funcéo de mediacéo.

Meira conclui que, no caso do ensino e aprendizagem escolar, a transparéncia dos
instrumentos esta intrinsecamente associada a natureza das préticas em sala de aula. Conclui
também gue a transparéncia é um aspecto inerente ao uso do material, mais do que um as-
pecto intrinseco do mesmo. Suas conclusdes estéo fundamentadas no experimento que reali-
zou com estudantes de 8 série nos Estados Unidos: explorando o conceito de funco linear,
utilizando trés instrumentos diferentes nas atividades com esses alunos (dois artefatos fisi-
Cos, um com manivelas e outro com molas e um computadorizado, uma maquina que apre-
sentava um resultado para cada dado fornecido). Ele mostra, entre outras coisas, que 0 ins-
trumento com suposta menor fidelidade epistémica (maquina numeérica), superadas as difi-
culdades iniciais, tornou-se um instrumento de acesso para as atividades de resolucdo de
problemas e para o conceito de funcdo desenvolvido na sala de aula. Meira ressalta que as
representacOes feitas em papel pelos estudantes nas suas atividades usuais se tornaram uma
ferramenta para dar sentido & méquina numeérica e ndo o contrario, como poderia sugerir a
fidelidade epistémica. Isso ocorreu também, embora mais tarde, com os estudantes que tra-
balharam com as outras duas maquinas.

Em nosso estudo, iremos considerar as questdes analisadas por Meira, pois estaremos

utilizando vérios instrumentos, descritos a seguir.
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3.4.1 INSTRUMENTOS DE DESENHO

Do ponto de vista tedrico, a Geometria tem uma caracteristica ndo compartilhada por
outras &reas da Matematica: 0s objetos e as relagdes entre os objetos por ela estudados po-
dem ser representados atravées de desenhos (construcdes bidimensionais); pode-se mesmo
raciocinar sobre as propriedades e demonstrar teoremas através de operagdes de natureza
grafica bem definidas, mediadas por instrumentos. Estamos nos referindo as chamadas
construcdes com régua e compasso. Do ponto de vista didatico, ndo podemos e ndo devemos
desenvolver uma Geometria da régua e do compasso, ha acepcao classica, pois iSso pertence
a esfera das preocupagdes académicas e especializadas, conforme mencionado no capitulo 1.
Entretanto, o Desenho Geométrico deve fazer parte do ensino e da aprendizagem da Geome-
tria escolar, ja que compde um de seus registros mais importantes e € inerente a prépria con-
cepcdo da Geometria. N&o conseguimos acessar trabalhos de pesquisa envolvendo direta
mente a questdo do Desenho Geométrico na sala de aula. Entretanto, a historia recente dos
curriculos brasileiros mostra que ele tem sido uma componente do ensino formal, com enfo-
ques variados. Em alguns livros didaticos de M atematica mais classicos, como por exemplo,
Geometria Elementar, Irmdos Maristas, FTD, 1957, as construcdes geomeétricas faziam parte
do estudo das figuras planas. Ha trés décadas, com a disseminacéo de cursos profissionali-
zantes, varias escolas técnicas, como 0 Senai, ensinavam Desenho Geométrico como disci-
plina técnica. Houve uma época em que surgiram livros paradidaticos, como os de Marmo
(1963) e Carvaho (1967), utilizados pelos candidatos as escolas de engenharia da Escola
Politécnica da USP e do Ita. Atualmente ainda ha vestibulares, como o do Mackenzie, exi-
gindo construcdes com instrumentos de desenho na chamada prova de habilidade especifica
de Desenho Geométrico e Geometria Descritiva para os candidatos aos cursos de Engenharia
e Arquitetura. A Fuvest inclui o assunto no programa de Geometria, destinado aos candida-

tos de Exatas e Administracdo e no programa para a prova especifica de Arquitetura. No
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Ensino Médio, o Desenho Geométrico nunca desapareceu completamente.

No Ensino Fundamental, pouco se falava de construgdes com régua e compasso, a
ndo ser em alguns casos de desenho em Educacéo Artistica, desvinculado do estudo de pro-
priedades de figuras geométricas. Entretanto, temos testemunhado o ressurgimento, nos li-
vros didéticos atuais, de uma abordagem das construgdes com régua e compasso ho antigo
estilo, ou sgja, como parte integrante da Geometria. Nos PCNs, existem recomendacdes ex-
plicitas do uso da régua e do compasso, além de outros instrumentos para construcdes geo-

métricas. Na sec¢&o de contetido para o 4° ciclo lemos:

Divisdo de segmentos em partes proporcionais e construcdo de retas paraelas e retas perpendiculares com
régua e compasso.

Resolucdo de situagBes-problema que envolvam a obtencdo da mediatriz de um segmento, da bissetriz de
um angulo, de retas paralelas e perpendiculares e de alguns angulos notéveis, fazendo uso de instrumentos
Como régua, compasso, esquadro e transferidor.

Identificagdo e construcdo das alturas, bissetrizes, medianas e mediatrizes de um triangulo utilizando régua
e compasso (1998, pp. 88 e 89)

Como esta implicito na sua descricdo, as construcbes com régua e compasso (ou,
mesmo com instrumentos adicionais, como transferidores e esquadros) ndo podem prescindir
de instrumentos. Nesse caso, torna-se relevante a questéo da transparéncia, conforme tratada
em Meira (1998). Acreditamos, talvez como decorréncia de nossa experiéncia como profes-
sor, que no estudo das transformagdes geométricas, particularmente a rotacdo, revele-se inte-
ressante 0 uso da régua e do compasso, pois ndo podemos negar a fidelidade epistémica des-
ses instrumentos no que diz respeito & geometria sintética; reconhecemos também, como
Meira, que a participacdo dos sujeitos nas atividades também condicionem o significado dos
conceitos geomeétricos ligados ao uso de tais instrumentos. Mesmo que se disponha de dispo-
sitivos e instrumentais mais sofisticados, como softwares de construcéo geomeétrica, a exem-
plo do Logo, Cabri-Géometre e 0 Geometer’s Sketchpad, acreditamos que o contato mais
direto com o desenho proporcionado pela régua e pelo compasso possam trazer novos in-
sights na aprendizagem do assunto. Na verdade, uma coisa ndo exclui a outra. Neste traba-

lho, entretanto, ndo estaremos considerando a utilizagdo de softwares, pois, como ja disse-
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mos, ha vérias pesquisas disponiveis recentes sobre temas que envolvem o ensino e a apren-

dizagem da geometria e transformagdes geométricas com computadores.

3.4.2 MATERIAL ALTERNATIVO

Neste trabalho, denominamos material alternativo a todo o conjunto de objetos que
serdo utilizados como instrumentos no estudo da rotacdo, com exclusdo do material de dese-
nho apresentado anteriormente. Palitos de sorvetes com furo na extremidade ou no seu cen-
tro seréo os referentes nas situagdes iniciais do desenvolvimento do conceito de rotagdo. Os
palitos de fésforo deveréo desempenhar 0 mesmo papel em relagdo ao conceito de angulo. O
botédo amarrado a uma linha de nylon pretende ser um modelo para a rotagéo de um ponto,
que parece ser a principal nocdo a ser dominada numa situacdo de rotagdo em que os trés
parametros (sentido, angulo, centro) estdo em jogo. A utilizacdo de papel tranducido para
representar rotagdes ndo é uma prética incomum. Lemos no Principles and Standards for
School Mathematics (2000), que “ os estudantes podem explorar movimentos tais como des-
lizamentos, dobras (resultando as reflexdes) e giros usando espelhos, dobra de papel e papel
transparente (ou trangltcido)”. Nas rotagdes, ndo vemos utilidade para o espelho mas vamos
utilizar dobradura e papel transltcido. Como é sabido, as dobraduras em papel, de certa ma-
neira, se assemelham as construcbes com régua e compasso, no sentido de que podem ser

“axiomatizadas’ algumas operacbes que

compdem toda construcdo permitida com
dobras de papel. Neste estudo, iremos u-
tilizar apenas uma dessas operacoes fun-

damentais, que € a que permite tracar a =~ ol e ~_

mediatriz de um segmento. O desenho ao

lado compara as agdes com régua e compasso (a esquerda) e as agdes com dobraduras para
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determinar a mediatriz de um segmento (a direita). Em ambos os casos o0 segmento é dese-
nhado previamente sobre afolha.

Mas o instrumento de maior utilidade, acreditamos, é o papel trandUcido, que per-
mite que o aluno “cole” afiguraorigina e, ab mover o papel, faca 0 deslocamento da cépia.
Entretanto, sua utilizacdo exige uma coordenacdo complicada de acdes. O problema, no caso
da rotacéo, nédo é tanto o de fazer o papel girar ao redor do ponto fixado como o centro de
rotacéo, mas o de medir esse angulo. Apos varios experimentos e tentativas com varios ma-
teriais, criamos um material que resolvemos chamar “transpel”, porque € uma espécie de
transferidor de papel, além de servir de veiculo para a rotacdo de figuras. Numa folha de
papel vegetal 75 gramas, formato A4, imprimimos uma escala radial de medidas de angulos
de 5 em 5 graus (a impressdo em papel vegetal ndo € muito precisa e ndo suportaria uma
escala mais refinada). O centro da escala é o centro de rotacéo; fizemos duas escalas de 0° a
180°, sendo a azul no sentido anti-horério e a vermelha no sentido horario, pois achamos que
duas escalas lado a lado trariam confusdo no momento de ler o angulo de rotacéo. Destaca
mos dois eixos verticais para facilitar o posicionamento da folha e para a averiguacdo imedi-

ata do perpendicularismo de dois tracos. Como € um material de uso desconhecido, € neces-

sario um certo tempo de treinamento no seu uso: como fixar o
centro com uma ponta, como levar o zero até um ponto de

referéncia da figura a ser rotacionada, como copiar afigura a ser = ' =

rotacionada (decalcando todos os tragos ou apenas alguns,

suficientes para a reconstrucéo da figura na nova posi¢éo, etc). O

desenho ao lado mostra uma réplica reduzida do transpel (re-

produzido no tamanho original no anexo 5).
N&o obstante todas as consideracdes feitas a respeito dos instrumentos e manipulativos que

iremos utilizar, estaremos compartilhando com Meira a crenca de que a transparéncia rela-
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cionada com o0 uso desses materiais ndo pode ser determinada através da andlise formal de
suas qualidades intrinsecas.

Iremos, na verdade, procurar estabelecer diferencas nos resultados dos dois grupos de
sujeitos, um gue utiliza régua, compasso, transferidor e esquadro e o outro, gque utiliza o

material alternativo, sem assumir expectativas definitivas com relaco a esses resultados.

3.4.3 MATERIAL INSTRUCIONAL IMPRESSO

Iremos chamar de material instrucional todo o material impresso que sera fornecido aos
sujeitos do experimento. Antes de descrevé-lo, vamos fazer algumas consideragdes com base
nos conceitos de Piaget apresentados na se¢do 3.2. Poderia ser associada aos estagios de des-
envolvimento intelectual uma certa ordem no estudo da rotacéo:

1. Rotacéo de objetos fisicos.

2. Rotacdo de figuras planas representando objetos fisicos.
3. Rotacdo de figuras geométricas.

4. Rotacdo como funcéo.

5. Rotacdo como integrante do grupo de isometrias.

Sobre arotacéo de objetos fisicos, podemos dizer que:

a) em gera, € um movimento espacial complexo, normamente composto com outros

movimentos. Além disso, da-se no espago, com corpos solidos de trés dimensdes,

b) 0 objeto que se move € Unico, isto € num dado instante estd numa posi¢éo e noutro

instante, findo 0 movimento, esta em outra posi ¢ao;
c) em geral, 0s objetos sdo girados ao redor de pontos do proprio objeto; situagdes em que
objetos fisicos giram ao redor de pontos que lhes sdo exteriores &0 menos usuais, exi-
gindo dispositivos mais complexos (por exemplo, uma linha que une o objeto a um ponto

de fixagcdo ou um suporte plano contendo o objeto que roda em torno de um ponto, €tc).
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Na rotacdo de figuras representando objetos fisicos podemos sublinhar:

a) o fato de que estamos falando de objetos bidimensionais (fotos, desenhos), localiza-
dos em um suporte fisico (em geral, a folha retangular de papel);

b) apossibilidade de representar o objeto na posi¢éo original e o objeto na posicéo fina
no mesmo desenho. 1sso pressupde uma certa capacidade de abstracdo, a de imaginar
um mesmo objeto em duas posicoes diferentes (desprezando-se o intervalo de tempo
gue medeia 0 antes e 0 depois);

C) o carater intermediario da no¢éo, que ndo se desprendeu ainda da rotacdo de objetos
fisicos, mas que ainda ndo chegou a concepcdo de figura geométrica como conjunto

de pontos.

A rotacdo de figuras geométricas caracteriza-se por:

a)

b)

apresentar desenhos mais simples e esquematicos, representativos das figuras planas
elementares (pontos, segmentos de retas, retas, circunferéncias, poligonos e combinacdes
dessas formas elementares);

referir-se a rotagéo da figura presente no suporte, como se 0 objeto fosse o proprio dese-
nho (na verdade, sabemos que os desenhos sdo representacdes instanciadas das figuras

geomeétricas ideais).

Na rotacdo como classe especial de funcdes, ressalta-se que:

a)

b)

€ a funcéo R hijetora no plano a, na qual, para todo ponto X de a existe um ponto X'
também dea tal que X'= f(X) e m(XéX') =6, sendo XOX' angulo dado orientado,
XO = X'O e O um ponto dado do plano tal que f (O) =0O. Para cada f, demonstra-se
que O € unico e que f preserva distancias, ou sgja, f € isométrica (equivalentemente, a
imagem de uma figura qualquer do plano é congruente a essa figura, qualquer que sgjaa
rotacao);

a linguagem torna-se precisa e simples. chamamos figura (original) e imagem (figura

transformada), respectivamente os conjuntos F e F’'=f(F), conforme ja vimos na defini-
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¢do de transformagdo. A idéia de movimento se atenua, pelo menos do ponto de vista

conceitual, pois o tempo ndo esta em jogo (na pratica, dificilmente nos desvencilhamos

do apelo intuitivo).

Quando falamos da rotacdo como integrante do grupo de isometrias, j& estamos lidando
com objetos de ato grau de abstracdo. A rotacdo passa a ser simplesmente um elemento de
um conjunto formado por outros elementos:. em comum com esses elementos, tem o fato de
ser uma transformacéo que preserva distancias. Por outro lado, qualquer rotacdo € um repre-
sentante da classe de todas as rotaces: existem infinitas rotagoes distintas.

Em nosso estudo, daremos um pouco de atencéo a rotacéo de objetos fisicos, em um
dos grupos de sujeitos; no outro grupo, isso sera evitado. Iremos concentrar nossa atencéo na
rotacao de figuras representando objetos fisicos e mais ainda na rotacéo de figuras geométri-
cas simples (pontos, segmentos de retas, triangulos, quadriléteros, bandeiras). O tratamento
funciona sera rudimentar, pois se limitara a terminologia que identifica a figura inicial e a
figura resultante da rotacdo. Néo faremos também nenhuma aluséo a dgebra das composi-
¢cdes ou a geometria como um grupo de transformagdes. Poderiamos fazer algumas combina-
cOes elementares, intuitivas (por exemplo, uma rotacéo seguida de outra), mas nosso estudo
se alongariademais.

Os estudantes irdo trabalhar com base nas instrucdes, informagdes, comunicados,
atividades e situacfes-problema contidos em material impresso, com uma estrutura baseada
nas nossas concepcdes prévias a respeito do ensino e aprendizagem das rotagoes; essas con-
cepcodes se fundamentam nos trabalhos de pesquisas ja mencionados, na nossa experiéncia
pessoal anterior como professor de Geometria no Ensino Fundamental e Médio e nas pistas
que o pré-teste programado certamente deve apresentar. Em principio, a responsabilidade
pela conducdo da aprendizagem € a do aluno, que deve ler e interpretar as folhas impressas e
agir. O pesguisador intervira somente nos casos em que houver um impasse (falta de com-

preensdo de texto, inabilidade impeditiva no uso do material, conflitos de relacionamento
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com colegas, auséncia absoluta de estratégias de a¢&o, etc). Na concepcdo do materia influi-

ram muito algumas das reflexdes do pesquisador, apresentadas no inicio desta se¢do, culmi-

nando com a organizacio das atividades com base no conjunto de idéias a seguir. E bom
observar gque certas situaces sdo mais indicadas para um grupo do que para o outro.

1. A rotacdo de objetos fisicos pode servir de suporte para idéias mais abstratas. Por exem-
plo, quando o aluno sente dificuldade em imaginar uma posicdo para a imagem de um
segmento, ele pode girar sua régua, para obter uma percepcdo minima da sua posi¢ao.
N&o se deve entretanto pedir para os alunos representarem a rotacdo de objetos fisicos, a
ndo ser que sejam estilizados — a reproducéo de objetos é dificil e se consentirmos que o
aluno desenhe esbogos neste estagio, sera dificil exigir precisdo em estagios mais avan-
cados.

2. Na rotacdo de figuras que representam objetos fisicos, julgamos possivel explorar dois
tipos de atividades:

= Apresentar duas figuras congruentes, uma das quais coincide com a outra apés uma de-
terminada rotagcdo e se pedir uma avaliacdo (aproximada ou precisa) de um ou mais pa
réametros envolvidos. sentido da rotagéo, magnitude da rotacéo (isto €, medida do angulo
de rotacdo) e a posicao do centro de rotacdo. Os nomes original e imagem devem ser de-
finidos agui como uma convencao comoda.

=  Apresentar desenhos de figuras congruentes, mas que ndo coincidem por meio de uma
anica rotacdo (por exemplo, figuras transladadas ou refletidas em espelho ou centro de
rotacéo falso, onde as distancias de pontos correspondentes do original e daimagem ndo
coincidem ou os angulos entre diferentes pares de pontos correspondentes ndo se conser-
vam) e verificar se 0 aluno reconhece que a ilustraco ndo se refere a uma rotagdo. E im-
portante que o aluno diga porque ndo se trata de uma rotacdo. Dentro dessa linha, pode-

mos apresentar ilustracdes de figuras semelhantes, mas ndo congruentes, ou mesmo,
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apresentar figuras parecidas, mas ndo semelhantes, para verificarmos se a idéia de con-
servacao das dimensdes e da forma esté estabel ecida.

Nas rotagdes de desenhos de figuras geométricas, além das atividades ja propostas, po-
demos acrescentar as de construgado. Caracterizando quantitativamente a rotagdo (sentido,
angulo, centro), dada a figura original, a atividade consiste em desenhar aimagem. Aqui,
a dificuldade se agrava, obviamente. A complexidade das figuras é determinante e cer-
tamente ndo se deve exigir do estudante que reproduza com fidelidade figuras comple-
xas. Repetimos que este tipo de atividade ndo deve ser desenvolvido no caso de figuras
representando objetos fisicos (que por mais simples que sejam, apresentam detal hes difi-
ceis de representar). Quanto aos instrumentos usados para desenhar, temos duas possibi-
lidades em extremos opostos:

régua e compasso apenas, com as operacdes usuais do desenho geométrico classico, para
0 grupo que usa 0 material de desenho (onde as vezes se permite 0 uso de esquadro e
transferidor, para facilitar o trabalho). Neste caso, sera necessario o tratamento que Jahn
(1998) denomina “semi-pontual”: a figura é vista como um todo, mas a0 mesmo tempo
determinada por alguns de seus pontos. Por exemplo, uma reta, um segmento de reta,
uma circunferéncia e mesmo um quadrado (quando se conhecem dois vértices opostos)
sd0 determinados por dois pontos distintos, para desenhar um tridngulo, basta conhecer
0s trés vértices (no sentido gque sdo pontos dados no plano).

transpel, para copiar, rotacionar e reproduzir as figuras e papel retangular transparente
para fazer dobras e transportar segmentos (medidas), em principio seriam suficientes
para os alunos do grupo do material alternativo obterem as imagens nas rotagoes, vistas
como deslocamentos globais. E claro que os desenhos de segmentos, decalcados a mao
livre, ndo teriam a precisdo de segmentos tragados com réguas.

além do material listado anteriormente, os sujeitos do grupo de material alternativo teréo

amao régua e compasso, o0 que lhes ira possibilitar dar maior precisio aos seus desenhos,
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quando forem tracar segmentos e circunferéncias. Por exemplo, no momento que forem
reproduzir no papel vegetal a figura original, eles poder&o utilizar a régua para tragar os
segmentos que compdem a figura que estéo copiando por sobreposi¢ao. No momento de
decalcar a figura sobre o papel, para desenhar a imagem da rotacéo, poderéo reforcar
com a régua as partes constituidas de segmentos. Entretanto, isto ndo serd formamente

exigido deles.

3.5 A IMPORTANCIA DA ROTACAO

Independentemente do suporte concreto utilizado e da particular abordagem que se
possa fazer, o estudo de rotacGes permite explorar e motivar o estudo de inimeros conceitos
apresentados tradicionalmente no ensino da Geometria Plana. Comecemos com a questdo do
angulo, fregiientemente apresentado como algo estatico (reunido de semi-retas, interseccdo
de semiplanos, etc) e com o problema da sua medida (compreender o que € o grau, o que é
medir angulo, aprender a usar corretamente o transferidor ou equivalente, ser capaz de esti-
mar medidas, etc). Nas rotacdes, 0 conceito adquire dinamismo (falase em girar, rodar, no
sentido ou contrariamente ao sentido dos ponteiros do relégio, etc) e utilidade (ja que € um
parametro da situacéo de rotacdo que precisa ser trabalhado); em rotagdes com orientacéo
previamente fixada, surge a necessidade ndo encontrada na Geometria Plana tradicional de
considerar angulos com medida maior do que 180°. Preferimos no tratar dessa questdo neste
trabalho, adotando a convencdo do menor angulo: diante de uma situacéo de ambiguidade,
escolhemos o sentido que esta associado a um angulo de medida menor ou igual a 180° (é
claro que para utilizar esse critério, somos obrigados a comentar o fato, ou sgja, ha angulos
de rotagdo cuja medida é maior do que 180°, mas isso pode ser feito de forma intuitiva). A
congruéncia de figuras planas € outro aspecto essencial: umavez compreendido o aspecto da

invariancia das figuras nas rotacOes, basta localizar os pontos imagens estratégicos para se
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reconstruir inteiramente a figura imagem, que serd congruente a figura original. Muitas ou-
tras concepcdes ligadas & Geometria Plana so evidenciadas no estudo de rotagdes de figuras
planas, como a simetria central, a mediatriz de segmentos como lugar geomeétrico (lg), a cir-
cunferéncia como |g, a simetria de rotacéo néo trivial dos poligonos regulares, etc. Como se
sabe, as transformacgdes podem ser vistas como ferramentas na resolucdo de problemas de
Geometria. Em particular, a rotacdo serve como instrumento para a construcdo de poligonos
regulares. Do que foi dito, devemos ressaltar que o tratamento da rotacdo como objeto de
estudo € grandemente facilitado pelo uso consciente da régua e do compasso.

O conceito de imagem € muito importante e simplifica enormemente a linguagem as-
sociada as transformacfes, em particular a rotagdo. Por isso, julgamos oportuno utilizar o
termo “imagem”, mesmo gue o conceito de funcéo ndo esteja ainda apropriado pelos sujeitos
desta pesquisa. Aos poucos, aidéade movimento dafigura em dois instantes distintos (antes
e depois da rotagdo) pode ser substituida pela situagéo em que duas figuras congruentes po-
dem ser associadas por uma fungdo com parametros bem definidos (a rotacéo de centro O e
angulo orientado 6), sem que se diga explicitamente que se trata de uma funcdo. Uma nocéo
importante ndo tratada neste estudo é a de que a rotacdo na realidade age sobre todos os
pontos do plano. O estudo das transformagdes tera que considerar esse aspecto do conceito,

em algum estagio posterior do ensino desse assunto.

3.6 ALGUMAS INDAGACOES

No inicio deste trabalho, quando procurdvamos definir precisamente nosso problema
de pesquisa, a quantidade de questdes surgidas inviabilizava a formulagdo da pergunta prin-
cipa. Varias dessas perguntas foram eliminadas a medida que a problemética se delineava,

mas algumas delas a seguir permaneceram, inevitavelmente atrel adas a nossa pesquisa:
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1. Existem evidéncias ou argumentos que apdiem o estudo das transformagdes no Ensino
Fundamental (3° e 4° ciclos), conforme sugerem os PCNs e alguns livros didéticos mais
recentes no Brasil?

2. Admitindo-se que se deva estudar transformagdes geométricas no Ensino Fundamental,
existe uma abordagem mais adequada da Geometria a ser adotada, dentre as perspectivas
apresentadas na se¢éo 1.2?

3. Quaistransformacdes devem ser estudadas no Ensino Fundamental ?

4. As transformagdes devem ser enfocadas sob um ponto de vista “dinamico” (movimento
de figuras globais) ou sob o ponto de vista funcional (aplicagbes do plano nele mesmo,
onde todos os pontos se transformam e as figuras sdo vistas como subconjuntos do plano,
constituidas de pontos)?

5. Que recursos didaticos podem ser mobilizados no estudo das rotagdes?

6. Quaisdificuldades podem ser apontadas no ensino/aprendizagem das rotagcdes?

3.7 FINALIDADE DESTA INVESTIGACAO

Antes de apresentarmos nossa questédo de pesquisa, vamos fazer algumas considera-
¢Oes sobre as questdes acima.

Com relacdo a questdo 1, os capitulos anteriores, incluindo este, proporcionam ele-
mentos, do ponto de vista de teorias em Educacdo Matematica e das préticas educacionais
em outros paises, que justificam o ensino de algumas das transformagtes geométricas para as
criangas, a partir mesmo dos primeiros anos da vida escolar. Por isso, 0 pesquisador deste
trabalho concorda com os PCNs no que se refere a necessidade do tratamento desse tema no
3° eno 4° ciclos do Ensino Fundamental.

Sobre o tipo de abordagem tedrica (do ponto de vista estritamente mateméatico) a que

se refere a questdo 2, se levarmos em conta as experiéncias educacionais de outros paises,
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parece prudente estudar as transformagdes como um tépico dentro do quadro gera da Geo-
metria, relacionado com outros assuntos, quando iSso se mostrar interessante. Em outras pa-
lavras, ndo se recomenda nenhuma das abordagens descritas na se¢do 1.2 em sua forma mais
pura.

Quanto as transformagdes em que devem ser iniciados 0s estudantes, teor da questdo
3, parece ndo haver duvidas de que as isometrias sejam as mais indicadas. Talvez seja possi-
vel que, numa abordagem intuitiva e ligada a movimentos de objetos rigidos, as trés trans-
formages basicas (trandacéo, reflexdo e rotacdo) possam ser apresentadas conjuntamente.
Entretanto, ao estudar as propriedades e problemas relacionados a cada uma delas, ndo pare-
ce sensato traté-las simultaneamente no inicio, devendo-se escolher uma delas. No tocante ao
ensino da reflexdo, intuitivamente simples, ha varias pesquisas mostrando as dificuldades do
Seu ensino quando se trabalham suas propriedades geométricas. A translag&o, intuitivamente
acessivel, na sua formalizacdo torna-se dependente da nocéo de vetor, algo que talvez ndo
segja recomendavel para uma abordagem inicial. Por outro lado, a rotagcdo, também intuitiva
mente clara, a despeito de depender de um nimero maior de parametros que as outras duas,
ndo exige conhecimentos especiais e aparece menos nos trabal hos de pesquisas que a refle-
x&0. Por isso, interessamo-nos pela rotacdo como uma candidata a ser a primeira transforma-
cao a ser apresentada aos estudantes.

Nossa experiéncia, os livros didaticos e as recomendagdes curriculares dos paises que
pesguisamos nesse trabalho sugerem uma resposta, ainda que parcial, a questéo 4. seriain-
sensato iniciar o estudo da rotagdo com os alunos da 5° série a partir do conceito de fungdo
de plano no plano, como fizemos no capitulo 2. As razbes sdo varias. em geral, os desconhe-
cem o conceito de funcdo e a algebra relacionada a mesma, o conceito de plano como con-
junto de pontos, ndo dominam a notacéo algébrica, etc. Por outro lado, os movimentos de

rotacéo de objetos fisicos fazem parte dos conhecimentos prévios dos alunos nessa idade e,
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devidamente utilizados, podem ser Gteis para 0 desenvolvimento das idéias mais abstratas
que definem arotagdo como uma transformacao.

Para responder a questdo 5, seria preciso fazer uma andlise conclusiva dos recursos
didéticos (perspectivas de abordagens tedricas, métodos de ensino, ferramentas, etc), dispo-
nivels para o ensino das transformagdes; 0 tema seria muito interessante, mas extremamente
amplo. Decidimos estudar como a estrutura e a forma de aplicacdo de cada uma das duas
sequéncias de atividades e o conjunto de ferramentas oferecido para os dois grupos seriam
vivenciados e utilizados pelos sujeitos do experimento. Estamos conscientes de que sistemas
instrucionais e materiais manipulativos (na acepcdo mais geral desta expressao) tém menos
transparéncia epistémica do que o significado construido pela agdo do aluno em suas rela-
¢cOes com o professor, com os colegas e com o material.

Com relagéo a questéo 6, a revisdo da literatura nos levou a considerar uma série de
dificuldades apontadas por outros pesquisadores no ensino das transformacdes, que tivessem
uma relacdo mais estreita com o0 ensino e a aprendizagem da rotacéo. Essas dificuldades fo-
ram essenciais para o desenho do nosso experimento. No ambiente desse experimento € de
se esperar que possam observar dificuldades no ensino e na aprendizagem.

Em vista do que foi exposto, podemos enunciar mais claramente nosso problema de
pesquisa, referente ao ensino de rotagdo para a 5° série:

No ambito do conjunto das atividades planejadas e dos dois tipos de material empre-

gados, em que medida cada um deles influencia o desempenho dos alunos?
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CAPITULO 4

4.1 INTRODUCAO

Este capitulo se destina a apresentacdo do nosso estudo. Inicialmente, mostraremos
algumas caracteristicas relevantes dos sujeitos da pesquisa e do ambiente da aplicacdo da
investigagdo: idade, local, datas, duragdo, etc. Em seguida, descreveremos o estudo em suas
trés fases principais, aplicadas em trés momentos diferentes. pré-teste, conjunto de ativida-
des em classe e pos-teste. No caso dos instrumentos diagnésticos, 0 pré e o pos-teste, co-
mentaremos somente 0s pormenores indispensavels as consideracdes finais de andise de
resultados; na apresentacdo das atividades desenvolvidas nas sequiéncias, iremos expor as
metas e expectativas de cada sessdo, com algumas amostras das situactes apresentadas, sele-
cionadas pela sua representatividade. O contetdo total do material referente aos trés blocos

encontra-se nos anexos deste trabal ho.

4.2 Apresentacao do estudo

Nossa investigacdo versa sobre as varias dimensdes (dificuldades de aprendizagem e
ensino, aspectos cognitivos das atividades dos sujeitos, técnicas e estratégias, uso de material
manipulativo e instrumentos, etc) que envolvem o conceito de rotagdo para alunos da 5° série
do Ensino Fundamental (10-11 anos), tendo sido esse conceito desenvolvido ao longo de 8
encontros de 50 minutos com os sujeitos. Foram aplicados testes antes e depois desses en-
contros.

O primeiro contato ocorreu quando foi aplicado o pré-teste, com duracéo de 1 hora,
para 40 alunos escolhidos dentre os da 4 série do Ensino Fundamental de uma escola parti-

cular de Sdo Paulo, em novembro de 1999. O critério utilizado para a selecdo desses estu-
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dantes sera explicado na sec¢éo 4.2.1.1. O motivo pelo qual escolhemos a escola mencionada
acima reside no fato de conhecermos seu curriculo, suas concepcdes pedagogicas e sua filo-
sofia de trabalho. Isso foi muito importante, pois nos permitiu estabelecer alguns parametros
iniciais na elaboracdo de nossa sequiéncia e, certamente, do proprio pré-teste.

Dos objetivos do pré-teste, o fundamental era avaliar as concepgdes prévias dos su-
jeitos em relacdo a rotacdo como transformacdo geomeétrica: sentido da rotacdo, magnitude
da rotagdo (medida do angulo em graus), centro da rotacéo e congruéncia das figuras objeto
e imagem. Queriamos também verificar se os resultados poderiam dar pistas sobre a natureza
das atividades a serem propostas na sequiéncia. Além disso, pretendiamos identificar os fato-
res que poderiam interferir na resolucéo dos problemas a serem propostos. compreensdo dos
enunciados, uso correto do material de desenho, extensdo da atividade, grau de dificuldade
do problema, complexidade da figura, etc. Finalmente, acreditivamos que os resultados pu-
dessem sugerir alguma forma de selecionar 0s sujeitos para a composi¢ao dos dois grupos de
trabalho.

As seqliéncias de atividades foram organizadas através de material impresso. Cada
conjunto desse material, apresentando diferencas entre as duas turmas, era composto de trés
modul os, chamados sessfes e cada sessao se compunha de um certo nimero de folhas, cada
uma delas consistindo numa série de atividades. Em principio, cada folha seria destinada
para um encontro, mas aos alunos seria permitido solicitar novas folhas, pois o pré-teste in-
dicava que os ritmos dos alunos poderiam ser diferentes.

Os oito encontros seguintes, para cada grupo, ocorridos no periodo de maio a setem-
bro do ano 2000, com os alunos cursando a 5% série, foram dedicados ao desenvolvimento
das atividades. Cada encontro tinha a duragdo de uma aula regular da escola, ou sgja, 50 mi-
nutos. Os alunos saiam de suas classes e se reuniam em uma sala especial, destinada a apli-

cacdo da pesguisa. Adotamos esta estratégia, pois ela garantia a participagdo regular dos alu-
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nos engajados no projeto e evitava que se dispersassem. Como sabemos, nessa idade os alu-
nos tém menor autonomia para participar de atividades extra-classe, aém da propalada difi-
culdade de se dedicar a um Unico objeto de estudo por um intervalo de tempo muito prolon-
gado.

N&o sabiamos exatamente quanto tempo seria gasto em cada folha, nas condi¢des da-
das; no final, a média foi maior que a de uma folha por sessdo, pois havia um total de 10
folhas (2 na primeira, 5 na segunda e 3 naterceira sesséo, respectivamente). A irregularidade
na distribuicdo das folhas se deve ao tratamento do contetido destinado a cada uma. O mate-
rial em geral apresentava informagdes, definicOes e varias propostas investigativas que pu-
dessem levar a construcéo de conceitos, além de exercicios e situacbes-problema.

Em cada grupo, as criancas trabalharam individualmente na primeira e na terceira
sessfes e com um companheiro na segunda sessdo. A intervencdo do pesquisador/professor,
auxiliado por uma pessoa leiga, deu-se apenas quando necessario em situagdes previstas e
algumas ndo previstas, que iremos mencionar em nossa analise no capitulo 5. Todos os en-
contros foram filmados, procurando-se sempre focalizar o trabalho de algum aluno ou dupla
previamente determinados. Entretanto, os videos seriam utilizados para a andlise dos resulta-
dos somente no caso de se querer confirmar alguma observacéo sobre 0 comportamento dos
estudantes. A essa totalidade (encontros, material, atividades dos aunos e intervencgdes do
pesquisador) iremos denominar sequéncia de atividades. As duas sequéncias diferiam pelos
instrumentos utilizados pel os sujeitos e pelas caracteristicas de algumas atividades, conforme
iremos detalhar mais adiante. As folhas foram plangadas de forma a conter o maximo de
atividades comuns, mas foram inevitaveis certas diferencas em suas apresentagoes gréficas
(ndo conceituais), j& que certas situagdes eram especificas para cada grupo. No que segue,
iremos chamar de IC (instrumentos classicos) o grupo dos alunos que utilizam como instru-

mentos de trabalho a régua ndo graduada e o compasso e de |A (instrumentos alternativos), o
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grupo de alunos que utilizam também outros equipamentos como instrumentos.

O ultimo encontro, ocorrido cerca de 6 semanas apos 0 encerramento das atividades
mencionadas acima, foi dedicado a aplicacdo do pos-teste para as duas turmas, com duragao
de 1h 30min. O poés-teste foi elaborado de forma a conter as questdes menos acertadas do
pré-teste e as atividades mais significativas das seqiéncias; durante o teste, os alunos tinham
liberdade de empregar os instrumentos utilizados nas sequiéncias.

A seguir, iremos descrever cada uma das trés fases acima com mais detalhes. Para

sintetizar um pouco a exposi¢cao, iremos aglutinar aprimeira e aterceirafases.

4.2.1 Instrumentos diagnosticos

4.2.1.1 Pré-teste

Usuamente o pré-teste estd comprometido com as concepgdes prévias do pesquisa-
dor e pode ndo se revelar inteiramente adequado ou satisfatério. Além da questéo dos seus
pressupostos, pode apresentar problemas de forma. Para gjustar melhor o pré-teste e procurar
eliminar os fatores que pudessem interferir e mascarar os resultados, aplicamos um pré-teste
piloto. Foram escolhidos dois estudantes da 6° série aos quais foram dadas apenas instrucdes
de como fazer o teste. Com base nos resultados do teste-piloto, foi possivel eliminar varios
trechos obscuros dos enunciados e tarefas inapropriadas (muito imediatas, portanto sem si-
gnificado ou muito complexas, portanto irrealizaveis ou, ainda, sem conex&o com as nogdes
investigadas).

Completado o gjuste mais refinado do teste, foram escolhidos os sujeitos da investi-
gacdo, conforme exposto anteriormente. As principals razdes pelas quais foram escolhidos

esses alunos eram as seguintes:
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a) tinham todos a mesma faixa etaria (entre 9 e 10 anos), pois a escola faz selecdo dos alu-
nos ingressantes, estabelecendo limite maximo de idade para matricula e, além disso,
alunos retidos ndo podem continuar freqiientando a escola;

a) osaunosjaestavam habituados a trabalhar com régua e compasso em atividades simples
de Desenho Geométrico;

a) esses alunos ja haviam trabalhado com éngulos medidos em graus, usando o transferidor;

a) elesnunca estudaram transformacfes geométricas formal mente.

O pré-teste, com duragdo de uma hora, foi aplicado pelo experimentador auxiliado
por duas professoras da escola. Na capa do caderno de testes foi anotado o tempo de cada
estudante. Propositalmente, a comunicacdo aos alunos foi muito sucinta, limitando-se a ex-
posicdo do motivo dessa atividade de uma forma que os motivasse (“gudar a melhorar o
ensino da Matematica’...) e as regras da aplicacdo do teste. O exame compés-se de 21 ques-
tbes, algumas com mais de um item. Entre os tipos de acfes propostas aos estudantes, esta-

vam.

leitura compreensiva de texto (dar significado para as informagdes, compreender instru-

¢Oes, interpretar dados, entender defini¢oes, etc);

- redagdo de descricOes e explicagoes;

- medi¢do de angulos com o transferidor e representacéo dessas medidas;

- construgBes geométricas elementares com régua e compasso (transporte de segmentos,
tracado de perpendiculares e paralelas, tragado de arcos de circunferéncia, tragcado da
mediatriz, etc);

- escolha, dentre véarias possibilidades, de elementos visuais que completam adequada-
mente uma configuragdo representativa de uma rotacao;

- aplicacdo de concepcdes prévias da rotacdo no reconhecimento dos parametros de rota-

¢ao: sentido, angulo, centro de rotagao;
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- aplicagdo de conhecimentos prévios referentes as propriedades da rotacdo: congruéncia
dafigura origina e imagem, igualdade das distancias de pontos correspondentes ao cen-
tro de rotacdo, etc.

- construcdo daimagem em situacdes simples de rotagdes de figuras representando objetos

fisicos ou figuras geométricas el ementares.

4.2.1.2 O pOs-teste

E comum alguns estudos utilizarem-se de dois pos-testes: um imediato, aplicado logo
apos o0 encerramento da sequiéncia e outro aplicado mais tarde, o chamado delayed pos-teste.
As vezes, 0 pos-teste é aplicado ao longo do desenvolvimento do estudo, quando este é
muito demorado. A diferenca entre o teste imediato e o delayed consiste no fato de que este
ultimo pode indicar os elementos da aprendizagem mais permanentes. E claro que mesmo
esta medida é relativa, mas existe uma preocupacao legitima relativa ao fato de que muitos
alunos respondem com base na memdria recente, dando um indicador falso do seu grau de
apropriacdo de um determinado conceito. Em nossa investigagéo, optamos por aplicar so-
mente um pos- teste, 40 dias apds a Ultima atividade realizada pelos estudantes. Foi feito
simultaneamente por todos 0s sujeitos que permaneceram participando da pesquisa, num
total de 17 alunos do grupo IC e 16 alunos do grupo IA. O tempo méximo de realizagdo da
provafoi de 1h 30min e aos alunos que terminaram antes foi dada a permisséo para deixarem
0 recinto.

No inicio do teste, o pesquisador deu as devidas instrucdes para 0s estudantes, avisando-
0s de que as perguntas ndo eram permitidas, salvo em situagdes especiais, como problemas
com o material ou de ordem fisiolégica do auno; foram alertados também para o fato de que

o teste eraindividua e que deveriam utilizar somente 0 material que estava a sua disposi¢éo
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na carteira e na pasta (os alunos foram misturados e espalhados pela sala, de grandes dimen-
sfes, assegurando que nenhum sujeito tivesse ao seu redor algum companheiro de grupo —
além do pesquisador, duas outras pessoas auxiliaram na aplicacdo do teste). A realizagéo da
provafoi registrada em video.

O pos-teste compos-se de 23 questes, com estrutura semelhante a do pré-teste, porém
com novos elementos de avaliacdo, ja que 9 questbes eram praticamente iguais as do pré-
teste, sendo as demai s questdes equival entes as situacdes encontradas nas sequéncias.

Uma caracteristica importante dos instrumentos diagnosticos se refere ao fato de que
procuram avaliar o grau de apropriacdo dos estudantes daquilo que chamamos neste estudo
de parametros da rotacdo: o sentido da rotacéo (horario ou anti-horario), a magnitude da
rotacdo (medida do angulo de rotagdo em grau), o centro de rotagéo (ponto fixo da transfor-
macao) e também daisometria da rotacéo (congruéncia da figura e daimagem). Aquilo que
chamamos de parametros sdo 0s elementos caracteristicos de uma determinada rotagéo. Por
exemplo, aquilo que denominamos centro de rotacdo é um pardmetro no sentido de que
qualquer ponto do plano pode ser o centro de rotagdo, mas uma vez fixado, vai definir vérias
propriedades das configuragOes representativas de situagdes de rotagdo que permanecem
invariantes, como as distancias AO e A’ O, respectivamente, de um ponto do plano ao centro
de rotagdo e daimagem desse ponto ao centro de rotacdo. Assim, 0s parametros , bem como
0s elementos invariantes, s8o elementos de andlise para o pesguisador.

A ordem em que apresentamos o estudo dos pardmetros supostamente segue a ordem
crescente da dificuldade do manejo desses parametros: iniciamos com o sentido da rotagéo,
porque ele tem somente dois valores: horério ou anti-horério e ndo exige medida para ser
caracterizado. Se quisermos, ele pode ser trabalhado no nivel intrafigural somente. O pard
metro angulo de rotacdo é mais complexo, pois envolve diferentes nogdes de angulos e de-

pende do conceito de medida. Ele pode se apresentar como um elemento de andlise interfigu-
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ral, além da intrafigural: enquanto comparamos dois angulos num triangulo, estamos no ni-
vel intrafigural mas ele é interfigural quando se trata de medir o angulo de rotagdo, pois ai
precisamos relacionar elementos de duas figuras: da inicia (origina) e da fina (imagem).
Entretanto, angulo é algo que ndo é totalmente desconhecido dos alunos, do ponto de vista
global, de acordo com os resultados do pré-teste. O parametro centr o de rotacéo parece ser 0
mais dificil de ser apropriado: ele pode ser tratado no nivel intrafigural, como € o caso de
figuras que giram em torno de seus centros ou de outros pontos que pertencem a essas figu-
ras; mas a maioria das situagoes exige o pensamento no nivel interfigural, onde a figura ori-
ginal e afiguraimagem se relacionam entre si, mas se relacionam também com algo que esta
fora de ambas: o centro de rotagéo.

A congruéncia dafiguraorigina e daimagem € uma decorréncia |6gica da definicéo de
rotagdo, se adotarmos a abordagem euclidiana cléssica; entretanto, considerando-se o conhe-
cimento prévio dos sujeitos de pesquisa, fica claro que a demonstracdo do caréter isométrico
da rotagdo ndo pode ainda ser feita. Por outro lado, é essencial despertar a atencéo dos alunos
para o fato de que figura e imagem sdo congruentes, evitando que se sedimentem concepcdes
errbneas; isso ndo parece particularmente dificil, pois uma abordagem inicial intuitiva supde
gue forma e tamanho das figuras rotacionadas ndo mudam. Consideramos que a congruéncia,
na visao de Euclides, segundo Jahn (1998), tem um carater intrafigural; no caso de simetrias,
aimagem e o original se confundem, de forma que a andlise da situacdo tem um enfoque
intrafigural também, mas a prova de que original e imagem numa rotacdo ndo simétrica sdo
congruentes tem um forte componente interfigural.

Procuramos isolar os parametros, criando algumas situagdes em gque somente um deles
mudava, mas essas situagbes s8o0 muito particulares. As ocorréncias de rotagbes em geral
mobilizam todos esses parametros. Em todo o estudo, seja na elaboracgo dos instrumentos

diagndsticos, seja na concepcdo das sequéncias, essas idéias estiveram sempre presentes.



81

4.2.2 As sequéncias

Os 40 alunos que fizeram o pré-teste foram classificados por seu desempenho; os alunos
cuja ordem de classificagdo era impar foram designados para a turma IC e os alunos de or-
dem de classificagdo par formaram aturma lA. Por comodidade de referéncia, denominamos
IC tanto o grupo de alunos quanto a seqliéncia em que se utilizava basicamente a régua e o
compasso como instrumentos do Desenho Geométrico tradicional e por 1A, o grupo de alu-
nos e a seqiiéncia em que outros materiais manipulativos, descritos com detalhes mais adi-
ante, eram utilizados. As sequiéncias também tiveram algumas diferencas na formulacdo de
algumas atividades, principalmente no inicio, quando certas situagbes eram mais contextua-
lizadas paraaturmalA, conforme veremos.

Em 2000, com o retorno as aulas, por motivos variados, 5 estudantes ndo puderam parti-
cipar das atividades, tendo restado 19 estudantes para a turma IC e 16 estudantes para a tur-
ma IA. Comegamos nossas sequéncias com 35 alunos, portanto.

Como ja dissemos, as atividades foram programadas para o aluno trabalhar, individual-
mente ou em parceria com outro aluno, em algumas delas, sem a intervencéo do professor-
pesquisador, excetuando-se as condi¢des usuais em que isso era inevitéavel, como a incom-
preensdo das defini¢des ou instrugdes dadas no texto, a utilizacdo incorreta de instrumentos
ou dos materiais colocados a disposi¢céo do aluno, desconhecimento da simbologia ou no-
menclatura, etc. Nao foram previstas portanto acdes diretas de ensino por parte do profes-
sor/pesquisador, a excecdo dos casos (supostamente reduzidos) em que se tornaria necessaria
aintervencéo geral para o esclarecimento de algum ponto particularmente dificil da seqién-
cia

Foi montada uma pasta para cada estudante, etiquetada com seu nome, contendo o mate-

rial a ser utilizado (instrumentos e objetos manipulativos), descrito na tabela a seguir:
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turma |C — pasta azul turma |A — pasta cinza
régua sem escala régua sem escala
compasso escolar, com ponta de| compasso escolar, com ponta de
grafite grafite
borracha macia borracha macia
2 1apis 02 2 1apis 02
esquadro de 30°
transferidor
transpel
folha de papel vegetal
2 palitos de fésforo
6 palitos de sorvete, com furos
em diferentes posi¢oes
botdo amarrado aumalinha

Quadro 4.1: ferramentas disponiveis para dos dois grupos

Foram dadas instrucdes prévias para a utilizagdo do material, procurando-se levar cada
aluno a se responsabilizar pela sua conservacdo e organizacdo. No final de cada encontro, o
estudante devolvia a pasta, que era sistematicamente revisada por um auxiliar, assegurando
gue no proximo encontro tudo estaria em perfeitas condic¢des de uso.

As folhas de atividade foram entregues a cada aluno sequencialmente, a medida que o
aluno (ou a dupla) fosse cumprindo as tarefas, sendo vedado o prosseguimento sem o com-
pletamento de cada atividade. O experimentador procurou controlar esse fluxo, evitando

defasagens muito acentuadas, mas nem sempre foi bem sucedido, conforme veremos.

4.2.2.1 Metas, expectativas e ilustracdes de atividades dos encontros realiza-

dos

A elaborago das atividades constituintes das sequiéncias IC e IA foi guiada por um con-
junto de metas de ensino e expectativas em relagdo a producdo dos alunos. No que segue,

iremos estabelecer uma comparagéo, quando significativa, entre as duas sequéncias, no que
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se refere ao uso do material e na particularidade da atividade, quando esta se encontrar na
dependéncia do material utilizado. A tabela a seguir mostra o nimero de atividades propos-

tas para cada folha, em cada uma das sessfes, para as duas turmas:

| folhas de atividades IC | folhas de atividades 1A | Metodo de
Sessdo trabalho
1]2(3la[5]112[34]5
1 11| 7 91 9 individual
2 [ 3|10](10| 9|8 |3[10/10| 9| 8| dupla
3 6| 5| 4 6| 5| 4 individual

Iremos expor, em seguida, 0 que seria desgjavel obter em cada sessdo ou mesmo em cada
atividade (metas), 0 minimo que se esperava obter da maioria dos sujeitos (expectativas) e
dar alguns exemplos de atividades, com comentarios adicionais. As versdes integrais das

sequéncias IC e |A constituem os anexos 2 e 3, respectivamente.

Sesséo 1, folha 1 — familiarizagdo com o uso dos instrumentos

a) metas

Inicialmente, julgamos imprescindivel exercitar 0 uso do material dos instrumentos de
desenho e do material manipulativo, do ponto de vista das habilidades manuais. com |&pis e
régua, como tragar segmentos de reta com precisdo; com 0 compasso, como transportar ou
comparar segmentos de reta sem medir seu comprimento, desenhar circunferéncias com pre-
Cisdo (usar corretamente 0 compasso, pressionando mais a ponta seca, apontar corretamente
agrafite, etc). Entretanto, a mera manipulacdo pode ndo promover atransparéncia do materi-
al. Por isso propusemos avaliar e desenvolver conceitos relacionados com o uso desses mate-
riais na construcdo de figuras geomeétricas simples e isso, por sua vez, implicava retomar
alguns conceitos béasicos da geometria plana e tornar alinguagem mais precisa (terminologia
e simbologia adequados, como segmento de reta, congruéncia, perpendicular, etc). No qua

dro a seguir, apontamos algumas diferencas entre as duas abordagens.



TURMA IC

TURMA |A

esguadro: tracar perpendiculares e angulos retos

avaliar e desenvolver competéncias e habilidades nas
operacfes com régua e compasso, Como: 0 transporte
de um segmento com régua e compasso para marcar as
extremidades, usar 0 compasso para comparar tama-
nhos de segmentos e para comparar distancias de vari-
0S pontos a um ponto, caracterizando a circunferéncia
como um lugar geométrico; copiar figuras usando
régua e esquadro ou compasso com base em proprie-

transpel: para tracado de perpendiculares e angulos
retos

avaliar e desenvolver idéias e conceitos basicos da
geometria no nivel de operacGes com o material alter-
nativo, como: transportar um segmento com régua e
papel vegeta para marcar as extremidades; usar o
papel vegetal para copiar uma figura (colagem, que
subentende o principio da superposicdo); avaliar e
desenvolver a habilidade na utilizagdo do vegetal e
transpel para construir figuras, com base na transfe-

dades de paralelismo e perpendicularismo. réncia de propriedades invariantes.

Quadro 4.2: diferengas no manejo e emprego dos instrumentos

b) expectativas

Segundo os resultados do pré-teste, esperavamos dificuldade na manipulacdo do compas-
so; o transpel, em algumas situagdes podia ser usado como substituto do compasso, mas isso
também ndo seria simples, dado que os estudantes ndo estavam acostumados a usar esse re-
curso. Achavamos também que os alunos estranhassem o uso da régua sem escala. Nossa
intencao, ao eliminar a escala darégua, eraevitar estratégias que dependessem da medida de
comprimentos, incentivando o uso do compasso e do transpel para transportar segmentos.
Dado o cardter informativo de algumas partes das folhas, com a introducéo de palavras e
conceitos possivelmente novos, era de se esperar que os alunos fizessem perguntas relacio-
nadas com afalta de compreensdo do texto.

Era razoavel supor também que os estudantes usassem as estratégias mais “ingénuas’,
isto é, as que menos dependessem dos axiomas de construcéo com régua e compasso, dado
gue esses instrumentos ndo parecem ter a transparéncia que usualmente |hes é atribuida. Por
exemplo, ao tentar descobrir os pontos que estdo a distancia OA, na questéo 2 ilustrada a
seguir, os alunos poderiam tentar fazé-lo sem empregar a estratégia mais eficiente, que seria

0 uso do compasso.
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c1) alguns exemplos (atividades comuns as turmas IC e 1A)

1. Vocé devera tracar todos os segmentos de reta cujas extremidades séo dois dos pontos mos-

trados abaixo. Capriche!

A atividade visa exercitar 0 uso da régua e do lapis, perguntando-se em seguida quantos
segmentos foram tracados (para desafiar um pouco os alunos).

c2) exemplos (turma IC):

4. Usando sua régua ou régua e compasso, desenhe no espaco abaixo um segmento que tem o

mesmo comprimento que o segmento EC.

Esta é uma atividade que visa exercitar o transporte de segmentos sem medi-los.

7. O ponto A estd a uma certa distancia do ponto O. Ha outros pontos que estdo a essa mesma

distancia do ponto O. Ache todos eles e diga quantos séo.
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Com compasso centrado em O e raio AO traca-se a circunferéncia que contém todos os
pontos procurados. Uma estratégia menos econdmica consiste em transportar AO para
comparar com todas as distancias dos pontos a O e, na pior das hipoteses, medir essas dis-
tancias.

c3) exemplos (turma lA):

2. Usando régua e o papel vegetal, copie o segmento de reta abaixo no quadro a direita.

O aluno deve usar o papel vegetal para transportar o segmento. Ao fazé-lo, terd que esco-
Iher entre decalcar todo 0 segmento (fazendo uma espécie de carbono com a grafite) e co-
pia-lo no quadro ou somente marcar as duas extremidades no vegetal (com a ponta seca do

compasso, por exemplo) e reproduzi-las no quadro, completando o desenho com régua.

9. Termine de desenhar o quadrado:

Uma das “ boas’ solucdes consiste em decalcar a figura acima, girar a imagem e fazer co-
incidir um dos lados; o vértice desconhecido aparece imediatamente, faltando somente tra-

car oslados com uma régua.
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Sesséo 1, folha 2 — concepcdes de angulos e suas medidas

a) metas

Retomar o conceito estético de angulo como a “abertura” entre dois segmentos ou, mais
intuitivamente, entre dois palitos que se tocam. Certamente, esta € uma das multiplas acep-
¢Oes de &ngulo, mas a Unica que seria utilizada no momento. Visavamos também exercitar a
habilidade de estimar grandezas angulares, usando o grau como unidade. Mais importante,

porém, era exercitar a habilidade no uso dos instrumentos de medida de angulos, ou sgja, 0

transferidor paraaturmalC e o transpel paraaturmalA.

Objetivavamos também explorar a linguagem e a simbologia usual empregada em angu-

los, buscando empregar corretamente os termos vértice, lado do angulo, medida do angulo e

suas representaces simbolicas.

Considerando as indicacdes do pré-teste, achamos importante enfatizar o reconhecimento

e aconstrucdo do angulo de 180°, em diversas situagdes.

TURMA IC

TURMA IA

exercitar a capacidade de estimar angul os apresentados
graficamente como reunido de dois segmentos (repre-
sentando duas semi-retas);

exercitar o uso do transferidor para medir angulos,
distinguindo as duas escalas (horéria e anti-horéria),
posicionamento correto do instrumento, tracados au-
xiliares para medida precisa, €tc;

exercitar o uso do transferidor para a construgéo grafi-
ca de dngulos de diversas medidas.

exercitar, através da manipulacdo (palitos de fosforos
ou imagens de angulos formados por objetos), a capa-
cidade visual de avaliar angulos; exercitar também a
mesma habilidade com angul os representados como na
turmalC;

exercitar o uso do transpel para medir angulos (com
precisdo menor do que a dos transferidores — a escala é
de 5 em 5 graus, para ndo sobrecarregar a figura, tor-
nando a folha opaca);

exercitar o uso do transpel paraa construgéo grafica de
angulos de diversas medidas.

Quadro 4.3 — diferencas no uso dos instrumentos para medir &ngulos

b) expectativas

Dadas as dificuldades de natureza perceptiva causadas pelas duas escalas do transferidor,

em situacBes como a de medir angulos com lados inclinados, ou no sentido horério, previ-
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mos a necessidade de orientacdo direta para alguns estudantes. Esperavamos, com isso, re-
duzir aocorréncia de leituras erroness.

No caso do transpel para medir angulos, principalmente porgque a escala € impressa no
papel vegetal e variade 5 em 5 graus, sendo necessario também aprender a manusea-lo, po-
sicionando corretamente a reta de referéncia, programamos instrucdo prévia para todos os
participantes.

A linguagem formal utilizada na representacdo de angulos poderia causar alguma difi-
culdade e isto era 0 que previamos para alguns aunos com baixo desempenho no pré-teste.

A discriminacdo visual do angulo raso ou de meia-volta, isto €, o angulo de 180° pode
causar dificuldade, pois pode ser confundido com uma reta ou segmento de reta. Esse obst&

culo foi detectado no pré-teste e era possivel que se repetisse.

c1) exemplo (turmas IC e IA):

7. Temos, abaixo, alguns pontos. Trace todos os angulos que tém vértice A.I’-'I

B

C A D

Qual é a medida do menor angulo? Resposta:

Qual é a medida do maior &ngulo? Resposta:

Nesta atividade, basta tracar dois dos trés angulos CAB, CAD e BAD. O menor angulo me-

de 65 ° e 0 maior mede 180 °.

! NaturmalA, pedia-setodos osangulos com vértices nos pontos (tarefa um pouco mais demorada)
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c2) exemplo (turma IC):

4. Na figura abaixo, os segmentos AB e AC formam um angulo. Qual é a medida desse angulo?

5.

A C

Resposta:

Basta usar o transferidor para obter 170 °.

c3) exemplo (turma IA):

2. Qual é a medida do angulo abaixo?

Resposta:

Usando o transpel, o estudante deve obter 150 ° .

Sessao 2

Os alunos trabalharam em duplas, organizadas de acordo com as suas preferéncias,
pois julgamos que a amizade entre os companheiros de dupla pudesse contribuir mais positi-
vamente que outros fatores (houve casos em que a dupla ndo deu certo; demos liberdade para
gue fizessem as devidas trocas). As atividades da folha 1, 4 e 5 sGo exatamente as mesmas

para as duas turmas.
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Sesséo 2, folha 1 — sentido de uma rotacéo

a) metas

Visdvamos solidificar o conceito de sentido de rotagdo, com base na intuicdo e refe-
réncia a objetos fisicos (ponteiros do rel 6gio, engrenagens, chave de fenda, etc) e estabelecer
uma convencao para identificar o sentido da rotacdo, através de uma flecha curva. Na engre-
nagem isolada, a andlise é intrafigural; na comparacéo dos sentidos entre duas engrenagens,

éinterfigural.

b) expectativas
Esperavamos que a nogéo de sentido de rotagéo fosse familiar atodos os alunos e que
a convencao estabelecida ndo apresentesse dificuldade a nenhum dos alunos. A comparagao

entre 0s sentidos das duas engrenagens ndo nos pareceu dificil, pois é contextualizada.

c;) exemplo (turmas IC e |IA)

2. No desenho abaixo, temos duas engrenagens. A maior gira no sentido anti-horario. Coloque

flechas indicando o sentido da rotacdo de cada engrenagem

Aqui, basta colocar as flechas (a da engrenagem maior no sentido anti-horario e a menor

no sentido horério).
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Sesséo 2, folha 2 — angulo de rotacdo e imagem de figura

a) metas

Entre as finalidades desta folha, destacamos a de desenvolver o conceito de angulo de
rotagdo, ultrapassando a concepcao usual de angulo visto como algo estético e estabelecer a
concepcao de figura original e figura imagem numa configuracdo representativa de uma ro-
tacdo, exercitando essa terminologia. Visamos fazer com que os alunos comecem a empregar
o raciocinio interfigural e comecem afazer emergir a transparéncia dos instrumentos.

Objetivava-se também firmar a convengdo do menor angulo de rotagdo, em caso de am-
biglidade, ou sga, nas situacbes de reconhecimento em que se fornece somente original,
imagem e centro de rotac8o. Para isso, seria necesséria a apropriacéo da no¢éo de medidas
maiores do que 180°. Com relagdo a questdo da medida de angulos, a proposta era desenvol-
ver a habilidade de avaliar e medir angulos de rotacdo em configuraces dadas, bem como
desenvolver a capacidade de utilizar corretamente a nogdo de angulo de rotagdo na constru-
¢do de imagens.

Nessa atividade, a preocupacdo com a isometria comeca a surgir. Por isso, propusemos
vérias atividades de andlises de configuragdes onde esse parametro também foi explorado.
Por outro lado, achamos que uma repeticdo muito grande de situactes semel hantes pudesse

diminuir a motivacdo dos estudantes.

TURMA IC

TURMA |A

enxergar a configuragdo formada por dois segmentos
congruentes com extremidade comum como dois ob-
jetos ligados pela relacdo (transformacgdo) de rotacéo
definindo-se os termos “origina” e “imagem”, com
énfase na medida do angulo de rotacéo.

trabalhar situacdes de rotacBes de segmentos, com
reconhecimento de configuracbes ou exercicios de
construgdes, onde a parametro mais importante é o
angulo de rotagéo.

através da manipulacéo de dois palitos de sorvetes
superpostos sobre o transpel, construir um modelo de
configuragdo de rotagdo; esse modelo tem base fisicae
apresenta uma situagdo “antes’ e “depois’. E preciso
abstrair, para que sgja possivel, ao nivel da representa

¢ao, distinguir afigura origem da figuraimagem.

trabalhar situacBes de rotacfes de figuras que repre-
sentam objetos fisicos como palitos de fésforos, pali-
tos de sorvetes com furos nas extremidades, 14pis, com
reconhecimento de configuragbes ou exercicios de
construcoes, onde a parametro mais importante é o
angulo de rotac&o.

Quadro 4.4: angulo de rotacéo e abordagens distintas da nogao de imagem
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b) expectativas

Devido a abordagem, achamos que o texto definindo imagem e origina naturma IC fi-
cou muito abstrato e direto, tornando-se mais dificil de compreender que o daturma lA, que
teve amediacdo do modelo fisico: o auno iria girar palitos e representar o que estava vendo
e ndo imaginando; portanto, estavamos esperando ter que intervir mais no grupo 1C, nesse
ponto, talvez apelando um pouco para a intuicdo imaginativa, comparando segmentos com
palitos. Na verdade, estavamos esperando ter que ajudar na leitura dos textos explicativos de
ambas as turmas, ndo somente nesta parte.

Esperavamos ter que explicar paratodos os alunos o que s&o angulos de medida maior do
que 180°.

Apesar de achar que os aunos teriam dificuldades para justificar suas atividades, pensa-

vamos que as tarefas seriam satisfatoriamente enfrentadas por todos os sujeitos.

a) exemplos (turma IC):

No desenho abaixo, temos dois segmentos de mesmo comprimento formando um angulo de 45°.
Um deles é chamado original e outro € chamado imagem e dizemos que eles se relacionam por
meio de uma rotacéo de 45° no sentido horario, em torno do ponto vermelho.

1. No sentido anti-horario, ha uma outra rotagdo que também relaciona os dois segmentos acima.

Descreva essa rotagao.

original

imagem

Nesta atividade, queremos estabelecer apenas o status de cada uma das partes da configu-

racdo, apresentando uma definicdo. Um angulo de medida a considerado como a figura
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geométrica composta de dois segmentos pode ser visto como uma rotacdo, onde um dos la-
dos € o original e o0 outro, a imagem, sem que ja seja necessario falar explicitamente em
deslocamento. E explorada também a nocéo de que se possa imaginar uma outra rotagio

com o mesmo efeito: a que se da no sentido contrario, de medida 360° - a .

2. Em nosso estudo, quando houver divida sobre qual das rotacdes considerar, iremos escolher
sempre a de menor angulo. De acordo com essa convencdo, na rotacéo representada abaixo, o

sentido é e o angulo é de .

imagem

original

Aqui, estabelecemos a convencao do menor angulo para as rotacfes. O estudante deve res-

ponder, entdo, que o desenho representa a rotagéo de 90 °, no sentido anti-horéario.

5. Joana tinha um segmento AB desenhado no seu caderno, como mostra a figura ao lado. Ela

Seu desenho ficou assim:

desenhou a imagem da rotac&o desse segmento em torno do ponto A, de 80° no sentido horario.
A

“~

Vocé acha que esta esta certo ou errado?

Por qué?

AAAAAAAAAAANNAAAANAAAA
2293929399993 939303299

AAAAANAAAANNAAAAANNAAAA
DIVIIFIVIDIDIAIPPDIDIIVRIPDIDIDII
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Nesta atividade, 0 aluno deve analisar a configuracao e verificar se ela corresponde a rota-
cao proposta. Para isso, ele vai ter que verificar centro, sentido, angulo e isometria da ima-
gem. Se algum desses elementos tiver valor diferente, a figura representando a rotacao esta-

ré errada. No caso, a medida do angulo éde 70 °, logo a figura esta errada.

10. Desenhe a imagem do segmento desenhado abaixo, na rotagdo de 100° ao redor do ponto

vermelho, no sentido horario.

Esta € uma atividade envolvendo construcdo com material de desenho: o aluno deve dese-

nhar o segmento imagem, observando os parametros envolvidos na rotagao.

b) exemplos (turma IA):

Vamos supor que alguém Ihe mostra o desenho de um palito:

e peca para vocé desenhar o palito apds uma rotacdo de 30° anti-horaria em volta do furo. O

desenho ficara assim:

Olhando para este desenho, temos a impressdo de que sdo dois palitos. Para evitar confuséo,

escrevemos no desenho:

o
5

origina
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Olhando o desenho, podemos descrever a rotacdo ao redor do furo que muda o palito de sua posi-
¢do inicial (original) para a sua posicéo final (imagem). Na verdade, podem ser dadas duas descri-
¢Oes diferentes: pode ser uma rotacdo de (complete) no sentido horéario ou uma rotacédo de

(complete) no anti-horario. Neste estudo,_vocé deverd escolher sempre 0 menor angulo de

rotacédo.

4. No desenho ao lado, o palito P € o original e o palito P’ € a imagem, numa certa rotacao.

A rotacdo ocorre em volta do P
O sentido da rotacao é o
O angulo de rotacéo é de

P

Esta atividade, destinada a turma IA, procura definir original e imagem a partir de uma
situacdo concreta. Na representacao do “ antes’ e do “ depois’ do movimento de um objeto
fisico pode surgir a ambiglidade que resolvemos da maneira descrita acima: o antes cor-
responde a figura original e o depois corresponde a figura imagem. A mesma atividade re-

solve também a questao da convencdo do menor angulo para identificar uma rotagao.

5. Gabriela tinha um palito de fésforo desenhado em seu caderno, como mostra a figura ao lado.

Ela imaginou uma rotacdo do palito de 80° no sentido horéario, ao redor da cabeca do palito. O

desenho no seu caderno ficou assim:

Vocé acha que esta certo ou errado?

Por qué?

AAANAAAAAANANAAAANNNAAA
DIVDDIDIPIIIDIPDIDIIAIDIDIIDG

AANAANAANAAANAAANAANAAAN
EEELEREPEELEEREE R ]
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Mesma atividade que a correspondente da turma IC, sO que aqui esta contextualizada (refe-

re-se a palitos).

10. Desenhe a imagem do palito desenhado abaixo, na rotacio de 100° ao redor do furo, no sen-

tido horario.

Atividade semel hante a correspondente da turma IC, contextualizada. Por isso, a construcao
da imagem da mais trabalho, mesmo que transportada pelo transpel.Para que o desenho

Sgja preciso, é necessario reforgar os tragos com a régua.

Sesséo 2, folha 3 — considerando o centro de rotacao

a) metas
Queriamos aqui estabelecer e desenvolver informalmente o conceito de centro de rotacéo.
Essa nocéo ja havia aparecido em atividades anteriores, pois em agumas das situactes apre-
sentadas era impossivel desprezar o “ponto ao redor do qual gira a figura’. Mas até entdo
essa parametro erairrelevante ou secundario, pois o foco eram os outros parametros. Usamos
a expressdo “centro de rotagdo” sem explicala formamente, ja que isso seria impossivel
nesta altura (o centro de rotag&o € unico ponto fixo da transformagéo rotacdo). A estratégia
adotada para esse fim foi levar o estudante a perceber as diferencas nas rotagoes de um seg-
mento (ou objeto fisico de forma semelhante) quando se muda apenas o centro de rotagéo,
através da construcéo das imagens dessas rotagoes.

Visava-se também desenvolver todos os aspectos e propriedades da rotacdo de um

anico ponto: sentido, angulo e rotagdo. Note-se que aqui ndo existia a preocupagdo com a
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isometria, ja que o ponto ndo tem dimensdes. Entretanto, o sujeito deveria perceber que a

distancia AO € amesma gue adistancia A’ O (sendo A o original, A’ aimagem e O, o centro

de rotacéo) e que os pontos A e A’ pertencem a mesma circunferéncia.

TURMA IC

TURMA |A

usar 0 compasso, a régua e o transferidor para a ob-
tencdo de imagens de pontos nas rotagdes onde o
parémetro principal é o centro: tracar reta AO, posici-
onar transferidor, marcar angulo, tracar reta A'’O e
depois usar 0 compasso para marcar as distancias
iguaisAO e A’'O.

levar 0 sujeito a compreender as propriedades das
rotactes de 180°: independéncia do sentido de rotagio
e a Smetria central de um ponto e sua imagem, tor-
nando-as ferramentas i mportantes para a obtencdo de
simetrias centrais, dispensando o uso do transferidor.

desenvolver a habilidade de construir imagens de
rotagdes de pontos utilizando o transpel como o plano
gue rotaciona: posicionando corretamente o transpel,
com centro em O, fazendo a reta de angulo 0° passar
por A; marcar esse ponto no transpel; girar o transpel,
no sentido correto, até cair sobre A a reta marcando o
angulo de rotacdo; decalca-se entdo A para se obter A’
no papel original.

o transpel ndo tem elementos que facilitem as proprie-
dades da simetria central (principalmente a questdo do
ponto médio) — entretanto, 0 compasso e a régua estéo
a disposicdo deste grupo.

Quadro 4.5 : possiveis estratégias de uso do material na rotagdo de ponto

b) expectativas

Achavamos que as construcdes de imagens de segmentos, vistos como figuras globais,

seriam feitas pelos alunos de forma correta, pois no pré-teste ja se notava uma certa facilida-

de em reproduzir imagens de segmentos.

Contavamos com dificuldades na compreensdo das explicagdes, como é o caso da rota-

¢do de um ponto (naturmalA, o botdo com alinha pretendia dar um suporte mais concreto a

essas idéias).

Achavamos que o ponto meédio de um segmento era um conceito conhecido das criancgas,

que ndo teriam dificuldade em reconhecé-lo e usar a terminologia correta. Consegliente-
mente, ndo esperavamos dificuldades na representacdo da imagem do ponto na rotacéo de
180°. Dada a complexidade visual das construgdes, achdvamos que as criangas tivessem

bastante dificuldade na representacéo das imagens de dois pontos isolados numa rotagéo.



98

a) exemplo (turmas IC e IA):

6./ 5. Nas rotacbes de 180°, um ponto P e sua imagem P’ ficam na mesma reta que passa pelo
centro de rotacdo O. Neste caso, dizemos que o0 ponto O é 0

do segmento PP’

O aluno deve se lembrar (porque ja viu isso) que O € o ponto médio do segmento. Esse fato
deve sugerir uma maneira mais facil de achar a imagem de P: basta prolongar a semi-reta

PO e nela marcar um ponto P’ tal que P’O = PO.

10./ 9. Ache a imagem do ponto A e imagem do ponto B, ambos desenhados abaixo, na rotacao de

90° ao redor de O, no sentido horario.

Aqui o estudante deve tragar o segmento AO e, perpendicularmente a ele, o segmento A'O,
obedecendo a orienta¢do. Em seguida, tracar BO e perpendicularmente a este, B’ O, obede-

cendo & orientagdo. E recomendavel achar uma imagem por vez.



99

b) exemplo (turma IC):

3. Afigura ao lado mostra a rotacdo de um ponto A em torno de O, de 120° sentido anti-horario. O
ponto imagem, por convencao, é representado por A’. Diga se

A, q

distancia OA = distancia OA'’ ou se E

distancia OA # distancia OA’

Escreva como chegou a conclusao acima.

Nesta atividade, o estudante ira se preocupar com os trés parametros apenas. direcdo, an-
gulo e centro, j& que a questao da isometria da figura é irrelevante (um ponto ndo tem for-
ma). Entretanto, a propriedade da invariancia da distancia dos pontos que giram ao centro
de rotacdo se destaca aqui de forma bastante clara e é vital para o o acerto dessa questéo.
A utilizacdo do compasso garante a melhor estratégia.

c) exemplo (turma IA):

3. Podemos girar apenas um ponto. Para ver como isso funciona, pegue o botéo preso a linha e a
prenda com a ponta do dedo, no ponto O, sobre o transpel; puxe o botdo deixando a linha estica-
da, na posi¢édo A, como mostra a figura ao lado. Desenhe esse botdo ap6s um giro de 120° no
sentido anti-horario. Chame essa nova posi¢do de A’. Marque com um X a resposta certa:
distancia AO = distancia AO’ ou se
distancia AO # distancia AQ’

Escreva como vocé chegou essa conclusao.
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Esta atividade, destinada a turma IA, corresponde a atividade anterior da turma IC. Aqui,
baseada na experiéncia fisica, a crianca deve chegar a mesma concluséo. O Unico problema
€ que o bot&o nédo € um ponto e como tal levanta a questéo da isometria da imagem (ela tem
gue desenhar um botdo). Mas o importante € perceber que as distancias do botdo ao centro

derotagdo sdo iguais.

Sesséo 2, folha 4 - o centro de rotacdo em situacdes mais complexas
a) metas

Nesta folha, idéntica para as duas turmas, a meta principal era refinar o conceito de cen-
tro de rotacdo, deslocando-o para fora das figuras (segmentos, tridngulos e circunferéncias).
Entre outras coisas, isto implica desenvolver as habilidades, especificas para cada turma, de
construcéo de imagens por rotagoes

Desgjavamos também exercitar a capacidade de descricéo de estratégias usadas nas re-
solugdes de problemas de construcdo, permitindo ao leitor das respostas identificar essas
estratégias.

Dada a inexisténcia de habilidades dessa natureza, demonstrada no pré-teste, era essenci-
al explorar propriedades invariantes nas rotagdes. igualdade das distancias OP e OF (O,
centro de rotagdo, P original e P", imagem), igualdade das medidas angulares na rotacdo de
dois ou mais pontos da mesma figura (POP' 0 QOQ’), congruéncia de partes corresponden-
tes da figura original e da imagem, como ABAB, ABC OABC, etc. Além disso, era
importante explorar rotagdes que deixam invariante a figura origina (isto €, origina e ima-

gem coincidem), preparando o terreno para futuro estudo de simetrias rotacionais.

TURMA IC TURMA IA

desenvolver a estratégia aqui denominada “semi-
pontual”: para a construcdo da imagem da figura na
rotacdo, determinam-se 0s pontos chaves, ou sga,
extremidades no caso do segmento, vértices no caso
do tridngulo e centro e raio (ou ponto da curva) no

figura ou simplesmente alguns pontos, utilizando a
versdo semipontual da turma IC; o decalque pode ser
usado com guia, tendo-se que reforcar os tragcos de-
pois). Aqui certamente ndo ha énfase nas propriedades
geométricas das figuras.




101

caso da circunferéncia. Afora a concepcdo funda-
mental de rotacdo de ponto, aqui sd0 essenciais as
propriedades das figuras planas, advindas do estudo
da geometria euclidiana cléssica.

Quadro 4.6: diferentes transparéncias quanto as propriedades geométricas

b) expectativas

Na turma IC, previamos a necessidade de intervencdo do pesquisador no sentido de dis-
cutir aidéia de que a determinacdo de A’ e B’ sdo a chave para a resolugdo do problema da
rotacéo do segmento por um ponto fora da reta suporte.

Dentro do mesmo esquema conceitual (semi-pontual), achdvamos que, uma vez apropri-
ada a noc¢éo do conjunto minimo de pontos que definem uma figura geométrica ssmples, a
rotagdo do tridngulo e da circunferéncia seria feita sem dificuldade pela maioria dos estu-
dantes do grupo IC.

Com relagdo ao grupo IA, ndo previamos nenhuma dificuldade desde o inicio, do ponto
de vista global, dado que bastava decalcar a figura no transpel, girar e transferi-la para o pa-
pel. Talvez a manipulacdo do instrumental oferecesse dificuldades: como decalcar, como
prender o transpel no centro, como dirigir a rotagdo no sentido e magnitude corretos, como
decalcar do transpel para afolha. Por exemplo: para desenhar uma circunferéncia com preci-
s80 no transpel, ndo ha como dispensar 0 compasso e 0 mesmo vale para a transferéncia para
afolhaoriginal. Era de se supor que os estudantes preferissem fazer isso améo livre, dada a
complicagdo de ordem manipul ativa.

Segundo os indicadores do pré-teste, narotagdo da circunferéncia ao redor do seu centro

deveriam surgir interrogacoes (pois aimagem coincide com o original).
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c) exemplos (turmas IC e IA):

3. Desenhe a imagem do triangulo ABC na rotacdo de 100° em torno de O no sentido horario.

Chame essa imagem de A'B’C’. A

Para a turma IC, a construcdo da imagem deve ser feita com régua e compasso, localizan-
do-se, uma por vez, asimagens A’, B' e C' dos pontos A, B e C. Depois, € so tracar 0s seg-
mentos AB, AC e BC. Para a turma I A, basta decalcar os pontos A, B e C, girar o transpel
ao redor de O e transportar esses pontos para o papel, tracando-se em seguida os lados do

triangulo.

4. Complete, a partir da situacdo acima:
A medida do angulo AOA’ é
A medida do angulo BOB’ é .
A medida do angulo COC’ é .
Complete com o simbolo = ou o simbolo # :
AO__ AO BO___ BO CO__ CoO
AO BO AO coO

Esta atividade explora as propriedades mencionadas nas metas. O aluno pode responder
diretamente, porque ja se apropriou dessas propriedades ou pode verificar no desenho que

fez.

5. Escreva V (verdadeiro) ou F ( falso), sobre a rotacdo do triangulo acima:
[ ]AB=AB’ [JAC=AC []BC=BC

Podemos afirmar que o triingulo ABC (original) e o tridngulo A'B'C’ (imagem) séo tridngulos
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Para os estudantes que se apropriaram do carater isométrico de rotacéo, a resposta € ime-
diata e independe de sua acdo sobre o desenho. Para 0s outros, é necessario reconhecer a
aplicacdo do teorema LLL de congruéncia de triangulos. Mas as duas estratégias sdo inte-

ressantes.

8. Determine a imagem da rotagdo de 90° em torno de O, sentido anti-horario, da circunferéncia

abaixo:

O

Basta localizar a imagem do centro da circunferéncia e tragar outra circunferéncia de mes-
mo raio. Para a turma IC, é um trabalho com régua e compasso. Para a turma |A, é um
simples movimento do transpel, sem que sgja necessario decalcar toda a circunferéncia

(basta o centro e um ponto e 0 uso posterior do compasso).

Sesséo 2, folha 5 - resolvendo problemas de rotacao
a) metas

A finalidade dessa folha era encerrar o enfoque sobre a parametro centro de rotacéo
como algo essencia na transformagdo, sendo propostas atividades de diferentes naturezas,
como construgdo de imagem por rotacdo, andlise de configuracfes representando rotacdes
(corretas ou incorretas) e medidas dos parametros em rotagOes apresentadas corretamente.
Era também nossa meta levar o estudante a enfrentar situagdes de rotagdes mais complexas,
em gue parte da imagem se sobrepde a figura original, compondo ambas, original e imagem,
umaterceira figura, como no exemplo dado a seguir (esse tipo de situagdo é comum em pro-

blemas que exigem a rotacéo como ferramenta de solucéo). No caso mais extremo, os alunos
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deveriam reconhecer gue certas rotacdes ndo triviais deixam invariante a figura, isto €, a

imagem coincide com aoriginal (simetriarotacional).

O aluno deveria também detectar incoeréncias em configurages apresentadas como

representativas de rotacbes em situagcOes mais complexas, bem como avaiar e exercitar a

habilidade de distinguir a figura original de sua imagem e desenvolver estratégias eficientes

para medida do angulo de rotacdo (sentido e magnitude) nessas situagdes mais complexas.

Dentro das nossas limitagGes, queriamos fazer o sujeito comegar a utilizar a rotacéo

como ferramenta na resolucdo de problemas de construcéo geométrica (por exemplo, cons-

trucéo de poligonos regulares, em situacoes especificas).

Finalmente, como assunto de importancia menor, verificar se a convencdo do menor

angulo estava sendo observada.

TURMA IC

TURMA IA

levar o0 aluno a escolher um conjunto de pontos estra-
tégicos para a obtencdo da imagem da rotacdo figuras
mais complexas

avaliar o uso da propriedade do ponto médio, nas
rotacoes de 180°

avaliar o grau de precisdo do desenho das imagens e
ver se estdo sendo obedecidas as regras de construgdo
com régua e compasso.

exercitar o uso do transpel como ferramenta para ana-
lisar as parémetros de rotacdo numa situagdo dada e
construir imagens de rotacdes.

avaliar o uso do transpel narotagao de 180°

Em geral, as propriedades geométricas que permitem
as construcdes na turma | C ndo sdo mobilizadas aqui.

Quadro 4.7: figuras mais complexas e diferentes dificuldades de constru¢éo

b) expectativas

Achavamos que a maioria dos aunos da turma IC resolveria as situagdes de simetria

central usando o transferidor, esquecendo a propriedade do ponto médio, tratada na folha

anterior.

Pensavamos também que a atividade envolvendo sobreposicéo de parte da imagem na

original deveria provocar indagacoes em ambas as turmas (inseguranca quanto ao resultado

do trabalho).
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Ligado ao problema da simetria rotacional, detectado no pré-teste, previamos que a ativi-
dade envolvendo simetria rotacional do quadrado (sem uso dessa expressao) deveria apenas
ser parcialmente cumprida (sendo possivel que a rotagdo de 360° ndo sejatdo trivial assim).

Imaginavamos também que a obtencdo do quadrado poderia ser feita sem rotacéo, con-
trariando a proposta. Havia uma suspeita de que certos procedimentos ja enraizados ofere-

cessem obstacul os para a aceitacéo da nova ferramenta.

a) exemplos (turmas IC e 1A):

1. Desenhe a imagem do retangulo. A rotacgéo é de 180°, sentido horério, ao redor de O.

Para os integrantes da turma IC, a estratégia mais eficiente € achar as imagens de cada
vértice, usando O como ponto médio, dispensando o transferidor. Para a turma IA, basta

girar o decalgque no transpel.

3. Desenhe a imagem da bandeira a seguir , na rotagcdo horaria de 60° ao redor do ponto vermelho

Para a turma IC, é importante escolher alguns pontos estratégicos (como os vértices do tri-
angulo e o pé da bandeira), nomeando-os adequadamente, para nao haver confuso, ja que

ird ocorrer superposi¢do parcial da imagem sobre a figura original. Os instrumentos de
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desenho devem ser utilizados com cuidado. Para a turma | A, deve haver cuidado no movi-

mento de rotacdo, para que haja precisdo na construcao da imagem.

6. Na figura abaixo, a bandeira B’ é a imagem da bandeira B por uma rotacdo ao redor de O. Qual

foi 0 sentido da rotacao ?
.
De quantos graus foi a rotagdo?
.O

Aqui, para a turma IC, basta escolher P e P’, por exemplo 0s pés dos mastros, e analisar a

rotacéio que leva P em P’. E claro que esta estratégia se fundamenta no fato de que todos os
pontos da figura sofrem a mesma rotacéo, 1ogo dois pontos quaisguer, correspondentes, sdo
suficientes para caracterizar a transformacgado. Para a turma A, a estratégia é decalcar B,

girar o transpel com centro O e medir a rotacgao diretamente no transpel.

7. No desenho abaixo temos o vértice A de um quadrado e o seu centro O. Usando rotacao, ache

os demais vértices e desenhe o quadrado. A°

Em principio, a estratégia consiste em girar A emtorno de O, de 90 °, 180 ° e 270 °, obten-
do-se as imagens B, C e D, que sdo os demais vertices do quadrado. Mas os alunos podem
usar indmeras outras abordagens, como por exemplo, achar o simétrico de A emrelacéo a

O e depois tracar a outra diagonal (segmento congruente, perpendicular, com ponto médio

emO).
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5. Uma menina fez a rotacdo do quadrado abaixo e desenhou a imagem na mesma posi¢cédo que

estava o quadrado original.

C D
A B
Vocé acha que
a) a rotacdo pode ter sido de 90° ? Se vocé acha isso, qual dos pontos acima foi
centro de rotacao?
b) a rotacéo pode ter sido de 180° ? Se sim, qual foi o centro de rotacéo?
c) a rotacdo pode ter sido de 360° ? Se sim, qual foi o centro de rotagdo?

Nesta atividade, mais dependente da capacidade imaginativa para os sujeitos da turma 1C,
esta implicita a idéia de simetria rotacional, incluindo a trivial (360 °). O quadrado tem um
anico centro de simetria rotacional diferente da trivial, que € o ponto C (coincidente com o
centro das circunferéncias inscrita e circunscrita). Relativas a esse centro, ha simetrias nas
rotages de 90 °, 180 ° e 270 °, em qualquer sentido. Para os alunos da turma | A, fica relati-
vamente facil verificar essas simetrias e ver que os pontos A, B e D ndo sdo centros de si-

metria.

Sesséo 3, folha 1- a determinacdo do centro de rotacéo: a propriedade da me-
diatriz do segmento.

A determinacéo do centro de rotacdo, fornecidas a figura e sua imagem numa dada
transformacao, € a situacdo mais complexa que os estudantes irdo encontrar nesta sequéncia.
A determinacéo do centro de rotacéo envolve a propriedade geométrica da igualdade da dis-
tancia de um ponto da figura ao centro de rotacdo e da disténcia da imagem desse ponto ao

centro de rotagéo; envolve também aidéa de que figuras sdo conjuntos de pontos. Ndo ha
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como escapar da no¢ao geométrica de que o centro de rotagdo esta na mediatriz do segmento
gue une ponto e imagem. Esta parte da sequiéncia explora a nogcdo de que a mediatriz de um
segmento € o conjunto dos pontos que estdo a mesma distancia dos extremos do segmento e
como tal € areta perpendicular ao segmento, passando pelo seu ponto médio. Dai, o algorit-
mo para sua obtencéo decorre naturalmente. A seqiiéncia aborda também a quest&o da coin-
cidéncia das mediatrizes, o que impossibilita a determinacdo do centro de rotagéo pela sua
interseccao; mas como 1SS0 0corre nos casos em que ha simetria ortogonal, a determinacéo
do centro recai no caso ja visto em que o centro de rotac&o esta na reta suporte de qualquer
segmento contido nafigura, ndo paralelo a mediatriz.

Nesta sessdo definimos mais precisamente a simetria por rotacdo de 180° (ou sime-

tria central ou ainda reflexdo num ponto) ja vista isoladamente.

a) metas

Inicialmente visamos definir formalmente a mediatriz de um segmento como a reta
gue passa pelo seu ponto médio e é perpendicular a ele e, em seguida, enxergar a mediatriz
do segmento como o lugar geométrico dos pontos equidistantes dos extremos de um seg-
mento. Dando continuidade & construgdo do conceito, levamos 0 auno a comprovar experi-
mentalmente o fato de que qualquer ponto da mediatriz estd a mesma distancia dos dois ex-
tremos.

Com tudo isso, queremos conduzir o aluno a uma extensdo do conceito de mediatriz
do segmento AB, que devera ser vista como o lugar dos centros de rotagdo que levam um
extremo do segmento ao outro extremo (A até B ou B até A).

E nosso designio também desenvolver as estratégias da determinaco do centro de
rotacdo em configuragdes original/imagem (mediatrizes que se interceptam, mediatrizes co-

incidentes), usando ferramentas diferentes (régua e compasso ou dobradura).
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TURMA IC

TURMA |A

construir a mediatriz de um segmento com régua e
compasso utilizando sua propriedade basica de lugar
geométrico dos pontos que estdo a mesma distancia
das extremi dades desse segmento.

com régua e compasso, obter a interseccdo das media-
trizes dos segmentos AA’ e BB’ ou interseccdo da
mediatriz comum com a reta AB, determinando o

levar o sujeito a construir a mediatriz do segmento AB
utilizando um dos axiomas das dobraduras: fazer uma
dobraqueleva A emB.

com duas dobras, determinar o centro da rotagéo que
leva{A,B} em {A’' B’} — essas dobras so as media-
trizes de AB e A’B’, quando distintas ou a mediatriz

centro darotacdo que leva{A,B} em{A’,B’}. comum e a dobra contendo AB.

Quadro 4.8: diferentes estratégias na determinacéo do centro de rotagdo, conforme o instrumento.

b) expectativas

Tinhamos a impresséo de que o0 conceito de mediatriz, como reta perpendicular pelo
ponto médio do segmento ou como o lugar geomeétrico dos pontos que equidistam dos ex-
tremos, ndo fosse estranho as criancas e nem fosse apresentar muitas dificuldades a compre-
ensdo, embora, segundo Piaget (1983), o conceito tenha caréter predominantemente interfi-
gural. Além disso, a dobradura ndo é uma ferramenta da qual ja tenham se apropriado.

Previamos que haveria dificuldade na compreensédo de que a mediatriz de um segmento
AB € o lugar geométrico dos centros de rotacéo que levam A em B (ou B em A). Na ativida-
de que deixa indeterminado o centro de rotagéo que leva A em A’, pensavamos que 0 ponto
meédio do segmento AA’ seria o preferido.

Achavamos também que, dada a quantidade de linha construidas, a determinagdo do
centro de rotagdo poderia provocar confusdo (por exemplo, achar mediatrizes de AB e A’B’,
em vez de mediatrizes de AA’ e BB’ ou achar simplesmente a interseccdo de retas determi-
nadas pel os pontos da configuracéo).

Os dois primeiros exemplos a seguir referem-se a mesma atividade, mas com apre-
sentacOes diferentes, pois demandam acdes diferentes por parte dos alunos. As demais ativi-

dades séo enunciadas da mesma forma, uma das quais escol hemos como exemplo.
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c1) exemplo (turma IC):

1. O desenho ao lado mostra o segmento AB. Desenhe uma B
reta perpendicular a esse segmento e que passa pelo seu
ponto médio (indicado na figura). Essa reta € chamada

mediatriz do segmento AB. A

2. Escolha um ponto dessa reta. Compare as distancias desse ponto até as extremidades do

segmento. Elas séo iguais ou diferentes ?
Escolha outro ponto e compare novamente as distancias. Qual é a sua conclu-

sdo?

Se vocé pegar um outro ponto e comparar as distancias, o que vocé acha que ira acontecer?

3. O que vocé fez para comparar as distancias?

Nestas atividades, apresenta-se a mediatriz com um determinado conjunto de propriedades
geométricas e se faz uma verificacdo experimental (pois ndo esta demonstrada) da proprie-
dade que nos interessa: a de qualquer ponto da mesma esta a mesma distancia das extremi-
dades do segmento. Aparentemente, a régua e 0 compasso apresentam transparéncia total

comrelacdo a construgdo da mediatriz; a dobradura, nem tanto.

C2) exemplo (turma IA):

1. O desenho ao lado mostra o segmento AB. Dobrando o papel,
faca os pontos A e B coincidirem. Alise bem a dobra. Abra a
folha de papel e desenhe a reta representada pelo vinco. Essa
reta é perpendicular ao segmento AB e passa pelo seu ponto

médio. Ela é chamada mediatriz do segmento AB. A
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2. Escolha um ponto dessa reta. Compare as distancias desse ponto até as extremidades do

segmento. Elas séo iguais ou diferentes ?

Escolha outro ponto e compare novamente as distdncias. Qual é a sua conclu-

sdo?

Se vocé pegar um outro ponto e comparar as distancias, o que vocé acha que ira acontecer?

3. O que vocé fez para comparar as distancias?

Temos aqui a versao das atividades iniciais para a turma IA. Em vez de usar 0 compasso,

usam-se dobras, em operacdes equivalentes a tracar mediatrizes com régua e compasso.

c3) exemplo (turmas IC e IA):

6. Desenhe a reta que contém os centros de rotagdo que levam A em A’; em seguida, desenhe a
reta contendo os centros de rotacdo que levam B em B'.

As duas retas desenhadas por vocé cruzam-se num Unico ponto. O que vocé pode dizer a res-

peito desse ponto?

Para a turma IC, a solucdo consiste em tragar, usando régua e compasso, as mediatrizes
dos segmentos AA’" e BB’, que irdo cruzar-se no ponto O, centro de rotagéo. Os alunos da
turma IA podem dobrar o papel, levando Aem A’ e B em B’; 0 encontro das dobras deter-

mina o centro de rotagao.
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Sesséo 3, folha 2 — situacdes especiais na determinacao do centro de rotacao

a) metas

Queriamos, neste conjunto de atividades, dar um fechamento ao conceito ligado a ques-
t&o de determinacdo do centro de rotacdo, levando o sujeito a aplicar a propriedade AOzA’O
para verificar que um ponto dado ndo é centro da rotagcdo de uma configuragcdo dada, mas
também perceber que a propriedade acima é necessaria mas ndo suficiente, quando aplicada
apenas aum par de pontos (A, A’).

Desgjdvamos, por isso, exercitar as estratégias da determinacdo do centro da rotagdo de

um segmento, seja nas construgdes, seja na andlise de configuragdes dadas.

b) expectativas

Previamos dificuldade dos sujeitos em distinguir a diferenca entre as duas rotagdes de
segmentos correspondentes as atividades 3 e 4, ja que a discriminagéo visua entre as duas é
bastante sutil.

Na escolha dos possiveis centros de rotacdo, na atividade 5, previamos falhas estratégi-
cas, tinhamos certeza que al guns estudantes achariam que todos os pontos (M, N, P) fossem

centros de rotacdo da bandeira, ao focalizar sua atencao apenas no pé da bandeira.

a) exemplos (turmas IC e IA):

Nesta atividade, as duas mediatrizes coincidem, fato que pode ocorrer na rotacéo de seg-
mentos. A saida € ver onde a reta contendo o segmento origem intercepta a mediatriz co-
mum. No caso, 0 segmento AB encontra a mediatriz comum. Logo, o centro de rotacdo € a
interseccdo de AB com A'B’. Mas a localizacéo do centro de rotacdo nesse caso € bastante

intuitiva.
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4. A'B’' é a imagem de AB por uma rotacdo. Assinale o centro da rotacdo. De quantos graus é a
rotacdo? Qual é o sentido da rotacao?
B
A B’
A

A diferenca desta situacdo com relacdo a anterior é que as mediatrizes de AA’ e BB’ se
cortam. E importante perceber a diferenca. A rotacdo é de 90 ° também, mas o centro de

rotacao € outro.

5. Diga qual dos pontos vermelhos é o centro da rotacdo da bandeira A, com imagem A’, nas

duas situacdes a seguir:

A A
A Me N
& P o P
% A
Q °R
. rR° ©
S

Nesta atividade de reconhecimento, a situacdo da esguerda € bastante simples do ponto de
vista perceptivo, ja que o centro de rotacéo estéd no prolongamento do mastro da bandeira.
Entretanto, & direita ndo basta comparar a distancia do pretenso centro de rotagdo ao pé da
bandeira. Nao basta estar na mediatriz de um par de pontos correspondentes (original, ima-
gem); € preciso estar na interseccdo de pelo menos duas dessas mediatrizes e isto pode ser
verificado fazendo-se a comparacdo da distancia de dois novos pontos correspondentes. O

anico centro de rotacéo € o ponto N.
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Sessédo 3, folha 3 — usando a rotacdo como ferramenta para a resolucédo de

problemas mais complexos

a) metas

Aqui, queriamos propor oportunidades para que a rotagdo pudesse ser utilizada como fer-
ramenta na resolucdo de situaces-problema.

Uma delas consiste em construir a no¢éo de poligono regular por meio do desenho da-
queles mais simples usando rotagdes. Uma vez assimilado o conceito central, o aluno podera
se convencer de que tem a mao uma ferramenta que |he permite construir poligonos regula-
res quaisguer (com as limitagdes dos instrumentos de medidas).

Outro objetivo consistia em retomar a apropriacdo da nocdo de hierarquia de quadriléte-
ros (paralelogramos [ trapézios [ quadriléteros) e de outras propriedades dos quadrilateros
(losangos: lados congruentes, retangulo: angulos congruentes, etc) e estimular 0 uso dessas
nocoes e propriedades na resolucdo de problemas.

Outra aspiracdo era levar o estudante a reconhecer a rotagdo de 180° como uma ferra-
menta conceitua de resolucdo de problemas; aém disso, a conceituar, pelo menos infor-
malmente, simetria central, explorando a sua propriedade basica (o centro de rotacéo € o

ponto médio dos segmentos X X', onde X € o ponto original e X’ € suaimagem)

TURMA IC

TURMA |IA

conduzir o sujeito no desenvolvimento da estratégia
para obter o pentédgono (ou outros poligonos regula
res): determinar o centro de rotagdo (duas mediatri-
zes) com régua e compasso; em seguida, tracar a
circunferéncia que ira conter todos os vértices, que
podem ser vistos como as imagens das rotacdes de
um Unico vértice; cordas iguais determinam angulos
centrais iguais, logo os vértices podem ser determina-
dos apenas com 0 compasso.

usar a propriedade basica da simetria central com
régua e compasso.

conduzir a estratégias envolvendo inicialmente o
transpel ou dobradura, determinando-se o centro do
poligono regular; com o transpel, rotacionar um lado e
decalcalo como imagens de sucessivas rotagoes; re-
conhecer a vaidade de outras estratégias, como a
superposicédo parcial de original-imagem para obter o
pentagono.

procurar explorar o transpel como instrumento que
facilita a rotacdo global, tornando mais dindmicas as
configuracgBes, o que pode sugerir solugdes.

Quadro 4.9: como diferentes instrumentos podem condicionar a resolucéo de problemas
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b) expectativas

Sabiamos que alguns alunos ja conheciam a nocédo de poligono regular e em particular o
tridngulo equilatero e o hexagono; entdo a construcao do pentagono deveria ser, entre as trés
atividades, a mais trabalhada; as estratégias porém seriam, com certeza, as mais diversas,
talvez até inapropriadas.

N&o esperavamos que o problema do rio fosse resolvido da maneira classica, provavel-
mente desconhecida dos alunos, envolvendo a estratégia da simetria central. Achavamos que
talvez os alunos que entendessem 0 enunciado, iriam tentar resolvé-lo por aproximagoes
sucessivas, com 0 compasso ou régua diretamente.

Apesar dos resultados do pré-teste, a construcéo da imagem simétrica do triangulo ndo
deveria apresentar dificuldade a altura; mas a percepcdo de todas as propriedades da
configuracdo ndo é t&o imediata, 0 que poderia dificultar a resolucéo do problema associado

aconstrucdo obtida.

c) exemplos (turmas IC e IA):

1. No desenho abaixo estdo representados dois lados consecutivos de um pentagono regular
ABCDE. Termine de desenhar o pentagono, usando rotacao.

B

Esta tarefa pode ser enfrentada de varias maneiras, mas, de acordo com o enunciado, € ne-
cessario usar rotacdo. Para a turma IC, é essencial, antes de tudo, achar o centro de rota-

cao O. Isso pode ser feito achando-se as mediatrizes de AB e BC (ja que, com a rotacao de
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72°, o vértice A élevado em B e B é levado em C. Na pratica, fica mais simples desenhar a
circunferéncia com centro em O e com 0 compasso, abertura AB, marcar os vértices do

pentagono ABCDE sobre a circunferéncia. Para a turma A também é valida essa estraté-

gia.

2. O desenho a seguir mostra uma casa (A) entre dois rios (retas r e s). O Sr. Paulo, dono do terre-
no, quer construir uma estrada reta que comeca num rio, passa pela casa e termina no outro rio.

Além disso, ele quer que a casa fiqgue bem no meio da estrada. Faca o desenho dessa estrada.

Na rotacdo de 180 ° ou simetria central, uma reta tem como imagem uma reta paralela e a
mesma distancia do centro de rotacéo. Na situacdo acima, basta achar aimagemr’ dareta
r por uma rotacdo de 180 °, r’ ird encontrar s no ponto P; tracando-se a reta PA, esta ira
encontrar r em Q. Pela simetria, temos AQ = AP, ou sga, o problema esta resolvido. Claro

que seria obtida a mesma solucéo se achassemos a imagem de s.

3. Na rotag&o de 180° (qualquer sentido), a figura e sua imagem s&o simétricas em relagéo ao cen-
tro de rotacdo. Desenhe o0 segmento CD, simétrico do segmento AB em relacdo ao ponto O, dados

abaixo. Considere C a imagem de A e D a imagem de B.
B

N

O-
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4. Desenhe os segmentos DA e BC. Diga qual é a espécie do quadrilatero ABCD (trapézio, parale-

logramo, losango, retangulo ou quadrado).

Na rotacdo de 180 ° ou simetria central, um segmento tem como imagem um segmento pa-
ralelo, de mesmo comprimento. Portanto, o quadrilatero ABCD é trapézio e paral el ogramo;

nao se pode afirmar que segja losango, a despeito de sua aparéncia.

4.3 Retrospeccao

Apresentamos, nas paginas precedentes, 0s aspectos mais significativos das seqiién-
cias de atividades IC e IA compondo a espinha dorsal de nossa pesquisa. Numa andlise re-
trospectiva do processo de estruturacéo dessas atividades, sentimos que o trabalho poderia
ser aperfeicoado. Aliés, isso sempre ocorre com tudo que fazemos. Tendo em mente alguns
preceitos tedricos (Piaget e Garcia: niveis de pensamento geométrico intra e inter; Meira: a
transparéncia dos instrumentos), a crenca basica que nos norteou foi a de que as criangas
aprendem quando agem de forma interessada, quando engajadas em projetos que respeitam
suas caracteristicas. A rotagdo é uma nogdo que tem um apelo intuitivo bastante pronuncia-
do; e a acessibilidade das propriedades geométricas que envolve, no nivel em que foi tratada,
parece ser uma garantia do interesse que normamente as criangas tém diante do novo que

sgja compreensivel.
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CAPITULO 5

5.1 Introducéao

Neste capitulo iremos apresentar os resultados obtidos nos instrumentos diagndsticos
(pré-teste e pds-teste) e os rendimentos observados no desenvolvimento das seqiiéncias IC e
IA. Nossa andlise, lastreada nas teorias apresentadas no capitulo 3 e em nossas proprias con-
cepcoes, ird procurar correlacionar as metas e expectativas com os rendimentos e ocorréncias
observados e também com os resultados do pos-teste.

Os instrumentos diagndsticos e as sequéncias IC e IA demandavam dos sujeitos da
nossa pesquisa uma gama bastante grande de estratégias e agbes. Suas producdes poderiam

Ser expressas:

de forma numérica, quando se referissem a medidas de angul os,

» deformatextual dissertativa, quando a atividade solicitava descricbes de agdes ou expli-
cagdes sobre a estratégia adotada;

» deformatextual compacta, nos casos em que aresposta exigia palavras ndo numeéricas,

» deforma gréfica, nas construcdes de imagens por rotacdes ou em outras atividades pre-
paratorias;

» pela escolha da alternativa correta, onde se perguntava se a configuragdo estava correta

ou n&o.

No pré e no pos-teste foram propostas varias questdes com mais de um item para respon-
der. Além disso, a avaliacdo do sucesso na maioria dessas questdes ndo pode ser feita como
se tivessem um Unico aspecto a ser considerado: muitas delas devem ser subdivididas em
muitos subitens de avaliagdo. De forma semelhante, as atividades desenvolvidas ao longo
das sequiéncias tinham fei¢des semelhantes e a avaliacdo dos resultados nas mesmas se sub-

mete aos mesmos requisitos. Considerando a quantidade de atividades apresentadas, obser-
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vamos que 0 numero de dados é muito grande e seria enfadonho apresentar as tabelas ou

graficos com todos esses resultados. Por isso, nés 0s aglutinamos em conjuntos caracteristi-
cos, relacionados com os aspectos gue julgamos mais significativos em nossa andlise. Na
eXPOosiCa0 que se segue, apresentaremos os resultados condensados, na forma de gréficos de
barras, acompanhados de nossas analises. Comecaremos com 0 pré-teste, prosseguiremos

com as sequéncias e encerraremos com o pos-teste.

5.2 Resultados e analise do pré-teste

Para simplificar alinguagem, geralmente iremos chamar de parametros ndo somente os
elementos que definem uma rotacéo (sentido, medida do angulo e centro) mas também as
propriedades decorrentes da definicdo (preservacdo da distancia, angulos, enfim, a isome-
tria).

No pré-teste, os resultados seréo apresentados resumidamente em cinco graficos e os

comentarios sobre os desempenhos irdo referir-se a esse resumo.

5.2.1 Resultados

Como ja exposto, 40 estudantes da 42 série fizeram o teste, composto de 21 questdes.
Para cada quest&o foi feita uma escala de acertos para cada parametro, quando fosse possivel
fazer tal separacdo, anotando-se 0 percentua de sucesso para cada uma delas. Apresentamos
a seguir os graficos de acertos por questdo para os parametros da rotacdo. Nas questdes com
mais de um item, foi calculada a média de acertos para o parametro focalizado. Quando o
parametro ndo foi tratado numa determinada questdo, omitiu-se tal questdo. Em todos os
graficos, colocamos 0s nimeros das questdes no eixo horizontal e o indice de acertos para o

parametro considerado, no eixo vertical. Para examinar o pré-teste, tal como foi aplicado,
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consulte 0 anexo 1.A andlise dos gréficos enfocando parédmetros isolados pode fornecer indi-
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Gréfico 5.1: sentido da rotagéo
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cacOes significativas, mas € necessario cuidado na
interpretacdo desses dados. Por exemplo, o0 sujeito
pode deixar de responder a uma questéo na qua
poderia ser capaz de discriminar corretamente um ou
mais parametros, mas ndo todos. No gréfico 5.1,

notamos que o0 conceito de sentido de rotacéo,

aparentemente simples, tem indice de sucesso decrescente a medida que se avanca nas

guestdes do pré-teste, cada vez mais complexas (do ponto de vista grafico e conceitual).

co 5.2. De acordo com o gréfico
5.3, abaixo, a questdo do centro de
rotagdo se mostra mais irregular,
ndo havendo necessariamente um
decréscimo constante no indice de

acertos. O parametro conservagao

Algo semelhante ocorre com a medida do angulo de rotacdo, conforme indica o gréfi-
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Gréfico 5.2: angulo da rotacéo

da forma e das dimensdes, no

grafico 5.4, é tratado pelos estudantes com sucesso crescente, dando a impressdo de que o0s

sujeitos foram melhorando ao longo do teste. No decorrer do desenvolvimento de nossa ané
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Gréfico 5.4: isometria (conservagéo
da forma e dimensdes)
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lise, iremos retomar esses resultados, buscando interpreté-los em vista de nossos pressupos-

tos.

Vamos ver agora qual foi o percentual de acerto completo para cada questdo. O re-
sultado, agora, parece pior, se olharmos para o gréfico 5.5 sem nenhum critério. Na verdade
ISSO ocorre porque uma questdo foi considerada ndo resolvida quando algum de seus compo-
nentes, minimo que fosse, ndo foi satisfatoriamente enfrentado pelo aluno. Por exemplo,
quando o sujeito fez um desenho impreciso ou a méo livre, mesmo mostrando que tinha no-

¢do de que aforma se conservava, consideramos ndo resolvida a quest&o.

N
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Gréfico 5.5: acerto completo de cada questdo

5.2.2 Anélise
Vamos analisar, agora, os resultados que julgamos mais significativos para o plane-
jamento das atividades das sequiéncias, anexando, a titulo de ilustracdo, exemplos de respos-

tas dadas pel os sujeitos da pesquisa. Lembramos que o pré-teste completo é o anexo 1.

sentido da rotacéao
O gréfico 5.1 mostra que a maioria dos sujeitos tem a nocdo apropriada em situactes
simples (ou sgja, situagbes contextualizadas como o rel6gio ou em que somente o sentido é

focalizado). Ha excegbes, como aresposta a seguir de um dos alunos, para a questdo 2:
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Em situagbes mais complexas, mobilizando todos os parametros, o indice de acerto cai e
em geral nas situagBes com construcdo o indice cai mais ainda; isto tem uma certa l0gica,
pois se o0 problema € complicado, o estudante pode néo resolvé-lo, mesmo tendo a no¢éo do
sentido da rotagéo. Notamos também que a referéncia a objeto fisico, ao nivel da representa-
¢d0, ndo necessariamente auxilia no acerto do sentido de rotacéo

Na questdo 17, com o menor indice de acerto para o sentido (grafico 5.1), varios au-
nos escreveram gue ndo entenderam. A resposta abaixo, dada por um dos alunos, é comple-

tamente inadequada (pelo menos, aparentemente):

17, Dadas duas figuras igeais, quando for possivel faeer uma coincudir com a outra
atravis de uma rotagho, dizemos que uma delas & o imagem da outra
Ache a imagem do ponbe A em mnma rotacio anti-horiria de 120" em oo do

oty L3 A

O rendimento dos estudantes na questdo 17 constitui-se num indicador da dificuldade
da situacdo: rotacdo de ponto e a no¢éo de imagem. Pode ser que a nogdo de rotacdo de
ponto tenha uma interpretacdo intrafigural, mas muitos alunos ainda ndo se apropriaram dos

parametros que condicionam situacéo.
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angulo de rotagéo

Na medida de angulos, vistos estaticamente (como o formado por dois palitos ou
segmentos de reta), a referéncia a objetos fisicos parece ter menos influéncia do que a posi-
¢ao e abertura dos angulos, confirmando resultados conhecidos nas pesquisas de K ichemann
(1981) e de Magina (1994). Os angulos obtusos e os angulos cujos lados ndo sdo horizontais
ou verticais tiveram indice de acerto menor gque os angulos retos ou agudos ou com um lado
horizontal. Em consonancia com as idéias de Meira (1998) de que a transparéncia ndo € de
fidelidade epistémica, notamos que o transferidor de escala dupla, em vez de facilitar o tra-
balho do aluno, como talvez seus projetistas tenham imaginado, pode confundi-lo, conforme
atestam os resultados do pré-teste, onde um erro freqliente consistiu em responder como me-
dida a do suplementar do angulo (veja resposta de um aluno, mais adiante). Esse tipo de difi-
culdade ja foi apontado em pesquisas como a de Kieran (1986), no trabalho com o Logo.
Observamos com o angulo o que ja havia ocorrido com o sentido, isto €, nas situacfes em
gue concorrem os trés parametros (sentido, medida do éngulo e centro de rotacéo), o aluno
ndo responde o que aparentemente ja dominava. A transparéncia do transferidor como ins-
trumento ainda ndo emergiu completamente entre os sujeitos do pré-teste, apesar de terem

experiéncia escolar prévia de uso dessa ferramenta. Por outro lado, a resposta abaixo mostra

a singular estratégia de um alu-
no que ja construiu um signi-
ficado para 0 uso da régua e do

compasso como ferramenta para

medidas de angulos, mas ainda

de formainsuficiente (para 30° e 90° ele consegui fazé-lo corretamente).
Na questdo 17, apresentamos duas respostas diferentes. na primeira delas a medida
do angulo esta correta, mas obviamente a resposta € inadequada. Na segunda, observamos

como o transferidor ainda n&o é transparente e nem a noc¢ao de sentido esta estabel ecida.
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17, Dadas duas figams ipuals, guando (of possivel lheer s coancidir com & ouim
alravds dlo nima pisgEle, digemg (e unk detas © A Imagem i culn.
Acho a imagem do ponie A em uma rodagdo anfi-horria de 1205 om o do
oo £F A
i
17, Dhudans duns fpeens weonass, guande foc possivel Beer oma comeidie éoim a oulra

airaves de ama roisgin, doemes quo umna delas @ a imegem da cuta
Al a iagein do poste A e wma eolagEs anb-Bsorang de | 0" e Do do

i L A

centro de rotagcao

Dos trés paréametros, o centro de rotacdo é o menos dominado pelos sujeitos da pes-
quisa no pré-teste, que apresentou basicamente dois tipos de questdes:
a) ldentificar o centro de uma rotacéo, entre varios pontos dados, a partir da figura e sua
imagem. O acerto é maior quando o centro de rotagdo se encontra no prolongamento natural
do objeto (no caso, o mastro da bandeira), possivelmente porque isso facilita a imaginagdo
intuitiva do movimento de rotagdo. Esse resultado estd de acordo com as pesquisas de
Kuchemann (1981).
b) Usar apropriadamente o centro de rotagdo na construgcdo da imagem. Tarefa possivel-
mente mais complexa, pois exige as operacdes adicionais do desenho, além da compreensdo
da situagdo (conceito + agdo). Em algumas questfes essa atividade apresenta baixo indice de
acerto, como a questéo 7. Muitos desenharam a imagem ao lado da figura original, evitando

superpor o palito desenhado, como nos dois exemplos a seguir, mostrando que a nogdo de
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rotacéo que eles apresentam tem um forte componente intuitivo, que, neste caso, se um fator

— 1]

i -

de insucesso na tarefa. Outros
resultados mostram que algu-
mas posi¢des do centro de rota-

¢cd0 no objeto sdo privilegia-

das. Na questdo 8, por exem-

plo, o indice de acerto € maior quando o centro de rotacdo esta na extremidade, menor quan-

do o centro esta entre a extremidade e o ponto meédio.

A questdo 11 do pré-teste exigia um trabalho razoavel
de construcdo; os resultados confir-mam parcialmente
outros resulta-dos ja conhecidos K ichemann (1981), ou

sgja, quando o centro é exterior a figura, o indice de

08. Giro de 90°

52,5% 15 % 20 %

~ [/ A\

20%

55 % 32,5%

acer-tos cai. Vamos examinar a resposta de um aluno para esta questdo. Nota-se que esse

aluno confunde a rotagdo de 180° com a reflexdo em alguns casos e que ele ignora o centro

de rotacdo, quando este esta forada
figura (com excecéo da penultima,
que ele acerta). A questdo 15, uma
das menos acertadas, trata
especificamente dessa dificuldade.
O auno deveria reconhecer o
ponto ao redor do qua gira a
bandeira: poucos aunos tém a
nocéo da invariancia da distancia
de cada ponto da figura ao centro

da rotagdo. Veamos a resposta de

Yt wni mdar cxda handermin shaoo 1367 a0 sofido o, s oobe de poein

rae e
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um aluno, presumivelmente correta (ele nomeou o ponto como O).

13. No desenho a seguir as bandeiras A ¢ B sdo iguais. Assinale o centro da rotagia

de 60° no sentido hordrio capaz de levar a bandeira A a coincidir com a bandsira

A
S

O. /@ B

aisometria da rotacao

A importante propriedade da conservacdo da distancia, acarretando invariancia da
forma e do tamanho das figuras transformadas, com consequiente conservacdo de angulos,
distancias ao centro de rotacéo, etc, parece ser um aspecto ndo levado em conta pelos sujei-
tos de nossa amostra. Podemos considerar que o trabalho exigido em construcdes precisas
constitua o obstaculo principal e ndo o desconhecimento do fato de que as figuras ndo mu-
dam. Na nossa classificagcdo para os resultados, reunimos num unico item forma e dimen-
sbes; na verdade, podemos considerar conservada a forma em respostas como a dada abaixo

por um aluno, na questdo 7 (uma das que tém menor indice de acerto nesse aspecto):

07, [hesenbe o palite de sorvese depuois quee ele sofre uma rotagho de 1B0° no sentico

haririo, Mas ateng®e, o palito gim em volta do furo ma ponls
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Nas questfes onde era hecessério fazer varios desenhos, aforma em geral foi observada, mas

sistemati camente os desenhos séo descuidados, simplificados ou esquematizados.

Na questdo 11, com grande nimero de construgdes, para a avaliagdo dos resultados,
consideramos forma conservada quando o aluno desenhou pelos menos um segmento e um
tridngulo isdsceles (ndo exigimos gue fosse equilétero, como de fato €). Vemos que os re-
sultados sGo melhores quando o centro de rotagéo coincide com alguma extremidade do
mastro, mas ndo no centro do mastro. Na resposta apresentada anteriormente, vemos que a
forma da bandeira é conservada pelo aluno, mas o cuidado com que cada bandeira é dese-
nhada varia de item paraitem (melhor quando original e imagem est&o préximos).

De maneira geral, podemos considerar as dimensdes (comprimento, largura) conser-
vadas ou ndo, dependendo do critério de precisdo adotado. Se considerarmos a medida real
com tolerancia de 20%, chegamos aos resultados obtidos nas questdes 6, 7 e 8 do pré-teste,
com indices abaixo de 30% nesse quesito. Nas concepcdes prévias dos sujeitos da pesquisa,
a preocupacao com a precisao na reproducdo da imagem parece ndo existir. Acreditamos que
isso somente ira ocorrer mediante contrato explicito com os alunos no decorrer das ativida-
des das sequiéncias. A resposta abaixo a questdo 8, dada por um aluno com resultado geral

bom, ilustra esse ponto:
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outras propriedades da rotacao

Uma maneira muito simples de definir isometria é dizer que mantém distancias. A partir
dai pode-se inferir que as dimensdes e formas das figuras sdo preservadas nas transforma-
¢Oes isométricas. Entretanto, uma grande quantidade de outras propriedades podem ser foca-
lizadas. Dentre aquel as que podem ser Gteis como ferramentas, podemos mencionar:

* aconservagdo dadistancia de um ponto P ao centro O de rotagdo, ou sgja, aimagem P e
0 ponto original P estdo a mesma distancia do centro de rotagcdo. 1sso permite que locali-
zemos P e P sempre sobre um mesmo arco de circunferéncia com centro em O.

* as medidas angulares de pontos correspondentes se mantém. Por exemplo, se A’ € ima-
gemde A eB’ éimagem de B, narotacdo de centro O, entdo AOA’1BOB’.

Tais propriedades ndo parecem ser do dominio da maioria dos sujeitos. Ha casos esparsos de

sucessos, que eventualmente poderiam ser imputados a mecanismos do tipo teorema em

acao. Mas a maioria ainda ndo tem consciéncia, por exemplo, de que AO = A’O, como na

resposta abaixo:

I 7. Dadas duas Apuead iguis, quando for possivel feer uma coineidin com a outra
afraves de uina rolagdo, dizemos que uma delns @ o imagem da oulra
Ache a imagem do ponto A em uma rotagdo anti=hordra de 1207 em forme do

ponio L A

A simetria central ou rotacdo de 180° tem uma propriedade que facilita enormemente
a construcdo das imagens com régua e compasso: 0 ponto origina e sua imagem formam um

segmento cujo ponto médio € o centro de rotacdo. 1sso dispensa 0 uso do transferidor nas
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construgdes. Tal propriedade ndo consta das concepgdes prévias dos estudantes. A simetria

de rotagdo também € algo que est4 fora do universo de conceitos dos estudantes. O quadrado,
por exemplo, tem simetria de rotagdo de 90°, fécil de perceber para quem tem familiaridade
com esse conceito, mas parece que o aluno ndo aceita o fato de que nadaira mudar apds uma
rotacdo, como se 0 movimento implicasse sempre alguma mudanca. Veja, por exemplo, a

resposta abaixo, que pode ser interpretada como uma rotacéo seguida de uma transl acéo:

N, Agrorn, wrotacks @ QI may senticlo orano

uso dos instrumentos de Desenho Geomeétrico

Foram disponibilizados aos sujeitos régua, compasso, esquadro, transferidor. Na apli-
cacao do pré-teste foi dito aos mesmos que poderiam utilizé-los quando quisessem. Obser-
vamos que grande parte dos sujeitos, na maioria das situagdes, usou a régua para tracar seg-
mentos e, em alguns casos, para medir, sem grandes dificuldades. Entretanto, o uso do trans-
feridor apresentou dificuldades, ja mencionadas. O esquadro e o compasso tiveram utilizacdo
reduzida, mesmo quando 0 seu uso era de compreensdo imediata. O uso de régua e compasso
para o desenvolvimento das operacfes usuais de Desenho Geométrico foi praticamente ine-
xistente (apenas um ou dois sujeitos expressaram algum dominio dessa competéncia). As
solugdes apresentadas pelas criangas tendem a confirmar a tese de Meira (1998), de que a
transparéncia de um instrumento ndo tem necessariamente fidelidade epistémica. Especifi-

camente, no caso da questéo 18, uma combinacdo do uso darégua (paratracar reta suporte) e
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do compasso (para obter disténcias iguais) poderia parecer evidente. Entretanto, os significa-

dos de que os instrumentos podem se revestir vao depender das oportunidades (pessoais e
socials, como a interagdo com os colegas, com o professor, etc). Vemos claramente, na res-
posta a seguir, que o sujeito ainda ndo se apropriou dos significados usuais do uso associado

darégua e do compasso:

18, Desenhe o imagem do segmente por uma rofagdo de 1807 (hordria) em toro de

/

]

Lh

5.2.3 - Sintese

Com relacdo a0 que denominamos neste estudo parametros de rotacdo, podemos
concluir que o sentido da rotagéo e a medida do angulo de rotagéo sdo dominados pela maio-
ria dos estudantes em situagcdes simples em que elas podem ser consideradas isoladamente.
Em situagbes nas quais concorrem dois ou mais parametros, 0 seu controle pelos sujeitos
diminui. O pardmetro centro de rotagéo oferece maior dificuldade que os outros dois, na
maioria das situacdes observadas. A propriedade da isometria € aparentemente observada,
talvez porgue a maneira intuitiva como o problema da rotacéo é apresentado pressuponha
concepcdo. Em outras palavras, quando comegamos a falar em rotacéo para as criangas,
costumamos nos referir a situagdes concretas. rodamos tal coisa, giramos aquelaroda, etc e a
rigidez dos corpos sdlidos € uma nocdo ja integrada ao conhecimento da crianga. Por 1sso,

pode ser que ndo ache estranho quando pedimos para desenhar a imagem com a mesma for-
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ma e o0 mesmo tamanho. Vemos que, mesmo quando o sujeito erra no tratamento dos demais

parémetros, aforma é conservada, a despeito de uma certa negligéncia com que é considera-
do esse aspecto. Por exemplo, figuras alongadas por vezes se transformam em segmentos. As
medidas sd0 largamente desprezadas. Propriedades especificas da rotacéo, tipicamente fer-
ramentas de construcdo, foram raramente utilizadas (pelo menos de forma explicita). Apenas
dois alunos demonstraram objetivamente que as percebiam a ponto de utilizé-las como fer-
ramentas. A contextualizacdo, que classificamos em trés niveis (objetos fisicos, representa-
cOes de objetos fisicos e figuras geométricas), parece ndo exercer influéncia direta nas res-
postas. Porém devemos considerar que ndo houve situactes em que se privilegiou a observa-
¢do de objetos fisicos, exceto na questdo em que o estudante deveria considerar a rotacéo de
um |4pis, tendo um lapis em sua médo, 0 que limita nossa capacidade de conjeturar a esse
respeito. Com relacdo a simetria de rotacéo, ndo ha evidéncias da apropriacdo desse conceito
pelos estudantes em geral. Na rotagdo de 180° (em que ha simetria central), apenas dois su-
jeitos demonstraram perceber que o centro de rotacéo € o ponto médio do segmento ligando
ponto e imagem, utilizando esse fato para simplificar a construcéo da imagem. Um dos re-
sultados parece sugerir que ha uma certa confusdo entre a reflexéo central com a reflexdo na
reta e mesmo com a translacdo. Os sujeitos ndo parecem saber 0 que sdo figuras simétricas
por rotacéo.Mais da metade das questes do pré-teste (1 a 12) estdo no nivel intrafigural do
pensamento geométrico, pois tratam de rotagdes de um mesmo objeto. As questdes seguintes
relacionam uma figura e sua imagem, assumindo mais o aspecto interfigural. O gréfico 5.5
mostra que o intrafigural ndo € necessariamente mais acessivel que o interfigural.

A respeito da utilizacdo do material colocado a disposi¢éo dos sujeitos no teste, ob-
servamos que as caracteristicas do material, numa andlise prévia, podem néo deixar transpa-
recer os significados que os estudantes possam construir através do uso em contextos socio-
culturais especificos (Meira, 1998). Por exemplo, os esquadros foram mais usados para tra-

car segmentos que para tracar perpendiculares ou paralelas (em conjunto com a régua) e o
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transferidor ndo foi usado adequadamente pelos alunos. O compasso, pelo que se depreende

dos resultados, foi muito pouco utilizado, seja como transporte de disténcia, sgja como fer-
ramenta das operacOes elementares do Desenho Geométrico (tragar circunferéncias e arcos

de circunferéncia, como conjuntos de pontos com certas propriedades).

5.3 Resultados observados nas sequéncias

Antes de apresentarmos o rendimento dos sujeitos ao longo do desenvolvimento das
atividades e das analises referentes as dificuldades encontradas, vamos resumir as principais
diferencas entre as duas sequiéncias. A sequéncia IC foi aplicada aos 19 estudantes que pode-
riam utilizar como ferramentas somente a régua (da qual foi apagada a escala), 0 compasso,
o transferidor e o esquadro de 30° do qual ndo foi suprimida a escala; a seqiiéncia IA foi
aplicada aos 16 estudantes que poderiam utilizar, aém dos instrumentos de Desenho Geo-
meétrico, outros materiais e ferramentas: palitos de fésforos, palitos de sorvete com furos nas
extremidades ou no meio, linha, botdo, papel vegetal liso, papel vegetal com medida de an-
gulos, cuja escala varia de 5° em 5°, apresentada de 0° a 180° no sentido anti-horario em azul
e 0° a 180° no sentido horério em laranja. Chamamos este dispositivo de transpel (transferi-
dor de papel), apresentado no anexo 5. Este material foi criado porque ndo conseguimos
imaginar como o estudante poderia utilizar o papel vegetal como o plano que gira ao redor
de um ponto com uma magnitude determinada. Seria necessaria uma agéo complicada para
girar o papel e controlar simultaneamente o angulo de rotacdo com um transferidor. Ao pla
nejar este dispositivo, tinhamos consciéncia de que nossa crenca a respeito de sua transpa-
réncia estaria na dependéncia do uso que os alunos dele fariam, segundo as consideractes
tedricas de Meira (1998).

Para ndo estender demasiadamente nossa exposi ¢ao, vamos apresentar somente os re-

sultados que apontam fatos relevantes para nosso estudo, ou sgja, as dificuldades encontradas
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para uma determinada tarefa, no interior do grupo ou em comparagdo com O outro grupo

(caso o leitor queira examinar atarefa, ira encontré-la no anexo 2 ou 3). Para melhor visuali-
zacao, utilizamos graficos de barras representando o indice de sucesso (acerto ou aproxima-
¢do aceitdvel) das atividades comuns as duas turmas: em azul representamos os resultados da
turma IC, em amarelo os resultados obtidos na turma IA. Depois de cada grafico, acrescen-
tamos os comentérios que julgamos relevantes, considerando metas, expectativas e desem-
penhos. Por exemplo, resultados maiores ou iguais a 70% indicam que a tarefafoi cumprida
satisfatoriamente por mais de 2/3 dos sujeitos; decidimos que tais resultados ndo mereceriam
comentarios, a ndo ser em situacdes especiais. Nos casos de atividades especificas para cada
turma, iremos nos restringir apenas as situagdes cujos resultados possam ter-se desviado de
nossas expectativas. Lembramos gue os estudantes desenvolveram seus estudos individual-
mente ou em duplas e que as intervencdes do pesquisador/professor foram bastante reduzi-
das. N&o houve, intencionalmente, oportunidade para que os sujeitos corrigissem seus resul-
tados, evitando-se, dentro do possivel, que as dificuldades encontradas fossem mascaradas

por alguma influéncia do professor.

manipulacdes dos instrumentos (sesséo 1, folhas 1 e 2)

No primeiro encontro, quando se aplicou afolha 1, destinada a preparacéo e exercicio
no uso dos instrumentos, a seqiéncia IC apresentava 11 atividades e a sequiéncia |A apre-
sentava 9. Essas atividades tém um cardter predominantemente intrafigural e, de acordo com
Piaget e Garcia (1983), ndo deveriam oferecer obstaculos aos sujeitos de nossa pesquisa. De
fato, o desempenho dos alunos foi bastante satisfatorio, com indices acima de 80% de suces-
so paratodas as atividades, com excegdo da atividade 10, do grupo IC, que teve apenas 47%

de acerto, contrariando nossas expectativas. Veamos aresposta de um auno (1C):
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[ [}] . 5 P - 1 i
13, Desenhe wma reta perperbicular & rela abaizsn. A rela que vocd desenhar deve passar pelo pomo

[

Cinco estudantes tragaram corretamente a perpendicular usando o esquadro (eles desenharam
uma semi-reta, na verdade), trés estudantes usaram régua e esquadro, tracando corretamente
aperpendicular e um estudante apenas usou 0 compasso e a régua, numa clara demonstracéo
do dominio das ferramentas nessa operacéo. Os nove demais estudantes tracaram a reta pas-
sando pelo ponto, mas sem formar um angulo de 90°, como no exemplo acima; quando in-
terpelados oralmente, demonstraram conhecer a no¢do de retas perpendiculares, fato que
sugere que o esquadro e o transferidor, a disposicéo desses estudantes, por S mesmos nNao
tém necessariamente os significados que nos, professores, vemos neles, como se fossem atri-
butos dos materiais (transparéncia epistémica, de acordo com Meira, 1998). Por outro lado,
ndo se pode negar que ha alguma correlacdo entre os atributos do material e 0 acesso ao co-
nhecimento; de certa maneira, esperavamos dificuldade no manejo do transpel, mas na turma
IA, o indice de acerto para a mesma questdo foi de 88% dos participantes. E possivel que o
maior desempenho da turma IA se deva ao fato de que o transpel facilite a visdo das retas
perpendiculares como duas retas formando angulos de 90°% é interessante observar que trés
estudantes desse grupo usaram o esquadro e régua, tracando corretamente a perpendicular,

em apoio atese de Meira (1998) de que a transparéncia esta relacionada com o uso (régua e
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Nas atividades envolvendo medidas de angulos, esperdvamos dificuldades relaciona-

das com a manipulagéo dos instrumentos de leitura, um pouco mais acentuadas no caso do

transpel, cuja transparén- | ;o0

- |
cia como instrumento de 0%

70%

medida de angulo prova- 6%

50%

velmente ainda néo tinha | .,

30%

se realizado pelo uso. De

20%

10%

fato, observando o grafico

45° 60° 90°

5.6, que compara a produ- Gréfico 5.6: medidas de angulos

15° 120° 150°

Bc| A

¢do na atividade 1 (turma IC) e atividade 4 (turma IA), vemos que os usuérios do transpel

erraram um pouco mais as medidas dos angulos. A despeito do carater intrafigural da medida

do angulo, vemos que os resultados nessa atividade estdo piores do que no pré-teste. 1sso

provavelmente se explica pelo fato

Gréfico 5.7: situagdes envolvendo medidas de angulos

de que cada item da tarefa era tido 90%

como realizado somente quando a

estimativa do angulo coincidia com

sua medida real. Em particular, o

angulo de 150° foi o que apresen-

tou maior dificuldade.

O gréfico ao lado compara os

rendimentos nas demais atividades
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comuns aos dois grupos nafolha 2.

Digno de nota € o fato de que o indice de acerto foi significativamente baixo nas duas

turmas em relacéo a Ultima atividade, que apresentava dois itens. A situagdo mobiliza varios

conceitos e habilidades (notagdo e nomenclatura formal de angulos, angulo de 180°, avalia-
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¢do visua de angulo, percepcdo de partes em relagdo com o todo, consideracdo de vérias

possibilidades), trazendo dificuldades adicionais para a turma IA. O angulo de 180° que os
alunos demonstram conhecer na atividade anterior, ndo € percebido nesta situagdo mais

complexa. Um aluno (IA) respondeu assim:

i e} . | , "
0 Temos, sbaixo, quatro pomos Vioce WAl fragar idios o5 semmmeniog possivels que Ligam lovis des

. : i
wes pontos. Considere 1odos o3 dngulos formados po dis segEntos

C B A

Oueal & nomedida do menor anuulin” Respodta

Oual ¢ a medida do maior dngulo™ Resposia

E bem possivel que o transpel ainda traga dificuldade pelo fato de o aluno ndo ter se apropri-

ado do pleno uso desse instrumento e que o fato de colocar o transpel sobre a figura possa ter
influido na percepcéo visual do angulo maior (ele nem percebeu que DBC é maior que
DBA).

A proxima sessdo, a segunda, inicia o trabalho com os pardmetros de rotagdo. No
principio procurou-se estudar cada parametro isoladamente, mantendo-se fixos os demais.

V gjamos alguns resultados, lembrando que os alunos trabal haram em duplas.

sentido de rotagéo (sesséao 2, folha 1)
Na sessdo 2, folha 1, explorando o conceito de sentido da rotagdo, ndo houve resultados sur-

preendentes. E possivel que isso tenha ocorrido porque n&o houve necessidade de usar ins-
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trumentos nessa atividade; ndo ha operacéo de medida envolvida no estudo desse parametro,

guando visto isoladamente. O indice de acerto esteve acima de 80% nas trés atividades e nas
duas turmas, mesmo quando se aplica a no¢do no nivel interfigural, como é o caso da ativi-
dade 2, relativa a duas engrenagens. O menor indice foi obtido pelaturma IC, na atividade 3,
totalmente contextualizada. Apresentamos abaixo a resposta (errada) discutida por uma du-

pla desse grupo:

1. Codogue uma Hecha indicande em gue sentido deve ser gimdo o parafisso para apenta-bo

-

s,
.\\'-

angulo de rotacéo (sessao 2, folha 2)

Nesta folha, além do estudo do parametro representado pela medida do angulo de
rotacao, por razdes ja apresentadas, vimo-nos na contingéncia de definir os termos original
e imagem. Chama a atencdo a grande diferenca nos resultados de alguns itens para as duas
turmas, tendo o grupo IC se saido melhor. Atribuimos isso ao fato de que a tentativa de con-
textualizacéo da rotagéo envolvendo as nocgdes de original e imagem, em que Se procurava
dar um caréter interfigural a nocéo, acabou dificultando o entendimento do conceito como
um todo. A estratégia adotada de colocar um palito sobre o outro, para discernir imagem de
original, visando fazer evoluir o conceito de movimento de objetos fisicos para o de relacéo
entre duas figuras no plano, ficou muito longa e acabou prejudicando os alunos daturmalA;
houve varias perguntas sobre o que fazer, que tiveram de ser respondidas pelo pesquisador.
Nessa parte da sequiéncia também houve necessidade da intervencéo do pesquisador na son-
dagem de conhecimento prévio, na discussdo coletiva e na institucionalizacdo da nocéo de

medidas de dngulos maiores que 180° e menores ou iguais a 360°. Tais medidas ndo apare-
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cem na escala do transferidor usado pelos sujeitos da turma IC nem no transpel daturmalA;

entretanto, usando a relagdo 360° — a é sempre possivel obter a medida do replementar de a
e isso foi discutido com todos os sujeitos. N&o foram utilizados instrumentos com escalas
maiores do que 180° porque a Unica situagdo que envolve tais medidas em nosso estudo é a
que se coloca quando falamos da convencéo que nos leva a escolher o menor angulo para
definir a rotagdo. A atividade 1 foi realizada satisfatoriamente pelo grupo IC quanto ao re-
sultado numérico (90% de acerto). Entretanto, houve respostas indicando que o conceito ndo
estava claro paratodos. Na resposta abaixo, a dupla (IC) inverteu a posi¢éo das figuras ima-
gem e original, em vez de inverter o sentido de rotagdo (talvez os aunos ndo vejam isso

como caracteristico de outra rotagéo).

AMGLILD DE ROTAC AD

Mo desenho ao Eado, temas dois segmentos de mesmo comprimentoe for-
mando um angulo de 45° Um deles & chamadn Qrigim]] ¢ oubiro & chamado priginal
imagen e dizemes que eles s relacionam por meio de uma rotacio de 45°
iy senfido horiric, e boris do podibe vermelho .
MaLem
I Mo sentubo anti-borarko, ha uma outra rolsdo que lambém relacions os dos segmentos acima

Descreva essa rotagho

Comparando com aturma IC, aturma |A foi mal, pois para o sentido horario apenas

38% responderam 330° (30% responderam que era de 30°) e para o sentido anti-horério so-
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mente 56% responderam 30° (os que haviam respondido 30° agora disseram que era 330° ou

150°).

Esses resultados mostram possiveis falhas no design dessas atividades iniciais para a
turma IA: talvez a contextualizagdo tenha sido inapropriada, ou o texto tenha sido longo e
prolixo ou, ainda, a estratégia adotada tenha causado dificuldades de ordem cognitivas maio-
res do que as encontradas nas atividades da turma IC. Apresentamos abaixo a resposta dada
por um elemento de uma dupla (1A), na parte final da atividade, comparavel com a da outra

turma:

Viarmos supor gque alguém the mostra o desemho de um palito

¢ peva para vooe desenhar o palido apds uma rotaglio de 30 anti-boraria em volm do fura O dese-

(Hhando parn este desenbo, temos a impressdo de gue sdo dois palios. Pars evitar confles3o, escre-

.@gf‘“:

ariginal

nba (Tcarh assim

vermas no desenho

Dihandse o desenho. p-m;ln:rnn::. descrever a motagio an redor do fum dque il dn palml e Sk pl:-1i-..'&-::-

inictal {original) para & sua posiclo final {imagem). Ma verdade, podem ser dadas duas descrighes
]

diferentes pode ser uma rolagEo de 3 {ooenplete) no senbide horano ou uma rofagss de -I_

{compleie ) no anti-horino. Meste estudo, vocd devern espolber sempre o menor snsiulo de nolacio

O auno faz a flecha indicando corretamente o sentido da rotacdo, mas permuta os angulos;

parece que a confusdo estéd no nivel dalinguagem (significado de horario e anti-horario) ou
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no uso do transpel, pois ao girar num sentido, o estudante pode focalizar o original, que, re-

lativamente falando, parece girar no sentido contrario (movimento relativo).
A partir da atividade 4, os problemas propostos se tornaram equivalentes (as vezes
com variagdes nos enunciados). Abaixo, o problema e a resposta dada por dupla do grupo

IA.

4. Mo desenho po Indo, o palsbo P& o ongeeal @ o palite P ¢ a imagem, p*

numa ceria moingdo

A rotacio ocorre em voltado T
:_|1
L) semiido da roagho ¢ o

L]
() dngulo de motagio ¢ de m

Abaixo, 0 problema e a resposta dada por uma dupla do grupo IC:

2 Em nodso estudo, guando bouver divida sobee qual das rotaghes considerar, iremos escoller
sempre a de menor Angulo, De acondo com essa convengiiog ma rotagio representada abamo, o

- |
3 1 A I a o i .
el & | LW Y i eo fnuubs éde |

PmnEsm

aripanal @

Examinando os enunciados com cuidado, vemos gue a turma IC foi favorecida em
relagdo ao primeiro item, pois tem apenas que escrever a letra A, enquanto que a turma IA
tem que entender 0 que se pede e fazer uma descri¢do: “furo dos palitos’. 1sso talvez expli-

gue a grande diferenca de desempenho entre os dois grupos nesse item, conforme dados do
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gréfico 5.8. Por outro lado, aturma |A se sai melhor no terceiro item, manifestando-se mais

uma vez a dificuldade da leitura da medida de angulos Grafico 5.8: centro, sentido e angulo

na rotacdo de segmento (ou palito)

com o transferidor. De fato, 7 alunos do grupo IC | 00%

90%

responderam que a medida do angulo era 130° em vez | &%

70%

de 50°. 60%

50%

As atividades de 5 a 9, em ambas as turmas, 40%
30%

consistiam no reconhecimento de incorrecbes, se | 2%
10%

houvesse, de representacies de rotagbes. 0 sujeito ‘ .
centro sentido medida
do

deveria apontar 0s erros encontrados nessas repre- éngulo

sentacOes (medida errada, ndo conservacdo da forma ou tamanho, ndo observacéo do centro
de rotacdo). Em todas elas o rendimento esteve acima de 80%, com excecao do item relativo
ajustificativa na atividade 8 daturma IC ( 63%).

A Ultima atividade dessa folha ainda trata da rotacéo de segmento (ou palito de sor-
vete, na turma IA), algo mais complexa, pois se trata de uma construcdo. O resultado foi

mais favoravel aturma IC. Concordamos com as idéias tedricas de Meira (1998) com rela-

cdo a transparéncia dos

0. i i ol i s s ol OO o e e s, 0 vl
instrumentos; por outro la-

do, o proprio autor reco-

nhece que “aguma andlise

formal da fidelidade epis- fse1Em corma vt fier para. dewabar ¥ imagor

témica €& necessaria no -

desenho e uso de artefatos

instrucionais’ (p. 140) e,
considerando esse aspecto, tinhamos a expectativa de que o transpel favorecesse a constru-
¢cdo de imagens mais elaboradas nas rotagOes. A resposta acima mostra que nem todos o0s

sujeitos ainda haviam se apropriado do uso do transpel, nesta altura da sequiéncia.
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centro de rotacdo —inicio do estudo (sesséo 2, folha 3)

A primeira atividade dessa folha procurou evidenciar o efeito da mudanca da posi¢éo

Gréfico 5.9: Construgédo da imagem, com o centro em trés

dO Centro de rOta(;éO de posicOes diferentes, fixas os demais parametros.

um segmento (palito, na

100%
legenda:

turma |A) Con%rvajos f| - 0% 1-a: ponto ou furo & esquerda

80% 1-b: ponto ou furo no meio
1-c: ponto ou furo a direita
1-d: explicou o que mudou

70%

X0S 0S parametros sentido

60%

e medidado angulo dero- | %
40%

tacdo. Mantivemos ainda | 30%
20%
a contextualizagdo na tur- 10%

1b 1c 1d

ma IA, solicitando que os

estudantes trabalhassem com palitos de verdade e reproduzissem na folha de atividades o
gue estavam vendo. O gréfico 5.9 apresenta os resultados. Vemos que os estudantes tiveram
uma razoavel compreensdo do que variou na situacdo apresentada (item 1d). Os erros de
construcdo da imagem aumentam quando a posi¢ao do centro de rotagcdo passa para 0 meio e
depois para a extremidade da direita, principalmente na turma lA. A combinacdo de palitos
com transpel se mostrou particularmente dificil no caso do palito a direita, erro cometido por

30% dos aunos 1A e 15% dos aunos IC, ilustrado abaixo (aluno 1A):

CENTRO DE ROTALAD
P rosinils, ki ey et = da mesdiita oy Mgk, & proies e gual ¢ o e e Foasglo
1 ) dewervbn shatsn momre més paliios um com faro & esquende. o com firn =0 men € 0 oo
con e i irevis Tegpem padiins verdmleres e @ mesms st G s pies s e

i B i e e Beare 07 [heieiles abain @i imaecis obtadis el ofses

— X —

\

Chusl i diforergs erre s indy imagess que vood desenbou scima

‘ R T R CLuneailring A8 <o L Lo G B
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No terceiro item da atividade que trata da rotagcdo de um ponto (ou bot&o, para a tur-

ma |A) houve uma grande discrepéancia, que pode ser explicada pela maneira como foi pro-
posta para cada turma. Vamos exemplificar com duas respostas (uma do grupo IC, outra do

grupo IA, nesta ordem).

i A figara ao lado mostra & rotagio de wm ponto A em forme
de O de 1207 sentido angi-horgno, O ponbe imagem, por
convengiio, & represeniado por A", Diga se
= disthneia OA = distincia OA" ou se
1 distincia OA » distincia A"

Escreva como chegou & conclusio acima.

3. Podemos girar apenss wm pontd. Pars ver como Bso - .
cicma, pegues o bodio preso & lmba e a prenda com a ponia
da dedo, no ponte O, sobre o tamspel, puse o botdo die-

sando a linha esticada, na posicho A como mostia a fgura * }
A

an lado [esenbe esse botlio apds um gire de 1207 o sen-
tides ami-horario. Chame s<sa nova posigio de A Margue
onm um X & resposta certa
[ destiincia AD = disténcan AQ' L] distincia AD » distincia A"

Escreva como vooé chegou essa conclusio

i, TANTLEAL e ":-..'l.l-ltl'_:'g gy ::ulln.'-dl'l o A 1, T

A turma IC teve 100% de acerto nos dois quesitos (AO =A’O e justificativa). A tur-
ma lA, que tinha a tarefa adiciona de fazer um desenho, ndo se saiu mal, ja que o indice de

sucesso foi de 75% para 0 desenho e 81% para a igualdade das disténcias. O problema foi a
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comunicacdo: ndo souberam explicar como chegaram a conclusdo 50% dos integrantes do

grupo. Talvez explicacbes sobre fatos fisicos sggam mais dificeis do que para fatos pura
mente geomeétricos (referentes a mesma situagcdo conceitual), estando presente ai a questéo
da transparéncia do dispositivo fisico.

Na atividade 5, de reconhecimento de erros, havia dois erros: 90% dos estudantes
apontaram um erro, mas menos de 45% apontaram dois erros. Parece que 0s alunos pressu-
pdem uma espécie de regraimpondo apenas um erro.

Apresentamos abaixo as atividades 6 a 9, comuns as duas turmas e em seguida o gra-
fico comparativo dos resultados. Em nossa andlise a priori da sequiéncia, haviamos previsto
dificuldades no tratamento do angulo de 180° entretanto, os resultados estiveram abaixo do

gue esperdvamos.

Gréfico 5.10: rotagdes de 180° de um ponto e rotagdes de
pontos isolados

100%
90%

80%

70%

60%

50%

40%

30%

20%

10%

6 7(ah) 7(h) 8 9 10(A) 10(B)

O ponto médio do segmento foi denominado por alguns alunos (2 do grupo IC e 5 do grupo
IA), de “centro” do segmento, respostas ndo consideradas como corretas. Na atividade em
que se pedia para achar a imagem da rotacdo de 180° de um ponto nos dois sentidos, sus-
peitamos que os alunos da turma A, ao girar o ponto de 180° no transpel, ndo viam necessi-
dade de desenhé&-lo, ja que deixaram a resposta em branco; talvez néo se trate aqui da ques-
t&o da transparéncia do transpel, mas da énfase no que se desgja como resultado nessa ativi-

dade. Na conclusdo, onde o auno deveria responder que o0 sentido ndo importa na rotagdo de
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180°, os resultados ndo foram bons para nenhuma das duas turmas. Na descricdo da estraté-

gia, aturma IC saiu-se melhor, demonstrando inclusive ter utilizado a propriedade do ponto
médio para achar imagem na rotacdo de 180°. Na atividade 10, cujos resultados ndo estdo no
gréfico acima, sobre a rotagdo solidaria de dois pontos A e B, a turma IC esteve melhor
(70%) e o ponto A, talvez pela sua posicdo mais privilegiada, mais acertado (85%); na turma
IA, o transpel garantiu igualdade de resultados para ambos os pontos (55%), pois 0s dois séo
rotacionados simultaneamente. Talvez o aspecto semi-pontual do problema favoreca os alu-
nos do grupo IC, que se véem obrigados a achar aimagem de cada ponto por vez, enquanto
que os alunos do grupo 1A giram o transpel paralevar os dois pontos simultaneamente, como

se fosse umafigura unica, global.

rotacbes de segmentos, triangulos e circunferéncias com centros fora de
seus contornos - (sesséao 2, folha 4)

Aqui vemos uma certa alternancia nos resultados entre as duas turmas. De umaforma
geral, os resultados foram bons, pois todos os itens tém indices de acerto acima de 75%. A
folha 4 envolve atividades de construcéo de imagens de figuras simples (segmentos, trian-
gulos, circunferéncias) bem como a capacidade de comunicar as estratégias adotadas nas
vérias situacbes. Algumas atividades medem explicitamente a apropriacéo das propriedades
que decorrem dos conceitos dos parametros envolvidos nas rotagdes. Segundo nossa concep-
cdo, este conjunto de atividades € um dos mais significativos dentre todos o0s propostos nas
duas sequéncias. A questdo sobre a simetria rotaciona da circunferéncia, em que o aluno
deve aceitar o fato de que imagem e original coincidem, teve indice de sucesso em torno de
90%, indicando um progresso bastante grande dos alunos nesse aspecto, que o pré-teste
mostrava ser bastante falho. Os resultados mostram que os alunos |A foram melhor, o que
talvez se explique pela transparéncia emergente pelo uso do transpel, facilitando atividades

de rotacOes globais. Reproduzimos abaixo a resposta de um estudante do grupo IC, mostran-
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do como utiliza a estratégia semi-pontual da transformagao:

3. Desenhe o mmagem do tnangulo ABC na motegiio de 1007 em tomo de O no sentido honino

Lhame essy imasen de A B

Varios alunos do grupo IA, indiretamente, utilizam também o raciocinio semi-pontual, pelo
menos no nivel intrafigural: em vez de decalcar totalmente a figura, eles decalcam apenas 0s
pontos que definem a figura (ou sgja, os vértices, no caso de poligonos). Cumpre observar
gue essa estratégia é espontanea em alguns casos; em outros, foi sugerida por nés, no inicio
das atividades, para alguns alunos do grupo IA gue perguntavam como iriam passar a figura

do transpel para a suafolhade atividades.

rotacdes de figuras mais complexas com centros fora de seus contornos -
(sesséo 2, folha 5)

Nossa meta inicia era fazer, em média, uma folha por encontro, para ndo prolongar
demasiadamente o tempo de aplicacdo da sequiéncia. Entretanto, no inicio dafolha5 ja havia
uma certa defasagem temporal entre os dois grupos, com o grupo IA um pouco mais adian-

tado. No desenrolar das atividades desta folha, o grupo |A comegou a se distanciar. As ativi-
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dades dessa folha s80, na maioria, de estudo de configuragdes, mas as atividades 1, 3 e 7,

trabalhadas com régua e compasso, consomem muito mais tempo. O transpel, deslocando
globalmente afigura, economizatempo aturmalA. Com efeito, parece que o baixo indice de
sucesso da turma IC ndo se deve explicitamente a erros, mas a auséncia de respostas. Opta-
mos por recolher a folha ao final do encontro, para néo atrasar o cronograma da seqiiéncia,
mesmo sabendo que isso provocaria uma desigualdade de resultados, conforme atesta o gra-
fico a seguir. Nossa decisdo se justifica pelo fato de que o tempo de aprendizagem é um as-

pecto a ser considerado quando se elabora uma estratégia de ensino.

Gréfico 5.11: rotacGes de figuras com
centros exteriores
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Compare o trabalho feito por dois alunos, o primeiro do grupo A e o segundo, do grupo IC.

I Desenhe g imagem do retingule. A rotagho & de FROY, sentido horario, & redor de O

L]
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I, Desenhe s imagem do refdngulo. A rodagho ¢ de 1807, sentido hordro. ao redor de O

localizando o centro de rotacdo — conceito fundamental (sesséo 3, folha 1)

A sessdo 3 trabalha, nas duas primeiras folhas, com a questdo mais complicada da
determinac&o do centro de rotacéo. A idéia central que justifica as construcdes, tanto da tur-
ma que usa régua e compasso, como da outra, que usa dobras no papel, é a de que o centro
de rotacdo de ponto pertence a mediatriz do segmento que liga o ponto a sua imagem. Como
as figuras tém mais de um ponto, teriamos que achar as mediatrizes dos pares de pontos
(X,X") tais que X é ponto da figura original e X’ € ponto da imagem. Entretanto, se o ponto
de rotagcdo € unico, basta achar a interseccdo de duas mediatrizes. Esta estratégia falha no
caso de rotacdo de retas (ou segmentos) em que a rotacdo se identifica com uma reflexdo
singular, pois as mediatrizes iréo coincidir. Dada a complexidade que pode assumir esta situ-
acao, ndo seria de se esperar grandes resultados. Entretanto, os dados mostram que os alunos
se desincumbiram de forma satisfatoria dessa tarefa: ambas as turmas obtiveram indices
acima de 70% em quase todas elas. Como foi visto no capitulo 3, a mediatriz de um seg-
mento tem um carater predominantemente interfigural, pois supde uma organizagéo do pla-
no, segundo Piaget e Garcia (1983). Por outro lado, 0 uso adequado de instrumentos como o
compasso ou procedimentos como a dobradura, repousam sobre a transparéncia desses dis-
positivos, na visdo de Meira (1998); nada garante que o estudante se apropria do significado
gue achamos evidente quando tragcamos arcos de circunferéncia como pontos que tém uma

propriedade especial e, pior ainda, quando dobramos o papel, levando um ponto sobre o ou-
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tro e afirmamos que o vinco € a mediatriz do segmento cujas extremidades sdo esses pontos.

No decorrer da seqiiéncias, foram necessérias explicagdes para os estudantes que ndo conse-
guiram, sozinhos, interpretar os textos que discutem essas estratégias. N&o obstante o bom
resultado geral obtido nessas folhas, podemos apontar respostas que denunciam agumas
confusdes, Ndo necessariamente conceituais, mas talvez de percepcédo. A resposta a seguir,
parcialmente errada, € a de um aluno do grupo IA, que usou 0 compasso e ndo a dobradura
para obter a mediatriz. E de se conjeturar que a dobradura ainda n&o tenha o mesmo sentido

para ele que 0 compasso.

i Ly ponto A pode ser levado até o pomto A°, por meio de difereptes rotagies. Desenhe trés pontos

i - F
f|ue prsbenim servir como gentros dessas rotagbes. Chame gsses pontosde P, Q¢ R

._I'-
-'.Ir.

3ty
\ /
Ao
{HP
]
.'r. i
A -
/ \
i
i
-'.r.
..I'.
i
A
D quantos gras ¢ a8 rotagio que tem P eonmd centin” !

Chual @ o sentido dessa rotagio”

localizando o centro de rotacdo — aplicacdes (sesséao 3, folha 2)

Propomos nesta folha a determinagé&o do centro em situagOes variadas de rotagéo de
segmentos, mobilizadoras da estratégia da interseccdo das mediatrizes ou do caso especia
gue se confunde com a reflexdo. Nao prosseguimos com figuras mais complexas, para néo
estender as atividades; considerando que figuras contém pelo menos dois pontos, a apropria-

¢do do conceito que permite a determinag&o do centro de rotacdo para segmentos € a chave
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para a compreensao de todas as situagdes mais complexas. Nos casos de reconhecimento de

centros de rotagdo, onde ndo é necessaria nenhuma construgdo, apresentamos o caso da rota-
¢ao de uma bandeira. Verificamos nesta folha uma queda de rendimento, principamente pela
turma IC. Entre as possiveis causas, poderiamos apontar a questdo do tempo, poisaturmalA
apresenta melhores resultados, possivelmente porque o transpel e as dobraduras no papel
vegetal abreviaram o tempo das operacoes de construcéo das mediatrizes. Mostramos, abai-
x0, com dobradura ndo visivel na reproducéo, a resolucéo correta de uma aluna do grupo 1A

paraa atividade 2:

Expligue porque O sdio @ o centra de nolagho
] "
it e sk rintumen G B SO D o enabids s M o Mefl In
1 O=mpmemps esifio desenhedos novamenie para vood poder achar o Geniro da mocagio

Ohaal & o sendide & o degulo de rtacio™ o N “Semina

L 13

Algumas dificuldades previstas se manifestaram, ndo necessariamente da forma espe-
rada. Por exemplo, os alunos foram capazes de encontrar o centro de rotagdo nas atividades
2, 3 e 4, mas muitos se confundiram na hora de medir o angulo de rotagdo, na turma IC. A
rotacéo global (transpel) se mostrou mais eficiente. Na atividade 5, contrariando um pouco
nossas expectativas, somente alguns alunos erraram ao considerar os trés pontos (M, N, P)
como possiveis centros de rotagdo. 1sso sugere que a propriedade interfigural da disténcia do
centro aos pontos correspondentes X e X', quaisquer que sgjam eles na figura original e na

imagem, respectivamente, foi assimilada pela maioria dos sujeitos (cerca de 70%). E interes-
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sante observar que certas estratégias podem nos surpreender. A resposta que reproduzimos, a

seguir, mostra uma resolucéo que acabou se revelando mais econdmica, pois a aluna (do
grupo 1C) ndo achou a mediatriz do pé das bandeiras, 0 que a obrigaria a tragar outra media-

triz, mas escolheu as pontas das bandeiras, 0 que leva a uma resposta imediata. Pura sorte ou

insight?
5 Inga qual dos pantos vermelhos ¢ o cenimo da rotegio do bandeirn AL com imagem A", nas duns
ANUARIES 0 SEHEIT

A A
\ b '

! d\ " - ‘I/<j

Q 4R K
=
=
| Resposta ponte <3 | Resposin: ponto gy ]

I'4 27

resolvendo problemas usando a rotacdo como ferramenta (sesséo 3, folha 3)
Para encerrar nosso conjunto de atividades, apresentamos aos alunos mais adiantados
afolha contendo os problemas mais desafiantes. Muito se fala nas transformagdes como fer-
ramentas para a resolucdo de problemas. Se o conceito de ferramenta é razoavel mente preci-
so, 0 de problema é mais elastico. Se, por exemplo, considerarmos que medir um angulo
numa rotagdo é um problema, e certamente isso € valido em certos contextos, entdo ja resol-
vemos muitos problemas ao longo de nossas sequiéncias. Entretanto, ha problemas muito
dificeis em Geometria, até para 0 matemético profissional, que podem ser resolvidos de ma-

neira extremamente elegante com o uso de transformagdes. Ao leitor interessado nesses pro-
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blemas, recomendamos a cole¢do de Y agloom, mencionada na bibliografia. Ocorre que nes-

ses problemas, que sdo problemas de Geometria, nem sempre esta claro que estratégia utili-
zar; em geral, podem ser resolvidos com outros métodos, como o da Geometria Analitica ou
Trigonometria. Somente com o dominio conceitual e prético das transformagdes é que sere-
mos capazes de utilizé-|as eficientemente como ferramentas. Dada a curta duragcdo de nossas
atividades, ndo seria de esperar que os alunos enfrentassem todos os problemas nesta folha
com sucesso absoluto. Nossa intencdo chegou a ser a de ndo propor essas questdes, dado que
0 pré-teste indicava que os estudantes possivelmente ndo a enfrentassem com éxito. Acaba-
mos decidindo aplic&la, para ocupar os alunos que estavam adiantados em relacéo a outros
colegas. Achamos interessante agregar esses resultados, mas deve ficar claro que alguns dos
sujeitos (8 alunos da turma IC contra 1 aluno da turma 1A), ndo chegaram sequer a pegar a
folha. Note-se ai a desafasagem entre as duas turmas. Examinando o trabalho dos estudantes,
observamos que eles mobilizam estratégias, métodos e ferramentas que ndo estdo necessari-
amente ligados ao conceito de rotacdo mas a outras concepgoes prévias ou que talvez tenham
se desenvolvido durante as atividades realizadas. Por exemplo, na primeira atividade, que
seria a obtencdo dos trés lados restantes do pentagono, para usar a rotacéo, o primeiro passo
seria achar o centro da mesma (compasso ou dobra). O passo seguinte seria determinar o
angulo de rotag&o, ou sgja 72° — na verdade, como h& uma simetria de rotagdo, basta trans-
portar o angulo sem saber quanto vale e a melhor forma de fazer isso € tracar a circunferén-
cia com centro no centro de rotacdo e passando por um vértice e, em seguida, transportar os
lados (com régua e compasso). Com o transpel, basta girar um lado até que um extremo sgja
levado no outro.Aqui ha uma interacdo muito forte entre os conceitos de rotacéo, congruén-
cia, simetria, angulo central de poligono regular e outras propriedades geométricas. Quatro
alunos do grupo IC e um do grupo IA valeram-se de uma propriedade bastante especifica do
pentagono regular (diagonais congruentes) para fazer sua construgdo com régua e compasso

— € uma solucdo criativa que ndo utiliza a rotacdo. Parece que, para 0 aluno do grupo IA,
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certamente o transpel ainda ndo adquiriu transparéncia, que ele encontrou na régua e com-

passo. Apresentamos a seguir uma dessas solucdes, feita por um auno do grupo IC.

1. Mo desenho abaixo | estiio represenindos dois lsdes consecutives de um penidgono rouuler

ARBCDE Termine de desenhar o pemtagonn usando roiagio

Houve dois alunos que desenharam um losango com régua e compasso a partir do de-
senho dado e dai determinaram os vértices do pentédgono. Um desses alunos era do grupo |A!
Curiosamente, uma aluna do grupo IC usou dobra para achar o centro da circunferéncia cir-
cunscrital Achamos que estd em jogo aqui a questdo da transparéncia decorrente do uso e da
interacdo socio-cultural: enquanto que a aluna pode ter ouvido um colega dizer que a media-
triz pode ser construida com dobradura, 0 outro ainda ndo se apropriou do uso do transpel.

O problema do rio pode ser resolvido, rigorosamente, com uma rotacdo de 180° e ne-
nhuma solucdo dessa natureza foi apresentada. Alguns alunos que entenderam o problema
(houve varios pedidos de explicaco do enunciado) acharam que o resolveram por tentativa e
erro; de fato eles acharam solugdes aproximadas. Poucos estudantes foram bem sucedidos na
questéo da classificagdo do quadrildtero obtido, que, sendo um paralelogramo, |ogicamente
também é trapézio, na atividade 4. Quatro alunos (dois IC e dois IA) responderam que era
losango, conclusdo indevida, pois se basela apenas na visualizacdo.A classificagdo dos qua-

dril&eros a partir das propriedades de lados e angulos traz dificuldades aos alunos.
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5.3.1 Considerac¢des adicionais sobre as atividades desenvolvidas durante as

sequéncias

Com relacdo as metas e expectativas que apresentamos para cada conjunto de ativi-
dades, os resultados obtidos, como seria natural pressupor, ndo se cumpriram de modo uni-
forme e, algumas vezes, se apresentaram de forma inesperada e ndo prevista. Entretanto, se
compararmos o indice de sucessos dos alunos com as metas propostas e o indice de sucesso
de nossa parte com relagcdo as expectativas que se concretizaram, podemos afirmar que as
sequéncias se desenvolveram de forma produtiva. Os dados colhidos e sua andlise podem
ressaltar aspectos que levem a melhoria do ensino e da aprendizagem da Geometria sob a
perspectativa das transformagdes, como iremos ver adiante. E bom lembrar que as atividades
transcorreram na presenca mais do pesquisador que do professor, tendo sido seu papel inter-
ferir apenas nos momentos em que 0s estudantes solicitavam esclarecimentos com relacéo a
interpretacdo de textos, vocabulario, definicdes de conceitos novos e procedimentos com
relacdo ao uso do material. Em varios encontros foi necessario chamar a atencdo para 0 uso
adequado do compasso, para 0 posicionamento correto do transferidor, para o posiciona
mento correto do transpel, para as estratégias de copia de figuras por meio do vegetal e para
a técnica da dobra do papel, na obtencdo da mediatriz. Como ja dissemos, houve uma situa-
¢cdo em gue o pesquisador expds verbalmente um conceito e verificou, através de perguntas
a0 grupo, se a nocao havia sido compreendida: foi quando se tratou do problema das medi-
das de angulos maiores do que 180°. Nas vérias situagdes de clara incompreensio por parte
do aluno, a interferéncia se restringiu a sugestdes ou indicagdes de pistas — em nenhum mo-
mento o pesquisador deu respostas prontas. No inicio das sequéncias, foi falado aos estu-

dantes que eles deveriam ler as folhas e trabalhar individualmente ou em dupla (quando ex-
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plicitado) e que o pesquisador e seu auxiliar iriam apenas o0 observar o desenvolvimento do

estudo, esclarecendo dividas conforme descrito acima.

5.3.2 Resumo dos resultados obtidos nas segiiéncias e sua analise

As sequiéncias IC e A sdo praticamente iguais em seu conteido, conforme ja exposto
no capitulo anterior. Entretanto, elas tém algumas diferencas fundamentais. uma dessas dife-
rencas esta na formulacéo de algumas atividades, na forma de apresentar alguns conceitos e,
essencialmente, na utilizacéo de instrumentos diferentes. A turma IC usou unicamente ins-
trumentos do Desenho Geomeétrico usual (sem os rigores da tradicéo cléssica, pois era per-
mitido o uso de esquadro e transferidor) e aturma lA foi encorgjada a utilizar outros instru-
mentos como palitos, fios, papel transparente para dobraduras e o transpel (veja modelo no
anexo 5), além darégua para tracar segmentos e compasso para desenhar circunferéncias.

A ordem de apresentacéo do conteido procurou se adequar a teoria psicogenética de
Piaget e Garcia (1983) relacionada aos niveis intra, inter e transfigural do desenvolvimento
do pensamento geométrico da crianca. Lembramos que neste estudo ndo se objetivou tratar
do nivel transfigural, por razdes ja discutidas. A sesséo 1, em que se procurou familiarizar o
aluno com o uso dos instrumentos, bem como fazé-lo retomar idéias geomeétricas elementa
res, tem um carater predominantemente intrafigural. As atividades iniciais, de tracados de
figuras geométricas elementares usando os instrumentos disponibilizados para cada turma,
ndo ofereceram dificuldade; entretanto, no tratamento da medida de angulos, surgiu uma
grande dificuldade que o pré-teste fazia antever. Aqui se torna oportuna a teoria da transpa-
réncia dos instrumentos utilizados no ensino e aprendizagem da Matemética, de Meira
(1998). De acordo com €la, o fazer sentido matemético, por parte da criangas, quando utili-
zam instrumentos fisicos, € um processo mediado pelo desenvolvimento de atividades e pela
participacdo dos usuérios (do instrumento) nas continuas praticas socioculturais. Ora, as ati-

vidades escolares prévias dos sujeitos desta pesquisa incluem o uso informal de instrumentos
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de Desenho Geométrico: régua (graduada), compasso, transferidor, esquadros. O uso do

transferidor para medir angulos em graus é praticado nas séries imediatamente anteriores. A
julgar pelos resultados apresentados, os alunos ainda ndo desenvolveram os significados
matemati cos rel acionados com as medidas de angulos utilizando transferidor. Por outro lado,
ndo se deve negar totalmente o valor da andlise formal da fidelidade epistémica no projeto e
no uso de um instrumento, segundo Meira (1998, p. 140); por isso, na hossa opinido, o dese-
nho dos transferidores que 0s sujeitos desta pesquisa utilizaram, muito comum no mercado,
ndo € adequado: a dupla escala e afata de guias para o centro do transferidor provocam difi-
culdade no seu uso. O transpel, que projetamos para ser utilizado pelo grupo IA, entre outras
coisas, deveria servir como instrumento para medida de angulos, sem os problemas que en-
contramos nos transferidores comuns. A desvantagem seria a sua novidade para os alunos,
gue nunca o haviam manuseado. Os resultados da seqliéncia, na sesséo 1, mostram que 0s
alunos desse grupo também encontraram dificuldades nas medidas de angulos. A referéncia
a objetos fisicos (como |&pis que giram ou palitos que formam angulos) néo parece ter me-
Ihorado o rendimento desse grupo em comparagdo com 0 outro, no que diz respeito a medida
de angulos.

A sessdo 2 das sequéncias foi projetada para introduzir os conceitos basicos das rota-
cOes, atraves da apresentacdo dos parametros sentido, angulo e centro, isoladamente, depois
combinados dois a dois e, por fim, os trés pardmetros simultaneamente. E importante subli-
nhar que, na realidade, € impossivel considerar apenas um parametro e ignorar 0s demais,
mas € possivel enfocar um ou dois de cada vez. Aqui, as duas turmas tiveram abordagens
distintas. No grupo IC, as atividades diziam respeito a figuras geométricas e a rotagéo foi
introduzida de forma ndo contextualizada, de forma que as construcdes fossem compativels
com 0 uso exclusivo da régua e do compasso. O desenvolvimento da sesséo 2 vai deman-
dando o uso crescente do pensamento geométrico no nivel interfigural, iniciado com a cons-

trucéo de significado para os termos original e imagem. Naturma lA, essaintroducdo € mais
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gradual, passando-se primeiro pela consideracdo do movimento de objetos fisicos, que tem

um caracter intrafigural (segundo Piaget e Garcia, 0s movimentos de objetos fisicos passam
a ter uma caracteristica interfigural a partir do momento que se consideram movimentos
compostos, 0 que ndo € 0 Nosso caso). Mostrou-se particularmente dificil atransicdo entre a
considerac&o de objetos fisicos e a abstracdo gue representa a rotacéo de objetos geométri-
cos, conforme atestam resultados da folha 2 e folha 3. Na folha 4, as atividades se igualam
(mesmo enunciado para todas as tarefas) e os resultados se alternam entre as duas turmas,
sendo que a obtencdo da imagem na rotacdo de segmentos foi melhor trabalhada pela turma
IA, indicando que o transpel, no transporte de figuras rotacionadas simples (segmentos e
tridngulos), se mostra mais produtivo que a régua e o compasso. No trabalho em duplas, du-
rante 0s encontros da sesséo 2, observou-se 0 que Meira (1998) registrou em seu trabalho: os
estudantes discutiam, as vezes veementemente, 0 uso do transpel no transporte de figuras;
com o grupo IC, essas trocas de idéias ndo se registraram com tanta freqiiéncia com relacéo
a0 uso da régua e do compasso. As atividades referentes a rotacdo da circunferéncia foram
muito bem conduzidas pelos alunos, registrando-se ai as melhores desempenhos da sequién-
cia, possivelmente justificada pelo fato de que o tracado de circunferéncias estegja intrinse-
camente ligada a estrutura do compasso (fidelidade epistémica) e o transpel, tendo adquirido
significado instrumental (transparéncia emergente), realmente facilita a compreensdo da ro-
tacdo global de figuras geométricas. A folha 5 teve resultados desastrosos paraaturmalC, ja
gue as construcdes mais elaboradas de rotagfes, usando régua e compasso, demandam muito
mais tempo que as rotagOes globais facilitadas pelo transpel. A turma IA produziu muito
mais, no periodo de tempo mais ou menos previsto para essa folha de atividades.

Na sessdo 3, onde se exploram as nocdes relacionadas com o centro de rotagdo, en-
volvendo o raciocinio interfigural mais elaborado, as duas turmas comegaram relativamente
bem, com ligeiro predominio do grupo IA. Na segunda folha, onde se exploram situacdes de

rotacdo de segmentos e determinagéo dos centros, a turma |A esteve bastante a frente da
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turmalC. A dobradura para obtencéo das mediatrizes parece ter dado um significado maior a

atividade da obtencdo do centro; € possivel que isso tenha ocorrido no seio das discussdes e
atividades na sala, pois mesmo ndo estando mais em duplas, houve interagdes entre os estu-
dantes da turma lA. Isto ocorreu em menor grau na turma IC, que supostamente dominava o
uso do compasso, visto como o instrumento ideal para o transporte de distancias. Esses dois
ultimos fatos suportam a teoria de Meira (1998). Finamente, a Ultima atividade da sequén-
Cia, aberta apenas aos estudantes mais adiantados, também foi enfrentada com maior desem-
penho pela turma 1A, privilegiada pelo uso do transpel na obtencé&o das imagens por rota-
ces. Acreditamos que essas atividades estejam num nivel bastante elevado do pensamento

interfigural, em conex&o com a competéncia no uso dos dispositivos fisicos a disposi ¢do.

5.4 Resultados e analise do pés-teste

O pos-teste compods-se de 23 questdes, das quais algumas iguais, parecidas ou con-
ceitualmente equivalentes a questdes do pré-teste (questdes 4, 5, 12, 15 e 21) ou das seqiién-
ciasIC ou IA (questbesde 1 a 3,9 a 10, 14, 16 a 20, 22). As demais questdes, ndo obstante
tratarem de situacfes ou conceitos vistos nas sequéncias, tinham formatos diferentes (ques-
tbes 6 a 8, 11, 13, 23). As questdes do pbs-teste foram exatamente as mesmas para as duas
turmas (veja anexo 4). Recordamos que o pos-teste foi realizado apos 40 dias do ultimo en-
contro realizado com 0s sujeitos.

Para ndo estender demasiadamente nossa exposicao, iremos exibir e interpretar ape-
nas os resultados que nos parecerem relevantes, agrupados segundo o parametro ou parame-
tros a que se referem, sempre que possivel. Por exemplo, se o rendimento no pos-teste foi
superior a 70%, mas em atividades semelhantes ou no pré-teste isso ndo ocorreu, achamos
pertinente fazer referéncia a esse fato, revelador da aprendizagem em algum momento do

desenvolvimento das seqiiéncias. Somente em situacOes especiais iremos apresentar resulta-
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dos acima de 70% obtidos em atividades equivalentes nas sequiiéncias e no pos-teste, a ndo

ser que sejam indicadoras de algum fato relevante para nossa pesquisa.
Nos gréaficos comparativos a seguir, adotamos a seguinte convencao:

» resultados do pré-teste: colunas marrons,

* resultados do pés-teste: colunas azuis (IC) e colunas amarelas (1A);

« resultados da seguiéncia: colunas verdes (IC) e colunas vermelhas (1A).

Somente alguns desses gréaficos apresentardo os trés tipos de resultados.

sentido da rotacéao

O sentido da rotagdo, como um aspecto isolado do conceito de rotagéo e relacionado

com o0 movimento de objetos fisicos, como os dos ponteiros de rel0gios ou de engrenagens

separadas ou acopladas, € uma noc¢do interfigural e ndo exige nenhumaferramentafisica para

ser trabalho. No pos-teste, dificultamos um pouco a situacdo em que o0 conceito intervinha.

Eis arespostade um aluno (I1A):

|  Haod=:,
! — el x [

3 Em que sentido gira a engrenagem B7

Resposta: Ela gira no sentido | §.. | _ g
LOFTh— mpltars |

B P
. Cologue flechas mostrando as sentidos em qgue iFAm s f;ﬁ- L
engrenagens A ¢ B 8 s 1k
AR I |
- i 1 ) 2 . Bh M, o b
2 Complete: A engrenagem C esta girando no 2entido P, A
X | e
T ey B T

O indice de sucesso para as questdes acima foi superior a 75%, sendo o do grupo IA maior

do que 85%, invertendo a situagdo observada no desenvolvimento das sequéncias, onde a

turma IC tinha sido um pouco melhor. Recordamos que, nas sequiéncias, o indice de sucesso

esteve acima de 70%.
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medida de angulos

A questdo 4 do pés-teste foi proposta para verificar se a habilidade de medir angulos
estéticos, com o uso do transferidor (IC) ou transpel (1A), havia melhorado em comparagéo
com as insuficiéncias observadas no pré-teste e mesmo durante as sequiéncias. Observando 0

grafico, podemos concluir que houve progresso, particularmente no que tange a medida de

angul os obtusos.

Gréfico 5-12: medida do angulo no pré e no pés-teste

100% ‘

90%
80%

70%

o 30° 180° 12¢°

Entretanto, o transferidor, mais que o transpel, oferece ainda dificuldade para angulos obtu-

sos (ndo o raso), conforme resposta abai xo:

4 s dngulos abaixo sio formados por palitos ou segmentos de reta. Escreva 8 mexdida de
cada um deles no quadro mais proximes

| | -
L B A0 ' L R

Como vood fez para medir o8 dngulos?
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sentido e medida de angulo: rotacdo de um objeto fisico e figura geométrica

Obedecendo a ordem em que os conceitos foram sendo introduzidos, na questdo 5
pede-se para imaginar o giro de um lapis no sentido anti-horario e mostrar sua posi¢ao antes
e depois do giro (pensamento intrafigural). No pré-teste ha uma questéo parecida, onde ndo
se menciona o sentido e entéo a intencdo era verificar se 0s sujeitos poderiam considerar a
medida de 270°, o que n30 ocorreu; 55% dos estudantes acertaram a questdo, considerando
apenas 0 angulo reto. No pos-teste, 0 sentido € pré-estabelecido e a resposta sd pode ser 90°.
E interessante verificar que trés alunos da turma |IC escreveram 270°, mesmo contrariando a
informacdo do enunciado, mostrando que, em dadas situactes, um maior “conhecimento”
pode favorecer a ocorréncia de erros. Outros trés estudantes, da mesma turma, responderam
180°, dando aimpress3o de que ndo pensaram em rotacdo. O indice de acerto daturma IC foi
de apenas 53%. Por outro lado, aturma A teve 100% de acerto. E possivel que o tratamento
de situacdes analogas na sequéncia |A (rotagcdes de figuras representando lapis) tenha favo-
recido esse resultado.

Esse maior rendimento, talvez por razéo analoga, se repete na questdo 7, em que se
pede o0 angulo e o sentido da rotagéo de um palito (100% nos dois itens naturma lA, 94% e
88%, respectivamente, naturmalC).

0 centro de rotacédo no giro de um objeto fisico

A questdo 6 é contextualizada e se refere ao giro de um palito sobre outro, onde o pa-
rametro em destagque € o centro de rotagdo. A turma A teve contato com atividades envol-
vendo situacdo parecida na sequiéncia, mas a turma IC ndo. Entretanto, os indices de acerto
foram de 88% para ambas as turmas!
andlise de configuracdes envolvendo sentido, angulo e centro

As atividades com rotagfes geométricas, em nosso estudo, que ndo sejam de constru-
¢Oes, podem ser, grosso modo, divididas em tréstipos: a) aguelas em que se apresenta a figu-

raorigina e a figura imagem, numa rotacdo, sendo o desenho suficiente para que se deter-
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minem os parametros sentido, angulo e centro, notando-se que se 0 desenho estiver correto,

ndo ha o que falar sobre a congruéncia das duas figuras. €la € necessaria; b) aquelas em que
Se apresentam 0s parametros juntamente com a representacéo completa da rotagéo, e se soli-
cita do auno que verifique se as informacfes sdo compativeis, justificando suas conclusdes,
C) e as atividades em que o auno deve escolher, entre varios possiveis, os elementos que se
gjustam a uma rotacdo determinada. Em geral, nessas atividades, algum parametro do enun-
ciado ndo se verificano desenho, mas é possivel apresentar situacbes em que 0 proprio dese-
nho ndo pode representar uma rotacdo (por exemplo, figura original e figura imagem néo

congruentes).

A questdo 8, dotipo a), representaarota
Gréfico 5.13: discriminacédo de sentido,
angulo e centro; emprego do termo “imagem”,
na rotacdo de uma bandeira.

¢do de uma bandeira, que pode ser considerada um

100%

objeto fisico ou uma figura geométrica. Ao exa- |

80%

70%

minar os resultados ao lado, fica patente que a

60%

50%

identificacdo do centro de rotagdo apresentou difi- | 4o
30%

culdade para a turma IA. Alguns aunos res- | 2

10%

ponderam A ou A’ e um aluno escreveu “ponto”.

s £ fF 3
, g - -
Também apresentou dificuldade para esse grupo o g S £ ﬁ_j’”
$ ;
£ = Le
5%

item que verificava a denominagéo utilizada lar-

gamente nas sequéncias para nomear a figura resultante de uma rotagéo (no sentido intuiti-

VO0), OU Sgja, aimagem. Observe uma resposta de um aluno (1A):

§. O desenho abaixo mostra duss bandeiras igusis. Por meio de alguma rotagio, a bandeira
A comncide com a bandeira A°

Drescreva essa redagio dizendo qual € o sew j
T A

sentido | ‘Copaon S |

a | X o

angulo |

centro de rotacio | ||'.' : A

Complete: A bandeire A" ¢ a b, I da bandeirn A
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A questéo 9, do pds-teste, pode ser classificada como uma atividade do tipo b). Nela

se apresenta a figura original e os parametros. sentido, medida, centro. Em seguida, apre-
sentam-se seis configuragbes completas supostamente representativas dessa rotacdo, nas
quais, exceto uma, existem incorregdes. O trabalho do estudante, levando em conta as infor-
magdes do problema, consiste em apontar os erros e justificar sua resposta. A turma IC teve

desempenho satisfatério, mas a turma A ndo foi bem em todos os itens, conforme indicado

nailustracéo a seguir:

Acertou [] Errou [J
1C: 82%

1A: 38% Seerrou, explique qual foi o erro:

Y

Carla

Acertou [ Errou [J

IC: 7% K /0 Seerrou, explique qual foi o erro:

1A: 63%

Lucas

Acertou [ Errou [J

1C: 88% O\ /0 Seerrou, explique qual fai oerro:

1A: 69%

Alex

O baixo indice de acerto daturma |A no item relativo ao sentido de rotacéo talvez tenha sido
causado pelo uso desnecessario do transpel, que pode ter induzido ao erro em fungdo dare-
latividade do movimento. A outra situagdo em que a turma IA também néo teve um bom
desempenho é a aquela em que o erro esta no centro de rotagdo; talvez, devido ao tamanho
da figura, o transpel possa ter atrapalhado a discriminagdo visual do estudante. O terceiro
item, que envolve o discernimento entre rotagéo e reflexdo, bem como a de medida do an-
gulo (portanto, com dois erros) foi considerado certo pelos estudantes que apontaram pelo
menos um dos dois erros; na verdade, apenas dois alunos, da turma IC, apontaram os dois

erros: 30% deles viram o erro na medida do angulo e 41% viram na orientagao da bandeira
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(reflex&o); dos alunos da turma IA, 19% anotaram a medida do angulo e 50% apontaram a

reflex8o — proporcionalmente, sG0 mais sensiveis ao aspecto visual da figura, algo que o
transpel privilegia. A problematica da transparéncia dos manipulativos aparece claramente
neste teste.

A questdo 10 é do tipo a) e trata da rotagdo de um unico ponto (portanto, mais intrafi-
gural que interfigural). A turma IC esteve abaixo da meta e isso somente pode ser explicado
pela ndo aquisicdo completa do uso do transferidor (em situacbes mais complexas): 6 estu-
dantes da turma IC escreveram 30° na medida do angulo de rotacdo do ponto, onde deveriam
ter escrito 150°. Na turma IA, apenas um estudante errou a medida do angulo (ele escreveu
120°). Em ambas as turmas, a discriminacéo do sentido de rotac&o teve resultados abaixo do
que se poderia esperar — 6 alunos da turma IC e 5 da turma |A disseram que o sentido era
anti-horario! — fato que reforca a hipotese de que conceitos supostamente dominados em
situaces simples, ndo o0 sdo em situagdes complexas e que a transparéncia dos instrumentos
utilizados € algo que exige tempo de uso significativo.

Na questdo 11, do tipo c), aturma IC (59%) encontrou maior dificuldade do que a
turma IA (75%) e tratava da escolha, entre varios pontos dados, de um que servisse como
centro para uma dada rotacdo de um ponto M (todos os pontos pertenciam a mediatriz de
MM?’). Cinco alunos deixaram esta questdo sem responder, levantando a suspeita de que o

enunciado poderiater oferecido dificuldade adicional.

Naquestdo 13, do tipo &), os resultados para cada turma

100%

90% s80 muito discrepantes no item referente a medida do angulo de
80%

70%

rotacao (gréfico ao lado). Onde se pedia o sentido da rotagdo de

60%

o0 um segmento, dados centro, segmento e imagem, o indice foi

40%

30%

- razoavel. A turma IC errou muito o item em se que pedia o

Gréfico 5 -14: sentido e angulo de rotacéo,

dado segmento e sua imagem

10%

angulo de rotacdo, mas o problema ndo era necessariamente

&"Uiga
gy o)
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conceitual: 5 alunos responderam 80°, 0 que mostra novamente a questdo da dificuldade da

leitura do transferidor (a rotacdo era de 100°). Quatro estudantes dessa turma confundiram-
se, respondendo 20° ou 60° (mediram partes ndo correspondentes de pontos e imagens). Na
turma lA, trés estudantes demonstraram confusdes parecidas, ou sgja, mediram, tendo o cen-
tro de rotagdo como vértice, angulos formados por segmentos com extremidades que ndo se

correspondiam narotacdo. Mostramos a seguir a resposta de um aluno IC:

A
13, Mo desenbo po lado, o segmento A'R" ¢ a imagem do B
weprmento AR, ma rotacEo &0 redor do ponto 0 Lhea ;||.|.'|| t E
; ; &
a) o sendido da rodagho | | F
i il ¥
b1 o dngulo de rotagio | ! n
| Q

A questa) 15, do tlpo C) assemelha-se a uma Gréfico 5.15: escolha, entre varios pontos,

do centro correto de rotagdo da bandeira.

atividade das sequéncias e tem uma equivalente no pré- | o0
90%

teste. Examinando o gréfico de resultados (convengédo 80%
70%
de cores na pagina 159), convencemo-nos de que 0S | %
50%

estudantes progrediram, ndo obstante aguns terem 0%
30%

20%

deixado de responder ou feito alguma confusdo. O .

importante € que todos os que acertaram justificaram centro justificativa

correto

corretamente sua agao.

A questdo 17 opera com o conceito de rotacdo de 180° e simetria central. Desgjavar
mos avaliar se 0 auno tinha desenvolvido habilidade suficiente para, com uma simples ins-
pecdo visual, determinar se a configuracdo se trata ou ndo de simetria central. A justificativa

exige uma elaboracdo maior. Observando os resultados notamos a vantagem do uso do trans-
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pel neste tipo de situagdo (100% dos alunos IA acertaram, contra 70% dos aunos IC). Apre-

sentamos a resposta correta de um aluno IC, abaixo:

I17. Lociama desenhoy no sew cadernp 8 imagem da roiagho de [BY de um guadnlaters
ARCD a0 redor do ponto O Observe o desenbo no seu coderno e diga se els fez corre-
inmenie a rotagio. Caso ofa tenha evrado, diga qual foi ou quais foram os seus gmos

- q

b ——— & = — L mm ————

Escreva aqui 5eus comentanos

sentido, angulo, centro e congruéncia nas situagdes de construcdo de ima-
gens

A primeira questdo do pos-teste dessa natureza (questéo 12) é semelhante a questdo
do pré-teste que se refere a rotagcdo de um Unico ponto, entrando em jogo os trés parametros:
sentido, angulo e centro de rotagdo. Deve ser levada em conta, quando a resposta do aluno
ndo da margem a duvidas, a ndo observacdo da propriedade AO = A’ O. Os resultados, acima
de 80% para aturma IC e acima de 75% paraaturmalA, traduzem o progresso obtido pelos
sujeitos, principalmente no que diz respeito a consideragdo do centro de rotacdo e a proprie-
dade mencionada acima.

A questéo 14 consistia na escolha de um centro de rotagdo, dados um ponto A e sua
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imagem. Essa questdo foi resolvida por todos os estudantes, que acharam um ou mais pon-

tos, mostrando que a nogdo da mediatriz como um Ig de possivels centro de rotacdo, de ca

rater interfigural, foi devidamente apropriada. Mas, na segunda parte, onde o aluno deveria

justificar sua construcdo e medir o angulo da rotacdo que tinha inventado, os resultados cai-

ram: 59% paraaturma IC e 63% paraaturmalA. Eis aresposta correta de um aluno do gru-

po IC:

i o desentho abaivn, o ponio A pode ser lEvado mie oo A pow Indermedne de ama fie
chir Deesenhe am ponbo O que podenia -l:|;‘--l Gt CETHTT O TR ECA
II §
\
1
1
. \
A
L]
1
1
1
1
Fsrrwn como vool achoo o pono O o diga 36 quaniog grus e exa poiacho
4 e Wi 0 FeedOuCTan LAENT . mii ny ALAD AT |
¥ 1 et i iy i ]:u 1 I."Lﬂ'q‘_.bgl (B RN T T __,'1..-.-
o DAL bl oy e B oAl wanad e T rrigyal i
s aldpeilds v opirebs Ol B despbbu o7 all 3w S sl

A questdo 16 teve indices de acertos muito baixos: 30% (IC) e 45% (I1A).Observando

100%
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

Grafico 5.16: determinacao do centro de as construgdes dos alunos, verificamos que houve con-

rotac@o e medida do angulo de rotagéo
de um segmento, nas sequliéncias e no

pos-teste fusdo no momento de desenhar as mediatrizes que in-

teressavam (ou de fazer a dobra, no caso dos alunos da

turma |A), pois vérios ligaram os pontos errados, ob-

tendo retas que ndo poderiam dar o centro de rotagéo.

Este tipo de dificuldade ja tinha se manifestado nas

sequéncias. O grafico mostra os resultados nas duas

angulo

situagdes. As dificuldades parecem relacionar-se com o caréter interfigural do problema,

incluindo a quest&o da rotacéo global ou semi-pontual, juntamente com a transparéncia do

material: o transpel facilitou um pouco mais que o transferidor, mas, ainda assim, os resulta-
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dos sdo deficientes.

Na questéo 18, que trata da constru¢éo da imagem da rotagdo de um tridngulo, o tra-
balho da turma IC é maior, pois os aunos devem obter imagens por rotacdo de trés pontos,
para depois desenhar o triangulo; a turma |A basta decalcar e girar trés pontos no transpel.
Os resultados foram analisados com relac&o aos seguintes aspectos da rotagcdo: sentido (horg
rio), medida do angulo de rotacdo (120°), centro de rotacéo (as distancias XO, X’O devem
ser iguais) e isometria (congruéncia de ABC e A’B’C’). Essa questdo € muito parecida com
uma das atividades desenvolvidas nas segiiéncias; em ambas as atividades, o desempenho
das duas turmas foi satisfatorio, acima de 75% (com excecdo do item relacionado com o
sentido de rotagdo, para aturma lC, com indice de 65%).

O teste 19, parecido com o das sequéncias, envolve um grau razoavel de atencéo,
dominio da linguagem simbdlica e, certamente, apropriacéo do conceito de rotacéo e todas
suas propriedades, nos niveis de pensamento intrafigural e interfigural. Existe uma certa os-

cilagéo na posic¢ao entre os dois grupos, conforme observamos no gréfico abaixo:

Gréfico 5.17 : conservacéo de distancias e angulos
na rotacéo de um triangulo

100%
90%

80%

70%
60%

50%

40%

30%

20%

10%

Entretanto, as diferencas realmente significativas ocorrem somente no item c, que se
refere a congruéncia dos lados correspondentes AB e A’B’ do tridngulo original e sua ima-
gem. Parece que essa diferenca esta ligada & maior percepcao da figura global que o transpel

favorece. No gréfico de resultados, eliminamos o item b, cujo indice de acerto esteve acima
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de 75% nos dois grupos. Digno de nota € o menor rendimento nos itens d,e,f por ambas as

turmas. No item d parece que a palavra “diferente’ causou a dificuldade; nos itens ef talvez
os aunos tenham se atrapalhado com a linguagem (representacéo de angulo, a palavra “con-
gruente”) ou realmente a dificuldade sgja a visualizagéo e a correspondente medida de cada

um dos angulos referidos. Vejamos a resposta de um aluno para ambas as questoes.

18, Mo desenbho absisg estd represenlado o tanguks ABC @ wm ponto (3, Desenhe o fridn-
gulo A'HL, imagem do tnanguio ABRC na rotagio de 1207 ao redor do pomna O no sen-
islo boning. Faga seu desenho de formn gue A7 scja imngem de A4, B sgja lmagem de B
e ', aimagem de C

A %

,r'. G E
A
# P |

F / l"'.l
5 ..-"".- lI|I
.l.-._ - II
"'J-";_l A e ) '::-
19 Coloque % ou F entre purépiess, confornee a alirmagdo seys verdadeira ou falsa As

nfirmagdes refienem-se i rolsckn acma

ah A disidncia OB ¢ igual & distdncza OB (4 |

Bl A destdénesa (08 € igual a disténcia OA (6

o A distdncia AR & jpunl & disiincia A'B" (4 )

d) A dischneta OA & diferenie da distincia O [y

e O npulo ADA" & conpruente an jingubs BOB" (1 )

1} O Engualo BAL ndlp & comgruenle ao dmgulo [I.-'I, Coof J

gl Se o tndnpulo ABC girar 1207 80 redor de (3 nio senisdo boririo, entda irf coincidir com o
!ri.:l"|u||||'| ATBA (s

A questdo 20, referente a rotacéo de uma circunferéncia ao redor de um ponto exteri-
or a mesma, ja foi apresentada nas sequiéncias. Nestas, o rendimento foi bastante ato e no
pos-teste, apesar de menor, foi bastante satisfatorio também, com excecdo do item
relacionado a medida do angulo de rotacdo, que, no grupo IC teve um indice de 59% de
acerto, apenas. No grupo IA o indice foi de 94%, o que parece indicar que o transpel

favorece a medida de angulos no momento de construir imagens por rotacao.
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A questéo 21 do pos-teste € igua a parte
Grafico 5.18: construcdo do simétrico de um quadrado
por rotag&o de 90°

B da questdo 20 do pre-teste e consiste nacons- | | .

90%

trucdo da imagem de um quadrado, quando a | 4,
rotacdo é simétrica (simetria de rotagdo de 90°). ;:j
O gréfico 5.18 mostra os resultados obtidos nos ﬁi
itens centro, angulo, isometria e construcao final ZZ
10%

no pré-teste e no pos-teste. Notamos aqui um —

centro angulo isometria

progresso bastante grande por parte dos estudantes com relacdo ao fato de, apos uma rotacéo,
afigura poder ficar no mesmo lugar, ou em termos mais técnicos, aimagem coincidir com o
original; varios estudantes colocaram outras |etras para se referir aos pontos imagens.

A guestdo 22, referente a construcéo de um hexagono regular, deixou de ser resolvida
por apenas um aluno da turma IC, no que diz respeito a forma. Quanto a congruéncia da fi-
gura, 3 alunos daturma IC e 1 auno da turma IA desenharam lados ou angulos com tama-
nhos visivelmente diferentes.

A questdo 23 explora vérios conceitos e habilidades. Na verdade, o enunciado apre-
senta uma quantidade de dados maior do que 0 necessario para 0 aluno resolver a questdo.
Por exemplo, a medida de 70° para a rotagio maxima poderiater sido omitida, pois a rotagdo
supostamente termina no momento que a bola toca a parede. NOs mantivemos os trés dados
(sentido, centro, medida) parafixar as parametros de rotacao.

Apesar do aspecto contextualizado e aparentemente complexo da situacéo, os alunos
tiveram bom desempenho; 71% daturma IC e 81% daturma A deram respostas numa faixa
aceitavel (entre 1,8 e 2,5 metros). Na turma IC, um aluno néo fez, outro deu resposta 3 me-
tros (0 que ndo era possivel), outro respondeu “horario” (demonstrando que ndo entendeu a
pergunta) e outro respondeu “90°, resposta também inadmissivel. Na turma IA, um aluno
fez um segmento ligando a bola no chdo até a bola na altura de 3 metros, outro desenhou

certo mas escreveu erradamente a resposta (1,5 metros) e outro simplesmente escreveu uma
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resposta aceitavel (2,5 metros) mas ndo deixou nada desenhado. Reproduzimos as respostas

dadas por dois alunos dos grupos |A (a esquerda) e IC, respectivamente.

D e S Ay e
i s TR G kb R e bl e e e s
ks dat wm wur i do g ¥

Slamee AT e ERCE-CR MW S R il gl gk g e s gaen g
i Y T i [T .
T

I LLL

e Al S R d i T e e A it el b B aew e e f

P o 9 0 0 o Wi b i Sk i s Ol
ClnEhn g e e 1

5.4.1 Resumo dos resultados e anélise do pOs-teste

Vamos fazer uma sintese dos resultados, de forma gque se possa comparar o desempenho das

turmas IC e |A no dominio de cada um dos parametros da rotacéo (sentido, angulo, centro) e

na observacao da congruéncia.

N N
100% 100%
90% 9% |1 [ —]
80% 80% — = — —
70% 70% —
60% 60%
50% 50%
40% 40% —
30% 30%
20% 20%
10% 10%
S
1 2 3 7 8 9 10 12 1318 20 21 1 2 3 7 8 9 10 12 1318 20 21 i’
Gréfico 5.19: sentido da rotagéo - turma IC Gréfico 5.20: sentido da rotagdo - turma IA

O sentido da rotagcdo € uma no¢do dominada pelos sujeitos (observe os gréficos 5.19
e 5.20), se a considerarmos separadamente, sem levar em conta 0s outros parametros. O Uni-
co resultado que contrariou esta constatagdo foi 0 baixo indice obtido pela turma IA na

guestéo 9, onde o uso desnecessério do transpel talvez tivesse confundido o aluno pelarela
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tividade do movimento: o transpel deveria girar no sentido anti-horario, mas se o fixaramos e

fizermos afolha com o origina girar, o sentido seré contrario (56% dos sujeitos acharam que
a configuracao estava corretal). Este fato chama a atencdo para a questdo da fidelidade epis-
témica dos instrumentos (isto €, aguela diretamente relacionada com as qualidades intrinse-
cas dos instrumentos): é possivel que uma andlise a priori dos atributos de um dispositivo

nao consiga prever eventuais desvios que o ambiente e a agdo do usuario possa imprimir a

ferramenta.
100%

100%,]\
90%

90% —
80% —

80%

70%
60%

70%
60%

50%
40%

50%

40%

30%
20%

30%

20%

10% 10%

rd
4 5 7 8 9 1012 13 1416 18 19 20 21 19

4 5 7 8 9 1012 13 1416 18 19 20 21

Gréfico 5.21: medida do angulo de rotag&o - turma IC Gréfico 5.22: medida do angulo de rotag&o - turma IA

A medida de angulos ainda oferece alguma dificuldade (gréficos acima), principa mente nas
atividades referentes a rotacdo de segmentos (questdes 13 e 16). E interessante observar que
as medidas dos angulos de rotacdes de pontos (questdes 10 e 12) tiveram indice de acerto
consideravelmente superior ao das medidas em rotacfes de segmentos. Uma possibilidade a
considerar € que a configuracéo na rotacdo de ponto talvez possater umainterpretacdo intra-
figural (mede-se um Unico angulo, definido pelos trés pontos), enquanto que a rotacdo de
segmentos, como relacdo interfigural, talvez traga dificuldades adicionais. Do ponto de vista
da fidelidade epistémica, seria de se esperar que o transferidor fosse o instrumento mais ade-
quado para medir angulos, pois € a ferramenta projetada para isso. Se concordarmos com
Meira (1998), que a transparéncia emerge no contexto das atividades socioculturais das cri-
ancas, como € o caso das atividades na sala de aula, também seria de esperar que os alunos
do grupo IC néo tivessem muitos problemas com o uso do transferidor. Entretanto, obser-

vando os resultados acima, observamos o melhor desempenho da turma IA neste tipo de ati-
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vidade. E possivel que a transparéncia na fidelidade epistémica e a transparéncia como um

indice de acesso ao conhecimento e atividades (Meira, 1998) ndo se excluam mutuamente:
ao projetar o transpel, tinhamos uma certa expectativa de que 0 mesmo, pelas suas carateris-
ticas, pudesse facilitar a agdo de medir angulos, uma vez que os sujeitos tivessem aprendido
a usalo. De fato, como vimos na andlise das sequiéncias, 0s primeiros momentos de uso do
transpel causaram dificuldades, mas, aos poucos, principalmente nas discussdes em duplas,
0s sujeitos foram se tornando habilitados no seu uso, embora, ocasionalmente, 0 seu Uso te-

nha mostrado-se inadequado em situagdes posteriores.

100%1\

90%

100%
90%
80%

80%

o 1T

60%

70%
60%

50% 50%

40%

40%
30%

30%

20% 20%

10% 10%

6 8 9 11 12 1415 16 18 19 20 21 6 8 9 11 12 14 15 16 18 19 20 21

Gréfico 5.23: centro de rotagdo - turma IC Gréfico 5.24: centro de rotagéo - turma IA

De acordo com Piaget e Garcia, 1983, a apropriacdo da no¢do de mediatriz de um
segmento pressupde que o aluno tenha atingido o nivel interfigural; em comparagdo com
outras atividades envolvendo o nivel intrafigural, poderiamos esperar maior dificuldade dos
estudantes nas atividades que envolvessem, de alguma maneira, a determinagdo do centro
numa rotacédo; de fato, os resultados do pré-teste apoiam essas idéias, mas no desenvolvi-
mento das sequiéncias isso foi muito atenuado. Observando os gréficos acima, vemos que as
duas turmas mostraram-se competentes em relacdo a no¢do na maioria das situacdes apre-
sentadas, com sucesso até maior do que no tratamento da medida de angulos. Entretanto,
alguns desvios significativos se apresentam. A questdo 16, da determinacdo do centro de
rotacéo de segmentos, envolve diretamente o problema da mediatriz como lugar geométrico
e ainterseccdo de duas mediatrizes como o ponto, quando existe um Unico, que soluciona o

problema. Nessa questdo, apenas 29% dos alunos da turma IC lograram éxito, enquanto que
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o indice de acerto para aturmalA foi de 44%. Isso nos faz pensar que a transparéncia como

fidelidade epistémica deve ser realmente vista com cuidado, ja que o compasso, pelas suas
propriedades intrinsecas, deveria privilegiar esta nogcdo da mediatriz como um conjunto de
pontos com uma propriedade bastante clara de distancia. Nossa expectativa era de que o gru-
po IC pudesse adquirir maior competéncia ao enfrentar as situagdes propostas de determina-
¢do dos centros de rotacéo. Por outro lado, ndo devemos apressadamente concluir que o gru-
po IA, ao usar dobradura, pudesse ter dado um maior significado a mani pulagdo, fazen-
do emergir sua transparéncia, pois dos 7 estudantes que acertaram, 4 usaram dobradura mas
3 usaram régua e compasso. Na verdade, este fato ndo contradiz a tese de Meira (1998), ja
gue o compasso faz parte das atividades escolares usuai s desses sujeitos e pode, para eles, ter
adquirido alguma transparéncia anteriormente. O mais prudente talvez seja considerar que 0s
diferentes individuos tém diferentes ritmos de aprendizagem e diferentes formas de construir
significados.

Ainda com relacdo ao problema do centro de rotacdo, observamos resultados dife-
rentes na questdo 11, onde a turma IC esteve abaixo do desgjavel, ao contrario da turma IA
que teve um desempenho razoavel. E possivel que o transpel facilite este tipo de atividade,
pois ele favorece um posicionamento mais rapido do angulo formado pelos trés pontos (M,
M’ e O) eisto é uma gqualidade intrinseca da ferramenta. Uma grande discrepancia entre os
resultados das turmas IC e |A se revela na questdo 8, pois quase todos da IC determinaram o
centro de rotacdo e somente metade dos alunos da IA o fizeram.Uma hipotese plausivel seria
a de gue o transpel, posicionado sobre a configuracéo, ocultasse o ponto vermelho, repre-
sentando o pé da bandeira original e de sua imagem, provocando alguma confusdo; alguns
alunos daturma lA, por exemplo, responderam que o centro da rotacdo é A (letra usada para

representar abandeira original).
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Gréfico 5.25: isometria - congruéncia das figuras Gréfico 5.26: isometria - congruéncia das figuras
original e imagem - turma IC original e imagem - turma IA

No pOs-teste, a avaliagao da nocéo de isometria da rotacéo somente pode ser feita nas
atividades que envolvem a construgdo da imagem de uma rotagdo ou entdo naguelas que
exploram configuracfes dadas, onde o sujeito deve apontar falhas, entre as quais pode estar a
ndo congruéncia entre original e imagem. De uma maneira geral, conforme atestam os gréfi-
Cos acima, o0s estudantes estavam conscientes da necessidade da congruéncia. Como pode-
mos verificar, 0 menor indice, ocorrido na turma IC, estd mais ligado a um problema de lin-
guagem do que propriamente a uma ndo aquisicdo do conceito de isometria. E, conforme
consideracOes prévias, o0 transpel parece ser um pouco mais eficiente que a régua e o com-
passo nas producdes que dependem dessa nogao.

A tabela a seguir pode auxiliar numa sintese quantitativa dos dados apresentados nos
graficos de 5.21 a 5.26. Ela apresenta as médias dos indices de sucesso calculadas para cada

parametro e cada turma.

médias percentuais

turmalC |turmalA
sentido 79 82
angulo 69 83
centro 76 80
isometria 78 89

Como se V&, os resultados globais sGo muito proximos, com a maior diferenca re-

caindo nas atividades envolvendo medidas de angulos. Desse resumo, pode-se inferir ligeira



176
vantagem dos alunos do grupo |A no desempenho no pés-teste, em todas as categorias de

competéncias e habilidades que estabelecemos para nosso estudo. No pré-teste, onde ndo

havia a divisdo em duas turmas, a tabela correspondente apresenta os seguintes valores:

médias
percentu-
as
sentido 63
angulo 47
centro 35
isometria 39

O maior progresso verificado diz respeito ao centro de rotacdo e a congruéncia da
figura origina e daimagem, conceitos mais distantes dos conhecimentos prévios dos alunos

(acongruéncia, no sentido de que a rotacéo preservatamanho e forma).
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CAPITULO 6

6.1 Respostas as questdes da investigacdo e algumas conclusdes

No final do capitulo 3 apresentamos seis perguntas, relacionadas com a questdo mai-
or de que se ocupou esta investigacdo. Vamos reformular as consideracdes feitas naquele
momento, a luz do resultados e andlises desenvolvidos ao longo deste trabal ho.

Astrés primeiras questOes eram:

1. Existem evidéncias ou argumentos gue apdiem o estudo das transformagdes no Ensino Fundamental (3° e
4° ciclos), conforme sugerem os PCNs e alguns livros didéticos mais recentes no Brasil?

2. Admitindo-se que se deva estudar transformag8es geométricas no Ensino Fundamental, existe uma abor-
dagem mais adequada da Geometria a ser adotada, dentre as perspectivas apresentadas na secdo 1.2?

3. Quaistransformacdes devem ser estudadas no Ensino Fundamental ?

As respostas a essas questdes podem ser integradas, combinadas e resumidas da se-
guinte maneira: ha indicios objetivos, apresentados pelas pesquisas e por diversas concep-
cOes e préticas educacionais, mencionados neste trabalho, de que as transformacfes geomé-
tricas que preservam aforma e o tamanho (isometrias) devem ser ensinadas as criangas des-
de os primeiros anos do Ensino Fundamental, como uma parte da Geometria, inicialmente de
uma formaintuitiva e contextualizada e, mais tarde, a partir da 5% série, de uma maneiramais
formalizada

A guestdo seguinte era:

4. Astransformagdes devem ser enfocadas sob um ponto de vista “dinamico” (movimento de figuras globais)

ou sob o ponto de vista funcional (aplicacdes do plano nele mesmo, onde todos os pontos se transformam e

as figuras sdo vistas como subconjuntos do plano, constituidas de pontos)?

A resposta a questdo 4 esta intimamente ligada ao problema do grau de formalizacéo
que desgjamos (e podemos) dar ao ensino das transformagdes no 3° e 4° ciclos. Esta claro

que esse nivel deve ser compativel com os dos demais assuntos estudados em Matemética:
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seriainsensato apresentar a esses alunos sentengas do tipo R™(0,a) = R(O,-a) , jaque eles
ndo dominam a linguagem algébrica da notagdo de funcdes (para dizer o minimo). Nosso
estudo mostra que podemos ir além do movimento de figuras globais e tornar o estudo das
rotagOes um pouco mais formalizado, no sentido de que as figuras transformadas sejam figu-
ras geomeétricas que se relacionam de uma forma que “lembra’ um movimento, sendo tal
relac@o perfeitamente definida por critérios puramente mateméticos. O estudo mostra tam-
bém que a rotacéo pode atingir um nivel intermediério entre 0 movimento de figuras globais
e a funcdo que relaciona pontos de um plano nele mesmo: é o caso das rotagfes em que 0s
estudantes déo um tratamento semi-pontual, no sentido de Jahn (1998).

Ao considerarmos a questdo da formalizacdo das isometrias na 5° série ou 6% érie,
tomava corpo uma outra questdo: as trés (ou quatro, se incluirmos a reflexdo com dedliza-
mento) isometrias devem ser apresentadas simultaneamente ou separadamente? Se formos
levar em conta as caracteristicas de cada uma dessas transformagdes e 0 nimero de proprie-
dades que cada uma delas apresenta, bem como as abordagens existentes nos sistemas esco-
lares que pesguisamos, ndo é dificil escolher: elas devem ser dadas uma de cada vez e, se
assim for, resta ainda decidir por qual comegar. Aparentemente, a translacéo € a mais sim-
ples. Entretanto, se quisermos formalizar o conceito de translagdo, deveremos introduzir o
conceito de vetor e a linguagem simbdlica associada a esse conceito, provocando, talvez,
dificuldades adicionais nesse inicio. Outra possibilidade seria comegar pela reflex&o, mas um
numero razoével de pesquisas tem apontado varias dificuldades na apropriacdo do conceito e
suas propriedades (K iichemann, 1981, pp.141-145; Mabuchi, 2000, pp. 33-58). E como ter-
ceira dternativa, poderiamos comecar pela rotagdo. Nosso trabalho nos leva a concluir que
esta é uma opc¢ado possivel, ndo obstante a opinido de pesquisadores, como Moyer (1978), de
que arotacdo € a transformacao que apresenta maiores dificuldades. Esta conclusdo decorre

da considerac&o de gque 0s sujeitos de nossa pesguisa apresentaram desempenho aceitavel nas
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atividades gque Ihes foram propostas envolvendo o estudo das rotages de figuras planas, de-
monstrando, no instrumento diagndstico final, terem se apropriado das propriedades essenci-
ais dessa transformagdo, mostrando-se capazes de mobiliz&-las nas mais variadas situagoes-
problema apresentadas.

Finalmente, as duas Ultimas questdes eram:

5. Que recursos didéticos podem ser mobilizados no estudo das rotagdes?

6. Quaisdificuldades podem ser apontadas no ensino/aprendizagem das rotacfes?

As questbes 5 e 6, como vimos, foram reformuladas e vinculadas a problemética
central de nossa pesquisa, ou sgja

No ambito do conjunto das atividades planejadas e dos dois tipos de material empre-
gados, em que medida cada um deles influencia o desempenho dos alunos?

Para dar essa resposta, devemos esclarecer os termos empregados na pergunta. Em
nosso trabalho, o conjunto de atividades programadas foi definido pelas folhas de trabalho,
com nocOes apresentadas numa ordem previamente estabelecida pelas concepcdes do pes-
quisador, em parte baseadas em seu conhecimento do conteido matematico tratado e sua
experiéncia como professor e, em parte, nas idéias tedricas de Piaget e Garcia (1983). Para
gue o estudante possa representar a imagem da rotacdo de uma figura geométrica, dados o
sentido, 0 angulo e o centro dessa rotacéo, séo mobilizados varios conhecimentos da Geo-
metria elementar, que vao desde as concepcdes de varias figuras geométricas (ponto, reta,
segmento de reta, orientagdo, angulos, poligonos e circunferéncia) até a nocéo, ainda que
informal, de lugar geométrico e do papel que representam os pontos de interseccdo dos luga-
res geométricos. Da teoria de Piaget (1983) podemos inferir que as criangas de 10-11 anos ja
superaram o estagio intrafigural do pensamento geométrico e que, em nivel de representacéo,
eravalido esperar que os sujeitos de nossa pesquisa ndo tivessem dificul dade nas concepcdes
das figuras geométricas tratadas nas sequéncias, vistas no inicio como entidades indepen-

dentes. Esta claro que Piaget se refere a um conhecimento relativo, como aliés todo conhe-
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cimento €, no sentido de que nunca esgotamos todas as afirmacdes que podemos fazer sobre
um objeto. O chamado estagio interfigural do desenvolvimento do pensamento geométrico
da crianca, na teoria de Piaget (1983), é posterior a0 estégio intrafigural e diz respeito as
relagdes entre duas figuras que ndo possam ser classificadas de intrafigurais — por exemplo,
ao dizer que dois tridngulos séo congruentes pelo caso LAL de congruéncia, podemos estar
mobilizando apenas a anadlise intrafigural, mas ao dizer que aimagem na rotacdo de um tri-
angulo é outro triangulo congruente ao original, estamos empregando um raciocinio de nivel
interfigural (Jahn, 1988, p. 59). As vezes, é muito dificil distinguir intrafigural de interfigural
de uma dada situacdo, ndo obstante todo o esfor¢o de Piaget em exemplificar essas diferen-
cas (1983, pp. 132-137). O ultimo estagio do desenvolvimento do pensamento geométrico,
que se inicia por volta dos 11-12 anos, segundo Piaget e Garcia, € o transfigural, que, con-
forme ja exposto, ndo investigamos em Nosso estudo.

O material instrucional foi estruturado de modo que os estudantes explorassem inici-
almente as situagdes intrafigurais, a0 mesmo tempo em que pudessem desenvolver suas ha-
bilidades no uso dos instrumentos. Em seguida, os sujeitos trabalharam com situacdes de
rotacOes (de representacoes de objetos fisicos ou figuras geomeétricas), de forma que o papel
de cada parametro fosse introduzido separadamente, a partir do nivel intrafigural (enquanto
referéncia ao movimento de giro de objeto ou figura) até o nivel interfigura (quando foram
discutidos os conceitos de original e imagem), culminando com as situagdes compl etas (onde
se apresenta a figura original, a figura imagem e os trés parametros sdo dados explicitamen-
te). As atividades se limitaram ao tratamento das representagdes das figuras geométricas
simples citadas acima, exceto nos casos de contextualizago e, nesses casos, evitamos Situa-
¢cdes em gue o sujeito tivesse que desenhar figuras rebuscadas.

Considerando o desempenho dos alunos, nas condicdes ja exaustivamente citadas,

podemos concluir que o desenho das seqiiéncias foi adequado; mas é bom ter em mente que
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somente a experimentacao continuada pode aperfeicoar um projeto novo. As duas sequéncias
foram desenhadas para serem equivalentes, mas, como vimos, o material utilizado influenci-
ou diferentemente 0 desempenho dos alunos. Uma possivel pesguisa nessa area poderia
contemplar a comparagao de projetos de instrucéo, com diferentes metodologias e materiais.
Além do texto contendo dados, apresentacéo de conceitos, atividades de reconheci-
mento, medidas e construcéo, acompanhadas de situagcdes-problema, os sujeitos tinham a sua
disposicao duas classes de ferramentas, segundo o0 grupo a gue pertenciam: o grupo IC tra
balhou com lapis, borracha, régua sem escala, compasso, esquadro e transferidor e o grupo
IA trabalhou com |&pis, borracha, régua sem escala, transpel, palitos de sorvete, palitos de
fosforo, botéo, fio de linha e folhas de papel vegeta retangulares. Como se vé€, o material
utilizado € bastante simples, sem recursos tecnol 6gicos sofisticados (cal culadoras, computa-
dores, sensores eletronicos, etc). Além de existir varias pesquisas investigando o uso da tec-
nologia dos computadores no ensino das transformagoes, conforme ja mencionado, achamos
gue 0 uso de materiais mais simples e baratos poderia ter maior alcance em nossas escolas.
Antes de focalizarmos nosso experimento, achamos oportuno discutir um pouco a
problematica do uso de manipulativos no ensino e aprendizagem da Matematica e, em nosso
caso particular, da rotacdo. Segundo Meira (1998), “os pesquisadores em Educacédo tém
mostrado um interesse crescente no exame da aprendizagem de Matematica das criangas, em
situacdes que envolvem a manipulacéo de objetos fisicos e eventos’. Na verdade, ha os que
recomendam e o0s que criticam ou mesmo se opdem ao uso de tais materiais. A pesguisa de
Meira tem uma perspectiva um pouco diferente e se propde a estudar “como dispositivos
fisicos sdo realmente usados e transformados pel os estudantes em atividade e o que caracte-
riza tais dispositivos como instrumentos de acesso ao conhecimento, atividades e préaticas na

saladeaula’.
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Em nosso estudo, pudemos verificar, em parte, as hipéteses sustentadas por esse au-
tor. A comparagao do desempenho dos dois grupos da pesquisa ao trabalhar nas atividades
propostas, geramente equivalentes nas duas sequiéncias, mostra que as vantagens e desvan-
tagens dos dois conjuntos de ferramentas se alternam, algumas vezes contrariando nossas
expectativas a respeito da eficiéncia dos instrumentos empregados. Por exemplo, nas ativi-
dades de construcdo que dependessem de propriedades geométricas que parecem natural-
mente ligadas a0 uso da régua e do compasso, como tragados de circunferéncias e arcos,
segmentos de reta, angulos construtiveis com esses instrumentos, paralelas e perpendicul a
res, etc, nossa expectativa era de que os alunos do grupo I1C superassem significativamente
os alunos do grupo IA. Isso nem sempre ocorreu, como por exemplo, na questdo 13 do pos-
teste, onde 0 uso da régua e do compasso € supostamente mais transparente ao grupo 1C, do
que as dobraduras (ou mesmo régua e compasso) para 0 grupo IA: mas foi este grupo que
teve melhor rendimento (78% contra 47%). Por outro lado, houve atividades em que o trans-
pel, numa andlise a priori, seria um instrumento mais adequado, mas em que o grupo IC
saiu-se melhor, como na questéo 12 do pos-teste (88% contra 81%).

Com relacéo a questdo da transparéncia do instrumento, o resultado mais significati-
vo diz respeito a medida de éngulos ao longo das atividades da sequiéncia: os transferidores,
instrumentos cléassicos e consagrados de medidas de angulos, de uso corriqueiro nas escolas,
sempre produziram mais erros que o transpel, projetado para a finalidade mais abrangente do
transporte de figuras nas rotacoes.

Ha que se acrescentar a ocorréncia de variaveis didédticas ndo previstas, como a
questdo do tempo maior gque os instrumentos de Desenho Geométrico demandam e que, na
nossa pesquisa, pela preméncia da agenda, acabou prejudicando o desempenho do grupo IC
nas atividades da folha 5, sesséo 2. No pos-teste, verificamos uma pequena vantagem do

material alternativo com relacdo a medida do angulo de rotagdo e da congruéncia da figura
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origina e sua imagem (capitulo 5, pp.171-175). Nas construcdes de imagens, o grupo IC

saiu-se melhor no caso de um ponto e o grupo A saiu-se melhor nos demais casos, resulta-
dos que confirmam nossas expectativas com relagdo ao uso do transpel. Na questdo referente
arotacdo de um objeto fisico, o grupo A esteve bem melhor que o grupo IC, resultado que
ndo surpreende, pois as atividades desse grupo tiveram um nivel maior de contextualizacéo.
Da andlise dos resultados observados nas sequéncias e no pos-teste (capitulo 5), €
natural concluir que o uso de manipulativos (material de Desenho Geométrico e aternativos)
no ensino da rotagéo é produtivo, mas de efeitos que nem sempre se conformam as previsdes
feitas no plangamento das atividades, ja que ndo € possivel, a priori, determinar completa-

mente a transparéncia dos dispositivos fisicos utilizados.

6.2 Recomendacdes para o ensino decorrentes das conclusdes

As recomendacdes que se seguem dizem respeito unicamente a situagéo de ensino e
aprendizagem em condi ¢cBes compativeis com as desta pesquisa. Algumas recomendacdes se
fundamentam no sucesso ou no insucesso dos sujeitos de pesquisa e, outras, nas falhas ob-
servadas no desenho e no gerenciamento das atividades. Por exemplo, ndo deve haver falta
de tempo para os aunos desenvolverem suas atividades, diante de situagbes complexas.
Dentre as varias sugestdes que poderiam ser oferecidas, apresentamos as seguintes:

a) com relacdo ao contelido a ser ensinado

O primeiro passo, certamente, € conhecer 0 assunto um pouco além do que possa estar
nos livros didaticos adotados para os alunos. Acreditamos que o nivel da teoria, conforme
exemplificado em rotacfes, no capitulo 1, seja suficiente para o professor poder planejar
suas atividades de ensino e aprendizagem das transformagdes no Ensino Médio e Funda-

mental. O leitor podera encontrar, na bibliografia, alguns livros que tratam dessa teoria (e
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exercicios correspondentes), como: Construgdes Geométricas, |sometrias, Um Estudo Geo-
métrico das Transformacgtes Elementares, Geometric Transformations | (com muitos exerci-
Cios e problemas).

Em termos de conhecimentos prévios dos alunos, a pesguisa mostra, em vista da grande
ocorréncia de erros, que a nocdo de angulo e sua medida em graus é fundamental; € claro que
a sequéncia, bem conduzida, leva ao aprofundamento dessa nocéo, conforme indicam os
resultados no pré-teste e no pos-teste. Mas sdo desgjaveis também as nocdes basicas de
ponto, segmento de reta, reta, retas paralelas e retas perpendiculares, tridngulo (vértices, la-
dos e angulos internos), circunferéncia (centro e raio). Com relagcéo aos quadriléteros (qua
drado, losango, retangulo, paralelogramo, trapézio) o estudante deve saber, por exemplo, que
no quadrado os lados séo congruentes, 0s angulos sdo congruentes e retos, etc. A representa-

¢cdo simbolica das figuras geomeétricas (por exemplo, 0 segmento de extremidades A e B pode

ser representado por AB) deve estar bem estabelecida.

Ensinar angulos maiores do que 180°, mostrando que sua /a\l
medida é 360° — a, onde a é a medida do angulo que estdo
acostumados a medir. Esta estratégia foi bem aceita entre os U
sujeitos da pesquisa (na turma IC, apds uma tnica explicacio, 360~ a

90% dos alunos responderam 315° para um angulo de rotacdo, na atividade 1, da folha 2,
sessdo 2, fazendo exatamente esta conta; na turma IA os resultados foram ruins por outros
motivos, explicados no capitulo 5, pagina 138).

O professor deve estar atento para o sentido que as nogdes apresentadas podem ter para
seus alunos, analisando suas respostas e suas agoes; uma sequéncia de atividades pode ser
bem plangjada, com base em teorias aceitas universalmente, como o construtivismo de Pia
get, mas devemos ter em mente que as ciéncias humanas ndo sdo deterministicas e impre-

vistos podem ocorrer a qualquer momento.



185

b) com relacdo a metodologia de ensino e aprendizagem

Dentro das disponibilidades, o processo de ensino e aprendizagem deve ser ativo, isto
€, com autonomia dos estudantes e mediacdo do professor; obviamente, isto ndo exclui a
acao do professor como o0 elemento que ird apresentar os problemas, promover as discussoes,
incentivar as agoes e institucionalizar as conclusdes. Numa sequiéncia de atividades, pareci-
da, por exemplo, com as desta investigacéo, o papel do professor deve ser mais ativo do que
foi 0 do pesquisador. Isso porque a discusséo coletiva, mediada pelo professor, pode ser mais
econdémica que uma discussdo completamente livre, além de deixar os alunos mais seguros
com relacéo aos resultados obtidos.

Ao ensinar rotagdes para estudantes da 5% série, segundo os resultados analisados no ca-
pitulo 5 e de acordo com outros pesquisadores (Moyer, 1978), parece realmente ser interes-
sante associar o movimento fisico de objetos as rotacoes de figuras geomeétricas e fazer esse
apelo mesmo quando se tratam de situactes mais formalizadas. Por exemplo, na rotagéo de
um segmento com centro fora do mesmo, na atividade 1, da folha 4, sessdo 2, foi necessario,
paratrés duplas do grupo IC, o pesquisador mostrar como ficaria, mais ou menos, a imagem,
usando o0 movimento de rotacdo de uma régua, sobre a carteira. Nas atividades 8 e 9, da
mesma folha, diante de varias perguntas, o pesquisador exemplificou com um CD de um
aluno o movimento de rotagdo da circunferéncia.

Caso sgjam adotadas as ferramentas utilizadas nesta pesquisa, recomendamos aternar o
uso de instrumentos de Desenho Geométrico com 0s outros materiais, procurando empregar
esses ultimos quando a compreensdo do problema estiver particularmente dificil (por exem-
plo, rotacdo de segmento com centro fora do mesmo) ou a figura a ser rotacionada complica-
da ou, ainda, quando se desgia minimizar o tempo destinado a construcdo da imagem. O

material alternativo também cumpre afuncéo de dinamizar as aulas.
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Deve-se variar bastante os parametros da rotagdo: sentido, medida de angulos (usar an-
gulos agudo, reto e obtuso, variando as medidas) e centro (no interior dafigura, no perimetro
e no exterior), evitando que se criem “bias”’.

E interessante propor diferentes tipos de atividades individuais e em grupos:

» construcdes de imagens, dada a figura original e os parametros; construcdo da figura

original, dada aimagem e 0s parametros;

» reconhecer 0 parametro correto de uma dada configuracdo, na presenca de vérias a-

ternativas possiveis;

» descobrir o erro em configuragdes dadas;

» identificar os parametros em configuracdes dadas;

resolver problemas de geometria usando a rotagéo;

Deve-se explicitar e explorar as propriedades da rotacdo em diferentes atividades, revi-

sitando-as sempre:

» asdistancias do ponto original e do ponto imagem ao centro de rotacdo sdo iguais,

» afigura origina coincide com sua imagem (imagem de ponto € ponto, imagem de
reta é reta, imagem de segmento € segmento de mesmo tamanho, imagem de circun-
feréncia é circunferéncia de mesmo raio);

» 0 centro de rotagdo esta na mediatriz do segmento ligando ponto origem com ponto
imagem;

c) com relacdo ao material e ferramentas

Promover situagdes de uso do transferidor, incluindo algumas em que os estudantes tro-
cam idéas e discutem resultados, procurando escolher modelos que ndo apresentam as duas
escalas simulténeamente e sgjam inteiricos (sem o buraco no meio, que interrompe as guias
apontando para o vértice do angulo a ser medido). O pré-teste havia mostrado que alunos

confundiam a escala hordria com a anti-horaria, nos transferidores com duas escalas nas bor-
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das; além disso, nos transferidores vazados, observou-se a dificuldade na leitura de &ngulos
de lados pequenos, obrigando o aluno a colocar uma régua, para prolongar esses lados até a
borda). Por isso, o transpel foi projetado de forma a apresentar uma Unica escala na borda e
todas as linhas-guias partindo da borda até o centro.

Discutir estratégias da utilizacdo de material alternativo, tais como o uso do decalque no
papel vegetal para transportar figuras, como dobrar o0 papel para obter paraelas, perpendi-
culares, mediatrizes e bissetrizes, etc. No transporte de figuras simples, como pontos, seg-
mentos e tridngulos, usar régua e compasso; no transporte de figuras mais complexas, usar o
transpel ou equivalente (papel vegetal), para que possa ser visualizado o movimento; pode-se
combinar o uso dos dois materiais (0 transpel paralocalizar visualmente, 0 material de dese-
nho para melhorar a representacéo gréfica).

Na determinacdo de centro de rotagéo, fazer a explicacdo com régua e compasso e tam-
bém usar dobradura, quase que simultaneamente, explicando a equivaléncia dos dois proces-
SOS.

A rotacdo de pontos oferece dificuldades. A utilizac&o de modelo fisico (bot&o preso por
um fio) deve ser feita pelo professor, na lousa ou tela e os alunos devem reproduzir o dese-
nho; em seguida, os alunos devem passar para a representacéo de ponto, em algumas situa-
cOes diferentes (mudar sentido, angulo, centro). Se o aluno estiver trabalhando apenas com
régua e compasso, uma simulagdo do movimento fisico com algum objeto, a régua por
exemplo, pode gjuda-lo na antecipacdo do resultado final de sua construcdo, ajudando-o a
discriminar os elementos para a obtencéo da imagem (esta estratégia foi utilizada na aplica-
¢do da sequéncia IC para alguns dos sujeitos que estavam com maior dificuldade em com-
preender arotacdo de segmentos).

O professor deve estar atento para 0 uso que as criangas estdo fazendo dos manipulati-

VoS, em vista das discussdes apresentadas relativamente a transparéncia dos mesmos: € pre-
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Ciso ter em mente que o significado de um instrumento para o professor, ou para 0 seu proje-

tista, pode estar bastante distanciado do sentido que faz para cada um dos alunos.

6.3 Sugestdes para pesquisas futuras

A idéiade que cada ponto de umafiguravai setransformar num ponto de outrafigura
poderia eventualmente ser explorada para introduzir o conceito de funcéo para os estudantes
do Ensino Fundamental. Na nossa opinido, € um assunto interessante para a pesguisa.

Seria necessario pesquisar a utilizagdo de manipulativos no ensino e aprendizagem da
transformac&o envolvendo o conceito de semelhanca, central para o conhecimento de Geo-
metria

As dobraduras podem ser uma ferramenta interessante no ensino da Geometria e, em
particular, das transformacdes; entretanto, ndo conhecemos nenhum trabal ho referente a esse
assunto em Educacdo Matematica. Achamos que a parte tedrica, envolvendo a Matemética
relacionada com as dobraduras, também n&o esta bem estabelecida. Esse é outro problema a
ser pesguisado.

Existem muitos problemas interessantes envolvendo as isometrias, muitos deles pro-
postos em olimpiadas de Matemética. Em geral, os problemas de olimpiadas séo considera-
dos muito dificeis e existe razoavel controvérsia a respeito da validade desse evento. Acha
mMOs que pesquisas sobre o papel educacional das olimpiadas em nosso meio educacional,
por exemplo, seriam necessarias. Quando analisamos as respostas que 0s alunos deram para
os problemas da folha 3, sesséo 3, em particular o que se referia a construcdo do hexagono,
encontramos varias estratégias diferentes, algumas imprevisive's. Isto nos levou a pensar que
0 estudo das respostas para um unico problema, bem escolhido, pode fornecer matéria prima

parainvestigacdes produtivas.
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ANEXO 1 - PRE-TESTE

Nome:

e duragdo: 1 hora

01. Normalmente, os ponteiros de um reldgio giram no sentido indicado pela

Rz 1 12 ]
m\a/
, sentido horario
8 j
w
7 5 A

\

flechinha curva

Para atrasar o rel6gio, podemos rodar os ponteiros ao contrario. Desenhe, na

figura abaixo, uma flechinha curva mostrando como giraram os ponteiros.

sentido anti-horario

02. Escreva, abaixo de cada flechinha, se ela representa o sentido horério ou o

sentido anti-horario.

o Oy N




03. Brincando com palitos de fésforos, podemos formar angulos. Coloque a

medida do angulo formado pelos dois palitos nas oito situacdes abaixo.

2/
< 1S

04. Escreva a medida de cada angulo a seguir:

e J A

ANEXO 1 - PRE-TESTE




05. Um | &pis estava na seguinte posi ¢ao:

Carlinhos girou o 1apis em volta da ponta e o 1 apis ficou assim:

- )

Diga de quantos graus foi o giro. Digatambém qual foi o sentido do giro.

Resposta:

girode sentido

06. No quadro abaixo temos um segmento de reta. Desenhe o0 segmento

apbés uma rotacdo (giro) de 60° no sentido anti-horério.

ANEXO 1 - PRE-TESTE



07. Desenhe o palito de sorvete depois que ele sofre uma rotagdo de 180° no

sentido horario. Mas atengéo, o palito giraem volta do furo na ponta.

Como ficaria o palito se arotacdo fosse no sentido anti-horario?

Resposta:

08. Desenhe o palito depois que ele girar 90° em volta do furo, no sentido horé-

ro, nas seis situacoes a seguir:

O S O > O >

ANEXO 1 - PRE-TESTE



09. Os seis palitos giram angulos diferentes no sentido anti-horario, ao redor

dos furos. Desenhe-0s depois das rotagoes:

30° 45° 60°

10. Desenhe a bandeira depois que ela sofre uma rotagéo de 90° ao redor de seu

pé (ponto vermelho). O sentido da rotagcéo € o horario.

ANEXO 1 - PRE-TESTE



11. Vocé vai rodar cada bandeirinha abaixo 180° no sentido horério, ao redor

do ponto vermelho

> > >
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12. A figura ao lado sofre uma rotagéo de 180°. Um dos

desenhos abaixo representa a figura, apos a rotacao. I

Margue com um X essafigura.

— |

—

-l _

13. No desenho a seguir as bandeiras A e B séo iguais. Diga de quantos graus

no sentido anti-horério seria a rotacdo capaz de levar a bandeira A a coinci-

dir com abandeiraB. O ponto O é o centro dessa rotagéo.

A

>

Resposta:

ANEXO 1 - PRE-TESTE



14. No desenho a seguir as bandeiras A e B sdo iguais. Diga de quantos graus e
gual o sentido da menor rotagcdo capaz de levar a bandeira A a coincidir
com abandeiraB. O ponto O é o centro dessa rotagao.

> Al

A

Resposta:

15. No desenho a seguir as bandeiras A e B s&o iguais. Assinde o centro da
rotacdo de 60° no sentido horério capaz de levar a bandeira A a coincidir

com abandeira B.

A

D>
'%B
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16. Diga qual o sentido, o angulo (em graus) e o centro da rotacéo que levariaa

bandeira A acoincidir com abandeira B no desenho abaixo.

Sentido

Angulo

Centro darotacéo

17. Dadas duas figuras iguais, quando for possivel fazer uma coincidir com a
outra através de uma rotacdo, dizemos que uma delas é aimagem da outra.

Ache aimagem do ponto A em uma rotagdo anti-horéria de 120° em torno

do ponto O. A
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18. Desenhe aimagem do segmento por uma rotagéo de 180° (horéria) em tor-

no de O.

19. Desenhe a imagem do quadrado abaixo obtida por uma rotagéo de 180° no

sentido horario em redor do ponto vermelho:

ANEXO 1 - PRE-TESTE



20. Agora, arotagéo € 90° no sentido horério.

21. Desenhe aimagem do triangulo depois que €ele sofrer uma rotagéo de 180°

ao redor do ponto vermelho

ANEXO 1 - PRE-TESTE



ANEXO 2 — SEQUENCIA IC
FOLHA 1—-SESSAO 1

Nome:

1. Vocé devera tracar todos os segmentos de reta cujas extremidades sdo dois dos pontos

mostrados abaixo. Capriche!

2. Quantos segmentos vocé desenhou? Resposta:

3. Qua €0 menor segmento? Resposta:
4. Usando sua régua ou régua e compasso, desenhe no espaco abaixo um segmento que tem

0 mesmo comprimento que o segmento EC.

5. Desenhe um segmento que tem a mesma medida, ou seja, 0 mesmo comprimento, que o

maior segmento que vocé desenhou acima.

6. Desenhe acircunferéncia que tem como centro o ponto O e que passa pelo ponto P.



7. O ponto A estd a uma certa distancia do ponto O. H& outros pontos que estdo a essa

mesma distancia do ponto O. Ache todos eles e diga quantos sdo.

Resposta:

8. Desenhe a circunferéncia com centro no ponto O e que passa pelo centro C da circunfe-

réncia desenhada abaixo.

9. Com o esquadro, termine de desenhar um angulo reto:

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



10. Desenhe uma reta perpendicular a reta abaixo. A reta gue vocé desenhar deve passar pelo

ponto O.

11. Termine de desenhar o quadrado:

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



FOLHA 2—-SESSAO 1

Nome:

1. Tente*“adivinhar’ a medida de cada um dos angul os abaixo, escrevendo o que vocé ima-
ginou nos quadros amarelos. Em seguida, use o transferidor para medir cadaum deles e

escreva o resultado ao lado. Vocé esta bom para avaliar angul 0s?

L] ] ]

2. Usando seu transferidor e suarégua, termine de desenhar o angulo de vértice O e medida

60°.

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



3. Sao dados trés pontos abaixo. Com sua régua, desenhe o angulo de vértice C e lados CA

e CB.

Medida do angulo ACB:

4. Nafiguraabaixo, os segmentos AB e AC formam um angulo. Qual é a medida desse

angulo?

5 .

Resposta:

5. O angulo abaixo tem vértice A elados AB e AC. Qual é suamedida?

Resposta:

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



6. Abaixo esta desenhado um lado de um angulo de 180° . O vértice € o ponto O. Desenhe o

outro lado, usando sua régua e seu compasso.

AT

7. Temos, abaixo, alguns pontos. Trace todos os angulos que tém vértice A.

Qual é amedida do menor angulo? Resposta:

Qual é amedida do maior angulo? Resposta:

FOLHA 1—SESSAO 2

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



Nome:

Nome do(a) companheiro (a) de dupla:

SENTIDO DA ROTACAO

01. Dizemos que os ponteiros de um relégio giram no sentido horério e

indicamos o sentido da rotacéo com uma flecha curva, como nafigu-

raao lado.

Diga em que sentido esta girando a engrenagem desenhada ao lado

Resposta: @

02. No desenho abaixo, temos duas engrenagens. A maior gira no sentido anti-horario.

Cologue flechas indicando o sentido da rotagdo de cada engrenagem

03. Cologue uma flecha indicando em que sentido deve ser girado o parafuso para aperté&

lo.

FOLHA 2 —SESSAO 2
ANEXO 2 - SEQUENCIA IC



Nome:

Nome do(a) companheiro(a) de dupla:

ANGULO DE ROTACAO

No desenho ao lado, temos dois segmentos de mesmo comprimento

formando um angulo de 45°. Um deles é chamado original e outro é original

chamado imagem e dizemos que eles se relacionam por meio de uma
~ O . Yy

rotacéo de 45" no sentido horario, em torno do ponto vermelho. imagem

1. No sentido anti-horério, ha uma outra rotacdo que também relaciona os dois segmentos

acima. Descreva essa rotagao.

2. Em nosso estudo, quando houver divida sobre qual das rotagcGes considerar, iremos es-
colher sempre a de menor angulo. De acordo com essa convencgdo, na rotacéo represen-

tada abaixo, o sentido & eo angulo éde .

imagem

original
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3. O desenho abaixo representa uma rotagdo, ao redor do ponto vermelho, sendo o seg-

mento horizontal afiguraoriginal e o ssgmento inclinado, aimagem.

Diga de quantos graus € a rotacéo: E qual o sentido?

4. No desenho ao lado, o0 segmento AB € o original e 0 segmento g’
AB’ éaimagem, numa certa rotacéo.
A rotacdo ocorre em volta do ponto

O sentido darotacéo é o : B

O angulo derotacéo € de

5. Joana tinha um segmento AB desenhado no seu
caderno, como mostra a figura ao lado. Ela dese-
nhou a imagem da rotacdo desse segmento em tor-

no do ponto A, de 80° no sentido horério.

AAAANANAAAANANNAAAAANNAANA
2929320 92992929339929929393992929

Seu desenho ficou assim:

Vocé acha que esta esta certo ou errado?

Por qué?

AANAAANAAAANAAAANAANAAA
DIDDPPIDIDPIFIAIVRIDIIBIIDIIDIDAD
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Diga se cada um dos quadros abaixo representa uma rotacéo ou ndo. Se for rotagcdo, descre-
va-a. Se ndo for, explique por gue néo é rotacao.

6.

E rotagdo? sm no

Descricdo ou explicacéo:

E rotagdo? sm no

Descricdo ou explicacéo:
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E rotagdo? sim n3o
Descricao ou explicagao:
A
\B
A’\
Bl
E rotagdo? sm n3o

Descricao ou explicagao:

ANEXO 2-SEQUENCIA IC




10. Desenhe aimagem do segmento desenhado abaixo, na rotagdo de 100° ao redor do ponto

vermel ho, no sentido horério.

Escreva como vocé fez para desenhar aimagem:

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



FOLHA 3—SESSAO 2

Nome:

Nome do(a) companheiro(a) de dupla:

CENTRO DE ROTACAO
Numa rotacdo, aém do sentido e da medida do angulo, é preciso saber qual € o centro de
rotagao.
1. Nafigura abaixo, ha trés segmentos de mesmo tamanho. Desenhe a imagem da rotacéo

de 60° de cada um deles no sentido horério. O centro de rotagdo é o ponto vermel ho.

Qual é adiferenca entre as trés imagens que vocé desenhou acima?

2. Desenhe a imagem: rotacdo de 45°, sentido anti-horario, ao redor do ponto vermelho.

Use seu compasso.

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



3. A figuraao lado mostra a rotagdo de um ponto A em torno

de O, de 120° sentido anti-horario. O ponto imagem, por A .
convencao, € representado por A’. Digase

1 distdncia OA = distanciaOA’ ou se

1 distancia OA # distancia OA’

Escreva como chegou a concluséo acima.

4. Nafiguraao lado, podemos afirmar que P é aimagem de P
por uma rotacdo de 100° no sentido horério ao redor de O?

Sm N&  Explique suaresposta no quadro abaixo:

5. Gabriela desenhou no seu caderno o ponto P, di-
zendo que ele é aimagem do ponto P na rotacéo de
90° no sentido horério ao redor de O. que elafez esta

certo? ou errado?

AAAAAAAANAAAAAAAAAAAAAA
DD2999999393330092933099

Explique:

6. Nasrotagdes de 180° , um ponto P e suaimagem P ficam namesma
reta que passa pelo centro de rotacdo O. Neste caso, dizemos que 0 ,~"’

ponto O €0 do segmento PP .

P
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7. Ache aimagem do ponto A narotacdo de 180° em volta de O, nos dois sentidos:

anti-horéria
[ ] [ ]
A (@)
horéria
[ ] [
A (@]

8. Que conclusdo vocé pode tirar arespeito do sentido narotagéo de 180° ?

9. Como vocé fez para achar aimagem do ponto A, nas duas situactes?

10. Ache aimagem do ponto A e imagem do ponto B, ambos desenhados abaixo, na rotagcéo

de 90° ao redor de O, no sentido horario.

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



FOLHA 4—SESSAO 2

Nome:

Nome do(a) companheiro(a) de dupla:

1. Javimos como achar aimagem da rotagdo de um segmento quando o centro de rotacdo
esta no segmento. E se o centro de rotacdo estiver fora do segmento? Ache a imagem
A’B’ do segmento AB, narotag&o de 120° de centro O, sentido horario, no desenho abai-
XO:

Escreva como vocé fez para desenhar aimagem:

~

Os segmentos AB e A’B’ sdo congruentes
ou tém
comprimentos diferentes?

2. Desenhe aimagem da rotagdo do segmento AB de 90° no sentido anti-horério em torno
deO:

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



3. Desenhe aimagem do tridngulo ABC na rotacéo de 100° em torno de O no sentido horé

rio. Chameessaimagemde A'B'C'.

4. Complete, apartir dasituacéo acima:

A medidado angulo AOA’ é
A medidado angulo BOB’ €
A medidado angulo COC’ é

Complete com o simbolo = ou o0 simbolo # :
AQO A'O BO B'O (6(0) CcO
AO BO AO cO

5. EscrevaV (verdadeiro) ou F ( falso), sobre arotacéo do tridngulo acima:

[JAB=A'B’ [JAC=A'C []BC=B'C

Podemos afirmar que o triangulo ABC (original) e o tridangulo A’B’C’ (imagem) s&o trian-
gulos:

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



6. Copieacircunferénciade centro O, de forma que a cépiatenha centro O'.

Diga como vocé copiou a circunferéncia:

7. Desenhe aimagem da circunferéncia abaixo na rotacdo de 120°, sentido horéario. O ponto

O é o centro de rotacdo e o ponto C é o centro da circunferéncia.

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



8. Determine aimagem da rotacdo de 90° em torno de O, sentido anti-horério, da circunfe-

réncia abaixo:

9. A circunferéncia tem centro O. Ela gira 75° ao redor desse centro, no sentido anti-
horério. Desenhe aimagem dessa rotac&o.

O que voceé pode afirmar arespeito daimagem dessa rotagao?
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FOLHA 5—SESSAO 2

Nome:

Nome do(a) companheiro(a) de dupla:

1. Desenhe aimagem do retangulo. A rotacéo é de 180°, sentido horério, ao redor de O.

2. A professorade Carlos pediu para ele desenhar aimagem da

bandeira ao lado, numa rotagdo de 90° no sentido horéario, ao re-

dor do ponto O. /\

Depois que Carlos fez o desenho, a

figuraficou assim:

Vocé acha que esta certo? Por que vocé acha isso?

3. Desenhe aimagem da bandeira a seguir , narotacdo horaria de 60° ao redor do ponto

vermelho :

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



4. Janainatinha uma bandeira desenhada no seu ca-
derno. Ent&o ela desenhou aimagem dessa bandei-
ranarotagio de 180° no sentido anti-horério ao re-
dor do ponto O. Seu desenho, junto com a bandeira

original, ficou assim (veja abaixo):

V océ acha que esta certo ou errado? Explique por qué.

6844484448484448484844844

08848884484844844444844844
\ o \ °
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5. Um menino desenhou aimagem darotagdo da

bandeira a esquerda. A rotac&o é de 90° no sentido

V\ anti-horéario e o centro de rotagéo € o ponto O. De-

pois que ele acabou seu desenho, abandeira e sua

644848844844584448444848444

imagem ficaram assim:

o

444848448845448444484044

Vocé tem alguma critica a fazer ao trabalho do menino? Explique.

6. Nafiguraabaixo, abandeiraB’ é aimagem dabandeira B por uma rotacéo ao redor de

O. Qual foi o sentido darotacéo ? De quantos graus foi aro-

tagcao?

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



7. No desenho abaixo temos o vértice A de um quadrado e o seu centro O. Usando rotacao,

ache os demais vértices e desenhe o quadrado.

8. Umameninafez arotagéo do quadrado abaixo e desenhou aimagem na mesma posi¢éo

gue estava 0 quadrado original.

C D
A B

Vocé acha que:

a) arotagdo pode ter sido de 90° ? Se vocé achaisso, qual dos pontos
acimafoi centro de rotacéo?

b) arotacdo pode ter sido de 180° ? Sesim, qual foi o centro de rota-
caon?

c) arotagdo pode ter sido de 360° ? Sesim, qual foi o centro de rota-
caon?

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



FOLHA 1—SESSAO 3

Nome:

1. O desenho ao lado mostra o segmento AB. Desenhe uma

reta perpendicular a esse segmento e que passa pelo seu / B
ponto médio (indicado na figura). Essa reta € chamada  p
mediatriz do segmento AB.

2. Escolha um ponto dessa reta. Compare as distancias desse ponto até as extremidades do

segmento. Elas sdo iguais ou diferentes ?

Escolha outro ponto e compare novamente as disténcias. Qual é a sua conclu-

séo? Se VOCé pegar um outro ponto e comparar as

distancias, 0 que vocé acha gque ira acontecer?

3. O que vocé fez para comparar as distancias?

4. Desenhe amediatriz do segmento de reta representado ao lado.

Diga o que voceé fez para desenhar essa mediatriz.

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



5. ponto A pode ser levado até o ponto A’, por meio de diferentes rotagdes. Desenhe trés
pontos que poderiam servir como centros dessas rotactes. Chame esses pontosde P, Q e

R.

De quantos graus € a rotagdo que tem P como centro?

Qual é o sentido dessa rotagéo?

6. Desenhe areta que contém os centros de rotacdo que levam A em A’; em seguida, dese-

nhe areta contendo os centros de rotagdo quelevam B em B'.

.A’

As duas retas desenhadas por vocé cruzam-se num unico ponto. O que vocé pode dizer a

respeito desse ponto?

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



FOLHA 2 —SESSAO 3

Nome:

1. Alguém olhou afigura abaixo e disse incorretamente que o ponto O € o centro da rotagéo

gue leva o segmento AB no segmento A’B’.

Explique por que O n&o é o centro de rotagao.

2. Os segmentos estédo novamente desenhados para vocé poder achar o centro da rota-

Qual é o sentido e o angulo de rotacéo?

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



3. No desenho ao lado temos o segmento AB e suaimagem A’'B’ B

por uma rotagao. B’ A

Assinae o centro darotagdo. De quantos graus € a

rotagéo? Qual é o sentido darota-

cao? A

B 4. A’B’ éaimagem de AB por umarotacdo. Assinale o centro
A B’ darotacdo. De quantos graus € arotagdo? Qua éo

sentido da rotacdo?

5. Diga qual dos pontos vermelhos é o centro da rotagdo da bandeira A, com imagem A’,

nas duas situagdes a seguir:

A A
M
: ° N
A P .
% A
Q °R
rR® ©
S

Resposta: ponto Resposta: ponto
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FOLHA 3—SESSAO 3

Nome:

1. No desenho abaixo estdo representados dois lados consecutivos de um pentagono regular

ABCDE. Termine de desenhar o pentdgono usando rotacéo.

2. O desenho aseguir mostrauma casa (A) entre doisrios (retasr e s). O sr. Paulo, dono do
terreno, quer construir uma estrada reta que comega num rio, passa pela casa e termina
no outro rio. Além disso, ele quer que a casa fique bem no meio da estrada. Faga 0 dese-

nho dessa estrada.

ANEXO 2-SEQUENCIA IC



3. Narotagdo de 180° (qualquer sentido), a figura e sua imagem sdo simétricas em relagéo
ao centro de rotagdo. Desenhe 0 segmento CD, simétrico do segmento AB em relacéo ao

ponto O, abaixo. Considere C aimagem de A e D aimagem de B.

B

o

4. Desenhe os segmentos AD e BC. Diga qual é a espécie do quadrildtero ABCD (trapézio,

paralelogramo, losango, reténgulo ou quadrado)

Dica— considere as seguintes propriedades dos quadril&teros:

trapézios. dois lados paralelos

.

¢ paralelogramos: lados opostos paralel os

¢ losangos: lados congruentes (mesma medida)
.

retdngul os: angul os internos congruentes (mesma medida)
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ANEXO 3 — SEQUENCIA IA
FOLHA 1-SESSAO 1

Nome:

1. Vocé devera tracar todos os segmentos de reta cujas extremidades sdo dois dos pontos

mostrados abaixo. Capriche!

2. Usando régua e o papel vegetal, copie 0 segmento de reta abaixo no quadro adireita.

3. Usando seu material, copie o tridngulo abaixo dentro do quadro a direita.




4. Desenhe a circunferéncia gue tem como centro o ponto O e que passa pelo ponto P.

5. Faca uma cdpia do quadrado abaixo dentro da circunferéncia desenhada ao lado. Aten-

¢ao: 0 quadrado que vocé vai desenhar ndo pode tocar na circunferéncia.

6. O canto de um quadrado forma um angulo reto. Use o quadrado da esquerda para termi-

nar de desenhar um angulo reto que jatem um lado desenhado a direita.
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7. Com otranspel, termine de desenhar um angulo reto:

8. Desenhe umareta perpendicular areta abaixo. A reta que vocé desenhar deve passar pelo

ponto O.

9. Termine de desenhar 0 quadrado:
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FOLHA 2—-SESSAO 1

Nome:

1. Dois palitos de fosforo formam um angulo. Diga qual € a medida do angulo formado por

eles no desenho abaixo:

Resposta:

2. Qua éamedidado angulo abaixo?

Resposta:

3. Tome seus palitos de fésforo e faga com eles um angulo de 30° . Copie no quadro abaixo,

com cuidado, o angulo de palitos que vocé construiul.
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4. Tente“adivinhar” a medida de cada um dos éngulos abaixo, escrevendo o que vocé ima-
ginou nos quadros amarelos. Em seguida, use o transpel para medir cadaum deles e es-

creva o resultado ao lado. VVocé estéd bom para avaliar angulos?

] =0 ] ]

5. S&o dados trés pontos abaixo. Com sua régua, desenhe o angulo de vértice C e lados CA

e CB.

Medida do angulo ACB:
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6. Nafiguraabaixo, os segmentos AB e AC formam um angulo. Qual € amedida desse

angulo?

5 .

A C

Resposta:

7. O angulo abaixo tem vértice A elados AB e AC. Qual é suamedida?

Resposta:

8. Abaixo esta desenhado um lado de um angulo de 180° . O vértice é o ponto O. Desenhe 0

outro lado.

A

0

9. Temos, abaixo, quatro pontos. Vocé vai tracar todos os segmentos possiveis que ligam

dois desses pontos. Considere todos os angulos formados por dois segmentos.

Qual é amedidado menor angulo? Resposta:

Qual é amedidado maior angulo? Resposta:
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FOLHA 1—SESSAO 2

Nome:

Nome do(a) companheiro (a) de dupla:

SENTIDO DA ROTACAO

1. Dizemos que os ponteiros de um relégio giram no sentido horario e
indicamos o sentido da rotagdo com uma flecha curva, como na figu-

raao lado.

Diga em que sentido esta girando a engrenagem desenhada ao lado.

Resposta: @

2. No desenho abaixo, temos duas engrenagens. A maior gira no sentido anti-horario. Colo-

que flechas indicando o sentido da rotagcdo de cada engrenagem

©

3. Cologue uma flechaindicando em que sentido deve ser girado o parafuso para aperté-lo.
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FOLHA 2 —SESSAO 2

Nome:

Nome do(a) companheiro (a) de dupla:

ANGULO DE ROTACAO

1. Para saber como é uma rotagdo, precisamos conhecer outras coisas além do sentido em
que se da o giro. E preciso saber de quanto € esse giro, ou seja, qual é a medida do an-

gulo de rotacdo. Coloque dois palitos de sorvete empilhados com o furo sobre o transpel,

§\\\\\\\\ ///////Z

conforme figura abaixo:

—_

Segure o palito de baixo e faca o de cima girar em volta do furo até a marca de 30° (sentido

anti-horario). Vocé devera chegar a seguinte situacéo:

k\\\\\\\

\
=

INS
AN
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Complete a figura abaixo, sabendo que o giro do palito de cima é 60° no sentido anti-horario:

Ny,
N §g gg% 7

/
—

/
= —

T
]
g

2. Como antes, coloque dois palitos sobre o transpel. Desenhe, no quadro abaixo, os dois

palitos quando o de cima gira 120° no sentido anti-horario (n&o desenhe o transpel):

3. Se vocé colocar apenas um palito no transpel conforme a figura abaixo e girar 30° no

sentido horario, vocé observara o seguinte:

Antes Depois
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Vamos supor que alguém lhe mostra o desenho de um palito:

e peca para vocé desenhar o palito ap6s uma rotagdo de 30° anti-horaria em volta do furo. O

=

Olhando para este desenho, temos a impressao de que sdo dois palitos. Para evitar confusdo,

desenho ficara assim:

escrevemos no desenho:
=\
< :
origina
Olhando o desenho, podemos descrever a rotagcao ao redor do furo que muda o palito de sua
posicdo inicia (original) para a sua posicdo final (imagem). Na verdade, podem ser dadas

duas descrigoes diferentes: pode ser uma rotagéo de (complete) no sentido horério ou

uma rotacéo de (complete) no sentido anti-horario. Neste estudo, vocé devera escolher

sempre 0 menor anqulo de rotacéo.

4. No desenho ao lado, o palito P é o original e o palito P’ é aimagem,
numa certa rotacéo.

A rotagdo ocorre em volta do

O sentido darotacdo € o

O angulo derotacéo € de

ANEXO 3-SEQUENCIA IA
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5. Gabriela tinha um palito de fésforo desenha-
do em seu caderno, como mostra a figura ao
lado. Ela imaginou uma rotagcdo do palito de
80° no sentido horério, ao redor da cabeca do

palito. O desenho no seu caderno ficou as-

DADFPIPIIADRIAVDIBIIADDD

_AAAANAAAAAANAANAAANAANNANAAN

sim;

Vocé acha que estd ceto ou errado?

Por qué?

_AAAMAANAAANNAAAANAANNAAAN
DIIDIIVVIBGFVVBIIBIIDID

Temos a seguir o desenho de um |4pis.

-

Diga se cada quadro a seguir representa a rotacdo desse 14pis ao redor de sua ponta ou néo.

Sefor rotacdo, descreva-a. Se néo for, explique por que néo é rotacao.

I~

E rotacio? Sim Nao
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Descricao ou explicagao:

Descricdo ou explicacéo:

7.
S |
—

E rotacio? Sim Nao

Descricdo ou explicacéo:

8.

- e
E rotac&o? Sim Nao
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E rotac&o? Sim Nao

Descricdo ou explicacéo:

10. Desenhe a imagem do palito desenhado abaixo, na rotacdo de 100° ao redor do furo, no

sentido horario.

Escreva como vocé fez para desenhar aimagem:
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FOLHA 3—SESSAO 2

Nome:

Nome do(a) companheiro (a) de dupla:

CENTRO DE ROTACAO

Numa rotacdo, aém do sentido e da medida do angulo, é preciso saber qual € o centro de

rotagao.

1. O desenho abaixo mosta trés palitos: um com furo a esquerda, um com furo no meio e o
terceiro com furo a direita. Vocé pode pegar palitos verdadeiros e fazer a mesma monta-
gem. Depois, desenhe a imagem da rotagdo de cada um deles no sentido horério de 60°

ao redor do furo.

Qual é adiferenca entre as trés imagens que vocé desenhou acima?

2. Em vez de palitos, as vezes trabalhamos com segmentos de reta. Desenhe a imagem do
segmento de reta abaixo, através da rotagdo de 45° no sentido anti-horario ao redor do

ponto vermelho (centro de rotacéo).

ANEXO 3-SEQUENCIA IA



3. Podemos girar apenas um ponto. Para ver como

isso funciona, pegue o botdo preso a linha e a \ \\\\ //// /
prenda com a ponta do dedo, no ponto O, sobre ® %
=

\
=

0 transpel; puxe o botdo deixando a linha esti- —

cada, na posicdo A, como mostra a figura ao

lado. Desenhe esse botdo apds um giro de 120°

no sentido anti-horario. Chame essa nova posi-
cdo de A’. Marque com um X aresposta certa:
1 distnciaAO = distanciaAO’ ou se

1 distanciaAO # distanciaAO’

Escreva como vocé chegou essa concluséo.

4. Em vez de botdes, podemos pensar em pontos. Na
figura ao lado, podemos afirmar que P' € aimagem de
P por uma rotagdo de 100° no sentido horério ao redor

de O?

Sm Na&o Explique suaresposta no quadro abaixo:

Gabriela desenhou no seu caderno o botdo P, dizendo

que ele € a imagem do botdo P na rotagdo de 90° no
sentido horério ao redor de O. O que elafez esta

certo? ou errado?

f\l\f\'\f\ﬂﬂﬂf\l\f\?\?\ﬂ!\!\‘!\‘f\f\‘!\ﬂ!\
299999999993 333929300909
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Explique:

5. Nas rotagdes de 180° um ponto P e sua imagem P ficam na

mesma reta que passa pelo centro de rotacdo O. Neste caso, dize-

mos que o ponto O é o do

segmento PP’.

6. Ache aimagem do ponto A narotacdo de 180° em volta de O, nos dois sentidos:

anti-horaria

A (@]
horéria

A (@]

7. Que conclusdo vocé pode tirar arespeito do sentido narotagéo de 180° ?

8. Como vocé fez para achar aimagem do ponto A, nas duas situactes?
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9. Ache aimagem do ponto A e imagem do ponto B, ambos desenhados abaixo, na rotagéo

de 90° ao redor de O, no sentido horério.
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FOLHA 4—SESSAO 2

Nome:

Nome do(a) companheiro(a) de dupla:

1. Javimos como achar aimagem da rotagdo de um segmento quando o centro de rotacdo
esta no segmento. E se o centro de rotacdo estiver fora do segmento? Ache a imagem
A’B’ do segmento AB, narotag&o de 120° de centro O, sentido horario, no desenho abai-
XO:

Escreva como vocé fez para desenhar aimagem:

~

Os segmentos AB e A’B’ sdo congruentes ou
tém comprimentos diferentes?

2. Desenhe aimagem da rotagdo do segmento AB de 90° no sentido anti-horério em torno
de O:
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3. Desenhe aimagem do tridngulo ABC na rotacéo de 100° em torno de O no sentido horé

rio. Chameessaimagemde A'B'C'.

4. Complete, apartir dasituacéo acima:
A medidado angulo AOA’ é

A medida do angulo BOB’ é
A medidado angulo COC’ é

Complete com o simbolo = ou o0 simbolo # :

AO A'O BO B’O 6(0) coO
AQO BO AO cO

5. EscrevaV (verdadeiro) ou F ( falso), sobre arotagéo do tridngulo acima:

[JAB=A'B’ [JAC=AC []BC=B'C

Podemos afirmar que o tridangulo ABC (original) e o tridngulo A’B’C’ (imagem) sé&o
triangul os:
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6. Copieacircunferénciade centro O, de forma que a cépiatenha centro O'.

Diga como vocé copiou a circunferéncia:

7. Desenhe aimagem da circunferéncia abaixo na rotacdo de 120°, sentido horéario. O ponto

O é o centro de rotacdo e o ponto C é o centro da circunferéncia.
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8. Determine aimagem da rotacdo de 90° em torno de O, sentido anti-horério, da circunfe-

réncia abaixo:

9. A circunferéncia tem centro O. Ela gira 75° ao redor desse centro, no sentido anti-
horério. Desenhe aimagem dessa rotac&o.

O que voceé pode afirmar arespeito daimagem dessa rotagao?
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FOLHA 5—SESSAO 2

Nome:

Nome do(a) companheiro(a) de dupla:

1. Desenhe aimagem do retangulo. A rotacéo é de 180°, sentido horério, ao redor de O.

2. A professora de Carlos pediu para ele desenhar a imagem da

bandeira ao lado, numa rotac&o de 90° no sentido horério, ao re- °

dor do ponto O. /\

Depois que Carlos fez o desenho, a

figuraficou assim:

Vocé acha que esta certo? Por que vocé acha isso?
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3. Desenhe aimagem da bandeira a seguir , narotagdo horaria de 60° ao redor do ponto

vermelho :

4. Janaina tinha uma bandeira desenhada no seu

caderno. Entdo ela desenhou aimagem dessa ban-
deira na rotagdo de 180° no sentido anti-horério

ao redor do ponto O. Seu desenho, junto com a

686446448448484048484484844
o

bandeira original, ficou assim (veja abaixo):

°
o

V océ acha que esta certo ou errado? Explique por qué.

008465448685644446844444
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5. Um menino desenhou aimagem darotagdo da
bandeira a esquerda. A rotac&o é de 90° no sentido
anti-horério e o centro de rotacéo € o ponto O. De-

pois que ele acabou seu desenho, abandeira e sua

6d4488844448444444848444

imagem ficaram assim:

o

44444844644464488448484044

Vocé tem alguma critica a fazer ao trabalho do menino? Explique.

6. Nafiguraabaixo, abandeiraB’ é aimagem dabandeira B por uma rotacéo ao redor de

O. Qual foi o sentido darotacéo ? De quantos graus foi aro-

tacéo?

O
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7. No desenho abaixo temos o vértice A de um quadrado e o seu centro O. Usando rotacao,

ache os demais vértices e desenhe o quadrado.

8. Umameninafez arotagéo do quadrado abaixo e desenhou aimagem na mesma posi¢éo

gue estava 0 quadrado original.

C D
A B

Vocé acha que:

a) arotagdo pode ter sido de 90° ? Se vocé achaisso, qual dos pontos
acimafoi centro de rotacéo?

b) arotacdo pode ter sido de 180° ? Sesim, qual foi o centro de rota-
caon?

c) arotagdo pode ter sido de 360° ? Sesim, qual foi o centro de rota-
caon?
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FOLHA 1—SESSAO 3

Nome:

1. O desenho ao lado mostra o segmento AB. Dobrando o papel,
faca os pontos A e B coincidirem. Alise bem a dobra. Abra a
folha de papel e desenhe a reta representada pelo vinco. Essa
reta é perpendicular ao segmento AB e passa pelo seu ponto

medio. Ela é chamada mediatriz do segmento AB.

2. Escolha um ponto dessa reta. Compare as distancias desse ponto até as extremidades do

segmento. Elas sdo iguais ou diferentes ?

Escolha outro ponto dessa reta e compare novamente as distancias. Qual é a sua conclu-

sa0? Se vOCé pegar

um outro ponto da mediatriz e comparar as distancias, o que vocé acha que ira acontecer?

3. O que vocé fez para comparar as distancias?

4. Desenhe amediatriz do segmento de reta representado ao lado. Diga como voceé fez para

desenhar essa mediatriz.

A

\.
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5. O ponto A pode ser levado até o ponto A’, por meio de diferentes rotactes. Desenhe trés
pontos que poderiam servir como centros dessas rotactes. Chame esses pontosde P, Q e

R.

De quantos graus € arotacdo que tem P como centro?

Qual é o sentido dessa rotacéo?

6. Desenhe areta que contém os centros de rotagdo que levam A em A’; em seguida, dese-

nhe a reta contendo os centros de rotacdo que levam B em B’.

A

As duas retas que vocé desenhou cruzam-se num unico ponto. O que vocé pode dizer a

respeito desse ponto?
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FOLHA 2 —SESSAO 3

Nome:

1. Alguém olhou afigura abaixo e disse incorretamente que o ponto O € o centro da rotagéo

gue leva o segmento AB no segmento A’B’.

Explique por que O ndo é o centro de rotac&o.

2. Os segmentos estdo desenhados novamente para vocé poder achar o centro da rotac&o.

A1

Qual é o sentido e o angulo de rotacéo?
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3. No desenho ao lado temos o segmento AB e sua

B
imagem A’B’ por uma rotagdo. Assinale o centro da o
Bl
rotagdo. De quantos graus € a rotacdo? Qua
é 0 sentido da rotagéo?
A

4. A’B’ éaimagem de AB por uma rotacdo. Assinale o centro

da rotagéo. De quantos graus € a rotacao? Qual éo

A B’
sentido da rotacdo?

5. Diga qual dos pontos vermelhos é o centro da rotagdo da bandeira A, com imagem A’,

nas duas situagdes a seguir:

A A
M
: ° N
A P .
% A
Q °R
rR® ©
S

Resposta: ponto Resposta: ponto
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FOLHA 3—SESSAO 3

Nome:

1. No desenho abaixo estdo representados dois lados consecutivos de um pentagono regular

ABCDE. Termine de desenhar o pentdgono usando rotacao.

2. O desenho aseguir mostrauma casa (A) entre doisrios (retasr e s). O sr. Paulo, dono do
terreno, quer construir uma estrada reta que comega num rio, passa pela casa e termina
no outro rio. Além disso, ele quer que a casa fique bem no meio da estrada. Faga 0 dese-

nho dessa estrada.
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3. Narotagdo de 180° (qualquer sentido), a figura e sua imagem sdo simétricas em relagéo
ao centro de rotagdo. Desenhe 0 segmento CD, simétrico do segmento AB em relacéo ao

ponto O, dados abaixo. Considere C aimagem de A e D aimagem de B.

B

o

4. Desenhe os segmentos AD e BC. Diga qual é a espécie do quadrilatero ABCD (trapézio,

paralelogramo, losango, retangulo ou quadrado)

Dica— considere as seguintes propriedades dos quadriléteros:

¢ trapézios. doislados paralelos

¢ paralelogramos: lados opostos paralelos

¢ losangos: lados congruentes (mesma medida)
+

retangul os: angulos internos congruentes (mesma medida)
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ANEXO 4 — POS-TESTE

Nome: Tempo: 1h 30min

Data: 8/11/2 000 Turma (cor da pasta):

1. Cologue flechas mostrando os sentidos em que giram as
engrenagens A e B.

2. Complete: A engrenagem C esta girando no sentido

3. Em que sentido gira a engrenagem B?

Resposta: Ela gira no sentido

4. Os angulos abaixo sdo formados por palitos ou segmentos de reta. Escreva a medida de
cada um deles no quadro mais proximo.

A\

Como vocé fez paramedir os angulos?

i 5. Um lapis estava na posicdo mostrada no desenho a esquerda. O |&pis foi girado
no sentido anti-horério, ficando na posi¢éo indicada no desenho abaixo a direita.

-

-

De quantos graus foi o giro do |4pis?




6. No desenho ao lado h& dois palitos iguais, um sobre o outro. O

palito de cima gira um certo angulo ao redor do furo. Escolha,

marcando com um X entre os parénteses, a figura que mostra os

dois palitos apos 0 movimento.

N

()

()

7. Um palito de sorvete tem um furo numa ponta. Ele girou em volta desse furo, conforme

mostra o desenho abaixo.

De quantos graus foi o giro?

Em que sentido se deu o giro?

8. O desenho abaixo mostra duas bandeiras iguais. Por meio de alguma rotagcdo, a bandeira

A coincide com abandeiraA’.

Descreva essa rotagdo dizendo qual é o seu
) A
sentido
angulo
centro de rotagéo A
Complete: A bandeira A’ é a dabandeiraA.
9. Seis criangas receberam uma folha com o mesmo desenho ao
lado. A professora pediu que todas as criancas desenhassem a / ’

imagem da bandeira, obtida pela rotagdo de 90° no sentido anti-
horario, ao redor do ponto. Descubra os erros cometidos e diga

que erros foram esses.
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AR

LA

/P

N

Cala

Rodrigo

Juliana

Denise

Lucas

Alex

Acertou Errou [

Se errou, explique qua foi o erro:

Acertou [ Errou [

Se errou, explique qua foi o erro:

Acertou || Errou [

Se errou, explique qua foi o erro:

Acertou [ Errou [

Se errou, explique qua foi o erro:

Acertou [ Errou [

Se errou, explique qua foi o erro:

Acertou Errou [

Se errou, explique qua foi o erro:
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10. No desenho abaixo, o ponto A’ é aimagem do ponto A, na rotacéo em torno do ponto O.

De gquantos graus foi arotacdo?

Qual foi o sentido da rotagéo?

11. O ponto M’ € imagem do ponto M, numa rotagdo horéria de 60°, conforme indicado na
ilustracdo abaixo. Faga um circulo em volta do ponto que vocé acha que foi o centro
dessa rotagéo.

M

12. Dados os pontos A e O, desenhe aimagem de A na rotacdo de 80° no sentido horério ao
redor de O.
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13. No desenho ao lado, o segmento A’B’ é a imagem do A

segmento AB, na rotacdo ao redor do ponto O. Diga B’

a) o sentido darotacéo

b) o angulo de rotagdo

A’

14. No desenho abaixo, o ponto A pode ser levado ao ponto A’ por intermédio de uma
rotagéo. Desenhe um ponto O que poderia servir como centro de rotacéo.

A1

A.

Escreva como vocé achou o ponto O e diga de quantos graus é essa rotagéo.

15. No desenho ao lado, a bandeira A’ é a imagem da bandeira A por A
uma rotagdo. Ha também cinco pontos vermelhos. Faga um circulo
ao redor do ponto que é o centro dessa rotagdo. Explique, no quadro
abaixo, como vocé escolheu o ponto.

. A~

ANEXO 4 — POS-TESTE




16. Localize o centro da rotagdo que faz 0 segmento A’ B’ ser aimagem do segmento AB, no
desenho abaixo.

Explique como voceé fez para achar o centro de rotacdo. Diga também qual € o angulo da
rotacao.

17. Luciana desenhou no seu caderno a imagem da rotagdo de 180° de um quadrilétero
ABCD a0 redor do ponto O. Observe o desenho no seu caderno e diga se ela fez
corretamente a rotacdo. Caso elatenha errado, diga qual foi ou quais foram os seus erros.

Escreva aqui seus comentarios.
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18. No desenho abaixo estd representado o tridngulo ABC e um ponto O. Desenhe o
tridngulo A’B’C’, imagem do triangulo ABC na rotagdo de 120° ao redor do ponto O no
sentido horario. Faca seu desenho de forma que A’ sejaimagem de A, B’ sgjaimagem de
Be C,aimagemdeC.

19. Cologue V ou F entre parénteses, conforme a afirmacéo seja verdadeira ou falsa. As
afirmacOes referem-se arotagdo acima.

a) A disténciaOB éigual adistanciaOB’. ( )

b) A distanciaOB éigua adistancia OA. ( )

c) A distéanciaAB éigua adistanciaA’B’. ( )

d) A distancia OA édiferente dadistanciaOA”™. ( )

e) Oangulo AOA’ é congruente ao angulo BOB'. ( )

f) O angulo BAC ndo é congruente ao angulo B'A’C’. ( )

g) Seo tridngulo ABC girar 120° ao redor de O no sentido horario, entdo ira coincidir com
otriangulo A’B’'C’. ( )

20. Desenhe a imagem da circunferéncia abaixo, na rotagdo de 70° no sentido horério ao
redor do ponto O. Note que o ponto C € o centro da circunferéncia.
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21. Os quadrados ABCD e MNPQ sofrem ambos rotagoes de 90° ao redor de um ponto
vermelho (pontos A e O, respectivamente), no sentido anti-horario. Desenhe a imagem
de cada um deles.

Que instrumentos vocé usou para desenhar as imagens?

Que espécie de figura forma o quadrado ABCD junto com suaimagem A’B'C'D’ ?

Como se chama a figura formada pelo quadrado MNPQ e pelasuaimagem M'N'P Q' ?

22. No desenho abaixo é dado um lado de um hexégono regular e o seu centro O. Usando
rotagdes ao redor desse centro, termine de desenhar o hexégono.

T~
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23. Um guindaste usado para demolic¢éo tem uma bola de ago ligada por um tubo rigido aum
eixo de rotagéo motorizado, conforme mostra afigura abaixo. Ele é capaz de fazer a bola
dar uma rotac&o de até 70°.

7 centro de rotacdo
Im A
2m ——
Im ——
Prm =
1
O =0

L b

Conforme mostra a figura, a bola fica rente ao ch&o e gira em torno de um ponto situado 3
metros acima do chéo.

Para derrubar uma parede, o operador aproximou a maquina de forma a dar a rotacéo
maxima na bola, atingindo a parede em seu ponto mais alto.

Faca um cal culo aproximado da altura desse primeiro impacto.

O valor que vocé encontrou €é:
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