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RESUMO

O objetivo deste trabalho foi investigar uma abordagem para o ensino da
trigonometria no tridngulo retdngulo, onde se pretendeu introduzir os conceitos
das razdes trigonométricas seno, co-seno e tangente a partir da manipulacao
de modelos. Tivemos por hipétese que o desenvolvimento de uma sequéncia
de ensino criando situagdes-problema, a partir de questdes simples,
contextualizadas, concretas, tal ambiente servira de facilitador para a
construcao e a apropriagao dos conceitos da trigonometria.

Trabalhamos com duas turmas, ambas da 82 série do Ensino
Fundamental, sendo uma considerada como grupo de referéncia (GR) e uma
outra considerada como grupo experimental (GE). No GE foi aplicada a
seqléncia de ensino objeto de nossa pesquisa, com pressuposto tedrico
construtivista, com base na psicologia cognitiva de Vygotsky e Vergnaud, e na
didatica francesa de Brousseau.

No GR, a abordagem da trigonometria se deu na forma por nos
considerada tradicional (definicbes seguidas de exercicios). Os dois grupos
foram submetidos a dois testes individuais: um antes (pré-teste) da introducao
dos conceitos de razdes trigonométricas e outro (pbs-teste) apds terem tido
contato com esse conteldo. A analise dos resultados envolveu duas etapas:
a analise quantitativa e a qualitativa dos instrumentos diagnésticos.

Em sintese, quanto ao desempenho geral dos grupos nos testes,
podemos dizer que o GE apresentou um desempenho satisfatorio e superior ao
GR. Nao tivemos a pretensdo de extrapolar nossos resultados para além do
universo da pesquisa, uma vez que nossa amostra foi pequena. Mas,
obtivemos pistas significativas sobre o processo de ensino-aprendizagem do
conteudo. A mais valiosa delas foi a de que o processo de construcdo dos
conceitos basicos da trigonometria, a exemplo da histéria, ganha for¢ca quando
inicia-se a partir da resolucao de problemas concretos, advindos da realidade,
dirigindo-se para os problemas formais, quando os conceitos ganham

significado mais abstratos e abrangentes.



ABSTRACT

This work aimed at investigating an approach to the teaching of
trigonometry in the right triangle, where it was intended to present the concepts
underlying the trigonometric ratios sine, cosine and tangent from the
manipulation of models. We had, as the research hypothesis the development
of a teaching sequence involving problem-situations, from simple,
contextualized, concrete questions. Such environment will act as a facilitator for
both construction and acquisition of the concepts of trigonometry.

We have worked with two groups, both from the 8" grade within the
Fundamental Education, one considered the reference group (RG) and the
other the experimental one (EG). At EG, the teaching sequence which is the
object of the present research was applied, with a constructivist theoretical
framework based on the cognitive psychology by Vygotsky and Vergnaud, and
also on the French didactics of Brousseau.

At RG, the approach to trigonometry was the so-called traditional one
(the presentation of definitions followed by exercises). Both groups have
undergone two individual tests: a pre-test before the introduction of the
concepts of trigonometrical reasons and another, a post-test after they had
been presented this content. The analysis of the results involved two steps:
quantitative and qualitative analysis of the diagnostical instruments.

To sum up, as for general performance of both groups in the tests, we
can say that EG has presented a satisfactory and superior performance in
comparison to RG. As we had a limited sample we do not mean to replicate our
results beyond the universe of the present research. Nevertheless, we have
obtained significant clues on the teaching-learning process of the content. The
most valuable experience involved the realization that the process of
construction of the trigonometrical basic concepts is enhanced when it begins
from the solution of concrete problems engendered in reality, driven to formal

problems, when the concepts gain broader and more abstract meanings.
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CAPITULO I: INTRODUCAO



INTRODUCAO

1.1. Problematica e Objetivo

O objetivo deste trabalho € investigar uma abordagem para o ensino da
trigonometria no tridngulo retadngulo, em que se pretende introduzir os
conceitos das razdes trigonometricas - seno, co-seno e tangente - de maneira
significativa.

Dentro dessa perspectiva, eis a questdo: como abordar o conteudo
relativo a trigonometria do triangulo retangulo (seno, co-seno e tangente) de
forma a possibilitar que o aluno compreenda seus conceitos? E ,
conseqguentemente, investigar quais os fatores que interferem na aquisicao
desses conceitos. A principio, temos em mente os seguintes fatores:
participacdo do aluno (situacao adidatica, segundo Brousseau), trabalho em
grupo (dentro da Zona de Desenvolvimento Proximal, como descrita por
Vygotsky), com os conceitos trabalhados a partir de situa¢des-problema (como
Vergnaud propde), com énfase na contextualizagdo' e, sempre que possivel,
buscando representagdes concretas (maquete, tridngulos em madeira e
dispositivos), que atuem como mediadores entre as situagdes praticas da vida
e sua representacdo matematica.  Essas representacdes chamaremos de

modelo.

" Por contextualizac¢do estamos considerando aqueles problemas que vém do mundo pratico. Entao, por
exemplo, medir a altura de um muro é contextualizado, no sentido de que muro € algo da vida pratica, da
vida real do aluno. Ja ao contrdrio, quando nos referimos a descontextualizag@o, estamos falando em
tirar do contexto do mundo pratico. Assim, por exemplo, ao invés de determinarmos a medida da altura
de um muro, determinarmos a medida x de um segmento ou dado o sen ¢, determinarmos cos 0. e tg o, é
para nés um problema descontextualizado. Entendemos que existe ai um contexto, qual seja, o contexto
matemadtico que tem sua prépria linguagem e maneira de se expressar. Assim sendo, a partir de entdo,
toda vez que nos referirmos a descontextualizagdo entenda-se por isso, algo que estd fora do contexto do
mundo prético, isto €, a situagao estard sendo apresentada dentro de um contexto matematico, formal.



Quanto a essa idéia de modelo empregada neste trabalho, gostariamos,
inicialmente, citar as palavras de Marineusa Gazzetta:

“Atualmente o termo modelo ou modelo matematico
subentende uma diversidade de definigbes. E quase
inevitavel que muitos usuarios do termo modelo o
estejam imbuindo com significados e conotagdes que s&o
estranhos as outras pessoas” (1989,p.16).

Em nosso trabalho entendemos por modelo a representacdo da
realidade ou de um objeto matematico ideal, através de maquete (irés
dimensbes), triangulos feitos em madeira (trés dimensdes), figuras (duas
dimensbes), construgbes geométricas (duas dimensdes) e equipamentos
criados para auxiliar a compreensao dos conceitos envolvidos. Acreditamos
que a manipulacdo desses modelos, com as construgcbes e medicoes,
estimulem a participacao do aluno, a experimentagéo, possibilitando melhores
condicdes para a aquisicao do conhecimento, do que uma aula exclusivamente
expositiva.

Portanto, modelo € empregado aqui com énfase no aspecto material, de
concretizagdo ou representacdo de uma imagem, do que no sentido de modelo
matematico que entendemos conforme definido por Biembengut:

“... um conjunto de simbolos e relagcbes matematicas que
procura traduzir, de alguma forma, um fenémeno em
questao ou problema de situagéo real” (2000,p.12).

Assim sendo, investigaremos se esses fatores — participagéo ativa do
aluno, trabalho em grupo, partir de situacdées-problema, contextualizados e
manipulacdo de modelos - seguem a direcdo do particular para o geral

(formalizag@o) e como isso acontece.



Entendemos que o estudo da Trigonometria, de maneira geral, apoia-se
nos conceitos basicos das razdes trigonométricas do triangulo retdngulo. Em
outras palavras, acreditamos que uma vez formados esses conceitos, 0
desenvolvimento da trigopnometria generalizada ocorrera com maior facilidade e
compreensao.

Baseando-se em observagbes empiricas, sejam elas advindas de nossa
pratica diaria como professor em sala de aula ou de discussées com colegas,
percebemos que os alunos se sentem “incomodados” ao tratar de questdes
que envolvam trigonometria, 0 que, normalmente, acarreta uma rejeicao ao
conteudo. Acreditamos que essa rejeicdo esteja diretamente relacionada a
falta de compreensao dos conceitos trigopnométricos basicos. De fato, ainda
baseados em evidéncias empiricas, podemos apontar alguns procedimentos
dos alunos, quanto a representacdo matematica, em que constatamos erros de
notagdo e de conceito, mesmo entre alunos em fase de conclusdo do ensino
meédio ou j& no curso superior.

Dentre esses procedimentos, encontramos, por exemplo:

a) cos.x

Provavelmente, ao escrever cos.x, acreditamos que o aluno nao
tenha entendido o significado de “co-seno de um angulo x” e,
consequentemente, sua representacdo simbdlica cos x. Parece-nos
que o aluno faz uma associagéo indevida entre cos x a algo como, por
exemplo, 5x .  Assim, do mesmo modo que 5x significa 5.x, entao
cos x deve ser o produto cos.x. Em nosso entender, este erro sinaliza
que as razbes trigonométricas se apresentam desprovidas de

significado.



Um caso analogo a esse ocorre, por exemplo, no estudo de derivada
NOS cursos superiores, em que constatamos com frequiiéncia, erros do
tipo: se y = sen3x? , entdo y'= cos 3x® . 6x, portanto y’ = cos 18x3,
sendo que o correto seria y = 6x..cos 3x° . Provavelmente este seja

. . s 2
mais um caso daqueles em que o aluno esteja entendendo y’ = cos3x

.6x como o produto Yy’ = cos.3x2.6x .

b) cos x= 3,8

Em algumas aplicacées, mesmo em Matematica, ou outra disciplina,
como a Fisica, o aluno obtém e leva em consideracdo valores como
cos x= 3,8 , quando sabemos que o co-seno de um angulo € um valor

restrito ao intervalo que varia de -1 a +1. Portanto, ndo temos cos x > 1.

c) sen(30°+45°) = sen 30° + sen 45°

Nesse caso, 0 aluno ndo se deu conta que sen 75° tem valor
diferente da soma sen 30° + sen 45°, pelo proprio conceito de razao
trigonométrica e ainda porque sen 30°= 0,50 e sen 45°= 0,71,
resultando uma soma 1,21. Além de sen 75°= 1,21 ser incorreto, pois
sen 75°= 0,96, também o é pelo fato de que o seno de um angulo é um
valor restrito ao intervalo -1 a +1.

Em nossa interpretacdo, este procedimento € muito semelhante ao
citado no exemplo a acima. Se sen(30°+45°) for entendido como
sen.(30°+45°), entdo € possivel que o aluno esteja aplicando a
propriedade distributiva. Ou ainda, se considerarmos que aqui esteja

havendo um envolvimento com o conceito de funcdo, o aluno esta



atribuindo a funcdo seno uma propriedade que ela nao possui: sen(a +
b) =sen a + senb. Ou mesmo ignorando a periodicidade préopria das

funcdes trigonométricas.

dtgx=1=tgx =45°

Outro erro muito freqliente, que ocorre quando ao se determinar o
valor de X, sabendo-se que tg x= 1, escreve-setgx=1=>1tgx =
45°, em vez de tg x = 1 = x = 45°. Acreditamos que possivelmente seja
um erro conceitual, pois mesmo considerando que o aluno esteja se

referindo ao angulo de 45°, qual o significado para ele de “tg x*?

e) tg x = sen/cos x
Em vez de tg x =sen x/ cos x, encontramos casos em que o aluno

escreve tg x = sen/cos X, ou ainda, tg = sen / cos . Esta

simplificacdo de notagdo, tratando as razdes trigonométricas por “tg”,

“sen” e “cos” sera somente um problema de notac¢ao ou esta associada a

falta de significado a respeito das razdes trigonométricas ?

f) tg x/cotg x = 1/co

Na Universidade de Taubaté ( UNITAU ), um professor passou a
registrar os absurdos matematicos que alguns alunos cometiam. Dentre eles,
encontramos um registro bastante pitoresco, que foi a simplificacao
tg x/cotg x = 1/co. E evidente que tal caso ja é uma caricatura, podendo ser
entendida como piada, mas com a garantia de que tenha de fato ocorrido,
provavelmente seja mais um procedimento semelhante ao do exemplo a.

Os exemplos acima sao alguns dos sinais que observamos no dia-a-dia

de nossa pratica como professor, por isso ndo ha como levantar o porqué.



Mas certamente manifestam uma falta de compreensdo dos conceitos
trigonométricos e que inviabilizam o desenvolvimento do aluno nesta area.

Além disso, os alunos tém dificuldade quanto a resolucao de problemas
e em associar as razdes trigonométricas com fatos da realidade , prevalecendo
o formalismo vazio e, provavelmente, operagdes mecanizadas desprovidas de
significado.

Temos consciéncia de que a observacao de tais comportamentos acima
sao observagbes empiricas, portanto sem nenhum cunho de cientificidade.
Porém, foram essas observacdes, enquanto professor, que nos levaram a ter
interesse em pesquisar sobre o assunto, para podermos entender justamente
0S porqués que, na sala de aula, nao tivemos condicbes de obter.

E nossa hipétese que se iniciarmos nossa seqiiéncia didatica criando
situacdes de ensino a partir de questdes simples, contextualizadas, concretas,
tal ambiente servird de facilitador para a construgdo e a apropriacdo dos
conceitos da trigonometria. Achamos que o ideal é elaborarmos situagbes-
problema que, ao resolvé-las, o aluno possa estar simultaneamente
construindo o conceito e gerando competéncia.

Se nossa hipétese estiver correta, a segunda etapa de nossa sequéncia
de ensino - a institucionalizacdo dos conceitos basicos da trigonometria -
acontecera como um caminho natural do processo ensino-aprendizagem,
instrumentalizando o aluno para aplicar o conceito em situagdes
descontextualizadas e de maior generalizagéo.

A seguir, apresentaremos uma visao geral, resumida, do que constara o
presente estudo, o qual sera composto de sete (07) partes que chamaremos de

capitulos.



1.2. Descricao da Dissertacao

Apresentamos aqui uma descricdo sumaria da dissertacao.

No capitulo |, apresentamos a problematica que motivou esta pesquisa,
nosso objetivo e a hipdtese sobre a qual desenvolvemos o trabalho.

No capitulo IlI, descreveremos sobre a fundamentagcdo teodrica
considerada e que nos levou a propor uma abordagem para a construgao dos
conceitos considerados. Uma vez que estamos partindo de um pressuposto
tedrico construtivista, descreveremos sobre as contribuicbes que serdo a
base de nosso trabalho. Da psicologia cognitiva, usaremos de Vygotsky idéias
da sua teoria sécioconstrutivista, especialmente quanto a zona de
desenvolvimento proximal e de Vergnaud com a teoria dos campos conceituais,
especialmente quanto a relacdo competéncia-concepgao. Da didatica
francesa, usaremos de Brousseau a teoria das situagdes didaticas. Esses
conceitos nos ajudardo a entender e explicar, a luz da formagao do conceito,
comportamentos assumidos por nossos alunos. Além das contribuicoes
teoricas, faremos uma revisdo de literatura para tomarmos conhecimento da
existéncia de outras propostas de abordagem.

No capitulo Ill, trataremos dos aspectos historicos da trigonometria, para
se ter uma idéia de sua origem, desenvolvimento e da maneira como €
entendida hoje dentro da Matematica. Nesse capitulo, procuraremos também
analisar como se da a trigonometria na escola. Para isso, achamos por bem
analisar os Parametros Curriculares Nacionais, a Proposta Curricular Para o
Ensino da Matematica do Governo do Estado de Sao Paulo, alguns livros

didaticos e, finalizando, uma comparacao entre a Proposta e os livros.



No capitulo IV, metodologia, faremos uma descricdo do universo da
pesquisa. Apresentaremos a populacdo alvo — o numero de sujeitos, sua
escolaridade, a caracteristica da escola — os instrumentos diagndsticos (pré e
pds testes) e a seqiéncia de ensino proposta. Na apresentagdo desses dois
ultimos — instrumentos e seqUéncia — procederemos com uma analise precisa
de cada um dos itens neles abordados. Assim sendo, esta andlise constara
dos objetivos, de nossas expectativas, dos procedimentos, dos recursos e do
embasamento tedrico. A analise dos resultados obtidos pela aplicagdo dos
instrumentos diagndsticos acontecera no capitulo V. Faremos uma analise
quantitativa e qualitativa dos resultados. Quanto a aplicacao dos instrumentos,
observaremos o desempenho por: grupo de alunos, tipo de questao, sujeito e
procedimentos.

No capitulo VI, apresentaremos nossas conclusdes (que puderam ser
extraidas a partir do capitulo anterior) e faremos sugestdes de investigacoes
para futuras pesquisas sobre o assunto.

No capitulo VII, trataremos das referéncias bibliograficas que nos foi de

grande valia para a elaborag&o e desenvolvimento de todo nosso estudo.



CAPITULO II: DISCUSSAO TEORICA
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INTRODUCAO

Ao desenvolver este trabalho, tivemos por base as idéias da psicologia
cognitiva de Vygotsky, Vergnaud e da didatica francesa de Brousseau. Isto
significa dizer que o presente trabalho se apoia no pensamento soOcio-
construtivista, em resolucbes de problema e na teoria das situagoes,
respectivamente.

Entendemos que o ensino da Matematica tem duas vertentes:
desenvolver o raciocinio teorico (abstragéo) e aplicagdes praticas (resolugéao de
problemas, realidade).

A énfase na parte pratica pode contribuir para o desenvolvimento das
estruturas logicas do pensamento, porém, por si sb, parece-nos insuficiente
para o processo de generalizacdo. Ja a énfase no raciocinio (entendido aqui
como teorizacao), embora possa permitir a capacidade de ultrapassar o senso
comum, pode fazer o ensino da Matematica parecer apenas um efetivo
exercicio para o desenvolvimento do raciocinio somente em matematica, ou
seja, “matematica pela matematica”.

Assim, no ensino da matematica, as aplicagcbes praticas e o
desenvolvimento do raciocinio devem ser considerados elementos
inseparaveis. Sao como os atomos de hidrogénio e oxigénio em uma
molécula de agua: ndo € possivel compreender as propriedades da agua
através da consideracéo isolada de um e de outro elemento.

Portanto, ao desenvolver uma sequéncia de ensino, devemos ter
presente o equilibrio entre varios fatores, tais como a pratica e a teoria, a

ferramenta e o objeto, situacdes concretas e situacdes abstratas, competéncia
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e concepcao, além de termos a preocupagdo em avancgar para além do senso

comum, visando a construgdo de uma autonomia intelectual.

2.1.EMPRESTIMOS DE IDEIAS TEORICAS

De acordo com o pensamento soOcioconstrutivista (Vygotsky), o aluno
deve participar ativamente da construcao de seu conhecimento, que, por sua
vez, € produzido a partir da cultura e contexto onde se encontra inserido esse
aluno. Assim sendo, o trabalho em dupla ou grupo (zona de desenvolvimento
proximal), favorece esta construcdo. Cabe ao professor a funcdo de mediador
da aprendizagem, instigador de idéias e trabalhar tanto os erros como os
acertos de seus alunos.

O ponto de partida deve ser a colocacdao de um problema, situagdo que
desafie o aluno a refletir e que tenha sentido para ele: situagdo-problema.
Segundo Vergnaud, a partir da resolugdo de problemas, podemos gerar
competéncia e formar o conceito. Dos teoremas e conceitos em agéao, partes
integrantes dos esquemas, vem a competéncia. J& os conceitos precisarao
dos invariantes explicitos (Vergnaud, 1990).

Diante de uma situacao-problema e trabalhando em grupo, cria-se uma

ocasido propicia para:

a acao (participacao);

- averbalizagéo (pelo aluno) das observacdes feitas;

- 0 desenvolvimento de uma légica de raciocinio para a defesa de sua
opinidao e avaliagao do ponto de vista apresentado por um colega;

- averificagdo da existéncia ou ndo de outras solugdes.
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Para tanto, é importante propor aos alunos problemas abertos, que
permitam a discussao a respeito, a possibilidade de diferentes solucdes e até
mesmo de nao ter solucéo.

A discussao de um problema permite o didlogo aluno-aluno e professor-
aluno. O processo de familiarizagdo com os entes e os conceitos matematicos
envolvidos e com suas representagdes fazem surgir a necessidade de uma
linguagem que favorega a comunicagéo das observagdes feitas.

Assim, pensamos que:

1) A linguagem utilizada na introdugdo dos conceitos deva aproximar-

se, 0 mais possivel, da linguagem do aluno;

2) O conceito precisa ser interiorizado pelos alunos antes de qualquer

tentativa de formalizagao;

3) Uma linguagem matematica precisa é o fim de um processo de

aprendizagem e n&o o inicio.

Além da questdo das situagbes-problema, devemos considerar o
processo dialético da aquisicdo do conhecimento. Assim sendo, o que hoje €
um objeto matematico a ser apropriado, pode tornar-se uma ferramenta para a
apropriagdo de um outro objeto.

Para evidenciar melhor isto, tomemos por exemplo o Teorema de
Pitdgoras. Quando ele é trabalhado inicialmente com o aluno, é um objeto
matematico a ser dominado. Varias situagbes-problema devem ser
apresentadas ao aluno para, dessa maneira, se apropriar deste objeto.
Posteriormente, este objeto pode se tornar uma ferramenta, como no nosso

caso aqui presente, em que o Teorema de Pitagoras é tratado como uma
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ferramenta para a apropriacdo do objeto matematico razées trigonométricas no

triangulo retangulo.

2.1.1 Vygotsky

Levaremos em consideragcdo, em nosso trabalho, trés fatores atribuidos
ao pensamento de Vygotsky: a aprendizagem, a zona de desenvolvimento
proximal e sobre a relagdo conceito espontaneo — conceito cientifico.

Quanto ao primeiro fator, sabemos que Vygotsky acredita na construcao
ativa do sujeito, nas fases de desenvolvimento, mas, diferentemente de Piaget,
defende que a aprendizagem caminha a frente do desenvolvimento, servindo-
lhe de guia.

“O aprendizado é uma das principais fontes de conceitos da
crianga em idade escolar, e € também uma poderosa forca que
direciona o seu desenvolvimento, determinando o destino de todo

o0 seu desenvolvimento mental” (Vygotsky, p. 74).

Na perspectiva dele, a educacéo nao fica a espera do desenvolvimento
intelectual do sujeito. Ao contrario, sua fungéo € leva-lo adiante, pois quanto
mais ele aprende, mais se desenvolve mentalmente.

Partindo da premissa de que o aluno constréi seu conhecimento, é
necessario, para que isto ocorra, sua interagdo com o objeto, objeto esse que
pode ser concreto ou abstrato, como, por exemplo, um conceito matematico.
Segundo Vygotsky, o centro de um processo de ensino-aprendizagem é essa
interacdo, que ira ocorrer a partir de atividades, de resolugdo de problemas
propostos ao aluno. Por isso, Vygotsky da uma importancia muito grande ao
papel intervencionista do professor., que é quem define e elabora as

atividades.
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Portanto, na definicdo de uma sequéncia de ensino, devemos levar em
conta a elaboracdo de atividades que possibilitem o aluno participar da
construcdo de seu conhecimento, caso contrario, vai se tornar um processo
mecanico, vazio.

“ A experiéncia pratica mostra também que o ensino direto de

7z

conceitos é impossivel e infrutifero.  Um professor que tenta
fazer isso geralmente ndo obtém qualquer resultado, exceto o
verbalismo vazio, uma repeticdo de palavras pela crianga,
semelhante a de um papagaio, que simula um conhecimento dos
conceitos correspondentes, mas que na realidade oculta um

vacuo “(Vygotsky, p. 72).

Ou seja, o falatério do professor que, com isto, acredita ser capaz de
formar o conceito na mente do aluno é algo impossivel.

Outra idéia importante de Vygotsky e que vamos considerar em nosso
trabalho, diz respeito a Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP).

Para Vygotsky, as medidas tradicionais de desenvolvimento, que se
utilizam de testes psicologicos padronizados, focalizam apenas aquilo que as
criangas sdo capazes de fazer sozinhas porque ja4 tém um conhecimento
consolidado. Portanto, esses testes medem o nivel de desenvolvimento real
ou atual da crianga. Para ele, s6 isso ndo interessa, pois a crianga vive num
meio social, cultural e historico, sofrendo influéncia desse meio.  Assim,
interessa considerar o desenvolvimento potencial dessa crianga, ou seja, aquilo
que a crianga ainda ndo domina, mas € capaz de fazer com o auxilio de
alguém mais experiente (professor, colega, pais, parentes, amigos,...). O que a
crianca é capaz de fazer hoje em cooperacado (com ajuda), ela sera capaz de

realizar amanha sozinha.
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Segundo Vygotsky, a evolucdo intelectual é caracterizada por saltos
qualitativos de um nivel de conhecimento para outro. A fim de explicar esse
processo, ele desenvolveu o conceito de Zona de Desenvolvimento Proximal
(ZDP), que definiu como a “distancia” entre o nivel de desenvolvimento real e 0
nivel de desenvolvimento potencial. Em outras palavras, a ZDP € a que
separa a pessoa de um desenvolvimento que esta proximo, mas ainda nao foi
alcancgado.

Assim, no processo de ensino-aprendizagem, devemos estar
preocupados com o presente do aluno e ndo somente com 0 seu passado.
Devemos atuar na ZDP, levando em consideracdo o que ele esta na iminéncia
de formar pois ja tem o desenvolvimento , mas nao tem ainda o aprendizado.
Cabe ao professor (ou adulto) estender e desafiar o aluno para que ele va além
de onde provavelmente pararia, através de desafios (conflitos), atividades
dirigidas, construgédo e trabalho em grupo. Estaremos atentos a troca que €
possivel ser feita entre dois individuos (ou grupo) que tenham um
desenvolvimento préximo.

Uma outra idéia apresentada por Vygotsky e que também levaremos em
consideragdo em nosso trabalho, é a dos conceitos espontaneo e cientifico.
Segundo Vygotsky, a crianga constrdi os conceitos, enquanto instrumentos do
seu pensamento, tanto através da experiéncia individual, na interagdo social
imediata (conceito espontaneo), como a partir dos conhecimentos transmitidos,
em especial, na escola (conceito cientifico).

O conceito espontaneo (ou cotidiano) é desenvolvido no decorrer da
atividade pratica da crianca. Tem a ver com a relacao direta com o objeto

(concreto, particularidade), sem nenhum conceito intermediando e a pessoa
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nao tendo consciéncia do conceito. Sua atengado esta centrada no objeto ao
qual o conceito se refere e nunca no préprio pensamento.

O conceito cientifico € adquirido por meio do ensino, submetendo o
aluno a processos deliberados de instrugcdo escolar, como parte de um sistema
organizado de conhecimentos relevantes para a sociedade. Tem a ver com o
pensamento (abstracdo, generalidade) e ha, desde o inicio, um outro conceito
intermediando a sua relagdo com o objeto ao qual o conceito se refere. Sua
atencao esta centrada no préprio pensamento.

Para Vygotsky, o conceito espontédneo vai evoluindo — ascendendo - de
modo que a crianga passa a tomar consciéncia dele, a ponto de ser capaz de
defini-lo com palavras ou operar com ele a vontade, desenvolvendo-se para um
conceito cientifico. O conceito cientifico, geralmente abordado na escola pela
sua definicdo, seguida de aplicacdes nao-espontaneas (formais ou cientificas),
carece de conteudo fruto da experiéncia pessoal. Mas, a medida que €
trabalhado, vai adquirindo aspectos mais “concretos”, “palpaveis”, “sensiveis”,
ou seja, se encaminha — descendendo - na diregdo do espontaneo. Dai dizer
que o conceito cientifico se desenvolve no sentido descendente e o
espontaneo no sentido ascendente.

“ Acreditamos que o0s dois processos — o desenvolvimento dos
conceitos espontdneos e dos conceitos ndo-espontaneos — se
relacionam e se influenciam constantemente. Fazem parte de
um unico processo: o desenvolvimento da formag&o de conceitos,
que é afetado por diferentes condicbes externas e internas, mas
que é essencialmente um processo unitario, e ndo um conflito
entre formas de inteleccdo antagénicas e mutuamente exclusivas
“(Vygotsky, p. 74).
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Embora distintos, estdo intimamente relacionados, uma vez que, de
maneira geral, a introdugcdo de um conceito cientifico depende de que um
conceito espontaneo correlato tenha se desenvolvido.  Espera-se que do
espontaneo (ou cotidiano) chegue ao cientifico e, a partir do cientifico, volte
para o espontdneo. Ou seja, que 0s espontaneos se desenvolvam em
direcdo a niveis cada vez mais abstratos e os cientificos se desenvolvam em
direcdo a niveis cada vez mais concretos.

Vygotsky afirma que a questdo principal quanto ao processo de
formacdo de conceitos é a questdo dos meios pelos quais a relacéao
espontaneo < cientifico € realizada. O ponto fundamental para nés é esse:
embora inicialmente afastados, fazer com que, na sua evolugcdo , esses
conceitos terminem por se encontrar.

Portanto, achamos mais proveitoso, numa seqiéncia de ensino,
trabalhar os conteldos a partir dos conceitos espontaneos (confronto com uma
situagao concreta), isto é, daqueles que se apdiam na experiéncia imediata dos
alunos, fazendo-os que evoluam para o nivel dos conceitos cientificos.
Vamos estar atentos ,ao desenvolvermos nosso estudo, ao fato do aluno estar
inserido num meio social e que, entdo, é interessante que os problemas saiam
de questdes relacionadas ao seu meio, mais proximos de sua realidade.

Nesse processo, devemos ter em mente também que a expressao de
um conceito pela definicdo verbal, ou seja, através de palavras faladas ou
escritas, é algo complexo.

“O pensamento tem sua propria estrutura, e a transicdo dele

para a fala ndo é coisa facil'(Vygotsky, p. 128).

Vygotsky se refere a fala classificando-a em oral e escrita.
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“A escrita € a forma de fala mais elaborada’(Ibid., p. 124)

“A comunicagdo por escrito baseia-se no significado formal
das palavras e requer um numero muito maior de palavras do que
a fala oral para transmitir a mesma idéia’(lbid., p. 124).

Deste modo, Vygotsky nos chama a atencdo do fato observado pelos
professores, de que os alunos sabem muito mais do que sdo capazes de
explicar com palavras. Mas isso é normal, visto que o aluno esta a caminho
do conceito e de que, na formagédo do conceito, a palavra vai se apropriando
devagar.

Assim sendo, em nossa pesquisa, teremos em mente esses trés fatores
analisados acima.

Vamos priorizar a idéia da ZDP, promovendo interacbes entre os
préprios alunos e deles com o pesquisador. Durante todo o processo de
nosso estudo de campo, o pesquisador tera na seqiéncia também a funcao de
professor, assumindo o papel de mediador entre 0 aluno e sua apropriacdao do
conceito. Dividiremos a sala em grupos de até 3 alunos cada um, esperando
com isso trabalhar a ZDP, favorecendo a cooperacéo e a discussdo. Nesse
sentido, o pesquisador conduzira o aprendizado atuando ativamente na ZDP,
determinando o limiar minimo (fun¢gées amadurecidas) do aluno, para que um
certo conteudo possa ser introduzido, e considerar o limiar maximo (fun¢des
em amadurecimento).

No caso particular de nossa pesquisa, 0 estudo das razbes
trigonométricas no triangulo retangulo envolve, de modo especial e como pré-
requisitos, as nogdes de semelhanca de tridngulos, triangulo retangulo e o
Teorema de Pitdgoras. Deste modo, incluiremos numa avaliacao diagnéstica

(pré-teste) questdes a respeito desses conceitos, que para nds constituem,
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inicialmente, um patamar minimo. Em nossa seqiéncia de ensino, teremos a
preocupacdo de comecar com atividades, breves, que retomem esses
conceitos, partindo dai para um patamar maximo, qual seja, as razodes
trigonomeétricas.

Pretendemos que a construgcdo dos conceitos se dé com a participagcao
ativa do aluno, promovendo sua interagdo com o objeto (conceito matematico),
através de desafios (situagdes-problema) e encontros sucessivos que, a cada
encontro, levem o desenvolvimento do estudante de um nivel x (limiar minimo,
atual) ao nivel x+1 (limiar maximo, potencial), que passara a ser, entdo, o seu
novo X, estabelecendo-se uma nova ZDP. A intervencao do pesquisador sera
direta ao ajudar o aluno a avancgar e na sistematizacdo dos conhecimentos.

Nossa pesquisa tem por principio partir de situacoes-problemas
contextualizadas, ou seja, que tenham sentido para o aluno, por terem uma
relagdo proxima a sua realidade. Como exemplos, podemos citar a obtencao
da medida da altura de uma arvore, da altura de um prédio, a inclinagao de um
telhado, a construgdo de uma rampa de acesso a um prédio, sempre discutindo
a importancia de cada um e de como resolvé-lo a partir da propria experiéncia
ou conhecimentos ja adquiridos. Pretendemos, assim, caminhar do cotidiano
para o cientifico, do concreto para o abstrato, numa evolu¢do ascendente que
permita a definicdo do conceito envolvido. Deste modo, esperamos que o
aluno incorpore os conceitos a sua estrutura mental e os utilize em situagbes
quer sejam descontextualizadas ou contextualizadas, ou seja, permita também

a evolucao descendente do conceito (concretude).
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2.1.2 Vergnaud

Outra contribuicdo importante que levaremos em consideragdo em
nosso trabalho sdo os pensamentos de Vergnaud.

Segundo Franchi (1999),

“...08 conceitos constitutivos dessa teoria sGo complexos,
exigindo muita leitura e reflexao para sua apropriagdo.” (p.156)

Para Vergnaud (1987, 1990), o estudo do desenvolvimento de um
conceito requer que o pesquisador veja esse conceito como uma terna de
conjuntos:

C=(slS)
onde,

C — CONCEITO

S — CONJUNTO DE SITUACOES QUE TORNAM O CONCEITO SIGNIFICATIVO; E A
REALIDADE, O CONTEXTO.

I — CONJUNTO DE INVARIANTES (OBJETOS, PROPRIEDADES, RELACOES E
PROCEDIMENTOS) QUE PODEM SER RECONHECIDOS E USADOS PELO
SUJEITO PARA ANALISAR E DOMINAR ESSAS SITUACOES; E O SIGNIFICADO.

S — CONJUNTO DE REPRESENTACOES SIMBOLICAS PARA SE REFERIR AOS
INVARIANTES E AS SITUACOES, EM ESPECIAL AOS PROCEDIMENTOS PARA
LIDAR COM ELES; E O SIGNIFICANTE.

Na sua teoria dos campos conceituais, Vergnaud considera que, para a
obtencdo do conhecimento, deva ocorrer uma interacdo com objeto de estudo
em diversas situacbes, para que o aluno possa observa-lo e perceber os
invariantes desse objeto. Para tanto, o aluno deveria fazer uso de varios
conceito correlatos, chegando a uma representacao simbdlica e formando, no

final do processo, o conceito do objeto em estudo.
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Uma dificuldade para os pesquisadores esta no fato de que um simples
conceito nao se refere apenas a um tipo de situacdo, assim como uma simples
situagdo nao pode ser analisada através de um unico conceito. Portanto nao
faz sentido estudar conceitos isoladamente, mas sim dentro de campos
conceituais.

Encontramos em Franchi (1999) uma sintese muito precisa desta teoria,

deixando clara a esséncia e objetivo da mesma:

“A teoria dos campos conceituais é uma teoria pragmatica,
ou seja, que faz apelo a nocdo de situagdo e das acgbes dos
sujeitos nestas situagoes”(p.163). ? visa a construcdo de
principios que permitam articular competéncias e concepgbes
constituidas em situagcdo, e os problemas praticos e tedricos em
que essas competéncias e concepgbes se constituem’(p.164).

Um campo conceitual é definido como um conjunto de situagdes, cuja
apropriagdo e analise requer o dominio de varios conceitos de naturezas
diferentes, procedimentos e da representacao simbdlica a ele ligada.

Por exemplo, em nossa presente pesquisa sobre trigonometria no
triangulo reténgulo, trabalharemos com situagbes que envolverdo outros
conceitos correlatos, tais como razdo, proporgado, semelhanga, sistemas de
medida de angulos, nimeros irracionais, teorema de Pitagoras, entre outros.
O objeto de nosso estudo é referente a construgdo dos conceitos de seno, co-
seno e tangente.

Para construir o conhecimento, inicialmente o aluno deve perceber os
invariantes que caracterizam o conjunto. A partir dai, inicia-se a formagéo de
esquemas, que Vergnaud denominou de teorema-em-agao, evoluindo para a
competéncia e o desenvolvimento do conceito.

Para Vergnaud (1987), os conceitos matematicos estdo enraizados nas

situacdes e problemas:
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“E essencial que os professores estejam cientes que ndo
podem resolver o problema do ensino, usando simples definicées
por melhores que elas sejam; as idéias dos alunos s6 podem
mudar se conflitarem com situacbes que eles ndo consigam
resolver ... Resolver problemas € a fonte e o critério do
conhecimento operacional. Precisamos ter essa idéia sempre em
mente e sermos capazes de oferecer aos alunos situagbes que
busquem estender o significado de um conceito ...” (p. 5).

Para ele, a resolugcdo de problemas é parte integrante do processo de
formacgao de conceitos.

Em nossa pesquisa, desenvolveremos uma sequéncia de ensino
centrada na resolugédo de problemas. Acreditamos também que, para quem
aprende, conceitos teodricos ou propriedades que nao puderem ser aplicados a
alguma situagao-problema, ficam desprovidos de significados.

A pesquisa em Educacdo Matemédtica deve priorizar a coleta, analise e
classificacdo de situacbes-problemas que tornem um conceito matematico
funcional e significativo.

Na escola, geralmente costuma-se ignorar o desenvolvimento do
conceito, partindo-se da definicdo para a resolucao de problemas. Com isso,
esta-se privilegiando tdo somente a competéncia para a resolucao de
problemas. Esta, por sua vez, provavelmente estara prejudicada pela falta de
se trabalhar a relacéo entre a resolugédo de problemas e o conceito.

Segundo Vergnaud (1987, 1990), o conceito e a competéncia se formam
a partir da resolugdo de problemas. O grafico abaixo € uma tentativa de
sintetizar as relagcées entre resolucdo de problemas, desenvolvimento do

conceito e competéncia.
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RESOLUGAO

DE
PROBLEMAS
DESENVOLVIMENTO | 4 »| COMPETENCIA PARA
DO RESOLVER PROBLEMAS
CONCEITO

As competéncias e concepgbes dos alunos desenvolvem-se ao longo do
tempo, através de experiéncias com um grande numero de situagbes, tanto
dentro quanto fora da escola. Quando confrontados com uma nova situagao,
eles usam o conhecimento que tem sido desenvolvido pela sua experiéncia
dentro de situagdes mais simples e mais familiares, e tentam adapta-la a esta
nova situacao.

Em nossa pesquisa, levaremos em consideragdo essa idéia de
Vergnaud. Inicialmente daremos énfase a competéncia, no sentido de levar o
aluno a utilizar conhecimentos em agdes, esquemas, escolhendo operacdes
adequadas, sem que necessariamente consiga expressar as razdes dessa
adequacao (conhecimento implicito).  Porém, nosso objetivo principal é a
construgdo do conceito relativo as razdes trigonométricas.  Assim, nossa
seqléncia de ensino devera conduzir o aluno no sentido de que possa
expressar 0os conhecimentos de forma simbdlica, utilizando-se a linguagem
natural, sentencas formais, etc... (conhecimento explicito).

Vergnaud também trata da importancia da epistemologia do conceito, ou
seja, da origem e formagao do conceito na Histéria.

iremos dedicar nossa atengdo a um restrito conjunto de
questobes epistemologicas que sejam centrais tanto para o estudo do

processo aprendizagem-redescoberta-reinvencdo na mente dos
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estudantes, quanto para a Historia da Matematica: Qual é a natureza
e a fungdo de um novo conceito, um novo procedimento, um novo
tipo de raciocinio, uma nova representacdo? Mais precisamente,
qual € a relagdo existente entre as novas competéncias e
concepgcbes matematicas e os problemas praticos e tedricos que as
tornam valiosas e significativas ?” (Vergnaud,1994, p. 15).

Para Vergnaud, e para nés também, € essencial esse tipo de pergunta
para a escolha de situaces feitas pelo professor. Se o professor souber como
se deu a formagdo do conceito, entdo podera trabalhar, inicialmente, com o
concreto, com a realidade, resgatando a evolugao do conceito. A medida que
o aluno vai entendendo, vai-se desenvolvendo o conceito no sentido da pratica
para a formalidade do saber matematico.

Em nossa pesquisa, levaremos em consideracdo essa idéia, definindo
uma seqléncia de ensino partindo de situagcdes-problema simples que, mesmo
adaptados a realidade do aluno, possibilite a construgao do conceito.

Nosso trabalho é organizar situacbes de ensino e realizar
experimentacdes, tanto dentro de objetivos de curto prazo, permitindo que os
alunos desenvolvam competéncias e concepgdes para uso imediato, quanto na
perspectiva de longo prazo de lhes oferecer uma base para os conceitos que

serao essenciais mais tarde.

2.1.3 Brousseau

Outro pensamento que levaremos em consideragdo em nosso trabalho €
0 da teoria das situagées didaticas de Brousseau. O objeto central dessa
teoria é a situacdo didatica, definida por Brousseau como:

“Uma situagdo didatica € um conjunto de relagbes estabelecidas

explicitamente e/ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de
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alunos, num certo meio, compreendendo eventualmente
instrumentos e objetos, e um sistema educativo (o professor) com a
finalidade de possibilitar a estes alunos um saber constituido ou em
vias de constituicdo... o trabalho do aluno deveria, pelo menos em
parte, reproduzir caracteristicas do trabalho cientifico propriamente
dito, como garantia de uma construgdo efetiva de conhecimentos
pertinentes” (Brousseau, 1986, p. 33).

Portanto, sempre que entre professor e aluno se estabelecam relagoes
com a intencdo de aprendizagem de um determinado conhecimento, teremos
ai uma situagdo didatica. Na sua definicdo, Brousseau ndo propde que se
tente simplesmente reproduzir o ambiente cientifico, mas sim o planejamento
adequado pelo professor de atividades que levem o aluno a uma redescoberta
do conhecimento. Isso implica, necessariamente, questdes de ordem
metodolégica.

Na elaboracao de nossa seqliéncia de ensino, levaremos em conta esta
proposta, a luz da historia, preparando atividades em etapas que, a nosso ver,
contribuam melhor para a construgdo dos conceitos relativos a trigonometria.
Adaptaremos a realidade de hoje a formagdo desse saber matematico,
conforme sua evolugao histérica.

O objetivo da teoria das situagées € pois, caracterizar um processo de
aprendizagem matematica em sala de aula, envolvendo professor, aluno e o
saber matematico. Visa, dessa forma, contemplar a especificidade do
conhecimento matematico, realizando uma educacdo matematica mais
significativa para o aluno. Assim, € uma questdo primordial a forma de
apresentagdao do conhecimento num contexto que proporcione ao aluno um

verdadeiro sentido, um vinculo com a realidade.
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Na definicdo de nossa sequéncia de ensino, estaremos atentos para
este fato, mediante atividades contextualizadas. Entendemos como
contextualizadas aquelas atividades que tém significado para o aluno, pois
estdo relacionadas a sua realidade e ambiente.

A teoria de Brousseau apoia-se, numa primeira fase, em procedimentos
metodolégicos sobre os quais o professor ndo tem um controle direto. O
objetivo é fazer com que o aluno participe efetivamente da elaboragdo do seu
préprio conhecimento. Dai a nogdo de situacdo a-didatica apresentada por
Brousseau, que a define da seguinte maneira:

“Quando o aluno se torna capaz de pér em funcionamento e
utilizar por si mesmo o saber que esta construindo, em situagdo
ndo prevista em qualquer contexto de ensino e também na
auséncia de qualquer professor, esta ocorrendo entdo o que pode
ser chamado de situagao a-didatica” (Brousseau, 1986, p.33-116).

O que caracteriza uma situacao a-didatica € a auséncia de controle
pedagdégico explicito do professor, ficando a mobilizacdo de informacdes e
inferéncias por conta do aluno. Cabe ao professor estimular o aluno a superar,
por seu préprio esforgco, certas passagens que conduzem o raciocinio na
direcao de sua aprendizagem.

Portanto, a situacdo a-didatica € uma parte essencial da situagcao
didatica e esta diretamente associada com a abordagem construtivista, pois se
caracteriza pela intengdo de colocar o aluno numa situagdo que envolve a
producao de conhecimento.

Assim, cabe a nés, na elaboragao da seqiéncia de ensino, planejarmos

situacdes didaticas ricas no aspecto a-didatico, possibilitando ao aluno
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autonomia para que possa desenvolver seus proprios mecanismos de
resolucao de problemas, em busca da construcdo do conhecimento.

A situacdo a-didatica apdia-se na nocao de devolucdo. Ou seja, 0
professor ndo deve se limitar somente em transmitir conhecimento, mas sim na
devolugdo de um bom problema. A devolugéo é definida por Brousseau como:

“O ato pelo qual o professor faz o aluno aceitar a responsabilidade
de uma situagdo de aprendizagem (a-didatica) ou de um problema e
aceita as conseqténcias dessa transferéncia’ (Ibid., 1986, p.50).

A devolugdo tem, portanto, o sentido de transferéncia de

responsabilidade, como se o problema fosse do aluno, e ndo somente porque o
professor quer. Uma vez aceito o problema pelo aluno, inicia-se ai o processo
de aprendizagem através da relacao do aluno com o saber.

Entre a aceitacdo do problema e a efetiva aprendizagem, diversas
etapas sao percorridas. Brousseau observou e decompés essa progressao da
aprendizagem em quatro fases diferentes, interligadas: acdo, formulagéo,
validac&o e institucionalizacdo. O aluno tem a responsabilidade de gerenciar
sua relagdo com o saber nas fases de agao, de formulacdo e de validacdo. A
fase de institucionalizagdo do saber fica a cargo do professor. Nem todos os
aspectos estdo sempre presentes.

Na fase de acdo, ha sempre o predominio do aspecto experimental e a
solucdo de um problema resulta na produgcédo de um conhecimento de natureza
operacional.

Na fase de formulagdo ou verbalizagcao, o aluno tenta explicar através de
uma linguagem apropriada, escrita, falada ou simbdlica, o que fez, mas sem a

intencao de julgamento sobre a validade.
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Quando o aluno comeca pensar em justificativas sobre a validade de
suas afirmacdes, ele estard entrando numa outra fase da situacdo a-didatica
que € a validagao.

A fase de validacdo se caracteriza pela elaboragdo de algum tipo de
prova, através de leis ou teoremas, daquilo que se fez. Esta relacionada a
razdo e a busca da verdade.

A producdo de conhecimentos, numa situacdo a-didatica, tende a se
caracterizar mais pelo aspecto experimental e por uma produgdo muito ampla
de conhecimentos, ndo atingindo a esséncia tedérica da matematica. Assim,
faz-se necessario uma ultima fase, a de institucionalizacdo, que visa dar um
acabamento formal ao conhecimento elaborado pelo aluno.

A fase de institucionalizagdo ou formalizagdo deve ser conduzida pelo
professor e tem como objetivo dar ao conhecimento um status de saber que
nao dependa dos aspectos subjetivos e particulares. Nesta fase, o professor
generaliza, destacando as propriedades que sdo gerais e que podem ser
usadas em outros contextos.

A sequéncia de ensino que desenvolveremos em nosso trabalho tera,
como caracteristica geral, do primeiro ao ultimo encontro, a intengdo de
caminhar da agéo para a formalizacdo. Procuraremos a cada encontro, a cada
atividade, privilegiar o aspecto a-didatico através da devolugdo de problemas,
estimulando o aluno a se empenhar na busca de solugdo.  Utilizaremos
recursos didaticos tais como: situagdes-problema contextualizadas,
manipulacdo de materiais concretos, maquetes, construcbes geométricas,

medicoes, construcdo de tabelas, entre outras.
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Entendemos como fundamental o papel do professor na elaboracéao das
atividades e, principalmente, na transferéncia de problemas ao aluno. Neste
tipo de abordagem pedagdgica, construtivista, o professor deve encontrar um
equilibrio na quantidade de informagdes a serem passadas ao aluno e reduzir

sua interferéncia.

2.2. TRABALHOS DE PESQUISAS CORRELATAS

Ao visitar a literatura especializada, temos por objetivo conhecer, a partir
dos estudos cientificos relativos a trigonometria — mais especificamente, a
trigonometria no triangulo retangulo — o que tem sido pesquisado e discutido
sobre 0 processo ensino-aprendizagem desse conhecimento. Analisamos os
trabalhos buscando contribuicoes para o desenvolvimento e definicdo de nossa
pesquisa.

Inicialmente consultamos dois bancos de teses: o da PUC-SP e o
“‘EDUMAT” da UNICAMP. O “EDUMAT” tem catalogadas mais de 429 teses
no Brasil e 22 no exterior, no periodo que compreende de 1971 a 1997, e o
levantamento dessa relacdo deu-se a partir de coleta de informagdes
realizadas por Dario Fiorentini, junto a ANPEd e a alguns programas brasileiros
de Mestrado e Doutorado em Educagdo Matematica, em Educacdo e em
Psicologia.

Abordando o tema trigonometria, encontramos, tanto no banco da PUC-
SP como no da UNICAMP, somente duas dissertagcdes de mestrado, a saber:

a) Maria José Lourencdo Briguenti, “Ensino e aprendizagem da

trigonometria: novas perspectivas da educacdo matematica’,
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mestrado em Educacdo Matematica da UNESP, campus de Rio
Claro — SP, 1994.

b) . Nielce Meneguelo Lobo da Costa “Fungdo seno e co-seno: uma
sequéncia de ensino a partir dos contextos do mundo experimental e
do computador’, mestrado em Ensino da Matematica da PUC-SP,
1997

Na Reunido de Histéria e Pedagogia da Matematica, realizada em
Lorena SP, em julho de 1998, tomamos conhecimento de uma terceira
dissertacdo (em desenvolvimento):

c) De Iran Abreu Mendes, “O uso de tdpicos historicos da trigonometria
como perspectiva metodoldgica no ensino de 2° grau’, mestrado em
Educacao, da Universidade Federal do Rio Grande do Norte.

Sobre as teses acima citadas, observamos o seguinte:

Briguenti (1994), baseada na sua experiéncia como professora,
percebeu as dificuldades e até mesmo a aversdo que alguns alunos
apresentam em relagdo a trigonometria.  Influenciada pelo movimento da
Educacdo Matematica, definiu uma estratégia para o ensino da trigonometria
baseada no pensamento dos tedéricos cognitivistas Piaget, Bruner e Ausubel,
que propdem a construgdo do conhecimento pelo aluno. Resolveu enfatizar a
teoria de David Ausubel, enfocando a aprendizagem significativa dos conceitos.
A pesquisa foi realizada em duas escolas publicas da cidade de Bauru-SP,
sendo uma de 1° grau e outra de 2° grau. Na de 1° grau, a experiéncia foi
desenvolvida numa classe de 82 série, do periodo matutino, com 36 alunos,
durante duas semanas do més de novembro de 1992, num total de 6 horas-

aula. Na de 2° grau, se realizou no periodo de 01/03/93 a 31/05/93, trés
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meses, com 5 aulas semanais, na 22 série B, do periodo matutino, com 29
alunos, num total de 60 horas-aula.

Detendo-nos somente no que diz respeito ao 1° grau, a pesquisa
abordou a trigonometria no tridngulo retangulo, através de atividades
apresentadas em duas folhas. A pesquisadora iniciou a experiéncia
“salientando a importancia das idéias de proporcionalidade e semelhanga, para
a resolugéo de problemas que aparecem no cotidiano’(p. 129).  Em seguida,
distribuiu uma folha “xerocada” (sic) onde era solicitada a construgdo de
triangulos retangulos semelhantes, a obtencdo das razdes entre as medidas
dos lados e, imediatamente, apds observar que essas razées sao constantes, a
“definicao” desses valores como seno, co-seno e tangente do angulo agudo
considerado, ja usando a notacao sen B, cos B e tg B. “Partimos, entao, para
a resolugdo dos exercicios propostos na 22 folha’{(p. 131), num total de 10
questdes. Iniciou com exercicios que tratavam os conceitos como objetos,
terminando com dois (9° e 10°) “contextualizados” (relativo a um foguete e a um
navio, respectivamente).

A avaliagéao final da pesquisa se deu através de uma entrevista coletiva,
na qual a pesquisadora solicitou aos alunos que fizessem consideragdes sobre
o curso. Em “Consideracbes Finais” a pagina 166, ela fez uma avaliagéo
pessoal sobre o trabalho desenvolvido, observando que os alunos mantiveram-
se motivados, baseado na entrevista, que a maioria gostou da maneira como o
assunto foi abordado. Esse trabalho agora analisado contribuiu para a
nossa pesquisa pela fundamentagdo teérica (que tem presenca, clareza e
objetividade acentuadas na dissertacao), pelos aspectos histéricos (apesar de

breve e, ao mesmo tempo, talvez por isso) e pela visdo que nos deu da
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importancia de uma avaliacao diagndstica final, antes de se tirar conclusdes.
Outro ponto que nos chamou atencao foi, a nosso ver, a limitada carga horaria:
6 horas-aula.

Costa (1997), o segundo trabalho por n6s analisado, teve como objetivo
investigar a influéncia de dois diferentes contextos — computador e “mundo
experimental” — na aprendizagem da trigonometria. Trabalhou com alunos da
12 e da 22 séries do 2° grau que ja haviam estudado alguns tipos de fungbes
elementares. Escolheu como “assunto alvo” as fungdes seno e co-seno e
partiu da hipotese de que é possivel introduzi-las de maneira significativa.
Assim, entendemos que seu trabalho trata de trigonometria, mas assentada
sobre o conceito de fungao (relacionando nimero com numero).

A pesquisadora procurou identificar a ordem de introdugcdo, por
contextos, que se apresentava mais eficaz para a aprendizagem. Trabalhando
com dois grupos de alunos, em um deles iniciou o conteudo por atividades no
computador, utilizando o software Cabri-Géomeétre, para, em seguida, dar
continuidade por manipulagées no “mundo experimental” . O outro grupo
seguiu a ordem inversa. A metodologia de avaliagdo consistiu na aplicagéo de
trés testes escritos: um antes de iniciar a seqiéncia didatica, um ao término
das atividades de um dos contextos e um ao final do estudo. Conclui, no final,
que a ordem de introducdo do assunto interferiu na aprendizagem.

O uso do computador e de equipamentos (elaborados para o que
chamou de manipulagdo no “mundo experimental”), ambos com o objetivo de
favorecer a concretizacao, constitui uma outra diferenca importante em relacao
ao nosso trabalho. Com o objetivo de auxiliar o aluno na construgcdo dos

conceitos envolvidos, procuraremos favorecer a concretizacdo, tendo como
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prioridade a utilizacao de recursos (no sentido amplo) ndo sofisticados, baratos
e acessiveis a toda classe social, possibilitando que tanto professor como
aluno possam facilmente elaboréa-los.

Outro detalhe que nos chamou atencao foi quanto ao critério para a
escolha da amostra: “..o0 interesse e a disponibilidade dos alunos em participar
da pesquisa em horario extra-classe,...”(p. 82). Isto contrasta com nossa
pesquisa, que pretendemos desenvolver numa turma regular de uma escola,
dentro do horéario de aula normal e no momento programado para a abordagem
do assunto em questao.

Concluindo, podemos afirmar que o trabalho em analise contribuiu para
nossa definicdo quanto a estrutura da dissertacao, aos aspectos histéricos, as
consideracdes de fundamentagao tedrica (relativas a construcao do conceito
pelo préprio aluno) e, finalmente, de que se tratam de trabalhos
complementares; a nossa pesquisa trata da construgdo de conceitos (razdes
trigonométricas) que sédo pré-requisitos aqueles abordados pela pesquisa de
Costa (funcgbes trigonométricas).

Mendes (1998), por cuja dissertacdo em desenvolvimento passamos
agora a analisar, relatou, em sua apresentacdo no encontro em Lorena-SP,
que o ponto principal, motivador de seu trabalho, foi, além da prépria
experiéncia profissional, o interesse manifestado pelos professores de
Matematica da rede de ensino de Natal-RN. O interesse deste estudo € o
aprofundamento histérico sobre trigonometria, tendo em vista contribuir para a
melhoria de suas atividades docentes junto ao 1° e 2° graus.

Portanto, o objetivo de seu trabalho é a utilizacao de topicos histéricos

como uma estratégia alternativa de ensino de trigonometria, para o 2° grau.



35

Propbe atividades de redescoberta para auxiliar na construgdo dos conceitos
basicos de trigonometria. Cabe ao professor a funcado de orientador das
atividades, nas quais o aluno devera construir seu conhecimento partindo do
préprio raciocinio e conhecimentos histéricos (pesquisados), visando aplica-la
na solugéo de problemas praticos que assim o exijam.

Mendes, porém, reconhece que somente essa abordagem nédo é
suficiente para gerar competéncia ao aluno quanto a resolugéo de problemas.
Recomenda que se complemente com atividades voltadas a “fixacdo da
aprendizagem” ou a utilizacdo de outros recursos (inclusive “um melhor
manuseio do livro didatico”) que desenvolvam o conteldo programatico
sugerido pela escola.

A leitura desse trabalho contribuiu em parte para a definicdo de nossas
atividades, como um reforgo e alerta a nossa pretensao de nos apoiarmos,
sempre que possivel, na contextualizagao, inclusive histérica.

Além das dissertagbes acima analisadas, consultamos também anais
dos “Encontro Nacional de Educagdo Matematica” (ENEM) e dos “Encontro
Paulista de Educag¢ao Matematica” (EPEM).

Nos anais do | EPEM, de outubro/89, Campinas-SP, encontramos a
pagina 258, o resumo de um mini-curso em que o autor, Antonio S. Machado,
propde uma discussao sobre um programa para trigpnometria, seguida de uma
lista de dezesseis exercicios ditos como “para orientagdo das discussoes”.

Nos anais do IV EPEM, de janeiro/96, Sao Paulo — SP, encontramos a
apresentacdo a pagina 393, do trabalho “Conseguindo Ver as Funcgoes
Trigonométricas” de Vanilda da Silva Riedel Alves e, a pagina 440, do

“Trabalho de Campo Para o Ensino de Trigonometria” desenvolvida por alunas
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de licenciatura em Matematica da UNESP, Rio Claro-SP. O primeiro trabalho,
aplicado a 22 série do 2° grau, trata das funcbes trigonométricas. Com a
utiizacdo de laminas de papel, propde uma alteracdo na “ordem de
apresentacao” para permitir uma visualizagdo melhor. Trabalha inicialmente
no primeiro quadrante, permitindo a dedugédo para os demais. O segundo
trabalho é uma comunicagcdo de experiéncia, que teve o objetivo de avaliar,
através de uma aplicacdo em sala de aula de uma escola publica, a
adequacao da proposta didatica “Introdugcédo a Trigonometria”, de Luiz Roberto
Dante, a pedagogia de trabalho em grupo em “Assimilacdo Solidaria”, de
Roberto Ribeiro Baldino.

Nos anais do Il ENEM, de julho/90, Natal-RN, encontramos a pagina
51, o mini-curso “Redescobrindo a Trigonometria”, de Ana Maria Piere e
Virginia Azambuja, do Colégio Bennett, da cidade do Rio de Janeiro. O
objetivo foi apresentar uma proposta para que os fatos da trigonometria sejam
“descobertos” concretamente através do material “tdbua trigonométrica”.

Nos anais do IV ENEM, de janeiro/92, Blumenau-SC, encontramos a
pagina 93, o resumo de um mini-curso apresentado por Evandro Felin
Londero, com o0s seguintes objetivos: a) proporcionar uma visao das fungdes
trigonométricas; b) pela utilizagdo exclusiva do ciclo trigonométrico; c) levar os
alunos a identificar os eixos de todas as fungdes; d) analisar os sinais e
valores das fungdes trigonomeétricas de acordo com o angulo; e) identificar os
processos que relacionam o sistema de eixos cartesianos com as fungdes
trigonométricas e seu uso em diversos problemas.

Embora apresentados em forma de resumos, o que ndo nos permite

uma analise mais criteriosa, resolvemos citar os trabalhos acima, por estarem
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relacionados com o tema de nossa pesquisa e por encontrarem-se inseridos
em documentos de divulgacao cientifica. Reconhecemos porém o pouco valor
cientifico dos mesmos e a nossa impossibilidade de tecermos maiores
consideragdes a respeito, ou mesmo de podermos discuti-los (inseri-los) no

ambito de nosso estudo.



CAPITULO Ill A TRIGONOMETRIA DO
PONTO DE VISTA
HISTORICO E ESCOLAR
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INTRODUCAO

Neste capitulo, estudaremos a origem e o desenvolvimento da
trigonometria, de modo especial no que se refere aos conceitos basicos das
razdes seno, co-seno e tangente de um angulo agudo.

Em Educagdo Matematica, é muito importante o estudo histérico da
construcdo de um conceito, pois os erros e dificuldades superados pelos
matematicos, bem como as adaptac¢des ocorridas ao longo da histéria, poderao
fazer com que compreendamos melhor as dificuldades apresentadas pelos
alunos. Aumentando nosso conhecimento a respeito da evolugédo do conceito,
também poderemos enriquecer nossas aulas, colaborando para que, a luz da
historia, na elaboracdo da seqiéncia de ensino, definamos atividades em
etapas que, a nosso ver, contribuam melhor para a construgdo do conceito.
Segundo Vergnaud:

“E também o tipo de questdo epistemoldgica que dirige a
investigacdo do historiador quando ele tenta descobrir as
circunstancias histéricas e sociais sob as quais as invengdes
matematicas emergiram. Ha muito o que ganhar a partir do
estudo interativo do processo individual e histérico do
desenvolvimento do conhecimento matematico. ...Mesmo que
0 conjunto de problemas com que o0s estudantes,
proveitosamente, venham a se deparar seja diferente do
conjunto de problemas que os cientistas tenham encontrado no
curso da histdria, é fundamental para a Psicologia da Educacao
Matematica considerar o relacionamento entre o conhecimento

desses problemas’”(Vergnaud, 1994, p.16).

Ou seja, ndo seria com a intengdo de reproduzir os fatos historicos,

mas sim de, baseados neles, possibilitar uma seqtiéncia de ensino, na qual o
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aluno compreenda o conceito ndo como algo dogmatico, mas sim associado a
realidade.

Nao é nossa intencao fazer um estudo profundo e detalhado da histéria
da trigonometria, mas sim, breve o suficiente que nos permita, restringindo-nos
ao conceito das razdes trigonomeétricas no triangulo retangulo, analisar como
os livros escolares e professores abordam esse assunto, e compreender o que

€ a trigonometria hoje para os matematicos.

3.1. TRIGONOMETRIA ONTEM E HOJE

3.1.1. Origem e Desenvolvimento Histdrico da Trigonometria

Podemos imaginar que ha milhares e milhares de anos, o homem, diante
da percepcéo bébvia e inexoravel do fato do nascer e do pdr-do-Sol, no dia-a-
dia, passou a utilizar esta situacao binaria (claro-escuro, Sol-Lua, dia-noite)
como um dos primeiros elementos de contagem, ou seja, a primeira
matematica que provavelmente tenha surgido foi relativa a contagem e, no
caso acima, quanto ao tempo cronolégico : quantas Luas caminhei, quantos
dias faltam, eftc...

E do pdr-do-Sol ao nascer do Sol, especialmente em noites de insénia, o
homem, ao admirar o céu estrelado, deve ter observado que, de maneira geral,
as posicoes do astros entre si se mantém constantes, mas que a abdbada
celeste, a cada dia, sofria um pequeno deslocamento, como se estivesse em
movimento. Os astros passavam a tornar-se visiveis, ao anoitecer, cada vez
em momentos diferentes e apdés muitos e muitos anos de observacao, o
homem percebeu que isto é ciclico, a tal ponto que, por exemplo, se ao pér-do-

Sol, o fato de uma estrela se tornar visivel numa determinada hora, numa
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determinada posicéao, ele faz a previsdo de um periodo de chuvas, ou de seca,
ou de frio, neve, etc...

Portanto, o homem observou que, estudando e registrando as posicoes
dos astros, ele era capaz de prever, 0 que hoje costumamos chamar, as
estacbes climéticas (primavera, verdo, outono ou inverno), podendo
estabelecer época de plantio, de colheita e estocagem, criando um calendério.
Os homens que passaram a se dedicar a tal estudo foram identificados como
astrbnomos, surgindo dai a Astronomia. Como, no principio, muitos destes
fendbmenos eram associados a poderes sobrenaturais e misticos, estes estudos
passaram a ser também incumbéncia de sacerdotes, que se encarregavam,
assim, de controlar o calendario e predizer a estacdo climatica que se
aproximava. Provavelmente surgiu dai também a Astrologia.

Para esses estudos dos astros, desenvolveu-se uma matematica, nao
como uma ciéncia em si, mas como ferramenta para a Astronomia. Dentre os
recursos matematicos utilizados, foi surgindo o que posteriormente
passariamos a chamar e considerar como ciéncia, parte da matematica: a
Trigonometria.  Na Astronomia, é impossivel estudar as fases da Lua, os
pontos cardeais e as estagbes do ano sem usar tridngulos, um sistema de
medidas e uma escala.

“A identificacdo desses recursos pelo nome “trigonometria” s6 veio
a acontecer em 1595 quando, Bartholomeus Pitiscus (1561-1613)
usou este vocabulo como titulo de uma exposicdo que foi publicada
nessa época como suplemento a um livro sobre esféricas e
novamente, em separado, em 1600, 1606 e 1612” (Boyer, 1996, p.
213).
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A trigonometria, pela propria origem da palavra (“tri” = trés, “gono” =
angulo e "metria” = medida) tem a ver com “resolucao de triangulos”. Esta era
a motivacdo inicial, ou seja, dados alguns elementos de um tridngulo,
determinar todos os demais (as medidas dos trés lados e dos angulos).

Como os astrbnomos ja tinham a nog¢ado, ou percebiam a Terra, assim
como a abdbada celeste, esférica, entdo durante muito tempo o
desenvolvimento da trigonometria foi comandado pelo desenvolvimento da
trigonometria esférica, pois essa era usada na Astronomia Matematica e por
muitos séculos foi sua maior aplicacdo. A trigonometria esférica trata da
resolucao de triangulos esféricos (na esfera) e a trigonometria plana trata da
resolucao de triangulos no plano.

A Trigonometria esférica embora pareca coisa do passado e em desuso,
ja que nao é tratada pelo sistema de ensino, continua sendo disciplina basica
para a Astronomia Matematica, bem como para a Geodésia, a Navegacao
Oceénica, a Navegacdo Aérea, a Mecanica de Satélites Artificiais, a
Transmissdo de Radio de Grande Alcance, o Célculo de Trajetoria de Misseis
Intercontinentais, o Calculo do Aquecimento Solar em Arquitetura, etc...

“Nem sempre o desenvolvimento da ciéncia segue o caminho mais
rapido ou mais cé6modo.... Assim, a origem da trigonometria... possui
uma historia bastante curiosa. Sua idéia basica ja existia no antigo
Egito. As pedras de revestimento de uma pirdmide tinham que ser
talhadas sempre sob um mesmo angulo, para que se obtivessem
superficies laterais planas. Os mestres de obra avaliavam o angulo
com base nas relagbes entre as arestas dos blocos de pedra...
Também os gregos utilizavam os conceitos fundamentais da
trigonometria na resolugdo de problemas praticos, mas os grandes
gebmetras ndo reconheceram o enorme valor destes

conhecimentos. N&do o0s desenvolveram, abandonaram-nos e
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erigiram o impressionante edificio de sua geometria plana sem o
seu concurso. A resolugdo de triangulos planos pouco ou nenhum
prazer lhes propiciava... Por que o0s gregos negligenciaram a tal
ponto o calculo trigonomeétrico de figuras planas? Ora, conhecemos
seu pendor para a construgdo geométrica. A utilizacdo de outros
recursos além da régua e do compasso poderia ser perdoavel, no
caso de um agrimensor, mas para 0 matematico teria sido
simplesmente condenavel’ (Karlson, 1961, p. 261).

Embora se concentrassem na trigonometria esférica, foi necessario
desenvolver partes da trigonometria plana, apesar de em nenhum dos casos se
empregar o vocabulo “trigonometria” e nem reconhecé-los como objeto de
estudo, mas sim ferramenta.

Os primeiros sinais de trigonometria surgiram no Egito e na Babilénia.
Parece ter havido uma relagdo entre o conhecimento matematico dos egipcios
e dos babildnios. Os babil6nios tinham grande interesse pela astronomia, foram
excelentes astrbnomos e influenciaram os povos posteriores. Construiram um
calendario astrologico e elaboraram uma tabua de eclipses lunares.

Foram os babilbnios que escolheram o sistema sexagesimal,
provavelmente relacionado com a facilidade de dividir o circulo em seis partes
iguais, usando o raio como corda.

Ha mais de 2000 anos, os gregos, tentando resolver o problema da
navegacado, interessaram-se por astronomia. Com o estudo dos astros,
puderam resolver problemas oriundos da comunicagcdo e transporte por via
terrestre, optando pela via maritima, determinando sua posicao em alto mar,
permitindo assim navegar sem terra a vista.

E conhecida a competéncia e a grande contribuicdo dos gregos quanto a

geometria, a qual o desenvolvimento da trigonometria esta ligado. Neste
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campo, a Grécia produziu grandes sabios, entre eles, Tales de Mileto (625-546
a. C.), com seus estudos de semelhanca que embasam a trigonometria e seu
discipulo Pitagoras (570-495 a C.). Pitdgoras é aquele a quem se atribui a
demonstragédo do teorema que leva seu nome: “O quadrado sobre a hipotenusa
de um tridngulo retdngulo é igual & soma dos quadrados sobre os catetos”
(Eves, 1995, p. 103). A relagédo fundamental da trigonometria tem a ver com
este teorema.

E conhecido o fato de Tales, quando de sua visita ao Egito, ter calculado
a altura da grande piramide de Queops. Provavelmente ele deve ter procedido
conforme indica a figura a seguir (Hogben, 1970, p. 156), associando as
nogdes de triangulo isésceles e de que a soma dos angulos internos de um
triangulo é 180°.

No instante em que o Sol estd com um angulo de elevacao de 45°, a

sombra da estaca toca o Dt ErELTTD €O Giaits

a altura da grande Pirdmide

circulo de raio igual a altura

da estaca (portanto,

Sombra

da estaca

sombra=altura), a altura da

piramide € igual ao

comprimento da sombra

mais a metade da base. )
Figura 3.1: Um processo de medir a altura de uma

. iramide.
Mas, na regido onde P

se localizam as piramides, o Sol s6 tem o angulo de elevagdo 45° ao meio-dia,
em dois dias do ano, tornando impraticavel a solugdo acima. Entao, atribui-se

a Tales uma solucao baseada na relacao entre triangulos semelhantes.
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Tales fez, conforme ilustra a figura a seguir (Hogben, 1970, p. 161); com
que uma estaca fosse colocada no prumo, formando com a sombra dessa
estaca e o raio do Sol um triangulo retdngulo semelhante ao triangulo formado
pela altura da piramide, sua sombra (acrescida da metade da base) e os raios
de Sol.

Considerando a semelhanga entre esses dois tridngulos, os lados

correspondentes estédo , entre si, na mesma razao, isto é:

~
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112 base (1/2b) Sombra da’ pirdmide (S) 1Sombra da estaca(s)
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Figura 3.2: Como Tales mediu a altura da grande piramide.

Relativo ao problema da navegacdo e a astronomia, encontramos entre
0s gregos grandes matematicos que contribuiram com medigdes, calculos e
idéias, que poderiamos considerar como 0s primeiros estudos com indicios de
trigonometria.  Podemos citar, por exemplo, Hipsicles (segunda metade do
segundo século a.C.), Aristarco de Samos (310-230 a C.), Eratéstenes de
Cirene (276-194 a C.), Hiparco de Nicéia (180-125 a C.) e Ptolomeu (100-180

d. C.).
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Hipsicles é o provavel autor de uma obra de astronomia, De
ascensionibus, a partir do qual pode ter sido adotada a divisdo do circulo em
360 partes, uma influéncia dos babil6nios, ao aplicar essa divisdo ao zodiaco,
ou seja, considerou um dia completo dividido em 360 partes.

Aristarco de Samos procurou fazer uma estimativa das distancias
relativas do Sol e da Lua, assim como de seus tamanhos relativos.
Observando, conforme ilustra a figura a seguir (Hogben, 1970), o angulo o
formado pela Lua, tal
como é vista de madrugada, o Sol e a Terra no momento exato em que s6

metade do disco lunar é visivel, usou pela primeira vez a aproximacgao do seno

de um angulo pequeno (3°) e
deduziu que a distancia da
Terra ao Sol é maior do que
18 vezes e menor do que 20

vezes a distadncia da Terra a

Lua. Nao tendo sido
desenvolvidas as tabelas

trigonométricas, Aristarco

Drtstancia
a lua

recorreu a teoremas

geométricos de entdo.

) ) Figura 3.3: Obtencao das distancias Terra-Lua e Terra-
Aristarco sabia que num dado Sl feita nor Aristarco

circulo a razado do arco para a corda diminui quando o arco diminui de 180°
para 0°, aproximando-se do limite 1. Outro fato notével, digno de registro, € de
que Aristarco, antecipando-se a Copérnico por mais de um milénio e meio,

assumiu um universo heliocéntrico.
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Eratostenes

de Cirene, usando

semelhanga de — L0dot
=505 _raios solares sd0_paralelas==——
‘A el Y ———— 7
tridangulos e razdes Syn
trigonométricas,
oA Sul
calculou a distancia polo

entre dois pontos Figura 3.4: Obtengao da medida do raio e da circunferéncia da Terra
feita por Eratéstenes.
da superficie terrestre, o raio e a medida da circunferéncia da Terra, dados de
muito interesse para os astronomos. Conforme ilustra a figura a seguir
(Hogben, 1958, p. 248), Eratéstenes observou que ao meio dia, no dia do
solsticio de verdo, o Sol brilhava diretamente para dentro de um pogo em Siene
(hoje Assua), no Egito. Ao mesmo tempo em Alexandria, também no Egito,
tomada como estando no mesmo meridiano e 5000 estadios ao norte de Siene,
verificou-se que o Sol langava uma sombra indicando que a distancia angular
do Sol ao zénite era um cinqlientavos de um circulo (7 1/2°). Isso forneceu um
comprimento da circunferéncia terrestre de 250.000 estadios, correspondente a

25.000 milhas ou 37.000 quilébmetros.

Interessados em estudar as posi¢coes relativas dos astros, os

astrbnomos procuravam calcular o B
comprimento da corda geométrica de um

circulo, em funcdo do éangulo central o
correspondente, ou subentendida por um A

angulo central o, ou arco AB, conforme

ilustra a figura ao lado.

Fig. 3.5: Relacionando comprimento
da corda com o angulo central.
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“Durante cerca de dois séculos e meio, de Hipdcrates de Chios
(430 a. C.) a Eratéstenes de Cirene (276-194 a C.), os matematicos
gregos estudaram as relagdes entre retas e circulos e as aplicaram
a uma variedade de problemas de astronomia, mas disso n&o
resultou uma trigonometria sistematica’(Boyer, 1996, p. 110).

O grego Hiparco de Nicéia, considerado o maior astrobnomo da
antigliidade, é tido como o “pai da trigonometria”, tendo toda sua obra se
perdido ao longo do tempo. Mas, através de documentos posteriores de
astrbnomos que o sucederam, sabe-se que Hiparco introduziu uma Unica
funcédo (razédo) trigonométrica, a fungéo corda que podemos representar por
Crd. Considerando a figura abaixo, dado um circulo de raio r, a fungéo corda

associa, a cada angulo central, o valor da respectiva corda geométrica.

rd(ct) Podemos observar que essa funcéao
/C corda tem a ver com a fungao seno atual.

Crd(a)/2 = sen(o/2)
r

Crd(a) = 2r.sen(o/2)

Figura 3.6: Relacionando o comprimento da corda com a razao (fungao) seno atual.

Hiparco associou a cada corda de um arco um angulo central
correspondente e construiu 0 que foi presumivelmente a primeira tabela
trigonométrica (“tabua de cordas”), com os angulos variando de 0° a 180° o
que representou um grande avango para a astronomia e por isso ele recebeu o
titulo de “pai da trigonometria”. Ao construir sua tabela de cordas, considerou
a divisdo do circulo em 360 partes, provavelmente seguindo a idéia de

Hipsicles, inspirado na astronomia babilénica. Atribui-se a ele a denominacao
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de arco de 1 grau a cada parte em que a circunferéncia ficou dividida, bem
como atribui-se a ele também a divisdo de cada arco de 1 grau em 60 partes,
obtendo o arco de 1 minuto. Foi o primeiro a determinar com precisdo o
nascer e o ocaso de vdrias estrelas, usando para isso a tabela de cordas por
ele calculada. Calculou a distancia da Terra a Lua, estimando-a em 402.500
Km e sua estimativa errava de apenas 5 %. Menciona-se que Hiparco
escreveu doze livros (que se perderam) sobre calculo de cordas, incluindo
uma tabua de cordas, mas sempre voltadas para aplica¢coes astrondmicas.

Hiparco foi uma figura de transicdo entre a astronomia babildnica e a
obra de Claudio Ptolomeu (Klaudius Ptolemaios), autor da mais importante
obra da trigonometria da antiglidade. Surgida no século 2 d.C. em
Alexandria, a “Syntaxis Mathematica” (Sintese Matematica), composta de treze
volumes, ficou conhecida como Almagesto, palavra derivada do arabe,
significando “A maior” (Al magest), pois os tradutores arabes a consideravam a
maior obra existente na época em astronomia.

“Da vida de seu autor, sabemos tao pouco quanto do autor de
Os Elementos: ndo sabemos onde ou quando Euclides e Ptolomeu

nasceram” (Boyer, 1996, p. 112).

No Almagesto, Ptolomeu desenvolve uma teoria geocéntrica para
explicar o sistema solar e teve grande influéncia devido a clareza e a elegancia
de seu estilo. Foi considerado o trabalho-modelo de astronomia, até que
Nicolau Copérnico (1473-1543) e Johann Kepler (1571-1630) introduziram a
teoria heliocéntrica do sistema solar.

Grande parte deste trabalho esta baseado nos estudos de Hiparco além

dos demais astrobnomos da época, sendo reconhecida como uma obra de
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sistematizacdo e compilacdo da série de conhecimentos bastante difundidos
até entdo. A contribuicdo original de Ptolomeu consiste em uma teoria do
movimento dos cinco planetas, para o qual Hiparco e os demais tinham apenas
coletados dados em observagoes.

O Almagesto sobreviveu aos estragos do tempo e por isso temos nao sé
suas tabelas trigopnométricas mas também uma exposi¢do dos métodos usados
em sua construcao.

Dos treze livros que compéem o Almagesto, Ptolomeu desenvolveu a
trigonometria nos capitulos décimo e onze do primeiro livro: o capitulo onze
consiste em uma tabela de cordas (ou seja, de senos), cuja construcao e
calculos sao explicados no capitulo décimo. Para a construgdo desta tabela,
partiu do fato de que em um quadrilatero inscritivel ABCD vale a relacao

conhecida como Teorema de Ptolomeu:

A “Se ABCD é um quadrilatero convexo
inscrito num circulo, entdo a soma dos produtos
dos lados opostos é igual ao produto das

diagonais: AB.CD + BC.DA=AC.BD*“

Figura 3.7: Teorema de Ptolomeu

A obra € essencialmente astronbmica, mas o0s matematicos tém
interesse devido as identidades trigonométricas que Ptolomeu divisou para
ajuda-lo a reunir dados para sua tabua de cordas (que é aproximadamente

uma tabua de senos).
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Partindo do teorema acima e operando com as cordas, Ptolomeu
deduziu o que em notacao moderna corresponde a expressao sen(atb) e, além
disso, demonstrou que sen®o. + cos?a = 1, onde o é um angulo agudo. A
circunferéncia foi dividida em 360 partes (agora chamadas graus), o diametro
dividido em 120 porgbes e cada uma dessas foi dividida em 60 partes
chamadas, de acordo com a primeira versao latina do Almagesto de 1155,
“partes minutae primae” (primeiras menores partes ou sexagésimos). Cada
uma dessas Ultimas, por sua vez, foi dividida em 60 partes (sexagésimo do
sexagésimo) chamadas “partes minutae secundae” (segundas menores
partes). Dai os termos “minuto” e “segundo”. A tadbua de cordas de Ptolomeu
fornece a medida das cordas de 1/2° a 180°, de meio em meio grau.

“Com as tecnicas expostas em seu livro, Ptolomeu é capaz de
resolver qualquer tridngulo, decompondo-o convenientemente em
tridngulos retangulos. A exposicdo da trigonometria dada por
Ptolomeu no Almagesto foi padrao até o renascimento. Como ja
dissemos, a trigonometria era usada pelos gregos em astronomia.
Eles nunca se preocuparam em utiliza-la em topografia, campo em
que hoje ela tem emprego constante. A Topografia grega (como a
romana) sempre recorreu somente a Geometria Euclidiana”
(Pitombeira, 1992 , Apéndice B, p. 104).

Os sucessores dos gregos na histéria da matematica foram os hindus,
com 0s quais a trigonometria continuou como ferramenta aplicada a
astronomia. A partir do século V d.C. passaram a trabalhar com a semi-corda,
0 que corresponde ao atual seno, a qual chamavam jiva. Isto ocorreu porque
os hindus n&ao seguiram o mesmo caminho de Ptolomeu, que relacionava as

cordas de um circulo com os angulos centrais correspondentes. Nas
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aplicacdes da fungdo corda, era necessario dobrar o arco antes de usa-lo na
tabua de cordas. Naturalmente, era mais conveniente ter uma tabua na qual o
préprio arco fosse a variavel independente. Finalmente alguém pensou em
calcular e usar metade da corda de um arco duplo. Quando isso foi feito
nasceu a fungéo seno.

No texto épico hindu de 400 d.C., Surya Siddhanta (Sistemas do Sol),
escrito em sanscrito e em versos, a relacdo usada (“jiva”) era entre a metade
da corda e a metade do angulo central correpondente. Isto possibilitou a visdo

de um tridngulo retangulo na circunferéncia,

hipotenusa

=x Jiva = cateto oposto
\ Cr2

o2

sen(a/2)=(c/2)/r=c/(2r)

- sen(o/2)= +.Crd(a)
2r

Figura 3.8: O “Jiva” hindu

Definiam o jiva como sendo a razdo entre o cateto oposto e a
hipotenusa.

A trigonometria hindu era essencialmente aritmética, ao contrario da
grega, muito mais geométrica. = Com as mudangas introduzidas (inclusive
quanto ao comprimento do raio considerado), as tabelas de Ptolomeu foram
refeitas, utilizando os métodos de tabulacao.

Por volta de 800 d.C. a trigonometria chega ao mundo islamico onde foi

muito desenvolvida e aplicada, ainda, na astronomia e cartografia. Os arabes
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herdaram a trigonometria dos gregos e hindus, adotando o ponto de vista
aritmético destes ultimos.

Podemos dizer que a influéncia arabe comecou com a fundagdo da
Escola de Bagdad, no século IX, e um de seus maiores expoentes foi 0
principe da Siria Mohamed-ben-Geber, conhecido como Al Battani (850-929
d.C.), ou, na versdo latina, Albategnius, chamado o Ptolomeu de Bagdad. Os
estudos de Al Battani ficaram entre o Almagesto e Siddhanta, e foi sob sua
influéncia que a trigonometria hindu foi adotada pelos arabes, principalmente a
partir de sua genial idéia de introduzir o circulo de raio unitario e com isso
demonstrar que a razdo jiva é valida para qualquer triangulo retangulo,

independente do valor da medida da hipotenusa.

B
1 jiva = cateto oposto. = BC = BC
. 1 1
jiva
A ..
- sen(o/2) =BG-= BC = jiva
v 1. (2)-8E-- BC =

Figura 3.9: A idéia do raio 1 de Al Battani
Se um tridngulo retdngulo tem um angulo o/2, entdo quaisquer que

sejam as medidas do cateto oposto e da hipotenusa, pode-se afirmar,

considerando ainda o Teorema de Tales e a figura a seguir, que:
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sen(o/2) = jiva
7

sen(o/2) = jiva

jiva = BC =B4Cs logo, sen(ov/2) = BiC4 = B1Cy = jiva =jiva
1 AB AB; AB; r 1

-~ jiva =B1G4
r

Figura 3.10: Usando o Teorema de Tales para construir a tabela de Al Battani

Al Battani estava interessado em calcular a altitude do Sol e para isso foi
necessario usar as razdes trigonométricas e construir tdbuas de senos (ou
meias-cordas) mais precisas que as existentes na época, embora o nome seno
ainda nao ter sido utilizado, mas sim jiva (meia-corda).

Destacamos também o astronomo persa Nasir ed-dén al-Tasi (“Nasir
Eddin”), autor, em 1250, do primeiro trabalho (Tratado Sobre o Quadrilatero) no
qual a trigonometria plana apareceu como uma ciéncia por ela prépria,
desvinculada da astronomia. Isto seria retomado na Europa, no século XV,
quando Regiomontanus estabeleceu a trigonometria como um ramo da
Matematica.

Com o fim do dominio mouro na Peninsula Ibérica e o declinio da Escola

de Bagdad, os estudiosos ocidentais puderam ter acesso aos textos classicos
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gregos e hindus, através da versao em arabe. Iniciou-se entdo, especialmente
a partir do século Xll, um grande trabalho de traducéao de textos.

Por exemplo, o que tornou Ptolomeu conhecido no Ocidente foi uma
traducdo para o latim, a partir de uma versdo arabe, do Almagesto, feita por
Gerardo Cremona (1114-1187), em 1175. Dos tradutores na Espanha, este
talvez tenha sido o maior deles, sendo atribuidos a ele mais de 85 obras.
Entre outros tradutores podemos citar Platdo de Tivoli, Adelardo de Bath e
Robert de Chester.  Assim, o Ocidente que passara mil anos nas trevas
passou a ter acesso a heranca grega que havia sido conservada, na medida
do possivel, pelos arabes.

Alguns atribuem a Gerardo de Cremona e outros a Robert de Chester, o
uso da palavra seno para meia-corda. De qualquer forma, todos concordam
que se trata de um fato relativo a tradugcdo. A palavra meia-corda, em
sanscrito, lingua usada pelos antigos hindus, na sua forma simplificada, passou
a ser representada pelo termo jiva. No entanto, conforme transformagbes que
ocorrem com as linguas de maneira geral, os arabes acabaram grafando-a
para jiba, uma vez que na pronuncia arabe v e b se confundem como labiais
oclusivas.  Pelo mesmo motivo, a palavra sanscrita jiva tem as mesmas
consoantes que a palavra arabe bem familiar jaib.  Jaib, em arabe, significa
baia ou enseada. Assim, foi natural que os tradutores do arabe para o latim e
gue desconheciam o sanscrito, supusessem que lidavam com tabelas de jaib, e
traduziram este termo pela palavra latina correspondente a baia ou enseada,
sinus, que deu origem ao NOSSO seno.

A partir do Renascimento, época da expansao maritima européia que

exigiu o desenvolvimento da Cartografia, a trigopnometria passou a ser utilizada
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em Cartografia e em Topografia, como ja proposto por Fibonnaci (1170-1250)
em sua obra “Practica Geometriae”, de 1220, que trata de uma aplicacao arabe
na agrimensura.

Outro fator de desenvolvimento da trigonometria foi a necessidade de
refazer todos os calculos da astronomia posicional, com a adog&o progressiva
do sistema heliocéntrico de Copérnico.

Grande parte do desenvolvimento da trigonometria, no Renascimento, €
devido aos alemaes. Dentre eles, temos George Peurbach (1423-1461), de
Viena, que traduziu o Almagesto diretamente do grego, livrando-o dos erros
introduzidos por tradutores e copistas sucessivos e comegou a calcular tabelas
de senos mais precisas, exigidas pelas aplicacoes. Seu trabalho foi
continuado por seu aluno Jodao Regiomontano (1436-1476), que assinava
“‘Regiomontanus”, o qual conhecia os trabalhos sobre trigonometria de Nasir
Eddin e a partir deles, organizou a Trigonometria como uma ciéncia, parte da
matematica, independente da astronomia.

Regiomontanus escreveu “De triangulis” (1464), um Tratado Sobre
Tridngulos, em cinco livros, contendo uma trigonometria completa, onde estuda
cuidadosamente a resolugao de triangulos, usando trigonometria do triangulo
retdngulo. Neste livro, encontra-se uma demonstragdo da Lei dos Senos, o
calculo de novas tabelas trigonométricas, aperfeicoando a dos senos de
Peurbach e a introdugdo na trigonometria européia do uso das tangentes,
incluindo-as em suas tdbuas. Podemos dizer que foi ele quem langou as
fundacdes para os futuros trabalhos de trigonometria plana e esférica.

No livro “Canon Doctrinae Triangulorum” de Joachim Rhaeticus (1514-

1576), em Leipzig, 1551, as seis fungbes trigonométricas foram definidas como
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funcdes do angulo, em vez de fungdes do arco e subetendidas como razoes,
pela primeira vez, embora nao tenha dado nomes para seno, co-Seno ou Cco-
secante, exceto perpendiculum, basis e hypotenusa. Rhaeticus retomou, um
século depois, as tabuas de Regiomontanus de 1464, com maior rigor nos
calculos. Aumentou a precisdo para onze casas decimais € 0S Senos, Co-
senos, tangentes e secantes foram calculados de minuto em minuto para os
arcos do primeiro quadrante e de dez em dez segundos para o arco de 1°.
Ele foi o primeiro a adotar a organizacdo das tdbuas em semiquadrantes,
dando os valores dos senos, co-senos e tangentes de angulo até 45° e
completando a tabela com o uso da igualdade sen x = cos(m/2 — x) .

Viete (1540-1603) foi quem adicionou um tratamento analitico a
trigonometria, em 1580. Ele foi o primeiro matematico a usar letras para
representar coeficientes gerais, o que representou grande progresso no campo
da Algebra. Também construiu tabuas trigonométricas e calculou o sen 1’ com
treze casas decimais. Viéte iniciou o desenvolvimento sistematico de calculo
de medidas de lados e angulos nos tridngulos planos e esféricos, aproximados

até minutos, e com a ajuda de todas as seis funcbes trigopnométricas. Além
disso, foi ele que introduziu métodos gerais de resolugdo em matematica.

E de Viéte a idéia de decompor em tridngulos retangulos os triangulos
obliquos, para determinar todas as medidas dos seus lados e angulos,
conforme esta em sua obra “Canon Mathematicus”.

A figura seguinte na trigonometria foi Pitiscus que publicou um tratado,
em 1595, no qual corrigiu as tdbuas de Rhaeticus e modernizou o tratamento
do assunto. Conforme ja citamos anteriormente neste nosso texto, a palavra

trigonometria aparece pela primeira vez, como titulo de um livro seu.
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A énfase da trigonometria comecgou a passar da solucao de triangulos
para a investigacao de relagdes funcionais, revelou-se mais util e ampla do que
inicialmente se imaginava e desempenha uma posicao de grande importancia
em areas como Calculo e Analise Matematica.

Assim, como nossa pesquisa se limita as razdes trigonométricas no
triangulo retangulo, acreditamos poder interromper o estudo histérico neste
ponto, em que a trigonometria passou a ser tratada como ciéncia e ter
fundamentos e estruturas bem definidos, conforme concebida e estudada
atualmente, especialmente a trigonometria no triangulo retadngulo, ou seja,
passou a ser objeto de estudo em vez de ferramenta.

Observamos, em nossa pesquisa histérica, que a trigonometria evoluiu
da experimentacdo, da realidade a generalizagdo. Até ser incorporada as
relacbes funcionais, ela partiu de aplicagdes concretas, chegando a se
constituir numa ciéncia, parte da Geometria. Dessa forma, podemos tirar
como contribuicdo da histéria o fato de, ao trabalharmos com os alunos,
seguirmos este modelo: a partir do concreto, ou seja, de algo que ainda ndo €
ciéncia, estando mais ligado a realidade, caminharmos para a formalizagéo,
trabalhando o ponto de vista geométrico. Isto n&o significa que
reproduziremos os fatos da histéria, mas sim a adaptaremos a realidade de
hoje a formagdo desse saber matematico, evoluindo de instrumento até se
constituir em uma ciéncia, incorporada pela geometria.

Assim sendo, vamos iniciar o nosso estudo de trigonometria por
questdes da vida pratica, tal como a utilizacao de sombra para medir a altura

de uma arvore e enveredaremos pela geometria.
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3.1.2. A Trigonometria hoje

No desenvolvimento histérico da Trigonometria, vimos que, a partir de
um dado momento (século XVI), ela passou a ser encarada como uma ciéncia.
Até entdo estava vinculada a astronomia como ferramenta e ndo tinha uma
identificacdo propria. A partir dessa época, passou a ter uma estrutura e
desenvolvimento proprios, tornando-se um objeto de estudo dentro da
matematica. Conseqlentemente, passou a ter aplicacbes em outras areas
gue nao somente a astronomia.

Nao pretendemos aqui dar uma definicao de trigonometria. Assim como
a matematica é de dificil definicdo, a ponto de ndo se defini-la, entendemos que
n&o devemos fazer o mesmo com esta sua parte em questao.

Entretanto, achamos importante para a nossa pesquisa investigarmos a
concepcdo que se tem a respeito de trigonometria, como € entendida e
explicada hoje pelos matematicos, pelos autores de livros didaticos, dicionarios
e enciclopédias.

No dicionario da lingua portuguesa Aurélio, por exemplo, encontramos
uma definicdo sucinta de trigonometria, relacionando-a a resolugdo de
tridangulos, e, a nosso ver, tratando as razdes trigonométricas que relacionam
lados e angulos, como fungdes, num sentido mais amplo do que somente o

aspecto geométrico.

“Trigonometria

Parte da matematica em que se estudam as fungbes
frigonomeétricas e se estabelecem os métodos de resolugcdo de
triangulos’{Aurélio, 1988, p. 650).
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Ja na Enciclopédia Barsa, encontramos uma definicdo mais detalhada.
Nela também se da énfase a resolugdo de triangulos, fica explicito seu
enquadramento na Geometria e também usa a palavra fungbes no lugar de
razbes. Estende a definicdo, quanto ao aspecto funcional, salientando uma
caracteristica importante das fungdes trigonométricas que é a periodicidade.

“Trigonometria

Parte da matematica que se ocupa da obtencdo dos dados
de um tridngulo a partir de um numero minimo de elementos
conhecidos.  ...extensdo da Geometria, estabelecendo fun¢bes
entre dngulos e segmentos. ...modernamente, a trigonometria
constitui um excelente operador do calculo integral, exprime
também com facilidade e elegancia muitos fenémenos da
eletricidade, da acustica e notavelmente fenémenos que se
exprimem matematicamente por fungdes periodicas’(Barsa, 1991,
p. 210, vol. 15).

Buscando num dicionério especifico de matematica, encontramos em
Imenes & Lellis uma definicdo que, antes de tudo, trata do significado da
palavra. Da énfase ao aspecto geométrico, ndo se estendendo ao algébrico,
quando destaca as razbes trigonométricas ao invés de fungdes trigonomeétricas,
como convém, a nosso ver, a um livro destinado em nivel de primeiro grau.

“Trigonometria

Palavra que vem de trigono (tridngulo) e metria (medida). E um
ramo da Geometria no qual se estudam métodos para calcular
medidas de lados ou angulos de um tridngulo, a partir de algumas
informacgdes sobre esse tridngulo. As razbes trigonométricas sdo a
base desses calculos. Isso é util, depois, para qualquer poligono,
pois qualquer um deles € formado por tridngulos. E um
conhecimento imprescindivel para engenheiros, topografos,
astrénomos, etc...”(Imenes & Lellis, 1998, p. 316).
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Paulo Boulos e Renate Watanabe, autores de livros didaticos, escrevem,
em um de seus livros, que a trigonometria tem a ver com a resolucdo de
tridangulos. Ou seja, determinar a medida de todos os lados e angulos de um
tridngulo, a partir de alguns dados do mesmo (Boulos & Watanabe, 1980).

Luiz Roberto Dante e José Ruy Giovanni, em um de seus livros para o
ensino médio, afirmam que a trigonometria estuda as relagdes das medidas
dos lados e dos angulos de um triangulo e, em particular, do triangulo retangulo
(Dante & Giovanni, 1977, p. 269).

De maneira geral, nos livros por ndés analisados, observamos o
entendimento de trigonometria como aquela que relaciona distancia
(comprimento) com angulo.

Edward S. Kennedy, em seu livro referente a histéria da trigonometria,
afirma que a partir do momento em que passou a ocorrer o desenvolvimento
desta ciéncia em separado da astronomia, surgiu a trigonometria genuina, ou
seja, aquela que tem como objeto de estudos o triangulo plano ou esférico,
seus lados e angulos.

Tanto Kennedy quanto Elon Lages Lima (IMPA-RJ) escrevem sobre a
ameaca ao desenvolvimento da trigonometria (principalmente como ramo
independente) com a criacao do Calculo.

“Com a criagdo do Calculo Infinitesimal e do seu prolongamento
que é a Andlise Matematica, surgiu a necessidade de atribuir as
nogdes de seno, cosseno e suas associadas tangente, cotangente,
secante e cossecante, o status de fungcdo real de uma variavel.
Assim, por exemplo, ao lado de cos A, o cosseno do angulo A, tem-
se também cos x, o cosseno do n° real x, isto &, a fungcdo cos:

R —R. Analogamente, tém-se as fungbes sen, tg, cotg, sec e
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cossec, completando as funcdes trigonomeétricas” (Lima, 1996, p.
209).

As fungbes trigonométricas sdo periddicas e, assim, podem ser
adaptadas para descrever os fendbmenos de natureza periodica, oscilatéria ou
vibratéria. Como muitos fatores naturais estéo relacionados a periodicidade, a
“antiquada” trigonometria foi incorporada pela nova teoria, a Analise
Matematica, e passou a ser um componente essencial em aplicagbes tais
como: andlise de sistemas elétricos (corrente alternada), ondas sonoras, o
movimento dos planetas, circulacao do sangue, batimentos cardiacos, etc...

Outro fator importante, no processo de transicao da trigonometria, deve-
se a apresentacao de fungdes trigpnométricas por meio de séries infinitas, o
que permitiu, por exemplo, a obtencao dos valores de seno e de co-seno sem
recorrer a construgdes ou considera¢des do ponto de vista geométrico. Esta é
a base sobre a qual se obtém os valores das razdes (fungdes) trigonométricas
numa calculadora.

sen x = x — x%/3! + x°/5! = x"/7! + ...

e

cos x = 1 —x%2! + x*/4! - x%/6! + ...

E como

e =1+x+x%2l + X33 + ...
isto permitiu a relagdo entre a trigonometria e as fun¢des exponenciais.

Assim, observamos que as fungdes trigonométricas passaram a ter uma
enorme importancia na Matematica e na Fisica.

“..A trigonometria comegou como um instrumento de mensuragcdo

de figuras geométricas; hoje nés a concebemos como um conjunto
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de relagbes entre numeros complexos, sem nenhuma necessidade
de recorrer a arcos ou angulos”.
sen z = (€% - e™?)/2i e cos z = (€% + e™)/2

(Kennedy, 1992, p.26).

Mas a trigonometria manteve sua identidade a parte, tanto como matéria
escolar, como nos campos da topografia, agrimensura e navegacao, sendo
considerado como ferramenta de grande valia os trabalhos realizados nesses
campos (Kennedy, 1992).

Concluindo, como a presente pesquisa se limita em nivel de 82 série do
Ensino Fundamental, esperamos que, apds a aplicacao de nossa seqliéncia de
ensino, os alunos tenham uma visao da trigopnometria como parte da geometria,
portanto, sem o envolvimento do conceito de funcdo de maneira explicita.
Entendemos que ao relacionarmos medida de segmento com medida de
angulo, estamos implicitamente envolvendo o conceito de fungdo. Entretanto,
ao abordarmos somente 0s aspectos geométricos das razdes trigpnométricas,
esperamos deixar os alunos aptos a abordagem das razdes como fungdes
trigonomeétricas.

Assim sendo, nossa expectativa € que os alunos, ao final do trabalho
entendam a trigonometria como € proposta por Imenes & Lellis: parte da
matematica que estuda a resolugédo de triangulos, tendo por base as razées
entre as medidas dos lados e a sua relagdo com as medidas dos &ngulos,
existentes em tridangulos retangulos semelhantes. Ou mais resumidamente: a
parte que estuda a relagdo existente entre a medida de um segmento (ou
distancia) e a medida de angulo, tendo por base tridngulos retangulos

semelhantes.
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3.2. ATRIGONOMETRIA NA ESCOLA

Acreditamos que o livro didatico tenha uma influéncia significativa sobre
o professor, no que se refere a linguagem, a profundidade e ao
desenvolvimento do contetudo. Assim, consideramos relevante observar em
cada livro, como se da a transposicao do saber “sabio” para o saber “escolar”,
a descontextualizacao versus contextualizacao e a seqiiéncia didatica proposta
por cada autor.

Por este motivo, analisamos seis livros didaticos dentre aqueles que
consideramos os mais adotados e um, de modo especial, mais antigo (de
1979) e esgotado, com uma proposta baseada na Matemética Aplicada.

Como o sistema de ensino esta inserido num sistema maior,
representado pela sociedade e, de modo especial, pelo governo, analisamos
também a Proposta Curricular do Governo do Estado de Sao Paulo para o
ensino de Matematica. Supomos ser esta Proposta a norteadora (uma

referéncia) do ensino de modo geral e, em especial, do ensino publico.

3.2.1. Analise da Proposta Curricular Vigente

O Governo do Estado de S&o Paulo oferece duas propostas curriculares,
sendo uma para o Ensino Fundamental e outra para o Ensino Médio.
Ambas foram elaboradas por equipes de especialistas da Coordenadoria
de Estudos e Normas Pedagdgicas (CENP) da Secretaria de Estado da
Educacdao do Governo do Estado de Sao Paulo, cada uma assessorada por

dois pesquisadores, dedicados a area de Educacao Matematica.
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Ao analisarmos a Proposta Curricular Para o Ensino de Matematica —
Ensino Fundamental, 52 edicdo, de 1997, constatamos que trigonometria nao
consta dos conteudos a serem desenvolvidos.

Observamos, nesta Proposta, em nivel de 82série (pagina 153), série na

qual tradicionalmente se desenvolveria trigonometria, o seguinte:

“GEOMETRIA

Semelhancga : nogao de semelhanca, semelhanga de figuras planas.

Teorema fundamental da proporcionalidade: verificagdo experimental e
demonstracgao.

Teorema de Tales e aplicacoes.

Verificagdo experimental e demonstracao dos casos de semelhanca de
triangulos.

Relacdes métricas no triangulo retangulo.

Demonstracdo do Teorema de Pitagoras”.

(Proposta Curricular, pagina 153)

Quadro 3.1: Proposta de Geometria para a 82 série do Ensino Fundamental (ensino publico)

Entretanto, como viriamos observar posteriormente, ao visitar duas
escolas publicas e duas particulares, quanto a analise de livros didaticos, a
Trigonometria no Tridngulo Retangulo é tratada na 82série. Portanto, a
Proposta é propriamente dita 0 que se propde e ndo uma norma a ser seguida.

Na Proposta Curricular Para o Ensino de Matemética do 2°Grau,
32edicao, de 1992, a Trigonometria aparece como uma das prioridades, como
se pode constatar, por exemplo, a pagina 14 :

“.., sugerimos que o aluno trabalhe prioritariamente com os seguintes
conteudos: Fungdes, Geometria, Trigonometria, Analise Combinatoria,
Probabilidade, Geometria Analitica, Matematica Financeira e Estatistica’.

Na pagina 15, complementada com a 16, encontramos :

“..,sugere-se a seguinte distribuicdo de conteudos,...
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12série: Trigonometria no tridngulo retangulo.

2%série: Trigonometria da 12 volta’.

Como aspectos relevantes no tratamento da trigonometria, a pagina 20
encontramos :

“Quanto as questobes a serem tratadas em Trigonometria, consideramos
que, em nivel do Ensino Médio, as idéias que tém maior significado na
formagcdo de nosso aluno sdo aquelas que fundamentam as relagbes entre
medidas de lados e dngulos de um tridngulo retangulo,...”

Como parte do item “5.3 — Conteudos, Objetivos e Comentarios”,
encontramos, a pagina 24, referéncia a trigonometria no triangulo retangulo,
complementado com sugestdes para o tratamento do assunto desde a pagina
67 até a 97, com 42 exemplos ditos operacionais.

Em “preocupacdes metodoldgicas” (a pagina 10), a Proposta da énfase
a construgédo do conceito, com a participacdo do aluno na elaboragéo de seu
conhecimento, buscando as concretizagdes (sem artificialismo) e envolvendo
manipula¢cdées. Assim, a Proposta sugere, por exemplo, a construcao de um
instrumento rudimentar para medir angulos de visada utilizando transferidor e
canudinhos de refrigerantes; prop6e a divisdo dos alunos em pequenos grupos
e que cada grupo determine o angulo de visada de um poste.

Sugere “iniciar o estudo das razbes trigonométricas no tridngulo
retangulo com a tangente, devido a sua maior aplicagdo em problemas em que
calculamos distancias inacessiveis como a altura de um poste, de um edificio
ou de um morro”. Do total de 42 exemplos (de atividades), a definicdo de
tangente aparece antes do exemplo 5. A nosso ver, as sugestbes para o

tratamento da Trigonometria constituem um roteiro (etapas) de atividades que
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podem ser seguidas pelo professor. Nessa seqUéncia de atividades
propostas, ndo ha referéncia a aspectos historicos quanto a trigonometria.

Recomenda-se que a linguagem utilizada seja préxima da linguagem do
aluno, informal.

Segundo a Proposta, os problemas apresentados procuram contribuir
para a constru¢do do conceito, como, por exemplo, ao sugerir aos alunos que
elaborem sua prépria tabela trigonométrica, e sdo, na medida do possivel,
contextualizados, nao-repetitivos e em quantidade que nos parece adequada.
Acreditamos que essas atividades sugeridas procuram estimular a capacidade
de resolver problemas.

Entendemo-nos na analise da Proposta do Ensino Médio, apesar de
nosso trabalho se dirigir a 83%série do Ensino Fundamental, pois esta se
constitui na Unica referéncia oficial sobre a abordagem da trigonometria no
triangulo reténgulo. Entendemos que seria o caso de adaptar as
recomendacdes acima em nivel (cognitivo, bioldgico e psicologico) do aluno de
Ensino Fundamental.

PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS

Este trabalho estava em fase adiantada de estruturagdo e definicéo,
tendo como referéncia as idéias da Educagdo Matematica, a Proposta
Curricular e o sistema escolar paulista, quando comegou a acontecer o debate
e a divulgacdo da proposta do governo federal, qual seja, os Parametros
Curriculares Nacionais. Embora ndo tenham sido esses a nossa orientacéao

para o trabalho, achamos de grande importancia uma breve andlise a respeito.
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O documento (livro) Parametros Curriculares Nacionais? (52 a 82 séries):
Matematica constitui uma proposta da Secretaria do Ensino Fundamental do
Ministério da Educacdo e do Desporto (Brasilia — 1998). Pretende este
documento fornecer subsidios para o debate nacional sobre o ensino da
Matematica.

O PCN é composto por duas partes.:

A primeira parte do documento trata do ensino da Matematica de
maneira geral, analisando brevemente os ultimos movimentos de reorientacao
curricular e propde, considerando o atual quadro do ensino de Matematica no
Brasil, uma nova abordagem, realista, em contraposicao a tradicional.

O eixo orientador do PCN é a construcdo da cidadania, enfatizando
sobremaneira a participagdo critica e a autonomia do aluno.  Assim, visa
constituir-se num referencial que oriente a pratica escolar de forma a garantir a
toda crianga e jovem brasileiros, o acesso a um conhecimento matematico que
lhes possibilite de fato sua inser¢do, como cidaddos, no mundo do trabalho,
das relagdes sociais e da cultura.

O PCN de Matematica leva em conta duas grandes questdes:
desmistificar a matematica (hoje forte filtro social na sele¢cdo dos alunos) e o
ensino de matematica de melhor qualidade (adequando-o as novas demandas
sociais e cientificas). Essas questbes trazem como consequéncia as
mudancgas curriculares que vao de encontro a crengas, concepgoes e valores
muito arraigados. Uma das marcas desses parametros € a énfase no

estabelecimento de conexdes da matematica com os conteldos relacionados

> Passaremos a tratar os Parametros Curriculares Nacionais por “PCN” e na 32 pessoa do
singular, com o propésito de nos referir ao documento (livro).
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aos Temas Transversais — Etica, Pluralidade Cultural, Orientagdo Sexual, Meio
Ambiente, Saude, Trabalho e Consumao.

Quanto aos objetivos da matematica no ensino fundamental, o PCN
propde objetivos que levem o aluno a valorizar a matematica como instrumento
para compreender o mundo a sua volta e de vé-la como area do conhecimento
que estimula o interesse, a curiosidade, o espirito de investigagdo e o
desenvolvimento da capacidade para resolver problemas.

Quanto aos conteudos, adotam como critérios para selecdo sua
relevédncia social e sua contribuicdo para o desenvolvimento intelectual do
aluno em cada ciclo. Ainda quanto aos conteudos, o PCN salienta a
necessidade de explora-los ndo apenas em sua dimensao conceitual (“saber”)
ou na dimensdo de procedimentos (“fazer”’), mas também na de atitudes
(“investigar, levantar hipéteses, argumentar, ser perseverante na busca de
solugdes, ter espirito de colaboragao, respeito ao trabalho dos colegas, etc...”).

O PCN de Matematica destaca também os avangcos da Educacao
Matematica que tém sido pouco considerados pelas praticas escolares.

No PCN de Matematica, a avaliacdo passa a fazer parte do processo
ensino-aprendizagem, assumindo uma dimensdo diagndstica. Assim, os
critérios de avaliagdo fornecem ao professor elementos que possam fazer
reorganizagdes sistematicas da atividade pedagdgica, de modo a garantir a
aprendizagem.

O PCN considera o ensino fundamental dividido em 4 ciclos, sendo o
ultimo aquele que compreende a 72 e 82 séries.

A segunda parte do PCN trata do processo ensino-aprendizagem de

maneira especifica, apresentando objetivos em termos de capacidades a
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serem desenvolvidas em cada ciclo, indicam-se conteludos e orientacdes
didaticas para o terceiro e quarto ciclos.

Em “Objetivos de Matematica Para o 4° Ciclo”, que envolve a 82 série —
nivel de ensino de nossa pesquisa — e nos atendo somente a parte de
geometria, o objetivo é o:

“Desenvolvimento  do pensamento geométrico, por meio da
exploracao de situagbes de aprendizagem que levem o aluno a ...
produzir e analisar transformacbées e ampliacées/redugcbes de
figuras geomeétricas planas, identificando seus elementos
variantes e invariantes, desenvolvendo o conceito de congruéncia
e semelhancga...”(PCN, 1998, p. 81).

Em “Conteudos Propostos Para o Ensino de Matematica no 4 ¢ Ciclo”,
encontramos:

“ Desenvolvimento do conceito de congruéncia de figuras planas

- Desenvolvimento da no¢cdo de semelhanca de figuras
planas a partir de ampliacées ou redugées, identificando
as medidas que ndo se alteram (angulos) e as que se
modificam (dos lados, da superficie e perimetro).

- Verificagcbes experimentais e aplicagbes do Teorema de Tales.

- Verificagbes experimentais, aplicagbes e demonstragdo do
Teorema de Pitagoras.” (PCN, 1998, p. 89).

Dos objetivos e conteudos acima, observamos que o PCN também nao

propde para a 82 série do ensino fundamental o estudo de trigonometria no
triangulo retangulo. Do mesmo modo que a Proposta Curricular de Sao Paulo
recomenda semelhanca de tridngulos, Teorema de Tales e de Pitagoras (pré-
requisitos ao estudo da trigopnometria).

Em “Orientagbes Didaticas Para o Terceiro e Quarto Ciclos”

destacamos:
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“.. @ Geometria ... possibilita ao aluno desenvolver um tipo de
pensamento particular para compreender, descrever e
representar, de forma organizada, o mundo em que vive ... Além
disso é um campo féertil de situagées-problema ...” (PCN, 1998, p.
122).
Salienta como importante (p. 123) o “uso de recursos como as

maquetes tridimensionais, e ndo apenas as representagbées desenhadas’.
Portanto, mesmo que a principio ndo tenhamos levado em consideragao
o PCN, vemos que essa proposta destaca as idéias da Educagdo Matematica.
Salienta a participagéo critica do aluno, situagdes-problema com énfase na
contextualizagdo (mundo real), representagdes concretas e trabalho em grupo,
fatores por nos ja considerados e que vao ao encontro do PCN.
Prosseguindo com o estudo de como se da a trigonometria na escola,

faremos a seguir uma analise de alguns livros didaticos.

3.2.2. Analise de Livros Didaticos

Reconhecemos que, de maneira geral, o livro didatico constitui um
elemento de referéncia para o professor, quanto a formagéo de sua estratégia
de abordagem de um conteudo programatico.

Assim, consideramos muito importante observar propostas de
abordagem da trigonometria na escola, analisando alguns livros didaticos.
Selecionamos seis livros que, segundo nosso juizo, sao alguns dos
comumentes adotados por professores e escolas, incluindo entre eles um ja
esgotado (Matematica Aplicada) por sua peculiaridade.

Os livros analisados foram:
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1. Matematica 1, 2°grau, Giovanni & Bonjorno, Editora FTD, SP —

1992.

2. Matematica e Vida, volume 1, 2°grau, Bongiovanni, Vissoto e

Laureano, Editora Atica, SP — 1993, 22 edicdo.

3. Matematica, volume 1, 2°grau, versao Beta, Bianchini & Paccola,

Editora Moderna, SP — 1995, 22 edicao revista e ampliada.

4. Matematica Aplicada, volume 1, 2 2 grau, Trota, Imenes e

Jakubovic, Editora Moderna, SP —1979 (esgotado).

5. Matematica, 1°grau, 82 série, Imenes & Lellis, Editora Scipione, SP

-1997.

6. Matematica, 12 grau, 82 série, Edwaldo Bianchini, Editora Moderna,

SP — 1991, 32 edicao revista e ampliada.

Todos os livros acima incluem, em seu conteudo, a trigonometria no
triangulo retangulo e um dos elementos que julgamos de imediato observar é
quanto ao numero de paginas dedicadas a esse assunto. A nosso entender,
esse numero revela a énfase dada pelo autor ao desenvolvimento de tal

assunto. Obtivemos os dados registrados na tabela 3.1.

_N° DE P. DEDICADAS Para analisar os livros, resolvemos
A TRIGONOMETRIA NO _ _ -
TRIANG. RETANGULO considerar os seguintes critérios:
LIVRO N°DE PAGINAS
; 171 1. Aspectos historicos.
3 18 2. Formas de abordagem do
4 44 : 9
5 22 . . . ~
6 9 conceito e da definicao /
Tabela 3.1 Linguagem e notacao.

3. Problemas e exercicios.
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As consideragdes historicas a respeito do conceito constitui mais uma
oportunidade do aluno relacionar a Matematica com a vida. Entendemos que
esses aspectos colaboram com a desmistificacdo da Matematica,
contextualizando-a, dissociando-a de uma coisa pronta e acabada, dogmatica.
Situando o conceito na Historia, o aluno devera compreender melhor o porqué
da necessidade desse conceito (a génese) e, se possivel, os erros e acertos
dos matematicos na sua construgéo.

Quanto a abordagem do conceito, acreditamos que a linguagem
utilizada, na introducdo do mesmo, deva ser a mais proxima possivel da
linguagem do aluno. A formulagdo do conceito (definicdo), achamos que deva
acontecer apés a interiorizacdo do assunto, obtida através da participacao do
aluno na construcdo de seu conhecimento. Para nés, a aprendizagem em
Matematica deve levar a um processo de constru¢do de uma linguagem e nao
apresenta-la ja na sua forma final, formal, acabada, sintética e formalizada.

A nosso ver, 0os problemas e exercicios propostos devem contribuir,
inicialmente, para a construcdo do conceito, bem como, para, posteriormente,
sintetizar as idéias ja trabalhadas. Achamos que devam ser, na medida do
possivel, contextualizados, ou seja, modelos da realidade, levando-se em
consideracdo a realidade do aluno, suas aspiragcoes, seu estagio de
desenvolvimento (biolégico, psicoldgico e intelectual). Além de problemas
fechados, a proposicdo de problemas abertos pode possibilitar diferentes
solucbes e até mesmo ndo ter solucao. Levamos em consideragdo a
existéncia de situacdes-problema cuja discussado gera conceitos e, com suas
representacdes, uma linguagem de comunicagcdo das observacbes feitas.

Observamos também se os problemas propiciam o desenvolvimento do
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raciocinio légico, a capacidade de resolver problemas (ou se sdao meros

calculos repetitivos, treinamento) e a dialética ferramenta-objeto.

ASPECTOS HISTORICOS

Quanto aos aspectos historicos, observamos que, de maneira geral,
para se colocarem numa posi¢cdo mais atualizada, em acordo com a Educacéo
Matematica, os autores introduzem, no livro didatico, citagdes de fatos
historicos, até mesmo pequena referéncia a biografia de algum matematico,
mas desvinculado do conteludo que continua inalterado a varias edigdes. Ou
seja, nao ha uma postura do autor em relacionar histéria e conteudo.

Assim, quando h& referéncia a fatos histéricos (dos seis livros
analisados, trés nao fazem nenhuma referéncia histérica), isto ocorre na
introducao, como clichés e, invariavelmente, incluindo o significado da palavra
trigonometria. Em dois livros, nem se comenta sobre a origem dessa palavra.

A excecdo fica por conta do livro “Matematica Aplicada”, que apresenta
uma introducdo de dez paginas envolvendo fatos historicos e da vida
(determinacdo de medidas inacessiveis), ou seja, contextualizando o assunto,
inclusive na parte de exercicios com, por exemplo, quatro paginas sobre a

construcao da primeira tabela trigonométrica por Hiparco.

INTRODUCAO DO CONCEITO E DA DEFINICAO
Quatro dos seis livros analisados apresentam a definicdo das razdes
trigonométricas seguida de exemplos e exercicios de “fixacao”,

descontextualizados. A linguagem utilizada é formal e o texto se desenvolve
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de modo que nao favorece a participacdo do aluno na construgdo do conceito.
Acreditamos que os autores depositam aos exercicios o crédito de formar e
desenvolver os conceitos desejados; dai a razdo do esquema “definicdo-
exercicios”.

A excecao fica por conta de dois livros. Um deles, novamente, o
“Matematica Aplicada”, que, além dos mesmos motivos ja citados acima quanto
aos aspectos historicos e/ou introdutérios, por exemplo, apresenta a primeira
definicdo na décima péagina do capitulo referente a Trigonometria.

A outra excecao é ao livro “Matematica, 1°grau, 82série, de Imenes &
Lellis” que, através de um exemplo introdutério (“medindo o que nao se
alcanca”), apresenta uma situagdo em que se deseja calcular a altura de um
prédio. Utilizando uma linguagem informal, os autores pretendem que o texto
introdutorio seja lido em classe, texto este que procura “construir’ o conceito de
tangente e, em seguida (ver figura na pagina seguinte), no item “Conversando
sobre o texto”, ha perguntas dirigidas aos alunos estimulando a reflexdo e a
discussao, com o objetivo de formar o conceito e dai a definicdo. Segue um
outro item intitulado “A¢ao”, no qual é solicitado ao aluno a constru¢cao de uma
tabela trigonométrica com os valores das tangentes, tabela esta que sera

utilizada na solugéo de exercicios propostos.

PROBLEMAS E EXERCICIOS
Trés dos livros apresentam evidéncias de preocupac¢ao com o vestibular,
apresentando um grande numero de exercicios (alguns testes objetivos) em
comparagao com a parte teoérica de formagao do conceito. As questdes sao

apresentadas com referéncias a instituicdo de ensino superior na qual a
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questao fez parte do exame vestibular. Portanto, acreditamos que por esse
motivo predominam os exercicios descontextualizados, até mesmo pela
inadequacao a faixa etaria, o que pode causar desinteresse da parte dos
alunos. Observamos também o que nos parece evidéncias de treinamento (ou
de “fixagdo”), em que o conceito aparece mais como objeto do que ferramenta.
A forma de construcao e disposi¢ao do texto ndo conduz o aluno de tal modo a
permitir a participacdo e a discussdo, caracterizando-se mais como um manual.
Desse modo, parece deixar ao professor que adota o livro a forma de conduzir
o conteudo, a fim de possibilitar a construgdo do conceito.

Dois dos livros analisados sugerem e orientam sobre o uso de
calculadora, sendo que em um desses livros ha também instrucées sobre o uso
da tébua
trigonométrica, inclusive com interpolacao de valores, o que para nés é mais
um indicio de preocupagao com o vestibular, em que ndo é permitido o uso de
calculadora, do que com o conceito propriamente dito.

No livro, “Matematica Aplicada”, um dos analisados, parece-nos haver
uma preocupagao constante com a contextualizagdo, com o equilibrio na
relagcdo ferramenta-objeto, com exercicios contribuindo para a construgéo e
fixacdo dos conceitos, favorecendo a discussdo. Porém, chega a questbes
(descontextualizadas) que acreditamos de profundidade inadequada a faixa
etaria: o capitulo sobre trigonometria no tridngulo retangulo termina com o co-
seno e seno da soma e da diferenca de arcos.

No livro “Matematica”, 1°grau, 82série, de Imenes & Lellis, ja citado
anteriormente, em “Conversando sobre o texto” ha questdes que, acreditamos,

estimulam o debate e a fixacdo de cada conceito apresentado e em “Acao”
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onde se pretende a participacdo do aluno, incluindo manipulagées. O capitulo
sobre trigonometria termina com aplicacées em poligonos regulares (calculo de
seus elementos, perimetro e area), conforme recomendacdao da Proposta
Curricular do Ensino Médio, uma vez que esse conteudo ndo consta na

Proposta do Ensino Fundamental.

3.2.3. Comparacao entre a Proposta e Livros

Achamos importante salientar inicialmente que, das dezenas de livros
levados em consideracao antes de se definir pelos seis aqui analisados,
somente um deles, “Matematica Atual, 82 série, de Antonio José Lopes Bigode,
Editora Atual, 1994 — SP”, nao inclui trigonometria. Portanto, somente este
livro nos parece rigorosamente de acordo com a Proposta Curricular Para o
Ensino de Matematica — Ensino Fundamental, abordando em Geometria até o
Teorema de Pitagoras.

Os demais livros de 8?2 série desenvolvem em seu conteudo a
trigonometria no tridngulo retdngulo, sendo que dos seis analisados, para nés,
fica evidente a identificagdo do livro “Matematica, 82 série, de Imenes & Lellis”
com a Proposta Curricular do Ensino Meédio, ao tratar deste assunto.
Evidentemente que esta identificagdo se da no carater geral, adaptado em nivel
de escolaridade e a maturidade do aluno. Em toda sua estratégia de
desenvolvimento do conteudo, parece-nos revelar as recomendagbes da
Proposta: linguagem informal; resolu¢cdo de problemas para a formagao do
conceito e dai a definicao; aborda primeiro o conceito da razao trigonométrica
tangente, com aplicacées no calculo de distancias inacessiveis; propicia a

discussao, a participacdo e a manipulacdo; os alunos constréem sua prépria
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tabela trigonométrica,... Além disso, identificando-se ainda mais com a
Proposta, termina com aplicacbes em poligonos regulares (célculo de seus
elementos, perimetro e area).

Observamos que a trigonometria no tridngulo retangulo é novamente
tratada nos livros de matematica do ensino médio, mesmo daqueles autores de
livros de 82 série, agora em conformidade com a Proposta Curricular.

Entretanto, na Proposta, observamos uma atengéo para a construgéo do
conceito, enquanto que em quatro dos seis livros analisados, acentua-se o
procedimento “definicdo seguida de exercicios”.

Na Proposta, recomenda-se, de inicio, o uso de uma linguagem informal,
préxima da do aluno, de modo que, a medida que se vai construindo o
conceito, com as discussdes e contextualizagdes, introduz-se uma linguagem
formal, matematica, propiciando ai a defini¢ao. Ja nos livros didaticos
analisados, em quatro deles, a linguagem é formal, ndo h& estimulo a
discussao e a participagao do aluno na construgdo do conceito, caracterizando-
se mais como um manual. Nos outros dois livros, parte-se de uma linguagem
informal para uma formal.

Baseado em nossa experiéncia pessoal, podemos afirmar que tanto os
autores de livros didaticos como os préprios professores nao tratam com a
devida consideracao as recomendacoes feitas pela Proposta. Se assim fosse,
implicaria uma significativa mudanga de comportamento, 0 que contrariaria a
postura do mais cdémodo, da resisténcia a mudanga e a propria pressdao do
sistema que espera um bom desempenho no vestibular, em que pese o
prejuizo da construcdo do conceito, ou seja, 0 que importa é cumprir o

programa.
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CAPITULO IV : METODOLOGIA
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INTRODUCAO

Neste capitulo, descreveremos sobre a nossa proposta de pesquisa, seu
objetivo e o desenho geral do experimento.

Ao discorrer sobre o experimento, trataremos sobre o universo da
pesquisa, descrevendo a respeito dos sujeitos envolvidos, 0s recursos, 0S
instrumentos diagndsticos (pré-teste e pds-teste) e a seqiiéncia de ensino a ser
aplicada.

Para a elaboracdo e definicdo dos instrumentos diagnésticos e da
sequéncia de ensino, realizamos uma aplicagao preliminar dos mesmos, que
chamamos de “estudo piloto”. Esta aplicacdo aconteceu num grupo
inicialmente composto por seis alunos cursando o 1° colegial, que ainda nao
tinham estudado trigonometria no triangulo retdngulo. No final da aplicagéao,
este grupo estava reduzido para somente trés alunos. Neste trabalho, nao
descreveremos sobre este grupo piloto, atendo-nos somente ao estudo

principal.

4.1 PROPOSTAS E OBJETIVOS

Nossa pesquisa, dirigida a alunos da 82série do ensino fundamental, foi
elaborada com o intuito de introduzir os conceitos das razdes trigonométricas
seno, co-seno e tangente de maneira significativa, modo esse que entendemos
ser aquele que da énfase ao processo de construcdo do conceito. Propomos
uma abordagem que nao segue a linha predominante, tradicional, de definicbes
sequidas de exercicios, observada na analise dos livros didaticos e,

pessoalmente, nas seqiéncias desenvolvidas em sala de aula.
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Acreditamos que o aluno deva participar da construgcdo de seu
conhecimento e que a funcdo do  pesquisador é de orientador da
aprendizagem. Assim, procuramos elaborar uma seqiéncia de ensino que,
partindo de situagdes-problema, possa levar o aluno a refletir, em grupo,
utilizando inicialmente uma linguagem proxima da linguagem dele. Entendemos
que a utilizagdo de uma linguagem formal matematica € o fim de um processo
de aprendizagem e ndo o inicio. Precisamos favorecer a interiorizagdo dos
conceitos pelos alunos antes de qualquer tentativa de formalizagéo.

Inicialmente, buscamos situagdes contextualizadas, que entendemos
serem aquelas relacionadas com a realidade do aluno e que para ele tenham
significado.

Nossa sequéncia de ensino se caracteriza, de maneira geral, por partir da
contextualizacdo (sensivel, concreto) para a formalizacdo (abstrato,
descontextualizagdo) das idéias trabalhadas.

Ao final do estudo, esperamos que os alunos tenham construido de
modo significativo os conceitos das razdes trigonométricas. E que, com esses
conceitos incorporados, saibam aplica-los na resolugdo de problemas, suas
definicdes, o intervalo de variacdo dos valores de cada uma e a relacéo

existente entre eles para angulos complementares.

4.2 DESENHO GERAL DO EXPERIMENTO

Nosso experimento é para ser aplicado numa escola (autarquia
municipal) da cidade de Taubaté, Estado de Sdo Paulo. Trabalharemos com
duas turmas de 82 série desta escola, uma no periodo matutino e outra no

vespertino. A primeira turma constituird o que passaremos a chamar de grupo
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de referéncia e a segundo, em que aplicaremos a nossa seqtiéncia de ensino,
de grupo experimental. O grupo de referéncia € composto por 32 alunos e o
experimental por 24.

No grupo de referéncia, a abordagem da trigonometria no tridngulo
retangulo se dard na forma por nds aqui considerada tradicional, tendo,
inclusive, a adocdo de um livro didatico. As aulas transcorrerdo no horario
normal de aula, conforme o programa estabelecido e sem a participagdo e
controle do pesquisador. Para esse grupo, estdo previstos sete encontros,
entre aulas simples, duplas e triplas (cada aula com 50 minutos), num total de
15 horas/aula.

Para o grupo experimental, a aplicacdo do experimento pelo pesquisador
se realizara no horario normal de aula, em conformidade com o programa e
cronograma estabelecido pela escola. A professora de matematica desta sala
atuara como observadora. O experimento compreenderd um total de treze
encontros, sendo dois dedicados a aplicacdo dos instrumentos diagndsticos e
0s onze restantes para a seqUéncia de ensino. Estes onze encontros da
sequéncia, entre aulas duplas e simples, totalizardo 18 horas/aula de 50
minutos cada uma.

Submeteremos o0s grupos a dois testes individuais: um antes (pré-teste)
da introducao dos conceitos de razdes trigonométricas e outro (pos-teste) apds
terem tido contato com esse conteudo.

Quanto a nossa seqiéncia de ensino a ser desenvolvida no grupo
experimental, pretendemos que o ponto de partida seja sempre através de
situagbes-problema e adidaticas, fazendo um paralelo com a histéria. Dessa

forma, conforme ja destacamos no item referente aos aspectos histéricos
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(capitulo terceiro ), nossa seqléncia, a luz da histéria, sera elaborada através
de atividades em etapas que, a nosso ver, contribuam melhor para a
construcdo do conceito. Portanto, iniciaremos os estudos por questdes
praticas, ligadas a realidade, caminhando para a formalizagdo sob o ponto de
vista geométrico.

Destacamos também a procura de concretizagbes que possam ocorrer
dentro do ambiente de sala de aula, com o objetivo de auxiliar o aluno na
construcdo dos conceitos envolvidos. Teremos como prioridade a utilizacdo
de recursos (no sentido amplo) ndo sofisticados, baratos e acessiveis a todos,
possibilitando que tanto pesquisador como aluno possam elabora-los ou
adquiri-los.  Assim, num primeiro momento utilizaremos uma maquete (que
para nés € um modelo que se coloca entre a realidade e sua representacao no
papel), em seguida utilizaremos modelos de triangulos feitos de madeira,
manipulagcdes através de construgdes geométricas feitas pelos alunos e de
dispositivos (cartazes e modelo dindmico de representacdo das razdes
trigonométricas) elaborados com a finalidade de possibilitar a aprendizagem.

Como se trata de um método que difere do tradicional, pois é centrado
na participacdo do aluno, no trabalho em grupo e em situa¢des adidaticas,
entendemos que seja uma experiéncia nova nao s6 para os alunos, mas
principalmente para o pesquisador. Assim, considerando que o pesquisador
também serd um aprendiz no processo, prevemos a necessidade de um tempo
maior para o desenvolvimento da seqiéncia, do que o seria se 0 pesquisador
ja tivesse experiéncia em lecionar a partir do ponto de vista construtivista.

Voltaremos a discutir esta questdao do numero de encontros dispendidos

na  seqléncia no capitulo quinto (Analise dos Resultados), quando
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apresentaremos maiores detalhes de como se deu a introducdo dos conceitos
basicos trigonométricos pelo grupo de referéncia e faremos uma comparacao

com o grupo experimental.

4.2.1 Instrumentos de Avaliacao Diagndstica

Descreveremos aqui os instrumentos diagnosticos que servirdo de
parametros para a avaliagdo de nossa sequiéncia. Eles também nos ajudarao
no entendimento de como se da a formacao dos conceitos de trigonometria
para esse grupo de alunos. Os instrumentos aqui tratados sao os pré e pés-

testes, 0s quais apresentaremos a seguir.

a) Apresentacao e Descricao do Pré-teste

O pré-teste tem por finalidade avaliar os conhecimentos anteriores do
aluno a respeito de trigonometria no triangulo retangulo e no sentido de servir
de termbémetro, para avaliar se o0 mesmo domina os conteudos matematicos
considerados como pré-requisitos para o trabalho que desejamos realizar. Tal
avaliacdo tem, portanto, a fung¢do principal de diagnéstico, para posterior
desenvolvimento de uma sequUéncia didatica. O pré-teste também tem a
funcdo de servir de parametro para avaliarmos, ao final da sequéncia , se
ocorreu a construgcdo dos conceitos pretendidos, através da aplicacdo de um
novo teste ( o pos-teste ) cujas questdes o conhecimento se equivale e a
dificuldade se aproxima.

Na elaboracdo do teste, houve a preocupacédo formal de selecionar

exercicios existentes em livros didaticos, com a finalidade de aproximar nosso
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instrumento diagnostico a realidade escolar. Assim, cada questdo vem
acompanhada de uma referéncia ao livro do qual foi retirada, exceto aquela por
nés elaborada.

O teste é constituido de nove questdes, as quais apresentaremos uma a
uma, fazendo, apdés cada apresentacdo, uma discussdo sobre a mesma.
Antes, para que o leitor tenha uma idéia geral do teste, apresentaremos, no
quadro 4.1 a seguir, todas as questdes propostas no pré-teste, as quais seréo

discutidas em seguida uma a uma.
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PRE-TESTE

12) A escada tem 5,2 m de comprimento. Qual

2%) Numa destas figuras ha dois triangulos
semelhantes. Quais sao ?

3% Calcule sena, cos o e tg o no caso :

5

o

4?%) Consulte a tabela (anexa a este teste) e
calcule x : 38m

50

5%) Uma torre vertical, de altura 12m, é vista sob
um angulo de 30° por uma pessoa que se
encontra a uma distancia x da sua base e cujos
olhos estdo no mesmo plano horizontal dessa
base. Determinar a distancia x.

62) Dado cos o = 2/7 obtenha
onde o é um angulo agudo.

sen o e tg a,

7%) Na figura seguinte, determine cos C, sendo
dado sen B = 0,6691. C

A

<,=0uU >
a) cos50°..... cos 40°
b) sen50°..... sen 40°
c) tgh0°.... tg 40°

9%) Ao efetuar um calculo, um aluno obteve cos
o = 5, sendo a um angulo agudo. Existe o tal
que cos o =5 ? Justifique.

Quadro 4.1: As questdes do pré-teste

As duas primeiras questdes sao, respectivamente, relativas aos pré-

requisitos: teorema de Pitagoras e semelhanca de triangulos.




12 Questao

A escada tem 5,2 m de comprimento. Qual é a altura

aproximada do muro?

(Retirado do livro : Matematica, 82 série, 1°grau de Imenes &
Lellis, Ed. Scipione, 1997, p. 40, exercicio 70 ).

Quadro 4.2: Primeira questao do pré-teste
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Esta é uma
questao
contextualizada
e sua solucdo
compreende
uma aplicagao
imediata do
teorema de

Pitagoras. A

contextualizacdo tem por finalidade observar se o aluno vai além da

competéncia de manipular férmulas, sendo capaz de utilizar, num fato da

realidade, a aplicacdo do mesmo.

Assim, por exemplo, um eventual calculo

incorreto devido aos decimais, ndo nos levara a considerar a questao errada.

22 Questao

exercicio 29)

Numa destas figuras,ha dois tridngulos semelhantes. Quais sao ?

(Retirado do livro: Matematica, 82 série, 1° grau, de Imenes & lellis, Ed. Scipione, 1997, p. 24,

Quadro 4.3: Segunda questao do pré-teste

Nesta questdo, procuramos de maneira objetiva, sem justificativa,

observar se o aluno tem a nocdo, espontanea ou nao, de semelhanca de

triangulos, ja que o conceito de razao trigonométrica se baseia neste fato.




32 Questao

Calcule sena, cos o e tga

(Retirado do livro: Matematica 2,

Roberto Bonjorno, Ed. FTD, 1992, p.

88

A terceira questdo foi selecionada

no caso :
5 com a intencdo de observar se o aluno
3
tem conhecimento a respeito da definicao
o
4 de seno, co-seno e tangente de um

2%rau, de José Ruy Giovanni e José angulo agudo de um tridngulo retangulo.

12, exercicio 1) Essa questdo, porém, possibilita sua

Quadro 4.4: Terceira questdo do pré-  resolugdo através da mecanizagdo, ou

teste

seja, o calculo das razdes trigonométricas como aplicagdes de formulas. Caso

o aluno lance mao desse recurso, nao poderemos afirmar que o mesmo tenha

o conceito, embora apresente a competéncia.

Para nés, consideraremos que

o aluno tem o conceito das razdes trigonométricas quando este for capaz de,

nao so6 se utilizar das féormulas, como trabalhar com estas razdes aplicando-as

em situacoes diversas, reconhecendo as relagdes entre elas e a variagcao de

valores de cada uma.

42 Questao

Consulte a tabela (anexa a este teste) e

calcule x:
- 38mm

50

(Retirado do livro: Matematica, 82série, 1°grau, de
Imenes & Lellis, Ed. Scipione, 1997, p.124,exercicio 29,
item a)

Quadro 4.5: Quarta questao do pré-teste

A importdncia da
quarta questdo esta em
que, para calcular o valor
de x, o aluno devera decidir
sobre qual das razbes
aplicar. Como foram

dadas as medidas de um

angulo, do cateto oposto a esse angulo e se deseja obter a medida x, relativa a

hipotenusa, cateto oposto-hipotenusa induz a aplicacdo da definicdo de seno.
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Assim, a solucdo mais provavel e esperada pelo pesquisador quanto a esta
questao é através do emprego da definicdo de seno de um angulo agudo.
Com os dados fornecidos e mediante um treinamento, acreditamos que o aluno
possa ser induzido a solugdo.  Assim, questdes desse tipo (“calcular x”)
resolvemos classifica-las como algoritmicas. Uma outra solugdo, muito pouco
provavel, € de que o aluno calcule a medida do cateto desconhecido (cateto
adjacente) através da definicao de tangente e, em seguida, obtenha a medida x
(comprimento da hipotenusa) aplicando o Teorema de Pitagoras. De qualquer
maneira, 0 acerto desta questdo ndo nos garante ainda que o aluno tenha o
conceito a respeito das razdes trigonométricas.
52 Questao

Com a quinta questao, contextualizada, esperamos observar se o aluno
€ capaz de relacionar seus conhecimentos formais com a resolugdo de

problemas. Acreditamos que a ilustracdo que acompanha o enunciado da

Uma torre vertical, de altura 12m, é

vista sob um angulo de 30° por uma
pessoa que se encontra a uma dis-

tancia x da sua base e cujos olhos P |
estdo no mesmo plano  horizontal o :1
dessa base. Determinar a distancia o s <A
X. ,_/’/ :

5 == ot D S
(Retirado do livro: Matematica 2, 2°grau, de . —

José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno,

Ed. FTD, 1992, p. 12, exercicio 3)

Quadro 4.6: Quinta questao do pré-teste

mesma, conforme texto original do livro donde foi retirada, facilite em muito
essa transferéncia. Apds a descontextualizacao, o aluno se encontrara diante
de uma solucdo analoga a da questao anterior (“calcular x”), onde devera

decidir sobre qual das razdes trigonométricas aplicar: No caso, o emprego da
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tg 30° é a mais provavel. Esta questdo, devido a sua similaridade com a
anterior, também resolvemos classifica-la como algoritmica.

Portanto, as questdes 3, 4 e 5 tém uma relagdo entre si, pois elas se
baseiam no conhecimento de definicbes, formulas e procedimentos
(algoritmos), e o acerto delas ainda ndo nos asseguram o dominio dos
conceitos basicos das razdes trigonométricas. A conjungdo dessas questdes
com a proxima (sexta) podera nos dar uma pista a respeito da construgéo dos
conceitos basicos das razdes trigonométricas.

62 Questao

Dado cos a = 2/7 obtenha sen o e A sexta questao
tg o, onde o € um angulo agudo.
poderiamos chama-la de classica:
(Retirado do livro: Matematica Aplicada, 2°grau,

vol. 1 de Trotta, Imenes e Jakubovic, Ed. | dada uma razio trigonométrica
Moderna, 1979, p. 190, exercicio 7).

Quadro 4.7: Sexta questdo do pré-teste determinar as demais, sem a
utilizagdo de tabela trigonométrica. De certo modo, ela envolve as razdes
trigonométricas entre si, ou seja, a partir do conhecimento de somente uma das
razdes, pode-se obter as demais. Assim, resolvemos classifica-la e identifica-
la como a questao das relagcoes trigonométricas. Para alunos a partir da 12
série do 2° grau, a solucao por nés considerada a mais provavel de ocorrer é
através das relacdes trigonométricas sena+cos’o= 1 e tg o= sena / coso.
Neste caso, teriamos, entdo, uma solugdo algébrica, com emprego de
férmulas.

Entretanto, como em nivel de 82 série (nivel objeto de nossa pesquisa)
de maneira geral ndo se aborda as férmulas (relagdes trigonométricas) acima,
a solugdo mais provavel e esperada por noés € a que podemos chamar de

solucdo geométrica. Esta segunda solucao é mais rica em termos conceituais
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construcao do conceito das razbes trigonométricas.
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como um marco muito importante dentro da

Por qué ?

Porque para resolvé-la, o aluno precisa conhecer a definicdo de co-seno

Figura 4.1: Representacéo geométrica

sena=Xx/7 e tgo=x/2

de um angulo o (“(cateto

adjacente)/hipotenusa”), passar
do quadro numeérico (2/7) para o
quadro geométrico, conhecer as

definicbes de seno e de tangente

de um angulo a,

passando, pois, para o quadro algébrico e, ai, através do Teorema de

Pitagoras (72 = 2% + x? ), calcular o valor da medida x (obtendo x=3V 5) e,

entao, responde_rque sena=3V5/7 e tga=3V5/2 .

Portanto, quem acerta esta questdo , provavelmente, tera resolvido

acertadamente também a 1 e a 3 (especialmente essa), pois essas envolvem

0S requisitos basicos para resolvé-la.

Trata-se, portanto, de uma questao

classica no ensino da trigonometria e de fundamental importancia na formacao

do conceito de razao trigonométrica.

Na figura seguinte, determine cos C,

sendo dado sen B = 0,6691.
C

B

(Retirado do livro: Matematica, vol. 1, versdo Beta,
2°%rau, de Bianchini & Paccola, Ed. Moderna,
2%edicdo revista e ampliada, 1995, p. 244, exerc.
12, item b)

Quadro 4.8: Sétima questao do pré-teste

72 Questao
A sétima questao trata das
entre as

relagbes existentes

razdes trigonométricas de
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angulos complementares (a + f = 90°). Esperamos que o aluno apresente
conhecimento de que, num tridngulo retangulo, temos dois angulos agudos (o e
B), que a e B sdao complementares e que as definicbes de seno, co-seno e
tangente se referem tanto a um angulo como ao outro, seu complementar. A
questao foi proposta para observar se o aluno, neste caso, tem o conhecimento
de que o seno de um € o co-seno do outro, e vice-versa, pois um cateto oposto
a um dos angulos, em relacdo ao seu complementar € adjacente. Trata-se
portanto, de uma questdo que exige aplicacdo imediata do conceito, sem
nenhum calculo, em que ndo nos parece haver possibilidade da mecanizacao,
pois sen B = cos C = 0,6691 , pelos motivos expostos acima.

82 Questao

Complete cada afirmativa a seguir A oitava questdo trata da
comosinal <,= ou >:
variacao de cada razao
a) cos 50° ..... cos 40°
b) sen 50° ..... sen 40° trigonométrica em relagéo a variagao
c) tg 50° ..... tg 40°

do angulo correspondente: nem toda

Quadro 4.9: Oitava questao do pré-teste
razdo trigonométrica varia de forma

crescente de acordo com o angulo, ou seja, a medida que o angulo aumenta a
razao aumenta. Consideraremos como certa a resposta do aluno, somente
quando todas as afirmativas forem completadas corretamente, pois a questao
permite ao aluno experimentar uma resposta ao acaso, para nao deixa-la em

branco.

Ao efetuar um calculo, um aluno obteve
cos o = 5, sendo a um angulo agudo. Existe
o tal que cos o =5 ? Justifique.

92 Questao

Ainda tratando da variacao

(Retirado do livro: Matemaética Aplicada, 2°grau, vol. 1
de Trotta, Imenes e Jakubovic, Ed. Moderna, 1979, p.
191 exercicio 11.item f).

de cada razao

Quadro 4.10: Nona questao do pré-teste



93

trigonométrica, a nona questao objetiva observar se o aluno sabe que cos o (o
um angulo agudo) € um numero compreendido entre 0 e 1(0 < cos a < 1).
Acreditamos que o aluno possa saber desse fato, embora ndo tenha o dominio
completo a respeito. Ou seja, o aluno ndo é capaz de justificar
satisfatoriamente a sua resposta, ndo indo além de afirmar que cos o néo
pode ser maior do que 1. Assim, o acerto desta questdo sé tera um significado
de dominio a respeito da variacao das razdes trigonométricas, se condicionada
ao acerto da questao anterior. Portanto, as questdes 8 e 9 tratam da variacdo

dos valores das razbes trigonométricas.

b) Apresentacao e Descricao do Pos-teste

O pobs-teste € um instrumento com a finalidade de avaliar a
compreensdo dos conceitos basicos da trigonometria do tridngulo retangulo,
apos a aplicacdo de uma seqléncia didatica. Analisando esse questionario e
comparando o0s resultados com aqueles obtidos no pré-teste, esperamos
observar o provavel aproveitamento dos alunos. Esperamos observar se os
alunos construiram os conceitos relativos as razdes trigonométricas: seno, co-
seno e tangente de um angulo agudo.

Procuramos elaborar um pos-teste com questdes equivalentes (quanto
ao conteudo, grau de dificuldade, quantidade, contextualizagéo, ... ) ao do pré-
teste, com o intuito de se obter dados comparativos o mais fiel possivel.

Novamente, assim como ocorrera na elaboragcdo do pré-teste,
procuramos, sempre que possivel, questoes existentes em livros didaticos, com

a intencao de, assim, estarmos mais proximos da realidade escolar. A questao
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que nao tiver a indicagao do livro do qual foi retirada, significa que a mesma foi
por nés elaborada.

Assim como o pré-teste, o pos-teste também tem nove questdes e, para
que o leitor tenha uma idéia geral do teste, o quadro 4.11, a seguir, apresenta
todas as questdes propostas no pos-teste, as quais serdo discutidas adiante
uma a uma.

Apbs o desenvolvimento de uma sequéncia didatica, agora o objetivo é
observar se ocorreu a aprendizagem dos conceitos referentes as razdes
trigonométricas. Por isso, resolvemos nado incluir questdo referente a
semelhanca de tridngulos: um pré-requisito ao estudo da trigonometria.
Portanto, ndo ha no pdés-teste nenhuma questdo equivalente a questdao 2 do
pré-teste.

Ja quanto ao pré-requisito Teorema de Pitagoras, resolvemos manter
uma questdo relativa ao mesmo, por entendermos como muito Gtil em

trigonometria.



POS-TESTE

95

18)Um poste precisa ser sustentado por um
cabo conforme indica a figura abaixo.
Sabendo-se que a altura do poste é de 12 m e
que o cabo sera afixado a 9m da base do
mesmo, qual deve ser o comprimento do
cabo?

«—2

2?) Calcule o sen a, cos a e tg a no caso:

13

12

3?%) Consulte a tabela (anexa a este teste) e
calcule x:

X

70°

20

52) Sabendo que sen a = 3/5, obtenha cos a
e tg o, onde o é um angulo agudo.

4%) Um helicoptero e um carro da policia
perseguem um carro de bandidos. (0]
helicéptero esta a 250 m de altura; o carro da
policia estd bem abaixo do helicoptero (no
prumo). Do helicoptero o carro de bandidos é
avistado segundo um angulo de 60°. Qual é
a distancia entre o carro da policia e o dos
bandidos ?

=3

250 m

sempre nameros menores do que 1 ?
Justifique.

37 L |2 B

62) Na figura seguinte, determine sen C

sendo dado cos B =0,375:

Cc
72) Complete cada afirmativa a seguir com o
sinal <, = ou >:

A B a) cos 80°...... cos 20°
b) sen41° ... sen 22°
c) tg33° ... tg 55°

8% O seno e o co-seno de um angulo sdo | 92) O que vocé entende por Trigonometria ?

Quadro 4.11: As questoes do pos-teste
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12 Questao

abaixo.
Sabendo-se que a altura do poste € de 12 m e que o cabo sera afixado a 9m
da base do mesmo, qual deve ser o comprimento do cabo ?

| O9m |

Um poste precisa ser sustentado por um cabo conforme indica a figura

Quadro 4.12: Primeira questao do pos-teste

Esta questdo envolve a aplicagdo do Teorema de Pitagoras numa
situacao contextualizada, equivalente a questao 1 do pré-teste, exceto pelo fato
de trabalhar com numeros inteiros. Mas, assim como no pré-teste, esperamos
observar se o0 aluno conhece e percebe a conveniéncia da aplicagdo do
Teorema. Na&o consideraremos como errada a questao devido a um eventual
erro de calculo.

Pesquisando vinte e dois livros didaticos, ndo encontramos nenhuma
questao que entendéssemos equivalente aquela do pré-teste. Por isso, esta
questao foi por nés elaborada. Apesar de se tratar de uma aplicacao imediata
do Teorema de Pitagoras, alguns alunos poderéo, inicialmente, reclamar a falta
da medida de angulos, uma vez que no estudo de trigonometria associam-se

as razodes entre os lados do triangulo com os angulos.



97

22 Questao

Calcule o sen a, cos a e tg o no caso:

13

12

(Retirado do livro: Matematica 2, 2° grau, de José Ruy Giovanni e José Roberto Bonjorno,
Editora FTD, 1992, SP, p. 12, exercicio 1, item a)

Quadro 4.13: Segunda questao do pos-teste

Esta questado é equivalente a questao 3 do pré-teste.

Trata-se de uma aplicacdo direta da definicdo de seno, co-seno e
tangente de um angulo agudo. Portanto, com esta questdo, esperamos
observar se o aluno tem conhecimento a respeito das definicbes das razdes
trigonométricas. Reconhecemos, assim como no pré-teste, que o aluno pode
demonstrar competéncia na aplicagcdo das definicbes, como se fossem
férmulas, possivelmente decoradas. O acerto desta questdo ndo nos
assegura, por si sO, a construcao do conceito.

Assim, ou o0 aluno sabe a definicdo e a aplica corretamente, ou entao,
podera fazer inversdes dos nomes atribuidos as razées, como, por exemplo,

chamar de seno o que é co-seno, de tangente o que € seno, etc...
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32 Questao

Esta questao equivale a questao 4 do pré-teste.

f
Consulte a tabela (anexa a este teste) e Conforme a
calcule x: questdo anterior, aqui
também  trata-se  da
X
aplicagéo da definicdo de
70°

razao trigonométrica.

20cm

(Retirado do livro: Matematica, 1° grau, 82 série, de Luiz Porém, aqui o aluno

Marcio Imenes e Marcelo Lellis, Editora Scipione, 1997, i L
SP, exercicio 29, p.124, item c) devera decidir sobre qual

ro 4.14: Terceir 2 0S- 5
Quadro erceira questdo do pos-teste das razdes empregar

para obter, do modo mais adequado possivel, o valor de x. No caso, a
solugéo esperada esté na escolha da razédo cos 70°, que envolve a medida (X)
do cateto adjacente e a medida (20 cm) da hipotenusa. @ Os dados né&o
permitem, por exemplo, a solugdo pelo teorema de Pitagoras, pois falta a
medida de um dos catetos.

Portanto, a solugdo s6 se dar4d com a escolha adequada da razéo
trigonométrica. O aluno podera identificar como uma pista, o fato de terem
sido dados um angulo, a medida do cateto adjacente a esse angulo e a medida
da hipotenusa. Isso, durante a fase de aprendizado, podera ter se constituido

num processo algoritmico, que leva o aluno a decidir pela razdo

trigonométrica envolvida:
medida do angulo o
medida (X) do cateto adjacente = COS O

medida (20cm) da hipotenusa
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Além do desconhecimento, um dos erros provaveis, novamente, é o da
inversao, ou seja, tratar como seno o que é co-seno, de seno o que é tangente,
etc...

A combinagdo de acertos das questdes 2 e 3 sinalizam com a
possibilidade de o aluno ter competéncia quanto a aplicagdo da definicao de

razao trigonométrica de um angulo agudo.

Um helicéptero e um carro da policia perseguem um carro de
bandidos. O helicdptero esta a 250 m de altura; o carro da policia
esta bem abaixo do helicoptero (no prumo). Do helicéptero, o carro
de bandidos € avistado segundo um angulo de 60°. Qual é a
distancia entre o carro da policia e o dos bandidos?

s H
’

(Retirado do livro: Matematica, 2° grau, volume 1, versdo Beta, de Edwaldo Bianchini e Herval
Paccola, Editora Moderna, 22 edicdo revista e ampliada, 1995, SP, exercicio 20, p. 251)

Quadro 4.15: Quarta questao do pos-teste

42 Questéo

Questao equivalente a questao 5 do pré-teste, aqui o aluno tera que, a
exemplo da questdo anterior, novamente decidir sobre o emprego da razao
mais adequada. @ Também um processo algoritmico provavelmente podera
levar a solugao correta:

medida do angulo «

medida (250m) do cateto adjacente a o = tga

medida (x) do cateto oposto a «
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No caso, espera-se a aplicacao da razao trigonométrica tangente, numa
situacao de caracteristica contextualizada Cabe aqui salientar que, nos livros
didaticos consultados, encontramos questdes ditas contextualizadas que vém
com indicagbes, conforme o caso acima, que chegam a descaracterizar a
situacdo de contextualizacdo aparentemente pretendida. Trata-se, portanto,
de uma facilitagdo ao aluno, em que o modelo matematico vem associado ao
fato da realidade. O acerto das questdes 2 (férmula), 3 e 4 (algoritmicas)
indicam competéncia quanto ao emprego da definicho das razdes

trigonométricas.

Sabendo que sen o = 3/5, obtenha
cos o e tg o, onde o0 € um angulo
agudo. Esta questao é equivalente

52 Questao

a questao 6 do pré-teste.

(Retirado do livro: Matemadtica Aplicada, 2°grau,
volume 1 de Trotta, Imenes e Jakubovic, Editora Trata-se, portanto, de uma
Moderna, 1979, SP, p. 190, exercicio 8)

questao classica da trigonometria,

Quadro 4.16: Quinta questao do pos-teste )
descontextualizada, em que, dada

uma das razdes trigonométricas referente a um dos angulos agudos (o), pede-
se determinar as demais, sem a utilizacao de tabela trigpnométrica.

Como em nivel de 82 série geralmente nado se abordam as relagbes
fundamentais sen® a + cos® =1 e tg o = sen a / cos o, NA0 esperamos o
emprego delas, numa solugédo dita algébrica, mas sim a geométrica. Essa
solucdo geométrica, de forte énfase conceitual (em comparacdo com a
algébrica), consiste em admitir um triangulo retangulo com angulo agudo a,
cateto oposto a a medindo 3 e hipotenusa 5. Esse tridngulo hipotético, se

construido, tera certamente o angulo a. Aplicando o Teorema de Pitagoras,
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obtemos a medida do outro cateto (o adjacente a o) e, com todos 0s
elementos calculados, determinamos cos a e tg a.

Por envolver as razbes de sentido, dada uma delas determinar as
demais, identificamos esta questdo como a de relacdes trigonométricas. E
uma questdo que julgamos muito importante em termos conceituais, de modo
que, nos permite supor que, com o acerto das questdes 2 + (3 ou 4) e esta, o
aluno possivelmente apresenta um dominio parcial do conceito. Acreditamos
que resta observar, para concluirmos pelo provavel dominio total dos conceitos
envolvidos, se o aluno tem conhecimento a respeito da variacao dos valores

das razodes trigopnométricas, bem como da relagdo existente entre as razdes de

angulos complementares. Isto € o0 que se tentara observar com as questbes

Na figura seguinte, determine sen C sendo dado seguintes.

cosB=0375: C 62 Questao
Equivale a

questao 7 do preé-

AT B | teste.

(Retirado do livro: Matematica, 2°grau, vol. 1, versdo Beta, de
Bianchini & Paccola, Ed. Moderna, 2%edicdo revista e ampliada,
1995, SP, exercicio 12, p. 244, item a)

Esta

questdo trata da

Quadro 4.17: Sexta questdo do pos-teste relacdo existente
entre angulos complementares (que somam 90°) e razdes trigonométricas.
Como no caso acima B e C sdo complementares, entdo pela definicdo de seno
e Co-seno, esperamos que o aluno responda que sen C = cos B: uma resposta
imediata, sem calculo, baseada somente no conhecimento do aluno. Caso
contrario, a questao tera um grau de dificuldade maior do que desejado, pois o

aluno, desconhecendo esta relacdo existente entre angulos complementares,
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necessitara, através da figura apresentada e usando a definicdo, concluir que

sen C = cos B = 0,375.

Observamos que, exceto o angulo reto, nenhuma

outra medida do triangulo esta definida e que nao é permitida a consulta a

tabela trigonométrica.

72 Questao

Complete cada afirmativa a seguir com o
sinal <,= ou >:

a) cos 80° ...... cos 20°

c) tg 33° ...... tg 55°

Quadro 4.18: Sétima questédo do pos-teste

angulo agudo.

Equivale a questdo 8 do pré-
teste. Tem a finalidade de
observar a existéncia de
conhecimento sobre a
variagao nos valores do seno,

co-seno e tangente de um

Ou seja, a medida que o valor do angulo aumenta (ou

diminui), o que acontece, ou qual a relagao existente entre essa variacao

do angulo e a variagao do valor da razao?

nenhuma das trés afirmativas admite o sinal de igualdade.

Assim como no pré-teste,

Pensamos,

com isto, aumentar a confiabilidade quanto ao acerto da questao,

indicando um provavel conhecimento a respeito do assunto, visto ser

esta questdo a Unica que permite ao aluno arriscar uma resposta (ao

acaso), preenchendo os espagos em branco.

Nesta questdo, ou o aluno tem conhecimento do que se trata e, ento,

responderd corretamente, ou langara uma resposta qualquer, com pouca

possibilidade de acerto.

No caso de desconhecimento do assunto, a

resposta (caso ocorra) mais provavel que esperamos, sera aquela

associada ao valor do angulo, isto €, angulo maior implica razdo maior e
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vice-versa, 0 que €& um erro se aplicada indiferentemente a razao
considerada.
O aluno que responder acertadamente a esta questdo, provavelmente

respondera corretamente a questao seguinte, relativa ao mesmo fato.

82 Questgo
O seno e o co-seno de um angulo sio
sempre numeros menores do que 1 ? Equivale a questdo 9 do
Justifique. .
pré-teste.

(Retirado do livro: Matemdtica, 1° grau, 8° série, de Luiz
Madrcio Imenes e Marcelo Lellis, Editora Scipione, 1997,
SP, exercicio 32, p. 124, item g).

Também relativa a variacao

nos valores do seno, co-seno

Quadro 4.19: Oitava questédo do pés-teste
e tangente de um angulo

agudo, procura observar se, além do fato de que O<sen o<1 e 0<cos o
<1,sendo o um angulo agudo, se o aluno € capaz de justificar, indo além do
simples conhecimento do fato. O aluno pode ter assimilado a informacéo
(importante e relevante) de que tanto seno como co-seno s&o numericamente
menores do que 1, mas além disso cobramos um complemento: a justificativa.
Estamos levando em considera¢do aqui duas coisas: o conhecimento do
fato e a justificativa deste. Acreditamos que o aluno que vai além do
conhecimento do fato, deva também ter respondido corretamente a questao
anterior (a 72). As questbes 7 e 8 se completam, indicando um provavel

conhecimento a respeito da variagdo dos valores das razdes trigonométricas.
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92 Questao

: : Com esta uestao
O que vocé entende por Trigonometria ? g

Quadro 4.20: Nona questdo do pds-teste pretendemos observar °
conceito que o aluno passou a ter a respeito de trigonometria no triangulo
retangulo, apds se submeter a uma seqiéncia de ensino.

Esperamos que o aluno tenha associado a trigonometria a resolucdo de
triangulos, tendo por base o triangulo retédngulo e as razdes seno, co-seno e
tangente. = E que essas razdes, inerentes aos triangulos retangulos, sao
nameros que se obtém da divisdo (razdo) entre as medidas dos lados desse
tridangulo. Essas razdes (numeros) se mantém, cada uma delas, constantes
para cada angulo agudo o considerado.

Esperamos, ainda, que o aluno tenha entendido a trigonometria como
um recurso muito util no calculo de distancias inacessiveis.

Esta questdo tem um carater mais abrangente, genérico, subjetivo, ao
perguntar sobre a idéia que o aluno passou a ter a respeito de Trigonometria.
N&o temos a intengdo de avalia-la como certa ou errada, mas utiliza-la como
uma informagdo, com uma andlise em separado a respeito da concepg¢ao do
aluno.

Finalizando a descricdo do pds-teste, observamos que, para fins de
avaliacdo dos resultados, é possivel agrupar algumas questdes. Assim, nao
precisaremos fazer uma analise questdo por questdo, mas os agrupamentos
daquelas que apresentam caracteristicas comuns predominantes em seu
objetivo.

Assim, podemos identificar as questdes da seguinte maneira: a questao

1 como de aplicagédo do ‘teorema de Pitagoras’, a questao 2 como aplicacao da
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‘definicdo de razao trigonométrica’ (como se fosse uma férmula), as questdes 3

e 4 como ‘algorltmicas’ (a solucdo pode ocorrer pela aplicacdo de um

algoritmo), a questao 5 como ‘relagcbes trigonométricas’ (por envolver as razées

trigonométricas entre si), a questdo 6 como ‘4ngqulos complementares’ (por se

tratar da relagdo existente entre as razdes trigonométricas de &angulos

complementares) e, finalmente, as questdes 7 e 8 como ‘variacdo dos valores

das razées’ (por tratarem deste fato propriamente dito).

Antecipando a andlise dos resultados, acreditamos que, a priori,
podemos afirmar que, provavelmente, o aluno possui 0 dominio completo do
conceito (razdes trigonométricas no tridngulo retadngulo) ao responder

corretamente as questées 2 + (3ou4) +5+6 + 7 + 8.

4.2.2. Apresentacao e Descricao da Seqiiéncia de Ensino

Nossa sequéncia de ensino € constituida de onze encontros,
correspondendo a dezoito aulas de cinquenta minutos cada uma. Esta
distribuicdo foi feita em conformidade com o horéario e calendario da escola, na
qual esta sequéncia sera aplicada. Sumariamente, os encontros serao assim

distribuidos:
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ENCONTROS | OBJETO DE OBJETIVO N2 DE ATIVIDADES
(tipo de aula) ESTUDO (conteudos)
- Semelhanca 5; Medida de distancia inacessivel, maquete,

modelos de tridngulos em madeira, medicdes

(aula simples)

conceito de tangente

1° de tridngulos Pré-requisitos ao para construcdo de tabela, verificagdo do
(aula dupla) estudo das razdes Teorema de Pitdgoras e da razdo
- tridngulo trigonométricas (cat.oposto)/(cat.adjacente) .
retangulo
- Teorema de
Pitdgoras
2° Construgio do 1; Construcdo geométrica de um tridngulo
(aula simples) Tangente conceito de tangente | retdngulo ¢/ 0=35° e obten¢do da razdo
(cat.op.)/(cat.adj.).
3° Tangente Construcdo do 1; Determinacdo da altura de uma arvore
(aula simples) conceito de tangente | vista sob um angulo de 35°.
3;Construcido da tabela da razao
4° Tangente Construcdo do (cat.op.)/(cat.adj.) para angulos de 5° até
(aula dupla) conceito de tangente | 85°;determinagio do Angulo de elevacio do
Sol e da largura de um rio.
2; Definicdo de tangente; determinacdo da
5° Tangente Institucionalizagdo do | distdncia entre uma praia e uma ilha; do

angulo de inclinagdo de um telhado; uso de
calculadora.

2; Determinacdo do comprimento de uma

(aula simples)

Co-seno

partir de problemas
formais

6° Seno e Co-seno Construcdo do rampa com inclinacdo dada; construgdo da
(aula dupla) conceito de seno e de | tabela com as razdes (cat.op.)/(hipotenusa) e
CO-SeNno (cat.adj.)/(hipotenusa).

4; Determinacdo da altura de um muro; da
Institucionalizagdo do | distancia percorrida por um barco para
7° Seno e Co-seno | conceito de seno e de | atravessar um rio; defini¢do de seno e de co-
(aula dupla) co-seno seno; determinagdo da altura em que se
encontra uma pipa e o comprimento de um

cabo de a¢o; uso de calculadora.
1;Aplicacio da  definicdo de razdo
8° Tangente, Seno e | Institucionalizagdo a |trigonométrica em  problema formal;

determinacdo de x (medida de lado ou
angulo); uso de calculadora.

CO-seno e
tangente

trigonométricas

3; Aplicagdio da definicdo de razdo
9° Tangente, Seno e | Institucionalizagdo a |trigonométrica em  problema  formal;
(aula dupla) Co-seno artir de problemas | determinacdo de x (medida de lado ou
p p p ¢
formais angulo); triangulos nao-retdngulos; uso da
calculadora.
3; Dada uma razdo trigonométrica,
10° Angulos Relacionar angulos | determinar as demais; defini¢do de &ngulos
(aula dupla) complementares complementares e complementares; determinacdo de seno e de
p p p p ¢
razdes trigonométricas | co-seno de dngulos complementares.
3; Ainda um problema sobre Aangulos
11° Variagdes nos Estudar as variacdes |complementares e um problema analisando a
(aula dupla) valores do seno, | dos valores das razdes |equagdo “sen o = 3/27; utilizagio de

dispositivo p/ “visualizar” que O<seno<l e
O<coso<1; variagdo da tangente e uso de
dispositivo para “visualizar” que tg 0>0.

Tabela 4.1: Resumo da sequéncia de ensino a ser aplicada no Grupo Experimental

razbes trigonométricas e ocorrera numa aula dupla (duas aulas).
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Do segundo ao sétimo encontro, o objetivo é a construgdo dos conceitos
de tangente, seno e co-seno, sempre partindo de situagdes-problemas, num
total de nove aulas.

Para cada conceito abordado, procuramos partir do sensivel para o
abstrato, ou seja, da contextualizacdo (concreto) para a Institucionalizacéo
formal (formalizagdo). Isso acontece tanto quanto aos pré-requisitos (primeiro
encontro), como ao abordar a razao tangente (do segundo ao quinto encontro)
e as razdes seno e co-seno (sexto e sétimo encontros).

De forma geral, o0 mesmo também ocorrera: do primeiro ao décimo

primeiro
encontro caminharemos no sentido da contextualizagdo para a formalizacao.
Assim, do oitavo ao décimo primeiro encontro trataremos da sistematizacéao
dos conceitos envolvidos, com problemas descontextualizados, a abordagem a
respeito de angulos complementares e sobre a variagdo dos valores do seno,
co-seno e tangente, num total de sete aulas.

Os alunos trabalharédo divididos em grupos de, preferencialmente, trés
componentes cada um, mantendo sempre 0s mesmos componentes em todos
0s encontros.

Os onze encontros compreendem o desenvolvimento de vinte e seis
atividades propostas através de fichas e outras trés sem ficha, totalizando vinte
e nove atividades. Para efeito de apresentacdo e discussao delas, nesta
secdo, terdo formatagdo reduzida. No que se refere aos problemas que
compdem as atividades, optamos por nao procurar a originalidade.
Procuramos, preferencialmente, ficar proximos da realidade escolar,

escolhendo, na medida do possivel, problemas encontrados em livros
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didaticos. Os problemas selecionados desta forma vém com a indicacao da
fonte, caso contrario, ndo havendo indicacao, isto significa que o problema foi
por nés elaborado.

Dentre as atividades, ha aquelas cuja execugdo necessita de papel
quadriculado e material de desenho geométrico, como régua com escala e
transferidor.

Para os célculos, permitiremos e estimularemos o uso da calculadora,
sendo que ao término dos encontros, os alunos deverdo saber obter as razées
trigonométricas dessa forma.

Toda atividade proposta devera, de inicio, ser discutida por cada grupo
isoladamente, estimulado pelo pesquisador. Por ja termos feito um piloto,
admitiremos para cada atividade um tempo médio de 10 minutos, que
acreditamos seja 0 necessario para sua discussdao em grupo. Porém, no caso
de envolver construgdes geométricas, medigbes e calculos, podera exceder a
20 minutos. Portanto, distribuimos as atividades ao longo dos encontros de tal
modo que acreditamos possibilitar a participagdo dos alunos dentro do tempo
previsto, devendo ser esta uma preocupacao constante do pesquisador.

Sugerimos criar um ambiente de jogo, gincana ou brincadeira, dilatando
0 tempo sempre um pouco mais.

Apb6s um tempo (flexivel) determinado pelo pesquisador, debate-se com
todas as respostas obtidas até aquele momento, a fim de encontrar uma
solucdo comum. A discusséo isolada de cada grupo e, posteriormente, o
debate em conjunto com a classe é uma ocasiao propicia para a verbalizacao

(pelo aluno) das observacdes feitas, o desenvolvimento de uma légica de
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raciocinio para defesa de sua opinido e a verificacdo da existéncia ou nao de
outras solucoes.

Achamos conveniente o0 pesquisador ouvir e comentar sempre as
respostas dos alunos, ndo nos deixando sem retorno, dirigindo-se a cada grupo
solicitando que falem o que pensam.

No caso de ficha de atividade, cada uma devera ser preenchida com
data, uma identificagdo do grupo (por exemplo, letras maiusculas: A, B, C,...) e
0s nomes dos componentes do grupo presentes nesse dia. Um dos elementos
do grupo podera ser escolhido entre eles, a cada atividade, como responsavel
pelo preenchimento da ficha, incluindo a solugao do grupo a questao proposta.

Em todo encontro, as fichas (uma por grupo) serdo recolhidas como
documento de participagcao, para analise do pesquisador e, se necessario, um
retorno ao grupo quanto ao conteudo. Ao recolher a ficha de atividade de
cada grupo, o pesquisador podera fornecer a cada componente uma ficha
dessa mesma atividade para que o aluno se documente e faga suas anotagoes.

A seguir, descreveremos com detalhes cada encontro.

1°ENCONTRO : Semelhanga de tridngulos, triangulo retdngulo e Teorema de
Pitagoras (aula dupla)

Esse primeiro encontro tem por objetivo rever o conceito de semelhanca

de triangulos, triangulo retangulo e Teorema de Pitagoras, pré-requisitos ao

estudo das razdes trigonométricas. Conseqlentemente, envolve também os

conceitos de razao e proporgao.
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Nele, desenvolveremos cinco atividades, sendo duas, a 12 e a 5%,
através de fichas (ficha de atividade 1 e 2) e as demais sem fichas, resolvidas
através de material concreto.

O encontro inicia-se com o pesquisador dividindo a classe em grupos e
nomeando esses grupos com uma letra maiascula: A, B, C, D, ...

Descreveremos, a seguir, cada uma das atividades desse primeiro

encontro.

12 ATIVIDADE

Com os alunos separados em grupos, a cada um desses grupos,
entregaremos uma ficha (ficha de atividade 1) com o seguinte conteudo:

Ficha de atividade 1

(@) Como vocé faria para
medir a altura (......) ?

Expliqgue em detalhes sua idéia e dé outras alternativas

Quadro 4.21: Ficha de atividade 1
Para estimular o interesse e a participacdao dos alunos, no espaco

representado por (......), indicaremos um monumento ou obra arquitetdnica que
tenha forma irregular, seja alto, de dificil acesso e conhecido pelos alunos.

Achamos conveniente indicar, na medida do possivel, um objeto
diferente para cada grupo. Assim, no caso da cidade de Taubaté-SP,
local do experimento, podemos citar o monumento ao Cristo Redentor, a torre

daigreja de
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Sta. Terezinha, o prédio do relégio da CTI, uma torre de transmissao de
energia, uma torre de retransmissao de radio e TV, de um morro, de um prédio
muito alto, etc...

Apés distribuir as fichas, o pesquisador podera se dirigir a classe
perguntando: “O que podemos fazer para medir algo de dificil acesso?”. E
provavel que alguns alunos, devido ao conteudo programatico da escola,
pensem numa associagao entre sombra e altura do objeto, aplicando a idéia de
semelhanga de tridangulos. Outros alunos poderdo dar respostas baseadas no
seu mundo concreto, imaginando escalar o objeto, usar corda, helicéptero,...

O objetivo desta atividade € despertar a atencao dos alunos sobre a
existéncia de medidas inacessiveis, cujos processos comuns de medi¢céo direta
nao sao possiveis. Ha necessidade de um recurso diferente. Este
problema servira de introducdo a revisdo do conceito de semelhanca de
triangulos.

Depois de ouvir as respostas dos alunos e recolher as fichas, faremos
um breve comentario sobre Tales, 600 A.C. Consta que Tales pensou a
respeito de uma distancia inacessivel, a altura de uma pirdmide, e este fato
servira de introducéo a 22 atividade, em que se pretende medir € a altura de

uma arvore.

22 ATIVIDADE

A 2% atividade ndo vem acompanhada de uma ficha e constitui um
complemento a atividade anterior, pois ainda trata de distancia inacessivel, no

caso a medida da altura de uma arvore. “Por que determinar a altura de uma
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arvore ?”, achamos que seja uma boa pergunta para estimular o interesse e a

participacao dos alunos.

Como nosso trabalho visa
a participagdo do aluno, a
contextualizagdo e o concreto

como forma de construgcdo de

conceitos, optamos por utilizar

uma maquete (ver figura 4.2),
Figura 4.2: Foto da maquete

escala 1:50, para modelar uma situacao da realidade. Para noés, a

maquete constitui uma representacdo da realidade, um modelo concreto entre

a realidade e a representagao no papel.

Entendemos que o melhor seria sair da sala de aula e ir para o patio, rua
ou campo. Mas, de maneira geral, isso nao é possivel, devido ao nimero de
alunos, as normas da escola, as condi¢coes climaticas, aos instrumentos
necessarios, etc...

Assim, a atividade se inicia com o pesquisador apresentando a classe a
maquete com a arvore, mas ainda sem as sombras e se dirigindo a sala
perguntando: “De que forma podemos obter a altura de uma arvore?”.

Provavelmente, atentos pela discussédo da atividade anterior ou ser do
conhecimento de alguns alunos, prontamente respondam ser através da
associagao entre sombra e altura. De qualquer modo, acreditamos que o
pesquisador possa conduzir o pensamento dos alunos nessa direcao,

lembrando novamente de Tales que associou a sombra da piramide (arvore) e

sua altura, com a sombra de um bastido de altura conhecida.
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O objetivo dessa atividade é rever o conceito de semelhanga de
tridangulos, razao e proporgao.

Ap6s discutir com os alunos sobre a idéia de Tales, o pesquisador
acrescenta a maquete as sombras e o bastdo, e pergunta: “Como Tales
procedeu para obter a altura da arvore?”.

A partir das respostas dos alunos, o pesquisador podera esquematizar

na lousa a situagao:

o

s S

Figura 4.3: Determinando a medida da altura de uma &rvore

Aqui, entao, formalizamos a idéia de Tales:

a/S=b/s (1)

necessitando que o pesquisador reveja, verbalmente, os conceitos de razao e
proporcao.

Com a colaboracdo de trés alunos, um de cada grupo (A, B e C),
obtemos as medidas S, s e b, com a utilizacdo de régua com escala e nao
permitindo que nenhum dos alunos meca a (altura da arvore). Em (I), com as

medidas S, s e b, obtemos o valor de a (altura da arvore).
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Com a colaboragao de mais um aluno (do grupo D), solicitamos que este
meca a altura da arvore obtendo a, que deve ser o mesmo valor obtido com os
calculos acima.

Em seguida, achamos conveniente para a sistematizagdo do conceito,
comentar que Tales provavelmente tenha pensado da seguinte forma: no
momento em que a medida da sombra do bastdo for igual ao comprimento do
bastédo, entdo a altura da arvore (ou piramide) € igual a medida da sombra da

arvore.

32 ATIVIDADE

O pesquisador colocara sobre a
mesa quatro conjuntos de
quatro modelos de triangulos
semelhantes, mas de forma

desordenada, ao acaso (ver

figura 4.4).

Com a colaboragdo de

Figura 4.4: Foto dos modelos de tridngulos

quatro alunos, um de cada grupo (E,F,G e H), o pesquisador solicitara que
esses alunos identifiguem quais modelos de tridngulos sdo semelhantes entre
si e 0 porqué dessa escolha. O critério adotado pelos alunos sera exposto
verbalmente a todos e colocado em discusséo.

E provavel que os alunos ja4 tenham o conceito de semelhanca
incorporado de modo que o critério venha ser o correto e que toda classe se

manifeste de acordo com 0 mesmo. Caso contrario, o pesquisador podera
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solicitar a colaboragao de mais quatro alunos e, agora anotando os critérios na
lousa, submeta a manifestacao da classe.

O objetivo dessa atividade é rever o conceito de semelhangca de
tridangulos, concluindo com a formalizagdo de um critério que caracterize essa
semelhancga.

Apoés discussao com a classe, o pesquisador formalizara o critério que
provavelmente seja o consenso, escrevendo na lousa ou utilizando um cartaz

previamente escrito :

“Para dois triangulos serem semelhantes, basta que eles tenham os
angulos respectivamente congruentes (“iguais”)”.

(Do livro: Matematica Aplicada, vol. 1, de Trotta, Jakubo e Imenes, Editora Moderna, 1979,
SP, esgotado, p. 154)

Quadro 4.22: Condicao para que dois tridngulos sejam semelhantes

42 ATIVIDADE

Em seguida, ainda nesse encontro, vamos trabalhar os conceitos de
triangulo retangulo e Teorema de Pitdgoras, pré-requisitos ao estudo das
razdes trigonomeétricas.

Retomando os modelos de tridngulo utilizados na 32 atividade, ja
separados em conjuntos de tridngulos semelhantes, o pesquisador se dirigindo
a classe perguntara: "Dentre os modelos de tridngulos aqui exibidos,
identifiquem quais sao tridngulos retangulos”. Exibindo um a um dos conjuntos
de tridngulos semelhantes, ouvira as manifestagées dos alunos.

Esperamos que os alunos ja tenham incorporado o conceito de tridngulo

retangulo e, assim, responderao corretamente.




116

O objetivo dessa atividade é rever o conceito de tridangulo
retangulo, bem como a nomenclatura utilizada para seus lados.
Ap6s a identificacdo dos modelos de triangulos retangulos, o
pesquisador perguntara o porqué dos triangulos serem considerados assim.
Com a participagéo dos alunos, o pesquisador formalizara o conceito de

triangulo retdngulo escrevendo a definicdo na lousa.

“Chamamos de tridngulo retangulo a todo triangulo que possua um
dos angulos medindo 90° (“angulo reto”)”.

Quadro 4.23: Defini¢cao de tridangulo retangulo

O triangulo retangulo é tao importante e especial, que até os seus lados

tém nomes especiais. Sera que os alunos sdo capazes de identificar a
hipotenusa e os catetos ? Isso o
pesquisador podera discutir com a classe e hipotenusa

cateto

resumir desenhando na lousa a figura de um

triangulo retéangulo. cateto

Finalizando a atividade e ja se
Figura 4.5: Triangulo retangulo
preparando para a proxima, o pesquisador
questionara se os alunos tém conhecimento do Teorema de Pitagoras.
Tanto quanto a nomenclatura como ao Teorema de Pitdgoras,
admitimos que a maioria dos alunos tem conhecimento a respeito. Por isso, o
trato desses assuntos tem a finalidade de revisao, por se tratar de pré-requisito

ao estudo das razdes trigonométricas.

O pesquisador podera escrever na lousa :
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TEOREMA DE PITAGORAS

a’=b%+c?

-

Figura 4.6: Teorema de Pitagoras

58 ATIVIDADE

O pesquisador entregara a cada grupo um conjunto de trés modelos de
triangulos retangulos semelhantes, uma régua com escala e a ficha de

atividade n® 2, cujo conteudo é o seguinte :

Ficha de atividade 2

Complete a tabela a seguir com dados obtidos das medi¢cdes dos modelos de

triangulos retangulos.
a J
C
[—
[

b
Gr'pro Medida dos lados 22 b2 2 b2ic2 |G —
Tridngulo |a b C b
1
2
3

Quadro 4.24: Ficha de atividade 2
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B.
Do conjunto de modelos de triangulos, cada grupo de alunos obtera,

através de medicbes, os dados necessarios para o preenchimento da tabela
acima.

Pelo que ja foi observado no piloto, os alunos poderdo apresentar
dificuldades no manuseio e leitura da régua., ou seja, muitos alunos nao se
apropriam do instrumento, das informagdes possiveis de se obter com ele.
Nado s6 com a régua ocorre isso, mas também, por exemplo, com a
calculadora.

O objetivo dessa atividade € observar a validacdo do Teorema de
Pitagoras, através de manipulacdo e medicao, e observar que a razao c/b é
constante no caso de triangulos retangulos semelhantes.

Quanto aos catetos, achamos que ainda ndo se deve qualifica-los em

oposto ou adjacente, mas sim manter a associacao com a representacao :

Quanto as medicoes,
aproveitar para comentar

c sobre a Matematica trabalhar

com o mundo ideal (com o

b perfeito), sendo que na vida,

Figura 4.7: Representagéo de um triangulo na realidade, ndao € tudo
perfeito, exato. Por exemplo, os “tridngulos” utilizados sdo modelos de
triangulos, feitos em madeira ou por construgdo geométrica no papel.

Portanto, ndo obteremos a® exatamente igual a b? + ¢ mas cabe ao
pesquisador estimular os alunos a obterem a melhor aproximacao possivel.
Essa atitude, de procurar uma melhor aproximagéo para que a® =

b? + ¢?, contribuira para que a razao c/b seja mais préxima da realidade.
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A atividade termina com o pesquisador chamando a atencéo dos alunos
para o fato de que, em cada conjunto de modelos de triangulos retangulos
semelhantes, a razao c/b é constante, especialmente considerando uma
aproximacao de duas casas decimais.

Por que tridngulo retdngulo ? E no caso de triangulo qualquer ? O
pesquisador deve explicar aos alunos que em todo conjunto de tridngulos
semelhantes, a razao entre as medidas dos lados permanece constante.

A escolha de triangulos retangulos se da pela sua particularidade

histérica, tornando-o um caso
especial. a

Em seguida, o pesquisador

35°

aproveita para, numa introducédo ao

2° encontro, perguntar : “Qual sera b

o valor da razdo c/lb se, por Figura 4.8: Triangulo retangulo com a=35

exemplo, a=35° ?”

2° ENCONTRO: Construcéo do conceito de tangente (aula simples)

Com esse encontro, iniciaremos uma seqiéncia de quatro encontros,
nos quais pretendemos que os alunos construam o conceito de tangente a
partir de situagdes-problema, contextualizacdo, construgbes geométricas e

medicoes.
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ATIVIDADE UNICA

A atividade desse encontro corresponde a ficha de atividade n® 3, cujo

conteldo é o seguinte :

Ficha de atividade 3

Construir em papel quadriculado, utilizando régua e transferidor, um tridangulo
retangulo com um angulo agudo de 35°, e obter a razgo c/b.

Quadro 4.25: Ficha de atividade 3

O pesquisador distribuira para cada grupo uma ficha de atividade n® 3, papel
quadriculado e transferidor.

Mais uma vez aqui, fato observado no piloto, esperamos encontrar
dificuldades por parte dos alunos na utilizacdo de papel quadriculado e
transferidor, além daquele ja citado na atividade anterior quanto ao manuseio
darégua. Assim, acreditamos que possa consumir quinze minutos do tempo
da aula. Sugerimos que seja estabelecido dez minutos para o cumprimento da
atividade, sempre com um pouco de acréscimo se necessario.

O objetivo dessa atividade é que os alunos observem, através de
construcdo geométrica, que em qualquer tridngulo retangulo com um angulo de

35°, arazao c/b é constante.
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Cumprido o tempo (flexivel) estabelecido, o pesquisador solicitara que
cada grupo diga o seu resultado, sendo que o esperado é uma constante para
todos os grupos.  Feita a discussao e os ajustes necessarios, o pesquisador
solicitara também que cada grupo experimente no seu proprio desenho, com
triangulos maiores ou menores, o fato de que c/b € uma constante.

“E se nao for 35° daria também esse valor ? Por exemplo, se for 50°?

Estime o valor para um angulo de 50°! Serd maior ou menor do que
para 35° ?”, sdo perguntas e possibilidades que o pesquisador podera
considerar.

A atividade e o encontro terminam com a formalizacdo do fato acima

observado, escrevendo na lousa :

“Em todo tridngulo retdngulo com angul

arazao c/b é constante.”

Figura 4.9: Relativa ao conceito de tangente

O pesquisador podera, verbalmente e aproveitando o desenho na lousa
(ou cartaz), explicar a qualificagdo dos catetos em oposto ou adjacente.

¢ — é a medida do cateto oposto ao dngulo o

b — é a medida do cateto adjacente ao dnqulo o
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32 ENCONTRO : Construcao do conceito de tangente (aula simples)

Nesse encontro, desenvolveremos uma atividade correspondente a ficha
de atividade 4, com o objetivo de construir o conceito de tangente.

A seguir, descreveremos essa atividade.

ATIVIDADE UNICA

Ap6s uma breve revisao a respeito do ultimo encontro, o pesquisador
entregard a cada grupo de alunos uma ficha de atividade n? 4, cujo conteudo

€ 0 seguinte :

Ficha de atividade 4

Determinar a altura da arvore , dado:

1,70m
Quadro 4.26: Ficha de atividade 4
Trata-se de uma aplicacao,
contextualizada, do fato observado na atividade a c
do encontro anterior, de que num triangulo 350('
retdngulo com um angulo de 35°,a razdo c/b é b

Fig. 4.10: Relativa ao
constante. conceito de ta 35°

Com isso, podemos obter a altura de uma arvore (distancia inacessivel) mesmo

numa situacdo de auséncia de sombra. Esperamos que, estimulados pelo
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pesquisador, os alunos facam uma associacao entre a situacado-problema
acima e a atividade do encontro anterior. Dai a importancia da revisao
sugerida para o inicio dessa atividade.

O pesquisador podera auxiliar na interpretacdo do texto do problema,
inclusive comentando sobre a existéncia de instrumentos de medicdo de
angulos, como o feodolito e outros recursos improvisados.

Apoés a discusséao e trabalho em grupo, o pesquisador podera colocar em
debate a solugdo do problema, ouvindo e orientando o raciocinio dos alunos,
escrevendo na lousa, descontextualizando.

Resolvido o problema, achamos conveniente que o pesquisador
comente sobre a utilidade do conceito empregado (razdo constante) na

obtencao de distancias inacessiveis e independente de haver sombra ou nao.

4° ENCONTRO : Construgao do conceito de tangente (aula dupla)

12 ATIVIDADE

Essa atividade corresponde aquela proposta na ficha de atividade n® 5,

cujo conteudo € o seguinte :



Ficha de atividade 5
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Completar a tabela a seguir com os valores das razbes (cateto oposto a
a) / (cateto adjacente a a), por construgdo geométrica, usando régua,
transferidor e papel quadriculado.

ol

<\

50

10°

15°

20°

25°

30°

35°

40°

45°

50°

55°

60°

65°

70°

75°

80°

85°

N

(cateto oposto a o)

N

(cateto adjacente a o)) a c

Quadro 4.27: Ficha de atividade 5

O pesquisador entregara a cada grupo, além da ficha de atividade n? 5,

também papel quadriculado, régua com escala e transferidor.

Em seguida, podera colocar em discussdo um pensamento que

provavelmente ocorrera a todos nesse momento: “Por que construir tal

tabela?”.

Ja que as razdes entre os lados de tridngulos retangulos semelhantes se

mantém constantes, sé dependendo do angulo a considerado (ver figura na

ficha de atividade n® 5), entdo o objetivo dessa atividade é observar tal fato por

experimentacao.

Cada grupo trabalhara com dois valores de angulos que, no caso de dez

grupos, sugerimos os seguintes : A — 20° e 30°; B — 40° € 50°; C — 50° e 65°;
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D—>10°e 60°% E —» 10°e 55° F - 20° e 45°; G — 25°e 15°;H —» 85°¢
25°% 1 — 15°e 5°;J — 80° e 45°.

A repeticdo de alguns valores de angulos em mais de um grupo
recomendamos pelo fato de podermos aferir os resultados, a medida que forem
sendo obtidos serdo anotados na lousa. Aqui € um bom momento para
despertar a curiosidade dos alunos quanto a calculadora, conferindo os
resultados através dela (somente o pesquisador). Do mesmo modo (usando a
calculadora) e pelo mesmo motivo, podemos obter as razdes correspondentes
aos angulos 70° e 75° nao contemplados na relagédo acima.

Recomendamos que nos triangulos construidos nessa atividade, as
medidas dos lados sejam muito bem registradas, pois a partir dessas mesmas
construgdes, obteremos, no sexto encontro, os valores das razdes
trigonométricas seno e co-seno.

Terminada a atividade, o pesquisador podera chamar a atencdo, mais
uma vez, de que a razgo c/b é constante para todos os tridngulos retangulos
semelhantes, haja vista que grupos diferentes, utilizando-se do mesmo valor
para o angulo a, obtiveram a mesma razao.

O pesquisador podera solicitar aos alunos que anotem todos os valores
obtidos, pois serdo utilizados posteriormente, e em seguida as fichas serao
recolhidas.
2°ATIVIDADE

Essa atividade é proposta pela ficha de atividade n® 6 cujo conteudo é o

seguinte:
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Ficha de atividade 6

Num certo instante, a sombra de uma vassoura mede 6,36 m. A

vassoura mede 1,12 m. Qual é, nesse instante, o angulo é de elevacao do Sol
?

-

6,36 m

Quadro 4.28: Ficha de atividade 6
(Retirado do livro: Matemdtica, 1°grau, 8° série, de Imenes & Lellis, Editora Scipione, 1997 — SP, p. 116,
exercicio 7)

Achamos que se trata de um problema de facil interpretacdo, tendo
como ponto central a volta, ou seja: obtida a razdo tangente de um angulo,
qual é o valor desse angulo ? Portanto, além de contribuir para a construcao
do conceito de tangente, objetiva o uso da tabela trigonométrica.

Acreditamos que os alunos nao terao dificuldades na resolucao desse
problema, exceto quanto a aproximagao, uma vez que na tabela utilizada os
valores tém duas casas decimais.

Transcorrido um tempo estabelecido pelo pesquisador, podera ser
ouvido cada grupo quanto a solugdo do problema e aberta a discussdo com a
classe. Como o valor obtido da razdo (com aproximacdo) se encontra na

tabela, esperamos uma breve solugao e discussao.
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32 ATIVIDADE

Essa atividade corresponde aquela proposta na ficha de atividade

n? 7, cujo conteudo é o seguinte :

Ficha de atividade 7

Para medir a largura de um rio, sem atravessa-lo, um observador situado
num ponto A, distante 3 m da margem, visa, perpendicularmente a sua
margem, um ponto B da margem oposta. De A, ele traga uma perpendicular a
reta AB e marca sobre ela um ponto C distante 30 m de A. Em seguida, ele se
desloca para C, visa os pontos A e B e mede o angulo ACB obtendo 40°.

Qual é, aproximadamente, a largura do rio ?

A 30 m C

Y/ rio

Quadro 4.29: Ficha de atividade 7

(Retirado do livro: Matemdtica Aplicada, vol 1, de Trotta, Imenes e Jakubo, Editora Moderna, 1979-SP,

esgotado, exercicio 12 da p. 192).

“Por que medir a largura de um rio ?”, acreditamos que deva ser uma
boa pergunta para estimular a participacdo dos alunos, ap6s haver distribuido
uma ficha de atividade para cada grupo. QOuvida a opinido dos alunos, o
pesquisador poderd auxiliar na interpretacdo do texto do problema.
Estipulado um tempo para a solugdo do mesmo, esperamos que o0s alunos
tenham condigdes de resolver o problema, uma vez que a situagao
apresentada é similar aquela (ficha de atividade 4) do calculo da altura de uma

arvore. Um certo grau de dificuldade devera existir, devido a posi¢cao do
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tridangulo associado ao problema ser diferente daquela comumente usada até
agora. Isso nao foi por acaso.

Transcorrido o tempo determinado, o pesquisador podera colocar em
discussdo a solugdo do problema, ouvindo e orientando o raciocinio dos
alunos, anotando na lousa e descontextualizando. Resolvido o problema,
serdo recolhidas as fichas e, recapitulando o conteudo desenvolvido, o

pesquisador podera encerrar esse encontro.

52 ENCONTRO : Institucionalizacao do conceito de tangente (aula simples)

O objetivo desse encontro é a institucionalizacdo do conceito de
tangente de um angulo agudo.

O encontro se inicia com o pesquisador fazendo uma revisdo do que foi
desenvolvido no ultimo encontro, de tal modo que, com a participagdo dos

alunos, conduza a definicdo de tangente escrita na lousa.

Definicao de tangente

“‘Chamamos de tangente de um a
angulo « ao numero que se obtém
¢ N
quando, num tridngulo retangulo com b

angulo «, se divide a medida do cateto Figura 4.11: Modelo de triangulo retangulo

oposto ao angulo o pela medida do cateto adjacente ao angulo o”.

“tangente do angulo a’= medida do cat. oposto. ao ang. a
ﬂ medida do cat. adjac. ao ang. a

tga=c/b

Quadro 4.30: Definicéo de tangente
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Esse numero é constante para todo triangulo retangulo com angulo o .

Em seguida, desenvolveremos as atividades das fichas 8 e 9, ambas
contextualizadas. Para o cumprimento dessas atividades, sera necessario que
os alunos tenham em maos a tabela por eles construida no 4° encontro (ficha
de atividade 5).

Com a definicdo, passamos a poder utilizar a palavra fangente e o
simbolo tg a, e introduzir a utilizagdo da calculadora na obtengédo dessa razéo
trigonométrica.

A sequir, descreveremos cada uma dessas atividades.

12 ATIVIDADE

Corresponde a ficha de atividade n® 8, com o seguinte conteldo :

Ficha de atividade 8

Qual a distancia entre vocé (numa praia) e uma ilha (ou navio)?

Na figura, o ponto | representa uma ilha e o ponto F vocé deitado na
praia. Com trena e teodolito, um topdgrafo e seu ajudante podem calcular a
distancia entre vocé e a ilha (ou navio).

Com o teodolito colocado em F,
eles obtém a direcdo FA, formando 90°
com FI. No ponto A, cravam uma estaca
na praia. A distancia de F até A é
medida com atrena: 132 m. Levando o
teodolito para o ponto A, medem o angulo
formado pelas direcbes AF e Al : 85°.
Com esses dados, pode-se calcular a
distancia entre vocé e a ilha (ou navio).

Quadro 4.31: Ficha de atividade 8
(Retirado da Proposta Curricular Para o Ensino de Matemdtica do 2° Grau, da Secretaria de Estado da
Educagao do Governo do Estado de Sdo Paulo, 3°edi¢cdo, 1992 — SP, p. 79, exemplo 16).
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Acreditamos que o texto longo e detalhado tem o intuito de dar énfase a
pratica, a realidade e, portanto, sua interpretacao constitui um aprendizado.
Entdo, o pesquisador podera auxiliar na interpretacdo do texto do problema e
estabelecer um tempo para a resolugéo dele.

Por se tratar de uma aplicacdo direta do conceito de tangente,
evidenciado pela ilustragédo , acreditamos que os alunos nao terédo dificuldades
em resolvé-lo.

Transcorrido o tempo estabelecido, o pesquisador colocara em
discussdo a solucdo do problema, ouvindo cada grupo, orientando e
desenvolvendo o raciocinio com anotacdes na lousa.

Resolvida a questdo e considerando que a tangente ja foi definida,
achamos que € o momento propicio para ensinar aos alunos a utilizacao da
calculadora na obtengao dessa razao trigopnométrica, através da tecla (funcao)
“TAN”. Achamos conveniente determinar a tangente de 85° através da
calculadora, comparando esse valor com o valor obtido da tabela utilizada,
aproveitando para comentar novamente sobre aproximacao e erro.. Porém,
achamos conveniente ndo tratar ainda da funcdo inversa (“arctg(x)’) na

calculadora, deixando isso para um outro momento (ficha de atividade n? 9).

22 ATIVIDADE

Corresponde a ficha de atividade n®° 9 cujo conteudo € o seguinte:

Ficha de atividade 9

Um telhado foi construido de tal modo que, para cada 1 m na horizontal,
sobe-se 0,40 m (ou 40 cm) na vertical.

Pergunta-se:
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a) Qual éovalordatgi?

b) O angulo de inclinagdo 1 € maior, menor ou igual a 20° ? Maior,
menor ou igual a 25° ?

c)Qual é, aproximadamente, o valor de i ?

Quadro 4.32: Ficha de atividade 9
Retirado do livro: Matemadtica, 1°grau, 8° série, de Imenes & Lellis, Editora Scipione, 1997 — SP, p. 114,
exercicio 7)

E um problema fechado, no qual cada grupo deve fazer sua prépria
leitura e interpretacdo, ndo necessitando a intervencado do pesquisador nesse
sentido.  Trata-se novamente de um problema de volta, ou seja: obtida a
tangente de um angulo, qual € o valor desse angulo ?

Tem como objetivo o uso da tabela trigonométrica (e/ou calculadora),
além da sistematizag@o do conceito de tangente.

O pesquisador determinara um tempo para a resolugcao da atividade,
apos o qual abrira discussao com a classe, primeiramente ouvindo cada grupo.

Como o valor da tangente obtida ndo se encontra na tabela utilizada,
acreditamos que alguns alunos fardo uma aproximacéao “grosseira” para o valor

do angulo correspondente, provavelmente considerando 20°.  Outros, mais
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preocupados e atentos com a exatiddo, atribuirao um valor entre 20° e 25°,
embora sem observar um critério mais apurado.

Estara o valor do angulo i, mais préximo de 20° ou de 25° ? Toda essa
discussao certamente contribuira para sistematizacao do conceito de tangente.

Resolvida a questdo, achamos que agora € novamente um momento
propicio para a utilizagdo da calculadora. Para aferir o resultado obtido no
problema acima, podemos obter as tangentes dos angulos 20°, 21°, 22°, 23°,
24° e 25°. Assim, teremos uma aproximagdo melhor para o angulo i.
Achamos conveniente aqui ensinar a utilizagdo da funcéao inversa (“ARCTG”)
na calculadora. Desse modo, obteremos um resultado mais preciso, sendo
mais um momento para comentar sobre aproximacao e erro.

Resolvido o problema, recolhem-se as fichas.

62 ENCONTRO : Constru¢do do conceito de seno e co-seno (aula dupla)

Esse encontro tem como objetivo a constru¢cao do conceito de seno e de
co-seno a partir de situagdes-problema, construgcdes geométricas e medigoes.

Desenvolveremos duas atividades correspondentes as fichas 10 e 11,
ambas com o objetivo especificado acima.

A seguir, descreveremos cada uma dessas atividades.

12 ATIVIDADE

A primeira atividade é descrita pela ficha de atividade n® 10, cujo

conteudo é o seguinte:
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Ficha de atividade 10

Numa industria, deseja-se construir uma rampa de comprimento ¢ para
vencer um desnivel de 2,3m. O angulo de inclinacao i da rampa deve ter, no
maximo, 20°. Qual deve ser o comprimento minimo da rampa? (Atencéo para
este problemal)

Quadro 4.33: Ficha de atividade 10
(Retirado do livro: Matemdtica, 1° grau, 8° série, de Imenes e Lellis, Editora Scipione, 1997-SP,
n. 117. exercicio 19)

Apoés entregar uma ficha para cada grupo, acreditamos ser conveniente,
para estimular o interesse e a participacao dos alunos, um comentario sobre
rampas. Onde ha necessidade de rampas ? Em supermercados,
industrias, escolas, monumentos publicos, templos, estacdes rodoviarias,
etc...Para subir ou descer uma rampa, € muito importante o angulo de
inclinagao desta.

O objetivo é colocar o aluno diante de uma situagdo em que a aplicagao

do conceito de tangente néo é, por si s, suficiente para solucionar o problema.

Acreditamos que a maioria dos
alunos a  principio  aplicard, c 0 3m
erroneamente, o conceito de tangente

envolvendo a medida ¢ O i [ ]

Figura 4.12: llustracdo referente a
ficha de atividade 10
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pesquisador devera chamar a atencdo dos alunos e, fazendo a correcao
necessaria, os alunos poderdo ainda persistir na idéia de utilizar tangente,
calculando o valor de x (medida do cateto adjacente ao angulo de 20°),

tg 20°= 2,3/x = x = 2,3/tg 20° e, aplicando o Teorema de Pitagoras,
c® = x* + 2,3% obtendo desse modo o valor c. Achamos que os alunos
poderdo levar até 10 minutos para a definicdo do procedimento e a solugcéo
acima. Assim, o pesquisador podera estipular um tempo de sete minutos para
discussdao em grupo. Transcorrido esse tempo, o0 pesquisador ouvira cada
grupo, abrindo a discussao para toda classe.

De qualquer maneira, havendo uma solugédo (acima) ou nao, achamos
que o pesquisador devera questionar: “Ja que a tangente por si s6 nao
resolveu o problema, sera que num conjunto de tridngulos retangulos
semelhantes, somente c/b € uma razéo constante ? E c/a ou b/a ?”

Sem recolher a ficha de atividade 10, o pesquisador introduzira a ficha

nuamero 11, que trata das razdes c/a e b/a .

22 ATIVIDADE

Corresponde a ficha de atividade numero 11 cujo conteudo é o seguinte

Ficha de atividade 11

Completar a tabela a seguir com os valores das razdes indicadas,
utilizando-se das construcdes ja efetuadas quando do trabalho com a ficha de
atividade 5.
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a C
o = (cat. adjacente)/(hipotenusa)
b
(cat. oposto)/(hipotenusa)
o tg a b/a
5° 0,09
10° 0,18
15° 0,27
20° 0,36
25° 0,47
30° 0,58
35° 0,70
40° 0,84
45° 1,00
50° 1,19
55° 1,43
60° 1,73
65° 2,14
70° 2,75
75° 3,73
80° 5,67
85° 11,43

Quadro 4.34: Ficha de atividade 11

Como se trata de um complemento do que foi desenvolvido na ficha
namero 5 (42 encontro), entdo, juntamente com a ficha numero 11, deveremos
entregar a cada grupo também essa ficha (n® 5) e uma régua com escala.

Acreditamos que os alunos acabardo completando a tabela,
provavelmente num tempo aproximado de 15 minutos, mesmo apresentando
dificuldades com medigdes e quanto ao conceito de cateto oposto, adjacente e

hipotenusa. O pesquisador podera estipular um tempo de 10 minutos, apds
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solicitara de cada grupo os resultados obtidos, preenchendo a tabela na lousa
(ou cartaz).

Podemos recorrer a calculadora para conferir, estimulando o interesse
dos alunos, sem contudo ensinar a utilizacdo da mesma nesse momento,
deixando isso para o proximo encontro, com as definicdes de seno e de co-
seno.

O objetivo da atividade € a construgao do conceito de seno e de co-seno
por experimentacdo, mas implicitamente envolve o conceito de fun¢do pois
relaciona o valor do dngulo com a razao entre as medidas de segmentos.

Novamente, como ja aconteceu com a tangente (razao c/b), a medida
que os resultados forem sendo obtidos, os alunos deverao observar que c/a e
b/a sao razbes constantes para todo conjunto de tridngulos retangulos
semelhantes.

Aberta a discussdo com toda classe e diante dos dados obtidos, o

pesquisador conduzira os alunos a seguinte conclusao:

“Em todo triangulo retdngulo com angulo «, as razées

medida do cat. oposto aa e medida do cat. adjacente a o
medida da hipotenusa medida da hipotenusa

sao constantes.”

Quadro 4.35: Relativo aos conceitos de seno e de co-seno

Com essa conclusao, pode-se retomar a ficha de atividade 10 e obter a
medida ¢ (comprimento da rampa) utilizando-se da razdo mais conveniente.

O pesquisador estabelecera um tempo de pelo menos cinco minutos
para que cada grupo discuta essa solugdo. Transcorrido esse tempo, o

pesquisador ouvira cada grupo € abrira a discussao a sala. Aproveitara para
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comparar a solucao apresentada com aquela (provavel) que considerou a tg a,
inclusive quanto a aproximacao. Também podera analisar as diferencas entre
0 uso da tabela (com valores aproximados) e o uso da calculadora na obtencéo
das razoes trigonométricas.

Terminada a atividade, o pesquisador recolherd as fichas 10 e 11.

7°ENCONTRQO: Institucionalizagdo do conceito de seno e de co-seno (aula

dupla)

Esse encontro tem o objetivo de formalizar o conceito das razbes
trigonométricas seno e co-seno.

Compreende quatro atividades através das fichas 12, 13, 14 e 15, ainda
predominando os problemas contextualizados. Somente a Ultima atividade
(ficha n® 15) n&do é contextualizada, servindo de preparacao ao 8° encontro que
visa a institucionalizagéo a partir de problemas formais.

Achamos conveniente abrir 0 encontro com as atividades das fichas 12 e
13, pois essas servirdo de revisdo dos conceitos desenvolvidos no ultimo
encontro: as razbes seno € CO-seno. Em seguida, feita a revisdo, o
pesquisador definira essas razbes trigonométricas e prosseguira com as
demais atividades, agora podendo utilizar as notacdées sen o € cos a, além
da calculadora (teclas “sin” e “cos”).

Acreditamos que sera possivel desenvolver as quatro atividades e mais
as definicdes no tempo de um encontro (50 minutos), devido a familiaridade
dos alunos quanto ao processo, representagcdes e linguagem, e pelas

situacdes-problema que pensamos ser de facil interpretacao.
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12 ATIVIDADE

Corresponde a ficha de atividade n® 12, cujo contetdo é o seguinte :

Ficha de atividade 12

Uma escada de 2,80 m de comprimento esta apoiada no alto de um
muro, formando com esse (0 muro) um angulo de 60°. Qual é a altura do muro

Quadro 4.36: Ficha de atividade 12
(Retirado do livro: Matemadtica, 1° grau, 8* série, de Edwaldo Bianchini, Editora
Moderna, 4* edi¢do, 1996 — SP, p. 165, exercicio 15, item ¢)

Trata-se de um problema fechado, sem ilustracao, ficando a critério dos
alunos sua interpretacdo e descontextualizacao. Recomendamos ao
pesquisador que, durante 0 acompanhamento dos grupos, chame a atencao de
gue o angulo citado é em relagdo ao muro.

Embora o nosso objetivo aqui seja o emprego do conceito da razao
trigonométrica co-seno ( b/a), acreditamos que alguns alunos tentem empregar
o conceito de seno (c/a), no caso com 0 angulo 30° (complementar de 60°).
Outro fator de dificuldade presente é quanto a posicao do tridngulo associado a
situacao-problema. Sendo diferente da usual até aqui, ocasionara alguma
inseguranga quanto a classificacdo dos catetos em oposto ou adjacente. Isso
nao foi por acaso.

De um tempo previsto de 10 minutos, o pesquisador devera determinar 5
minutos para a solugdo do problema, ap6s passara a consultar cada grupo a
respeito e, em seguida, abrir a discussao para a sala.

Ouvidas as consideragdes e propostas apresentadas pelos alunos, o
pesquisador podera desenvolver na lousa, especialmente aquela que se baseia

no emprego da razao co-seno. Entretanto, achamos que o pesquisador deva
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desenvolver também a solugcdo que se baseia na razdo seno do angulo

complementar de 60°, venha ela a ser sugerida pelos alunos ou nao.

22 ATIVIDADE

Corresponde a ficha de atividade numero 13, cujo conteudo € o seguinte

Ficha de atividade 13

Um barco atravessa um rio num trecho onde a largura € 100 m, seguindo uma
direcdo que forma um angulo de 40° em relagdo a margem. Determinar a
distancia percorrida pelo barco para atravessar o rio.

Quadro 4.37: Ficha de atividade 13
(Retirado do livro: Matematica, 12 grau, 8¢ série, de Edwaldo Bianchini, Editora Moderna,
42 edicdo, 1996-SP, teste 25, p. 167)

O pesquisador, apo6s distribuir as fichas, devera determinar um tempo de
5 minutos para que cada grupo analise o problema proposto.

E provavel que, sendo a primeira atividade do encontro, os alunos
necessitem de uma breve revisdo do conceito desenvolvido no ultimo encontro
e uma participacdo maior do pesquisador quanto a interpretacdo do texto.
Entretanto, nesse primeiro momento, achamos que se deva deixar a
interpretacdo por conta dos alunos, com pequenas contribuicées se solicitado.
Transcorrido o tempo acima, o pesquisador deverda ouvir cada grupo e,
estendendo a discussdo para toda sala, colaborar para uma correta
interpretacdo do texto e, com a participagdo dos alunos, definir a estratégia a
ser empregada.

O objetivo dessa atividade € rever os conceitos de seno e co-seno ja

tratados no encontro anterior e, desse modo, possibilitar a institucionalizagao

dos mesmos através da definigao.
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Esperamos que os alunos resolvam esse problema utilizando a razao
seno, embora haja uma remota possibilidade de usarem a razao co-seno do
angulo complementar ao 40°, ou seja, 60°. Resolvido o problema, com a

solucdo desenvolvida na lousa, o pesquisador definira seno e co-seno.

DEFINICAO DE SENO

Chama-se seno de um angulo « a razao (nUmero) que se obtém
quando, num tridngulo retangulo com angulo a, se divide a medida do cateto

oposto ao angulo a pela medida da hipotenusa.

c sen o =c/a

” [ ]

sen a — “seno do dnaulo o’

Figura 4.13: Definicdo de seno

Esse numero (razao) é constante para todo triangulo retangulo com
angulo a.

a) DEFINICAO DE CO-SENO

Chama-se co-seno de um angulo o a razao (numero) que se obtém
quando, num triangulo retangulo com o angulo a, divide-se a medida do cateto

adjacente ao angulo o pela medida da hipotenusa.

a cos a=b/a

; ]

b

cos o — “co-seno do anaulo o”

Figura 4.14: Definigdo de co-seno
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Esse numero (razao) é constante para todo triangulo retangulo com

angulo a.

32 ATIVIDADE

Compreende a atividade especificada pela ficha numero 14, cujo

conteudo é o seguinte:

Ficha de atividade 14

Uma pipa estd presa a uma linha esticada que forma um angulo de 45° em
relacdo ao solo. A linha tem 50 m de comprimento. Determine em que altura
se encontra a pipa.

Quadro 4.38: Ficha de atividade 14

(Retirado do livro: Para Aprender Matemdtica, 8“série, de Iracema Mori e Dulce Satiko Onaga, Editora
Saraiva, 1%di¢do — 1989, SP, 1° problema, p. 211)

Inicialmente, achamos que o pesquisador deva deixar a interpretacdo do
texto e a descontextualizagdo por conta dos alunos, estipulando um tempo
(flexivel) de cinco minutos para uma discussao em grupo. Apds esse tempo, 0
pesquisador ouvird a manifestacao de cada grupo, abrindo a discussao para a
sala, fazendo anotacdes na lousa e, com a participacao de todos, desenvolvera
a solucao do problema.

Como ja foram dadas as definicbes de seno e de co-seno, podemos usar
as notagdes sen 45° e cos 45° para as razdes trigonométricas, bem como
ensinar a utilizacdo da calculadora na obtencdo dessas razdes, através das
teclas “sin” e “cos”. Novamente a questdo da aproximacéo e erro deva ser

tratada.
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Os objetivos dessa atividade sdo a sistematizacao da nocao de seno e
C0-seno, a utilizacao da notacao “sen o” e “cos o, € 0 uso da calculadora.
Acreditamos, com base no piloto, que os alunos resolverdo esse

problema, empregando corretamente o conceito da razdo seno.

42ATIVIDADE
Essa atividade é descrita pela ficha numero 15, cujo conteudo é o

seguinte:

Ficha de atividade 15

Do ponto mais alto de uma torre de retransmissdo de TV, sera esticado um
cabo de ago para sustentacdo da mesma. Sabendo-se que esse cabo sera
afixado a 15 m da base da torre e que faz um angulo de 55° com o solo,
determine o comprimento do cabo.

Quadro 4.39: Ficha de atividade 15

Ap6s distribuir as fichas e um tempo de cinco minutos, o pesquisador
ouvira cada grupo sobre o entendimento da questao e a solugcao proposta.

Aberta a discussdo a todos, o pesquisador desenvolvera a solucao
proposta pelos alunos através de anotacdes na lousa.

O objetivo do problema é contribuir para a construcdo do conceito de
seno e co-seno, sendo que no caso especifico, a solugdo esperada é com a
aplicacdo da razdo cos 55°. Acreditamos que os alunos, na sua maioria, nao
terédo dificuldades em resolvé-lo dessa maneira.

Novamente, recomendamos o uso da calculadora (além da tabela

trigonométrica) na obtengdo da razdo co-seno, para estimular o interesse dos



143

alunos quanto a utilizacdo desse instrumento e para comparar os valores

obtidos de uma e de outra forma.

82 ENCONTRO : Institucionalizagdo a partir de problemas formais (aula

simples)

Com esse encontro, iniciamos uma sequéncia de quatro encontros com
o objetivo de sistematizagdo dos conceitos envolvidos. Os problemas séo
descontextualizados e as razdes trigonométricas sao tratadas, principalmente,
como objeto de estudo.

Nesse 8° encontro, com somente uma atividade, comegamos pela
resolucao e sistematizagdo quanto as atividades 14 e 15 do encontro anterior.
Isso servird para retomarmos os conceitos de seno e de co-seno envolvidos

nessas atividades.

ATIVIDADE UNICA

Essa atividade € proposta pela ficha numero 16, cujo conteudo é o
seguinte:

b) Ficha de atividade 16

Calcule as razdes trigonomeétricas sen X, cos x e tg X, nos casos:

a) b)

20 12 6 8

X I_ —| .

16

Quadro 4.40: Ficha de atividade 16

(Retirado do livro: Matematica, 82 série, de Edwaldo Bianchini, Editora Moderna, 4°

edicdo, SP, 1996, exercicio 11, p. 165)
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Essa questdo tem como objetivo a descontextualizagdo e a
sistematizagdo do conceito de seno , co-seno e tangente.

No item a , pretendemos que aconteca a aplicacao imediata do conceito
de razdo trigonométrica. Supomos que possa acontecer de alguns alunos
pensarem em calcular, por condicionamento, o valor de x, embora iSso nao
tenha sido solicitado. De qualquer maneira, achamos recomendavel que o
pesquisador levante essa questédo: “Que angulo x é esse?”. Nesse caso, com
a tabela trigopnométrica e/ou calculadora, trata-se da funcéo inversa, ou seja,
dada uma das razdes trigonométricas de um angulo x, determinar x.

No item b, devido a falta de medida de um dos lados (cateto adjacente
ao angulo x), s6 é possivel calcular diretamente arazdo sen x. Para calcular
as demais razdes, é necessario obter a medida do cateto adjacente a x através
do emprego do teorema de Pitdgoras. Ao aplicar esse teorema, o valor obtido
serd um numero irracionaW\/28 ou, na forma simplificada, 2\/7_). Achamos
conveniente tratar desse assunto, inclusive comparando o resultado obtido
dessa forma com o da forma decimal.

Conforme ocorreu no piloto, acreditamos que possa acontecer de, obtido
sen x=3/4, muitos alunos determinarem x pela tabela e, assim, obter cos x e
tg x. Com a tabela construida e utilizada em sala de aula, o resultado obtido
desse modo sera aproximado. Entendemos que seja uma solugao valida, sinal
de compreensdo do conceito e que deva ser levado em conta pelo
pesquisador.  Entretanto, o pesquisador deve comparar o resultado obtido
dessa forma, com aquele através do Teorema de Pitagoras, além de recorrer a

calculadora na obtencao do angulo x, a partir de sen x=3/4.
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92 ENCONTRO : Institucionalizacéo a partir de problemas formais (aula dupla)

Esse encontro € composto por trés atividades, correspondentes as

fichas 17, 18 e 19, que passamos a descrever.

12 ATIVIDADE

Ficha de atividade 17

José Carlos mediu lados e angulos do triangulo LUA. Depois, fez este
calculo:

cos 40°= 84/96 = 0,87

Quando conferiu com a tabela percebeu que algo estava errado.
Descubra o erro que ele cometeu.

L

84 mm

Quadro 4.41: Ficha de atividade 17

(Retirado do livro: Matematica, 12 grau, 82 série, de Imenes e Lellis, Editora Scipione, 1997-

SP. p. 122, exercicio 27)
O objetivo dessa atividade é de possibilitar ao aluno a sistematizacao do

fato de que os conceitos das razdes trigopnométricas se desenvolvem tendo por
base o triangulo retdngulo. Assim, o erro cometido se deve a nao ter sido
levado em consideracéao este fato.

Acreditamos que, através da discussao em grupo, os alunos chegarao a
esta conclusdo. No debate com todos os alunos, pode ser que ocorra da parte

de algum grupo (ou mesmo o préprio pesquisador) sugerir o calculo correto do
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cos 40°, a partir da obtencao da altura correspondente ao vértice L do tridngulo.
A efetivacdo desse célculo, embora seja recomendavel, dependera da

disponibilidade de tempo.

22 ATIVIDADE

c) Ficha de atividade 18

Consulte a tabela trigonométrica e calcule o valor aproximado de X nos
seguintes casos

a) d)
70° X 10 cm 5,7cm
] ' |
8cm
b) e) 6cm N 3
x cm
65°
X
53 mm
C) X

25°
7cm

Quadro 4.42: Ficha de atividade 18
(Retirado do livro: Matematica, 1° grau, 82 série, de Imenes e Lellis, Editora Scipione, 1997-
SP, p. 120, exercicio 21)

Trata-se de um problema composto por cinco itens, envolvendo de forma
direta (como férmulas) as definicbes de seno, co-seno e tangente. O item d
apresenta uma situacdo em que se pede para obter o valor do angulo x, diante

de condicdes evidentes para a obtencao do sen x.



147

O ultimo item e tem a finalidade de criar uma situacdo em que a
utiizacdo das razdes trigonométricas ndo € a solugcdo mais conveniente.
Através da aplicacao direta do Teorema de Pitagoras, temos a solucdo mais

viavel.

32 ATIVIDADE

Ficha de atividade 19

Determinar a area do triangulo

3m

30°

6m

Quadro 4.43: Ficha de atividade 19
(Retirado do livro: Matematica, 82 série, de Edwaldo Bianchini, Editora Moderna, 42 edicao, SP,
1996, exercicio 27, p. 167)

Diante da necessidade do calculo da altura do triangulo, o objetivo do
problema é colocar o aluno numa situacao em que precise optar pela razao
trigonométrica apropriada. Portanto, a razdo aparece aqui como ferramenta.
Além disso, como nao se trata de um triangulo retangulo, o problema renovara
a idéia de que as razfes trigonométricas tém por base o tridngulo retangulo.
Nesse caso, qual sera a hipotenusa e quais os catetos ?

Nao se trata, pois, de um problema de aplicacao direta de férmula (ou da

definicdo), mas sim de haver apreendido o conceito envolvido.
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102 ENCONTRO : Angulos complementares (aula dupla)

Ainda com a finalidade de sistematizacdo dos conceitos, da
descontextualizacdo, esse encontro tem o objetivo imediato de abordar a
relagdo existente entre angulos complementares e as razdes trigonométricas
dos mesmos. Antes, na 12 atividade deste encontro, apresenta um problema

classico da trigonometria, que passaremos a descrever a seguir.

12ATIVIDADE

Ficha de atividade 20

Sabendo-se que sen a = 2/3, determinar cos a € tg o .

Quadro 4.44: Ficha de atividade 20
(Retirado do livro: Matemdtica Aplicada, 2° grau, vol. 1, de Trotta, Imenes e Jakubovic, Editora Moderna,

1979-SP, exercicio 8, p. 190)

Em nivel de 82 série, ndo se costuma fazer a abordagem algébrica das
razdes trigonométricas, através da relagdo sen® a + cos® o =1 e tga =
sena/cosa. Entdo, para se obter as razbes trigonométricas a partir do
conhecimento de uma delas, esperamos dos alunos a utilizagdo da tdbua
trigonométrica (e/ou calculadora) ou ,entdo, a interpretacdo geométrica do fato.
Entendemos que a solucdo geométrica, de acentuado apelo conceitual,
contribui mais para a compreensao dos conceitos envolvidos.

Assim, acreditamos que se deva estimular a solugdo geométrica, sem
perder, entretanto, a oportunidade da utilizacdo da calculadora (ou tabua

trigonomeétrica), o que so6 enriquece a discussao.
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22 ATIVIDADE

Esta atividade é definida pela ficha de atividade 21 que descrevemos a

seqguir.

Ficha de atividade 21

Observe as figuras e determine:

a)sen B, cosB,senC e cos C b)sen E, cos E, senF e cos F

B D
13 B=? 6 E="
5 Cc=? 8 F=7
— -
12 10
A C E
H
A - =2
c)senH, cosH. senl, cos | 2 LT
| V3 G
1a)

Quadro 4.45: Ficha de atividade 21

Esse problema é composto por trés itens, fechados, com a finalidade de
induzir o aluno quanto a relagao existente entre angulos complementares e as
razbes trigonométricas dos mesmos. Acreditamos que, a medida que cada
item for sendo resolvido pelo grupo de alunos, estes observardo a relacao
existente.

Devido a se tratar de fato relacionado, achamos recomendavel que a
medida que os grupos forem terminando a atividade 21, ja lhe seja passada a
atividade 22. Nesse caso, a discussao com todos os alunos se daria no final

da resolucao da atividade 22.
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Se dois angulos a e  sdo complementares (o + B= 90°), entdo

seno=cosf e cosa=senP

Quadro 4.47: Relagdo entre seno e co-seno de angulos complementares

A ficha de atividade 22 é descrita a seguir.

32 ATIVIDADE

Ficha de atividade 22

Pede-se:

a) Em todo tridngulo retangulo, qual é o valor de o + B? Por qué?

a) Quando que dois angulos sao chamados de complementares? Dé
exemplos.

b) Determine sen a, cos a, senf3 e cos .

c) Observando os resultados acima e os da ficha de atividade 21, que
conclusédo podemos tirar da relagdo entre dngulos complementares e
razbes trigonométricas ?

d) Escolha dois angulos complementares e observe na tabela
trigonométrica a relagéo entre seno e co-seno desses angulos?

Quadro 4.46: Ficha de atividade 22

A atividade 22 é uma extensdo da anterior. E fechada e tem como objetivo
possibilitar que o aluno observe a relagdo existente entre angulos

complementares e as razdes trigopnométricas dos mesmos.
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Numa analise, a priori, supomos que, até aqui, alguns alunos ja tenham
observado, na construcéo da tabela trigopnométrica, o fato de que os valores do
seno e do co-seno sao seqléncias invertidas.

Assim, ao final desta atividade (conjugada com a 21), acreditamos que o
aluno tera as condi¢cbes propicias para a construcdo e a formalizagdo do
conceito.

Na formalizagéo, o pesquisador questionara o porqué.

112 ENCONTRO: Variagdes nos valores do seno, co-seno e tangente(aula

dupla)

Tem como objetivo a construgdo do conceito de que, sendo o um angulo
agudo, entato 0 <sena<1,0<cosa<1 e tga>0. Ou seja, estudar a
variacdo dos valores do seno, co-seno e tangente.

Entretanto, a 12 atividade desse encontro ainda trata de angulos
complementares, com o objetivo de rever e sistematizar o conceito estudado no

encontro anterior.

12 ATIVIDADE

Ficha de atividade 23

Determinar cos A, sabendo-se que sen C = 0,3675 .
C

A [] B

Quadro 4.48: Ficha de atividade 23

(Retirado do livro: Matemdtica, 2°grau, vol. 1, versdo Beta, de Bianchini e Paccola, Editora Moderna,

2%dicdo, 1996, p. 244, exercicio 12, item b)
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Apbs a discussao em grupo e o debate final com todos, acreditamos que
0 pesquisador terd as condicbes de rever e sistematizar os conceitos

envolvidos.

22 ATIVIDADE

Esta atividade correspondente a ficha nidmero 24, tem como objetivo

tratar a respeito da variagéo dos valores do seno de um angulo agudo.

Ficha de atividade 24

Um professor “bolou” a seguinte questao: “Dado sen a = 3/2, determinar
cos o e tg a”. N&o percebeu que havia cometido um engano (uma vez que
professor ndo erra). Durante a prova, um aluno percebeu e chamou a atencao
do professor. Qual foi o erro (digo, o engano) cometido pelo professor?

Quadro 4.49: Ficha de atividade 24

A priori, acreditamos que os alunos poderdo vir a responder através da
observacao da tabela trigonométrica ou da representacéo (esbogo) geométrica
de um tridngulo retangulo que atenda as condi¢des apresentadas.

Consultando a tabela, os alunos ndo encontrardo sen o = 1,5.
Acreditamos que observardao o fato de que, a medida que o valor do angulo
aumenta, os valores do seno tendem a ficar préximos de 1 e, portanto, nao
chegam a 1,5. Essa aproximacao (“tende a 1”) podera ser analisada com o
uso da calculadora, aumentando o valor do angulo. Do mesmo modo, a
medida que o valor do angulo diminui, os valores do seno “tendem a 0”.

Com relagdo a “solugcao geométrica”, similar a da ficha nimero 20, ao
determinarem o valor da medida (x) do cateto adjacente a «, os alunos

encontrardo um valor incompativel: x° = - 5.
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Na discussdao com todos os grupos, acreditamos que serd observado
que nao é possivel, num triangulo retangulo, um cateto ser maior do que a
hipotenusa. Assim, na sistematizagdo dos conceitos envolvidos, concluiremos
que, sendo os catetos menores do que a hipotenusa, as divisées
(cateto oposto)/(hipotenusa) e  (cateto adjacente)/(hipotenusa)
serdo sempre valores menores do que 1.

Logo, O<sena<1 e O<cosax<l.

32 ATIVIDADE

Ficha de atividade 25

Classifique cada afirmagao como verdadeira (V) ou falsa (F):

a) Se um angulo aumenta, sua tangente também aumenta. ( )

b) A tangente de 70° é o dobro da tangente de 35°. ( )

c) Atangente de 60° é o triplo da tangente de 20°. ( )

d) Se um angulo dobra, sua tangente sempre dobra também. ( )

e) A tangente de um angulo € diretamente proporcional ao angulo. ( )

Quadro 4.50: Ficha de atividade 25
(Retirado do livro: Matematica, 1° grau, 82 série, de Imenes e Lellis, Editora Scipione, 1997-SP,
p. 114, exercicio 6)

Tem como objetivo estudar a variagdo do valor da tangente. Através da

observacado da tabela trigonométrica, cada grupo classificara as afirmacoes

E um problema fechado, que acreditamos, a priori,

A

serd respondida sem dificuldade pelos alunos. Na

mazmoz

formalizagdo, esperamos que 0 pesquisador

possibilite aos alunos a observagédo do fato de que

tg o> 0.

Figura 4.15: Foto de dispositivo
elaborado para visualizar a
variagao nos valores das razoes
trigonométricas
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Para isso, sugerimos a utilizacao de um dispositivo (ver figura 4.15), que
se baseia na consideracao de um tridngulo retdngulo com a medida do cateto
adjacente igual a unidade. Nesse caso, a medida do cateto oposto
correspondera ao valor da tangente do angulo agudo considerado.

O dispositivo tem como finalidade contribuir para o entendimento da
variacdo dos valores das razées trigonométricas, pela experimentacdo. E um
recurso que achamos ser de facil construcdo (ndo sofisticado) e, portanto,

acessivel a todos.

C
tgoa=BC/AB e como AB =1,
tg a entao
o | tgoa=BC
A 1 B

Figura 4.16: Triangulo retdngulo com cateto adjacente a o medindo 1

42 ATIVIDADE

Tem como objetivo estudar a variacdo dos valores do seno e do co-

seno; corresponde a ficha de atividade numero 26.

Ficha de atividade 26

Classifique cada afirmacao a seguir como verdadeira (V) ou falsa (F).
Consulte a tabela trigonométrica para responder.

a) Se um angulo aumenta, seu co-seno aumenta. ()
b) Se um angulo aumenta, seu seno aumenta. ()
c) sen 80° = 2.sen 40° ( )

d) sen 50°=cos 40° ( )

e) cos 70° = cos 30° + cos 40° ( )



155

f) sen 85° = sen 50° + sen 35° ( )
g) O seno e o co-seno de um angulo sdo numeros sempre menores do

quet.( )
h) A tangente de um angulo é sempre um namero menor do que 1. ( )

Quadro 4.51: Ficha de atividade 26

(Retirado do livro: Matematica, 12 grau, 82 série, de Imenes e Lellis, Editora Scipione, 1997-

SP, p. 124, exercicio 32)

Consultando uma tabela trigonométrica, cada grupo classificara as
afirmacoes apresentadas, referentes aos valores do seno e do co-seno. Apods
a discussao em grupo e considerando as questbes anteriores (24 e 25),
acreditamos que os alunos nao terao dificuldades em responder corretamente.

Com a tabela trigonométrica e o emprego do dispositivo apresentado na
atividade anterior, o pesquisador formalizara os conceitos envolvidos. A
utilizacdo do dispositivo para o caso de seno e de co-seno tem por base a

consideragao de um triangulo retangulo com a hipotenusa medindo 1.

C sen o= BC/AC e cos o= AB/AC
1 sen o como AC =1, entao
o _ BC=sena e AB=cosa
A COS O, B

Figura 4.17: Triangulo retangulo com hipotenusa medindo 1



CAPITULO V: ANALISE DOS
RESULTADOS
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Introducao

Este capitulo tratara da analise dos resultados obtidos da aplicacao dos
instrumentos diagnésticos nos dois grupos, tanto naquele em que foi
trabalhada a seqliéncia de ensino (grupo experimental — G.E.%), quanto
naquele que serve de referéncia (grupo de referéncia — G.R.%), representando
um modelo da escola. Faremos dois tipos de andlise dos testes. Um
primeiro quantitativo, relacionado ao acerto e erro, e um outro qualitativo,
ligado ao tipo de procedimento que os alunos utilizaram para responderem aos
testes. No que diz respeito a parte quantitativa - acerto e erro - vamos
observar primeiramente o desempenho geral dos alunos e, em seguida,
analisaremos esses resultados por tipo de questao e, finalmente por sujeito.
Na parte qualitativa da andlise dos testes, vamos buscar entender as
estratégias usadas por esses alunos, a partir dos estudos dos tipos de erros
cometidos por eles, e observar o conceito que cada aluno formou a respeito da
trigonometria.

Antes de darmos inicio a analise propriamente dita, gostariamos de
discutir um pouco sobre a nossa amostra.

Na selecdo de nossa amostra, tanto experimental quanto de referéncia,
dois critérios foram considerados: primeiramente, que 0s sujeitos fossem
alunos regulares da 8%série da mesma escola e, segundo, que estivessem
presentes em todas as etapas do estudo (aos testes de avaliagdo diagndstica e
participado de toda sequiéncia de ensino).

O G.E. constava inicialmente de vinte e quatro alunos. Durante o

desenvolvimento da seqliiéncia, dois alunos sairam da escola e onze faltaram

? Para simplificar e facilitar a leitura, passaremos a indicar grupo experimental por “G.E.”
* O grupo de referéncia passaremos a indicar por “G.R.”



158

pelo menos uma vez. Portanto, para efeito de pesquisa, puderam ser
aproveitados apenas onze sujeitos. Saliente-se, entretanto, que esses alunos
nao considerados numericamente pela pesquisa (por terem ao menos uma
falta), continuaram a participar dos trabalhos.

Com relagédo ao G.R., foi adotado o mesmo critério, o que fez com que,
dos trinta e dois alunos que compuseram a classe, 16 cumprissem 0S NOSS0S
critérios.

Quanto aos testes (pré e pos), embora tivessem equivaléncia
matematica, sua ordem de correspondéncia foi alterada como descreve o
quadro abaixo.

Equivaléncia entre as Questdes

Pré |1 |34 |5|6 |7 |89

Pé6s| 1 /23| 4|5|6 |78

Tabela 5.1: Equivaléncia entre as questbes

Para efeito de discussao, referimo-nos as questdes de ambos os testes
como sendo numeradas de 1 a 8 (conforme no pés-teste), devendo o leitor
considerar sempre a correspondéncia exposta na tabela acima. Assim, por
exemplo, quando nos referirmos a questdo 2, estaremos nos referindo a
questao 2 do pés-teste, cuja questdo matematicamente equivalente no pré-
teste é a 3.

O foco principal de nossa andlise sera o G.E., tendo o G.R. somente a
finalidade de comparacéo.

Uma observagao importante que gostariamos de fazer diz respeito a
representatividade de nossa amostra. De fato, ndo temos a pretensao de

extrapolar nossos resultados para além do universo de nosso estudo, uma vez
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Porém , apesar disso, nossos resultados podem trazer

contribui¢cdes importantes para entendermos a formagao dos conceitos basicos

relativos a trigonometria.

Estamos certos de que ao final desta dissertacao

estaremos trazendo pistas significativas sobre o processo de ensino-

aprendizagem desse conteudo.

Por fim, faz-se necessario ainda descrever, resumidamente, a sequéncia

de ensino que a professora utilizou com os alunos do grupo de referéncia para

trabalhar as razdes trigonométricas (tabela 5.2).

ENCONTROS
(tipo de aula)

REGISTRO NO DIARIO
DE CLASSE

ATIVIDADES DESENVOLVIDAS
(observadas pelo professor-pesquisador, a partir
das anotagdes no caderno de uma aluna
indicada pela professora)

Definicdo de seno, co-seno e tangente, e

1° Defini¢do das razdes emprego(como se fossem férmulas) na resolucido de
(aula tripla) trigonométricas, exercicios e 25 exercicios(os 5 ultimos contextualizados) retirados
utilizagdo da tabela do livro adotado e j4 envolvendo a utilizacdo da tabela
trigonométrica.
15 exercicios(l  contextualizado) envolvendo
relagdes  métricas no  tridngulo  retangulo,
2° Exercicios: problemas e principalmente o Teorema de Pitdgoras; mais 5
(aula dupla) determinar a medida x exercicios envolvendo a determinacdo de razdes
trigonométricas pela definicdo e a medida de um
segmento X.
30
(aula simples) Exercicios Nao hd registro.
40
(aula tripla) Exercicios Nao hd registro.
5° Razdes trigonométricas notaveis -
(aula dupla) 30°, 45° e 60° - exercicios Nao hd registro.
Determinar, a partir de um quadrado de lado
medindo 1, o valor exato do seno, co-seno e tangente
6° Exercicios diversos: problemas e | de 45° ;determinar, a partir de um tridngulo equildtero

(aula simples)

determinar a medida x

de lado medindo 1, o valor exato do seno, co-seno e
tangente de 30° e de 60° ; 4 exercicios
descontextualizados com a utilizag@o desses valores.

70
(aula tripla)

Exercicios diversos

Resolugdo de 23 exercicios(13 descontextualizados)

Tabela 5.2: Resumo da sequiéncia de ensino aplicada no Grupo de Referéncia
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Esse resumo foi feito a partir do diario de classe, fornecido pela
propria professora. A importancia de proceder com esse resumo é entender a
diferenca das abordagens e dar oportunidade ao leitor de conhecer como foi
introduzido o assunto no G.R., uma vez que no G.E. ja foi discutido no capitulo
anterior.

Na tabela 5.2 acima, observamos que a abordagem das razles
trigonométricas se deu através de definicdo seguida de exercicios, retirados do
livro® adotado pela professora.

Consultamos também o caderno de uma aluna, indicada pela
professora, e constatamos que, logo no primeiro encontro foram resolvidos
vinte e cinco exercicios, em que as definicdbes foram empregadas como se
fossem formulas. Os cinco ultimos exercicios desse encontro apresentavam
um contexto do tipo: determinar a medida da altura de um prédio, de uma torre
e a distdncia que um navio se encontra de um farol.

Ainda segundo a tabela 5.2, observamos que em todos eles ha uma
énfase quanto aos exercicios, chegando a um total de setenta e seis, sendo
que, desses, dezenove sdo contextualizados. Portanto, hd um predominio dos
exercicios descontextualizados, seguindo a ordem inversa de nossa pesquisa:
partimos de problemas contextualizados para os descontextualizados, sem
uma preocupag¢ao com a quantidade excessiva de exercicios.

Por fim, gostariamos de salientar a escassez de informacado, pois 0s
registros no diario de classe sdo muito sucintos (sumarios) e ndo ha uma
correspondéncia com as anotag¢des da aluna.

A seguir, daremos inicio a andlise dos resultados.

5 Matematica, 1° grau, 8" série, de Bianchini, Editora Moderna,4® edi¢do revista e ampliada, 1997 - SP
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5.1. Analise quantitativa dos Instrumentos Diagndsticos (Pré e Pés-
teste)

Conforme ja foi dito anteriormente, dedicaremos esta secao a trés tipos
de andlises. Primeiramente faremos uma analise do desempenho geral
quanto ao numero de acertos de cada grupo, seguida de uma andlise dos
acertos dos grupos por tipo de questdo no pods-teste e, finalmente,

observaremos o0 desempenho por aluno nesse mesmo teste posterior.

5.1.1 Analise Geral do Desempenho dos Grupos

Esta primeira andlise tem a finalidade de apresentar uma idéia geral do
desempenho dos alunos. Ela mede o numero total de acertos que os dois
grupos tiveram nos testes. Assim sendo, o G.E., composto por 11 alunos, teria
a possibilidade de obter 88 questbes certas (11 alunos x 8 questdes) e o G.R.,

composto por 16 alunos, 128 questdes certas (16 x 8).

NUmero de acertos
TESTE
Pré-Teste Pés-Teste 100%
GRUPO acertos/total acertos/total

% % 80°/o

60%

Experimental | 2/88............. 2,27% | 61/88........... 69,32% 40%

20% 227%

Referéncia |0/128................ 0% | 59/128......... 46,09% 0%

Pré-Teste Pés -Teste

‘EI experimental B Referencia‘

Quadro 5.1: Desempenho geral dos grupos nos testes — Numeros de acertos
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Inicialmente, com base no pré-teste, podemos notar, observando a
tabela e o gréafico acima, que os alunos dos dois grupos demonstraram nao ter
conhecimento a respeito do assunto, uma vez que apresentaram patamares de
acertos bastante baixos. E importante salientar que esse patamar foi
equivalente em ambos 0s grupos, 2,27% para o G.E. e 0% para o G.R.. Por
esse motivo e mais o fato de que o nimero de respostas em branco foi muito
elevado, 42,19% para o G.E. e 50% no G.R., nas analises que se sucederio,
levaremos em consideragado somente o pos-teste.

Posteriormente, com base no pés-teste, a diferenga entre eles aumenta
bastante. De fato, enquanto o grupo de referéncia acertou abaixo da metade
possivel de respostas certas (46,09%), o grupo de experimentacao acertou em
torno de 70% das respostas. Ha a favor do grupo experimental mais de 20
pontos percentuais. Temos aqui o primeiro indicio da importdncia de se
introduzir conceitos a partir de situagdes significativas. Ou seja, de se
trabalhar em um ambiente que possibilite o aluno a estabelecer relagdes entre
conceito cientifico, que ele esta aprendendo, e 0s conceitos espontaneos,
particulares e ndo conscientes, que ele tem formado a partir de suas interagoes
com situagoes cotidianas (Vygotsky).

Tomando por base a pontuagcdo geralmente adotada pelo sistema
escolar, no qual o aluno tem um bom desempenho quando acerta 70% da
prova e que, além disso, € aprovado se acerta pelo menos a metade das
questdes, podemos dizer que o grupo experimental apresentou , nesta primeira
analise, um desempenho satisfatério, ja que houve um acerto em torno de 70%

das questoes.
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Tal resultado nos permite inferir que a abordagem adotada por ndés na
realizacdo da sequéncia foi satisfatéria.

Os resultados até aqui apresentados ainda sdo muito gerais, 0 que nos
leva a uma andlise pobre, por demais superficial. Devemos procurar entender
melhor o desempenho mais especificamente. Assim sendo, faremos a seguir
uma analise com relacdo ao desempenho dos alunos quanto ao tipo de

questao.

5.1.2. Analise do Desempenho dos Grupos por Tipo de Questao no Pos-
teste

Esta analise diz respeito ao estudo do desempenho dos sujeitos de
nosso estudo, segundo cada questdo referente ao instrumento diagnostico
posterior. Levaremos em consideracdo a possibilidade de agrupar essas
questdes segundo a caracteristica predominante no objetivo de cada uma

delas (ver andlise, a priori, do pds-teste no capitulo de metodologia).

GRUPO

: %
QUESTOES GE. | GR. ’

Teorema de Pitagoras 8emi1 | 7em 16

(Questao 1) 90
Definigao (“férmula”)

(Questao 2) 9em 11 |13 em 16

Algoritmica

(Questio 3) 7em11 |12em 16

Algoritmica 6em11 | 9em 16

(Questao 4)

Relagdes Trigonométricas

(questio 5) 6emi11 | 5em 16

Ang. Complementares

9em11 | 4em 16

(Questao 6)
Var. Valores das Razées
(Questéo 7) 7em11 | 3em 16 .
~ 1234586 7 8 123456 7 8
Var. Valores qas Razbes gemii | 6emis Grupo Experimental Grupo Referéncia
(Questao 8)

Tabela 5.3: Acertos dos grupos por tipo de questao no pos-teste




164

Analisando a tabela acima, observamos que em cinco das oito questbes
o G.E. teve um desempenho melhor do que o G.R. (questbées 1, 5, 6, 7 e 8).
As excecgdes ficaram por conta da questdo 3, em que o G.R apresentou um
desempenho efetivamente acima do G.E., e as questdes 2 e 4 em que 0s
desempenhos dos grupos se equivaleram. Em todas as questdes desse
instrumento, o percentual de acerto do G.E. foi acima de 50%. Além disso,
esse grupo apresentou muito bom desempenho para 4 das 8 questbes, em que
houve um acerto acima de 70%. Essas questdes trataram, respectivamente,
do teorema de Pitagoras, definicio de razado trigonométrica, angulos

complementares e da variagao dos valores das razdes trigonométricas, o que
¢ uma indicacdo de que os alunos desse grupo foram além da aplicacdo
imediata de férmulas ou de algoritmos. Ou seja, enquanto o grupo de
referéncia se saiu bem ao trabalhar com algoritmo e aplicagdo de férmula, o
experimental teve melhor desempenho nas questdes cuja abrangéncia
maior tinha a ver com a formagao do conceito.

E muito importante observarmos que, no teste, ha uma clara divisao
entre um bloco de questdes formado pelas questbes 2, 3 e 4, e um segundo
bloco das questdes 1, 5, 6, 7 e 8. No primeiro bloco tivemos trés questdes
que classificamos como relativas a  definigao  (“férmula”) e
aos algoritmos. J& no segundo bloco tivemos uma questédo, a primeira, que
tratou de um pré-requisito (Teorema de Pitdgoras), muito importante, e as
quatro Udltimas questbes relacionadas aos conceitos da trigonometria
propriamente dita. Para essas questdes, entendemos ser necessario ir além

da definicdo, féormula ou procedimentos algoritmicos para 0 sucesso na
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resolugdo. Era preciso uma tomada de decis&o, definir uma opgéo de escolha
€ uma representacdo para se obter uma resolucdo adequada. Resumindo,
podemos classificar o primeiro bloco como referente a competéncia (férmula e
algoritmo) e o outro relativo ao conceito.

Os dados da tabela 5.3 acima nos revela que o desempenho dos dois
grupos se equipararam quanto as questées 2, 3 e 4. Nessas, o G.E.

apresentou um aproveitamento medio de 67% e o G.R. 71%. Ja quanto as

questdes 1, 5, 6, 7 e 8, o G.E. manteve um bom percentual médio de
acerto, 71%, enquanto que o desempenho do G.R. caiu para o percentual
médio de 31%.

Sob a ¢dtica da divisdo das questdes do teste em dois blocos, notamos
que houve uma pequena diferenca positiva, de 4%, no desempenho do G.E.
de um para outro bloco. De fato, no primeiro bloco houve 22 acertos de um
total de 33 possiveis(22/33) e no segundo bloco 39 dos 55 possiveis. Para o
G.R. houve uma divisdo nitida quanto ao desempenho, pois 0 mesmo
apresentou um razoavel percentual de acertos no primeiro bloco, 34 acertos de
um total de 48 possiveis, caindo drasticamente para apenas 25 acertos de um
total de 80 possiveis no segundo bloco. A nosso ver, hd evidéncias de que o
trabalho com o G.R. ficou centrado na competéncia algoritmica, enquanto que
a sequéncia de ensino aplicada no G.E. foi além disso, trabalhando tanto a
competéncia quanto a formacéo do conceito.

Observando especificamente o G.E., notamos que o mesmo teve um
bom desempenho diante de uma situagao-problema cuja solugao envolvia uma
aplicacao direta do teorema de Pitagoras (questdo 1) — 8 de 11 ou 73%. Ja na

questao 5 (relacdes trigpnométricas), em que havia a necessidade do emprego
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desse teorema, 0 sucesso desse grupo caiu (55% ou 6 de 11). O porqué de tal
comportamento poderemos avaliar melhor nas analises que se sucederdo. O
grupo de referéncia ficou abaixo da média em ambas as questdes (1 € 5).

A questao referente a aplicacdo da definicdo de razdo trigonométrica,
através do reconhecimento da férmula correspondente (questdo 2), nao foi
problema para nenhum dos dois grupos, 0 que deixa evidente uma
competéncia satisfatéria. = Quanto as questdes algoritmicas (32 e 4%), é
interessante notar que o grupo de referéncia se saiu melhor que o
experimental, embora ambos tenham mostrado razoavel dominio, ja que
apresentaram um indice médio em torno de 60 pontos percentuais (66% para o
G.R. € 59% para o0 G.E.).

Na questdo 5 (relacbes trigonométricas), que a nosso ver esta ligada
diretamente a formacao de conceito (ainda mais quando conjugada com outras
questées), o0 grupo experimental apresentou um indice de acerto
significativamente maior que o de referéncia: 24 pontos percentuais a mais.
Entretanto, julgamos que esse percentual (55%) de acerto nao foi um bom
resultado, pois s6 um pouco mais da metade dos alunos acertou. Nesse
sentido, questionamo-nos sobre o quanto os alunos conseguiram realmente
formar o conceito. Mas, ndo podemos analisar o processo de aprendizagem
desses alunos por apenas uma questdo. E preciso que consideremos as
demais e facamos relagbes para podermos chegar a uma conclusdo, a uma
analise mais acurada do processo de aprendizagem desses alunos quanto ao
desenvolvimento do conceito.

Portanto, as questdes 4 e 5 (55% em ambas) foram de relativo sucesso

pelos alunos do G.E.. E interessante observarmos que a questdo 4 estava no
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primeiro bloco de questdes, por ndés considerado como algoritmico, e a 52
questdao no segundo bloco, considerado como relativo ao conceito. Assim, 0
G.E. apresentou um indice de acerto baixo relativo em uma questao de cada
bloco. S6 vamos poder entender melhor isso, quando mais a frente
analisarmos os tipos de erros.

As trés ultimas questbes — 6, 7 e 8 — referiam-se a dois tdpicos do
conteldo, quais sejam: a questdo 6 relativa aos angulos complementares e as
outras duas a variacdo dos valores das razdes trigonométricas. Porque
trataram da construgdo do conceito, consideramos essas questdes tao
importantes quanto a questdo 5. Nesses dois tépicos, o grupo de
experimentacao obteve um percentual de acerto acentuadamente maior (57% e
45% a mais, respectivamente) que o de referéncia. Esses indices sinalizam
para nés uma provavel maior abrangéncia de nossa sequéncia didatica quanto
ao conteudo abordado.

Quanto as questbes sete e oito, embora tratassem do mesmo assunto,
entendemos que a sétima foi mais abrangente do que a oitava.

A 72questdo requereu do aluno uma analise mais apurada, mais
sofisticada, da relagdo entre a medida do angulo e o valor da razéo entre os
lados do tridngulo retangulo. Portanto, foi além da definigéo.

A 8%questdo foi mais dirigida, mais restrita. Seu enunciado, além de
permitir uma resposta ao acaso — sim ou ndo - , foi mais objetivo ao se referir a
limitacdo dos valores do seno e do co-seno ao intervalo ]0,1[. Desse modo,
entendemos que o seu grau de dificuldade foi bem menor do que a 72questao,
favorecendo a resposta correta. A resposta se completava com uma

justificativa.
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Isso talvez explique a tendéncia que se observa de o niumero de acertos
na questdo 8 ser maior do que a 72questdo. Essa tendéncia é observada
mesmo no G.R. em que o numero de acertos foi proporcionalmente muito
menor do que o G.E. . Sé vamos poder entender melhor isso, quando mais a
frente analisarmos os tipos de procedimentos.

Ainda resta analisarmos os resultados dos dois grupos sob o ponto de
vista do sujeito. = Em outras palavras, se € o mesmo sujeito quem acerta
sempre nas mesmas questoes e onde € que cada aluno esta acertando. Dai o

terceiro tipo de andlise quantitativa, levando-se em conta o desempenho do

sujeito.
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5.1.3 Analise do Desempenho por Sujeito

Aplicado o pds-teste aos dois grupos, obtivemos os resultados que
aparecem nas tabelas a seguir.

QUESTAO
SUJEITO Q1 | Q2 | Q3 | Q4 | Q5 | @6 | Q7 | Q8 acertosftotal %
SE1 Cc Cc C C E C E B | 58 s 62,5%
SE2 C C C C E C C C | 7/8cecnns 87,5%
SE3 E C E E C C E C | 48 50,0%
SE4 E C E E B B E B | 1/8. s 12,5%
SE5 C C C E C C C C | 78 87,5%
SE6 C C C C C C C C | 88 100%
SE7 C C C C C C C C | 88 100%
SE8 E E E E B B E |C /8. 12,5%
SE9 C C C C C C C C | 88 100%
SE10 C C C C C C C C | 88 100%
SE11 Cc E E E E C C C | 4/8.ccennen. 50%
LEGENDA
Tabela 5.4: Desempenho por sujeito — Grupo Experimental (pds-teste)
C — certo
B — branco
QUESTAO E —errado
SUJEITO acertostotal % | | NS—naosei
Q1 | Q2 1 Q3 | Q4| Q5| Q6 | Q7 | Q8
SR1 c C C C C C C C | 88.ccceeene. 100%
SR2 E C E E E E E C | 2/8cccinne. 25%
SR3 E E C E E E E B | 1/8.eee 12,5%
SR4 C C C C E B E E | 4/8. s 50%
SR5 C C C C E E E C | 58 62,5%
SR6 E C E E E E E C | 2/8ccecinne 25%
SR7 E C C C E E E B | 38 37,5%
SR8 E E C C E C E C | 4/8.cciennn. 50%
SR9 C C C C C C E E | 6/8. s 75%
SR10 C C C C C B C C | 7/8ceennen. 87,5%
SR11 E C C E E INS| C E | 3/8........... 37,5%
SR12 B B E E B B E B | 0/8. e 0%
SR13 C C C C C C E E | 6/8. i 75%
SR14 E C C E B E E E | 2/8iiiiiiies 25%
SR15 E C E E B E E E | 1/8.iees 12,5%
SR16 C C C C C E E B | 58.......... 62,5%

Tabela 5.5: Desempenho por sujeito — Grupo de Referéncia (p0s-teste)

Conforme podemos observar nas tabelas acima, o grupo de referéncia

apresentou como resultado todos os numeros de acertos possiveis, ou seja,
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desde nenhuma (zero) até todas as questbes certas. Ja no grupo de
experimentacao tivemos 2 alunos que nao entenderam, porque so6 tiveram um
acerto; tivemos 3 que entenderam em parte (na média entre 4 e 5 acertos) e
dai um salto para 7 e 8 acertos. No grupo experimental, ndo houve numero de
acertos 0, 2, 3 e 6, ou seja, ndo aparecem esses valores, havendo uma
demarcagdo muito clara entre os alunos que entenderam e 0s que nao
entenderam. Ja& no grupo de referéncia apareceram todos os valores
possiveis.

Quanto aos dois alunos (SE4 e SE8) do G.E. que tiveram somente um
acerto, devemos assumir que a seqliiéncia ndao deu conta deles. Dois sujeitos
de uma amostra composta por somente 11 elementos, correspondem a 20% do
total. Isso significa que, o desempenho desses dois alunos, puxou para baixo
0 numero de acertos do G.E., enquanto que no G.R. os acertos ficaram mais
espalhados.

O desempenho do G.E quanto as questdes 3, 4, 5 e 7 ficou prejudicado,
pois entre os que erraram, estdo esses que erraram praticamente todas as
questdes Um deles, o SES8, foi um dos dois que erraram a questdo 2. Na
questao 6, por exemplo, os dois Unicos sujeitos que erraram foram esses
alunos. Quanto a questao oito, o aluno SE4 deixou em branco, enquanto que
o SEB8, por ter respondido somente sim, teve a resposta considerada como
certa, apesar da falta de justificativa. Como esse aluno foi um daqueles dois
que ficou sempre no erro ou em branco, levantamos a hip6tese da resposta ter
sido fruto do acaso, pois houve 50% de probabilidade de acertar ao ter
respondido sim. Parece-nos que os Unicos acertos dos sujeitos 4 € 8 sao

frutos da memorizacao.
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A distincdo entre cada grupo pode ser melhor evidenciada se
considerarmos, por exemplo, a seguinte classificacdo de desempenho baseada

no numero de acertos:

BOM desempenho = acerto de 6, 7 ou 8 questdes (75% - 100%)
MEDIO desempenho = acerto de 4 ou 5 questdes (50% - 62,5%)
FRACO desempenho => acerto de 0 a 3 questodes (0% - 37,5%)

Quadro 5.2: Critério para avaliagdo de desempenho

Experimentacao Referéncia o
Classificagao | Alunos Porc. Alunos | Porc.
Bom 6 55% 4 25%
Médio 3 27% 4 25%
Fraco 2 18% 8 50%

Quadro 5.3: Analise do desempenho por sujeito

Assim, em ambos 0s grupos computamos:

Considerada esta classificagdo de desempenho, observamos que 0s
alunos do grupo de experimentacao apresentaram melhores indices do que os
do grupo de referéncia, quanto mais se associarmos esses valores com as
médias consideradas de maneira geral pelas escolas para aprovagdao. Se
considerarmos a nota > 7 (BOM), mais da metade (55%) dos alunos do grupo
experimental ai se enquadra, enquanto que no de referéncia somente um
quarto (25%). Se, a exemplo do que ocorre no sistema escolar,
considerarmos satisfatéria a nota > 5 (MEDIO), no grupo de experimentacao,

teremos 82% do total nessa condigdo, enquanto que no de referéncia 50%;
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metade do grupo de referéncia estaria reprovada, enquanto que no de
experimentacao, somente 18%.

Na tentativa de responder a pergunta “Quem possui 0 conceito completo
das razdes trigonométricas?”, um outro critério de avaliagdo do desempenho
por sujeito poderia ser: possui 0 conceito completo o aluno que acertou todas
as questbes ou pelo menos as questdes 2+(3 ou 4)+5+6+7+8, que abrangem
conteludos que, juntos, tém a ver com a formacdo do conceito de razdes
trigonométricas.  Com base nesse critério, no grupo de experimentagéo,
encontramos 5 alunos nessa situagédo (SE5, SE6,SE7,SE9 e SE10) para um
total de 11 alunos, o que corresponde a 45%. Ja no grupo de referéncia,
apenas um aluno (SR1) satisfez essa condi¢ao, num total de 16 possibilidades
(6%).

Dos comentarios acima e os feitos na analise do pds-teste, podemos
observar a importancia da questdo 5 na avaliagdo quanto a construgcao do
conceito das razdes trigonométricas. Considerando-a como mais um
parametro de andlise do desempenho do aluno, observamos que no grupo de
experimentacdo 6 alunos (de um total de 11; 55%) responderam corretamente
a essa questao, enquanto que no grupo de referéncia 5 (de um total de 16 ;

31%) acertaram.
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5.2. Analise Qualitativa dos Procedimentos dos Sujeitos no Pos-teste
Esta parte da andlise diz respeito aos tipos de erros observados nos
procedimentos adotados pelos alunos e, através da resposta a nona questao

do pds-teste, observar a concepgao geral do aluno a respeito de trigonometria.

5.2.1. Analise dos Procedimentos por Sujeito

Com o objetivo de identificar os principais raciocinios e procedimentos
que conduziram 0s alunos ao insucesso, vamos analisar a qualidade do
procedimento que os alunos utilizaram para resolver as questoes.

Para esta analise, vamos agrupar os erros em categorias, de acordo
com suas caracteristicas predominantes. Reconhecemos que existiram casos
em que houve varios tipos de erros na resolucdo de uma questdo. Nesses
casos, levaremos em consideragdo aquele que imaginamos dominante para o
insucesso do aluno. Com isso, poderemos comparar os tipos de erros
cometidos no pos-teste e efetuar uma analise do desempenho dos dois grupos
(G.E. e G.R.) quanto aos procedimentos.

Identificamos oito categorias de erros, as quais apresentamos a seguir:

E+: resolucao e/ou resposta incompleta

E.: relativo a definicdo das razdes trigonométricas

Es: relativo as manipulacdes algébricas

E,: relativo ao conceito de razao trigpnométrica

Es: relativo a competéncia na aplicagdo do Teorema de
Pitdgoras

E¢: desconhecimento quanto a relacdo entre a medida do
angulo e a variagéo do valor da razao trigonométrica

E;: associacao incorreta entre a medida de angulo e a variagao

do valor da raz&o trigonométrica
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Es: desconhecimento quanto a limitagdo dos valores do seno e
do co-seno ao intervalo ]0,1]

Consideramos que o aluno cometeu um erro do tipo E4 — resolugao e/ou
resposta incompleta - quando, apesar de utilizar o procedimento correto de
resolucdo e/ou resposta, esse foi interrompido. Ou seja, a resposta e/ou
resolucao foi parcial, incompleta.

Podemos tomar como exemplo dessa categoria, uma das resolu¢des
apresentadas para a questdao 5. A questdo 5 solicita, dado o valor do sen

0=3/5, determinarocos o ea tg o :

Observamos que o aluno

ndo concluiu a resolucéo,
5 cos a=x/5
3 deixando a resposta em funcao

tg a = 3/x
X de x. Faltou, portanto, o calculo

Quadro 5.4: Resolugdo da questdo 5 pelo aluno ~ do valor de x para que se
SE1 do G.E.

obtivesse uma resposta completa

e conclusiva.

Consideramos que o aluno cometeu um erro do tipo Es — relativo a
definicdo das razbes trigonométricas - quando, na aplicacdo da definicao de
razao trigonométrica (como se fosse férmula), trocou a medida do cateto
oposto pela do cateto adjacente, ou hipotenusa por cateto.

Exemplificando essa categoria, podemos considerar uma das resolucoes

observadas quanto a questdo 2. Essa questado solicita, dado um tridangulo
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retangulo com todas as medidas de seus lados, a determinacado das razdes
trigonométricas referente a um angulo o :

Observamos que o aluno

tg a=5/13, cos a=5/12 ,sena= 12/13 | cometeu um erro de defini¢ao,

pois a resposta correta seria:

Quadro 5.5 : Resolucdo da questao 2 pelo
aluno SE(1;1 do Gc.lE. P tg a= 5/12, cos o= 12/13 e

sen o= 5/13 .

Quanto ao erro do tipo E3 — relativo as manipulagées algébricas -, assim
foi por nés considerado quando, apesar de utilizar o procedimento correto, o
sujeito errou nas passagens do processo de resolucdo de equacdes ou em
contas.

Como exemplo podemos considerar uma das resolugbes apresentadas
relativa a questdo 4. A 42 questao solicita a determinagdo da medida x de um

lado de um tridngulo retdngulo, dada a medida de um éangulo e de um dos

lados:
tg 60° = x/250
1.73/1 = x/250 Observamos que na ultima operagéo
X = 250/1,73 efetuada, ao invés de x = 250.1,73 , o aluno fez
X =144 m x = 250/1,73 .

Quadro 5.6 : Resolugéo da
questao 4 pelo aluno SR14 do
G.R.

Consideramos que se cometeu um erro do tipo E4 — relativo ao conceito
de razdo trigonométrica - quando, por exemplo, para a resolugcdo de uma

questdo, se exige uma decisdo da parte do aluno quanto a qual razao
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trigonométrica aplicar. Ou seja, ndo basta o conhecimento da definicdo como
se fosse formula. Exige-se uma observacao mais detalhada e uma tomada de
decisdo. Nessas condigdes, observamos resolucdes que apresentam razoes
entre medidas que, a nosso ver, ndo tém significado, ou, por exemplo,
operagdes que envolvem medida de angulo com medida de segmento.

Como exemplo, podemos citar uma das resolugdes apresentadas quanto
a 62 questao, questao essa que, referente a angulos complementares (no caso,

B e C), solicita o sen C sendo dado o cos B = 0,375:

Como C e B sdo angulos

sen C = x/0,37 complementares, entdo sen C = cos B = 0,375.
90° = x/0,37 Portanto, entendemos que seja uma questao que
x =333 vai além da definicdo, que a resolugdo ao lado
nao apresenta significado e que, a nosso ver,

Quadro 5.7 : Resolugéo da

questdo 6 pelo aluno SR7do  revelou problemas referentes ao conceito de
G.R.

raz&o trigonométrica.

Classificamos como um erro do tipo Es — relativo a competéncia na
aplicacdo do Teorema de Pitagoras — quando, por exemplo, o aluno ndo obteve
sucesso na resolugdo da questao 1. Essa questao, contextualizada,
apresentou uma situagdao correspondente a um triangulo retangulo, no qual
foram dadas as medidas dos catetos e se desejou obter a medida da
hipotenusa. Portanto, teve como objetivo a aplicagdo do Teorema de
Pitagoras.

Pelos dados do problema e também pelas condi¢cées de aplicagdo do

pbds-teste, onde ndo foi permitido o uso de calculadora cientifica, tabela
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trigonométrica e nem instrumentos de desenho geométrico, entendemos que
nao havia outra resolucao possivel.

Analisando as resolugdes consideradas erradas, observamos tentativas
de utilizacdo de uma razao trigonométrica, em especial a tangente, e outras
aparentemente sem significado. Um aluno, por exemplo, multiplicou a medida
de um lado pela medida do outro e considerou o produto como resposta. Um
outro aluno calculou a area do tridngulo e deu essa medida da area como
resposta. Um outro calculo tg x = 12/9 e deu como resposta x = 1,33.

Portanto, com a intencéo de identificar um erro predominante e diante de
uma diversidade de respostas erradas, achamos por bem classificar esses
erros como relativo a competéncia na aplicacdo do Teorema de Pitagoras.
Isso significa, a nosso ver, que como 0 problema nédo pediu explicitamente a
aplicacdo do teorema, provavelmente o aluno, mesmo tendo o conceito, ndo

teve a competéncia de perceber a necessidade de aplicagdo do mesmo.

Consideramos que ocorreu um erro do tipo Eg — desconhecimento
quanto a relacdo entre a medida do angulo e a variagdo do valor da razao
trigonomeétrica - quando, na resposta a questao 7, que solicita a inclusdo dos
sinais <, = ou > de forma conveniente, o aluno colocou os sinais
aparentemente ao acaso. Essa questdo tem a ver com a variagdo dos valores
das razoes trigonométricas.

Como exemplo, podemos considerar a resposta de um aluno do G.R.

relativa a 72 questao:

a) cos 80°...>... cos 20°
b) sen41°..<... sen22°
c) tg33° ..=... tgh5°

A resposta correta deveria ter

sido <, > e <, respectivamente.

Quadro 5.8 : Resposta da questao 7 pelo
aluno SR3 do G.R.
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Um outro tipo de erro, Ez — associacdo incorreta entre a medida de
angulo e a variacdo do valor da razao trigonométrica - também tem a ver com a
variagdo dos valores das razbes. Consideramos que isto ocorreu quando o
aluno associou incorretamente que quanto maior a medida do angulo, maior
serd o valor da razdo.

Exemplificando essa categoria, podemos considerar a resposta

apresentada por um aluno do G.E. para a 72 questao:

a) cos 80°...>... cos 20° Observando este tipo de

b) sen41°..>... sen22°

c) tg33° .<..1g55° resposta, entendemos que a mesma

Quadro 5.8 : Resposta da questao 7 pelo sugere a ideia de que angulo maior

aluno SE4 do G.E. o . )
|mpI|ca razao maior.

A categoria Eg — desconhecimento quanto a limitacdo dos valores do
seno e do co-seno ao intervalo Jo,1[ - representa o erro devido ao
desconhecimento do fato de que os valores do seno e do co-seno sdo menores
do que 1. Por exemplo, podemos tomar a resposta apresentada por um aluno
do G.R. para a 82 questao:

Apesar  do aluno  ter

Néao. Nao sei por qué (sic).

respondido “ndo”, entendemos que

Quadro 5.9 : Resposta da questéo 8 pelo
aluno SR13 do G.R. essa resposta pode ter sido ao

acaso pois, em seguida, ele afirma n&o saber o porqué.

A tabela 5.6, a seguir, indica o tipo de erro cometido pelos alunos nos

grupos G.E. e G.R., respectivamente. As notacdes utilizadas sdo as das
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categorias de erros, sendo que as questdes “em branco” foram simbolizadas

por “Ep” e as questdes corretas por “C”.

QUESTAO
GRUPO
SUJEITO Q1 | Q2 | Q3 | Q4 | Q5| Q6 | Q7 | Q8
E SE1 6. C7. C C C E; C Es E,
X SE2 C C C C E, C C C
P SE3 Es C E. E, C C Es C
E SE4 Es C | = E, E, E, E, E,
R SE5 C C C E, C C C C
| SE6 C C C C C C C C
M SE7 C C C C C C C C
E SE8 Es E, E, E, E, E, Es¢ |8 C
N SE9 C C C C C C C C
T SE10 C C C C C C C C
A SE11 C E, E, E, E, C C C
L
SR1 C C C C C C C C
SR2 Es C E, E, E, E. E, C
D SR3 Es E. C E, E, E. Es E,
E SR4 C C C C E; E, E, E.
SR5 C C C C Es E, E, C
R SR6 Es C E, E, E, E. Es C
E SR7 Es C C C E, E. Es E,
F SR8 Es E, C C E, C Es C
E SR9 C C C C C C E, E,
R SR10 C C C C C Ep C C
E SR11 Es | C | C|E | E,[NS| C | E
N SR12 E, E, E, E, E, E, Es E,
C SR13 C C C C C C E, Esg
| SR14 Es C C = E, E. E, Esg
A SR15 Es C E, E, E, E. E, E.
SR16 C C C C C E, E, E,
LEGENDA
C -—certo
E, — branco
E —errado
NS — nao sei

E,: RESOLUCAO E/OU RESPOSTA INCOMPLETA

E,: RELATIVO A DEFINICAO DAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

E;: RELATIVO AS MANIPULACOES ALGEBRICAS

E,: RELATIVO AO CONCEITO DE RAZAO TRIGONOMETRICA

Es: RELATIVO AO CONCEITO DO TEOREMA DE PITAGORAS

Es: DESCONHECIMENTO QUANTO A RELACAO ENTRE A MEDIDA DO
ANGULO E A VARIACAO DO VALOR DA RAZAO TRIGONOMETRICA

E,;: ASSOCIACAO INCORRETA ENTRE A MEDIDA DE ANGULO E A
VARIACAO DO VALOR DA RAZAO TRIGONOMETRICA

Eg: DESCONHECIMENTO QUANTO A LIMITACAO DOS VALORES DO
SENO E DO CO-SENO AO INTERVALO ]0, 1
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Analisando as tabelas acima, observamos de imediato uma grande
queda do numero de respostas em branco, em comparagcao com o ocorrido no
pré-teste. No pré-teste, em ambos o0s grupos, correspondeu a
aproximadamente 50%, enquanto que aqui no pés-teste correspondeu a
aproximadamente 8%. Isso significa que os alunos apresentaram, mesmo que
incorreta, um tipo de tentativa ao responder as questdes.

O G.E. apresentou 27 erros num total de 88 respostas (30,68%) e o G.R.
68 erros de um total de 128 respostas (53,12%). Novamente nos chama a
atencao o fato de que, no G.E., dois alunos (SE4 e SE8) juntos correspondem
a 50% do total dos erros, apresentando 7 erros cada um. Desses erros, 0
aluno SE4 com trés E, e o SE8 trés E.. O G.R. apresentou, quanto aos
sujeitos, uma distribuicdo mais uniforme.

No G.E., o erro que mais se destacou foi do tipo E» (com 8 casos),
relativo a definicdo de razao trigonométrica. A nosso ver, isso significa que em
oito situagdes, os alunos apresentaram dificuldades em relacionar os catetos e
hipotenusa com as respectivas razbes trigonométricas. Utilizaram, por
exemplo, como se fosse tangente a razdo definida como seno. Em segundo
lugar, se destacou o numero de questbes em branco (6 casos) e, em seguida,
apareceram trés tipos com o mesmo numero de casos (irés): Eq4, Es € Es.

No G.R., o erro que mais se destacou foi quanto ao conceito de razao
trigonométrica, erro do tipo E4 (com 17 casos). Entendemos assim que,
nesses casos, 0s alunos revelaram ndo estar com o0s conceitos bem
estruturados. Em seguida, destacou-se o0 numero de respostas em branco (12

casos) e depois os tipos E» (11 casos), Es (9 casos) e E7 (8 casos).



181

Nas questbes 7 e 8, que tratam de um mesmo assunto, variagcdo dos
valores das razbes, em ambos 0s grupos houve uma tendéncia de maior
acerto na 82 questao do que na 72. Isso ja foi tratado anteriormente quando da
analise do tipo de questdo. Agora faremos uma andlise dessa tendéncia
guanto aos procedimentos.

Observando a tabela 5.6 acima, vemos que dois, SE3 e SE8, dos alunos
do G.E. que erraram a questdo 7, acertaram a 82 questdo. Analisando as
respostas, vemos que um deles, o SE8, respondeu somente sim quanto a
questao 8, o que foi correto, porém sem justificativa.  Levantou, assim, a
hipétese do acaso. O outro aluno, o SE3, respondeu corretamente: sim e mais
a justificativa. Entretanto, ambos erraram a 72 questdo apresentando o
mesmo procedimento: responderam com o0s sinais >, = e <, quando o correto
seria <, > e <. Isso nos faz julgar que, possivelmente, os dois alunos
possuem um conhecimento parcial do assunto, jA que ambos erraram a 72
questao, mais abrangente, e acertaram a 82, mais restrita.

Nos procedimentos relativos a 72 questdo, entendemos que tanto na
ocorréncia do erro tipo Eg quanto do E;, manifestou-se um desconhecimento
quanto a variagao dos valores das razdes trigonométricas.

No ¢ aso do erro E;, acreditamos que o aluno resolveu seu
desconhecimento apelando para a magnitude dos angulos. Registramos um
caso no G.E. e oito no G.R..

J& quanto aqueles que consideramos erro do tipo Eg, trés no G.E. e 5 no
G.R., os sinais foram colocados de maneira aparentemente aleatéria.

Entretanto, os que utilizaram os trés sinais, <, = e >, nos levam a considerar a
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hipdtese de que procuraram cumprir um contrato implicito de que, se o
professor colocou trés sinais, é porque os trés deveriam ser utilizados.

No G.E., quanto ao erro Eg, percebemos uma tendéncia na utilizagao
dos sinais. Dos quatro sujeitos que erraram a questdo 7, 1 foi do tipo Ez e 3
do tipo Es. Os trés que apresentaram erro Eg responderam, sistematicamente,
da mesma forma: >, = e <. A nosso ver, procuraram conciliar os sinais a
proposta do professor. Acompanharam a magnitude dos angulos, escolhendo
um dos trés casos apresentados para utilizarem o sinal de igualdade, mesmo
0s angulos, nesse caso, serem de magnitudes diferentes.

Ja no G.R. ndo se manifestou uma tendéncia, pois os 5 erros do tipo Eg
observados apresentaram procedimentos distintos.

Quando da analise por tipo de questao, observamos a existéncia de um
certo relacionamento entre as questées 1 e 5, pois em ambas havia a
necessidade do emprego do Teorema de Pitagoras. Entretanto, o
desempenho do G.E. caiu de 73% de acerto na 12 questdo, para 55% na 5%
Ja o G.R. ficou abaixo de 50% em ambas as questdes.

Observando a tabela 5.6, vemos que 5 alunos do G.E. erraram a
questao 5. Dois deles deixaram em branco e, desse modo, ndo temos como
avaliar o tipo de erro. Inclusive, salientamos que, esses dois alunos sao
aqueles mesmos (SE4 e SE8) que erraram praticamente todas as questoes.
Analisando as resolugdes dos demais alunos, observamos que dois deles (SE1
e SE2) mostraram procedimentos corretos, mas n&o concluiram a resolugéo.
Deixaram de apresentar um resultado final, indicando a resposta em funcéo de
um valor x que nao foi calculado. Para o calculo desse valor X, havia a

necessidade do emprego do Teorema de Pitagoras. Salientamos que esses



183

dois alunos tinham conhecimento do teorema, pois o empregaram
corretamente na resolucdo da questao 1.

Portanto, entendemos que, dos trés alunos que apresentaram
resolugcdes por nds consideradas erradas, somente um (SE11) errou de fato a

52 questao.

5.2.2. Analise do Desempenho dos Grupos na Questao Descritiva

A 9% questdo do pos-teste — O que vocé entende por Trigonometria ? — teve como
objetivo observar a concepgdo geral do aluno a respeito da trigonometria no tridngulo
retdngulo, apds se submeter a seqiiéncia de ensino. N&o tivemos, portanto, a intengao
de avaliar a resposta como certa ou errada.

Iniciaremos nossa andlise observando, com satisfacdo, que apenas um
dos onze alunos do G.E. deixou de respondé-la. Portanto, esses dez alunos
que tinham algo a dizer a respeito de trigonometria no tridngulo retangulo,
propiciaram-nos, positivamente, motivo para analise e discussdo. Quanto a
esse unico aluno que deixou a resposta em branco, nada podemos afirmar,
pois nao temos dados para concluir se 0 mesmo néo sabia o que responder ou
se teve receio em se colocar sobre o assunto.

Dentre os dez alunos que responderam a esta pergunta, nove citaram
explicitamente que trigonometria tinha a ver com triangulo retangulo.
Podemos tomar como exemplos as respostas:

“Entendo que a trigonometria serve para os calculos de
tridngulo retangulo” (aluno SE4 do G.E.).

“E 0 estudo dos tridngulos retangulos” (aluno SE8 do
G.E.).
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Pelas respostas acima, entendemos que os alunos relacionaram,
corretamente, a trigonometria com tridngulo retdngulo e que estavam a
caminho da formacéao do conceito

O Unico aluno que nao citou o tridngulo retangulo em sua resposta
escreveu:

“Com as razbes dos lados pode se encontrar a tangente,
0 sen e o cos” (aluno SE11 do G.E.)

Tal resposta deixa implicita a idéia de triangulo, embora esteja mais
voltada as definicdes das razbes trigonométricas. Entretanto, ndo podemos
assegurar que o aluno tenha relacionado a trigopnometria ao triangulo retangulo.
Outros trés alunos também utilizaram a palavra razdo na resposta. Um desses

escreveu:
“E o estudo da razdo entre os lados de tridngulos
retdngulos semelhantes: seno, co-seno e tangente” (aluno
SE2 do G.E.).

Como vemos acima, além dos termos razdo e tridngulo retangulo, o
aluno considerou o conceito de semelhanga. Portanto foi uma resposta mais
abrangente, completa e que, a nosso ver, insinuou que as razodes
trigonométricas séo equivalentes para triangulos retadngulos semelhantes.

Dois alunos associaram a trigonometria ao célculo de distancias, tendo
como base o triangulo retangulo. Por exemplo, um deles respondeu:

“A Trigonometria é um método matematico que é usado
para medir distancias dificeis de medir como por exemplo a
distancia Lua, Terra e Satélite formando tridngulo retangulo”
(aluno SE3 do G.E.).
Observamos que o aluno associou a trigonometria ao uso de triangulo

retdngulo para o célculo de distancias inacessiveis. Provavelmente,

influenciado por nossa sequéncia de ensino, o aluno tenha feito um paralelo
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com o caminho histérico do conceito, que de instrumento evoluiu para uma
ciéncia.

Pelas respostas apresentadas, observamos que, no grupo experimental,
a Trigonometria apareceu como tendo a ver com razées, que servem para o
calculo de medidas envolvendo tridngulo retangulo. Como pudemos ver, um
dos alunos acrescentou ainda que ela esta relacionada com tridngulos
retangulos semelhantes.

E interessante observarmos que ndo houve nenhuma referéncia a
angulo. Porém, isso pode ter sido devido aos tipos de problemas que
propusemos, 0s quais, provavelmente, deram um maior destaque as razoes,
embora estas estejam relacionadas aos angulos.

Um aluno citou, no seu entendimento a respeito de Trigonometria, sobre
angulos complementares. Na sua resposta, relacionou variaveis do campo
conceitual da trigonometria.

“Trigonometria € a formula que mede tridngulo retangulo
por isso tem Pitagoras, tg, seno, co-seno e dangulos
complementares” (aluno SE9 do G.E.).

Embora a palavra angulo tenha sido citada, ndo consideramos esse
conceito como vinculado a no¢ao de trigonometria.

Podemos observar que, em termos conceituais, os alunos do G.E.
parecem ter percebido as propriedades béasicas da trigonometria. Eles
fizeram associacdes com triangulo retangulo, semelhanca, razdes e distancias
inacessiveis, que eram 0 n0sso proposito.

Comparando as respostas do G.E. quanto a esta questdo qualitativa
com as demais oito questdes quantitativas, podemos observar que o Unico

aluno que deixou em branco acertou cinco questdes do pos-teste, portanto, um
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aluno que foi considerado dentro daquele grupo de alunos que apresentou um
desempenho tido como médio.

Aqueles dois alunos (SE4 e SE8) que tiveram um baixo desempenho na
analise quantitativa, pois erraram praticamente todas as questdes, mostraram,
através de suas respostas, que o conceito de trigonometria estava em
processo de formacdo. Portanto, na relacdo saber-professor-aluno o saber
nao ficou fora. Eles podem ndo ter tido a competéncia suficiente para resolver
problemas, mas do ponto de vista da formagao do conceito, suas respostas nos
permitem conjecturar que houve avangos nesse processo.

O aluno SE2, que apresentou uma resposta que consideramos como
muito boa, pois relacionou trigonometria com razdes entre os lados de
triangulos retangulos semelhantes, errou somente uma das oito questdes
quantitativas. Entretanto, conforme andlise feita anteriormente, o erro
apresentado foi devido a uma resolugdo inacabada e nao propriamente a um
erro conceitual. Portanto, se levarmos em conta as nove questdes, podemos
considerar esse aluno com um aproveitamento total.

Quanto ao grupo de referéncia, dos 16 alunos desse grupo, um deixou
em branco, dois deram respostas néo relacionadas com o assunto e um quarto
aluno respondeu:

“Sao numeros que possuem grau que Sao representados
por numeros que possuem a virgula que séao representados por
férmulas” (aluno SR6 do G.R.).
Provavelmente o aluno relacionou a trigopnometria com angulo, nimeros

decimais e definicbes que para ele correspondem as féormulas. Entretanto,

nao vemos clareza suficiente para uma analise mais segura de sua resposta.
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Dentre os 12 restantes que responderam a esta pergunta, trés se

referiram explicitamente ao triangulo retdngulo. Um desses respondeu:
“Eu entendo que é€ tridngulo retangulo e valores do sen,
cos e tg” (aluno SR5 do G.R.).

Embora o aluno tenha citado tridngulo retdngulo, ele n&o relacionou
trigonometria ao estudo do tridngulo retangulo, mas sim que a trigonometria é o
proprio.

Somente um citou a palavra razdo relacionada a tridngulo, porém nao
especificou se o tridngulo é retdngulo. Este aluno escreveu:

“Trigonometria € a ciéncia que estuda as razbes
trigonomeétricas de um tridngulo” (aluno SR10 do G.R.).

Além desse aluno, outros dois também citaram a palavra tridngulo no

seu entendimento a respeito de trigonometria. Um desses respondeu:
“Uma parte da matematica que estuda os tridngulos’
(aluno SR2 do G.R.).

Interpretamos esta resposta como uma tentativa do aluno querer
associar trigonometria com tridngulo. Resta-nos a duvida quanto ao aluno ter
citado triangulo pensando em tridngulo retangulo, ou simplesmente a
etimologia da palavra. Como n&o fizemos entrevista posterior, ndo podemos
afirmar que o aluno escreveu tudo o que sabe.

Ao contrario do G.E. que ndo apresentou nenhuma resposta com
referéncia explicita a angulo, no G.R. encontramos quatro que utilizam a
palavra dangulo. Um deles diz que a trigonometria é o estudo dos angulos de
um tridngulo e um outro que trigonometria é os estudos (sic) dos angulos de

triangulos retangulos.
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Parece-nos que esses alunos formaram um conceito de trigonometria,
nao so relacionando-a a angulos, como a triangulos retangulos.
As outras duas respostas foram:
“Eu acho que é para achar as areas os comprimentos e
0s angulos dos poligonos” (aluno SR14 do G.R.),
portanto, uma resposta que, a nosso ver, referiu-se a aplicagdo da
trigonometria e ndo propriamente dela, e

“E a parte da matemdtica que estuda os dngulos de 1° a

89° ou seja os angulos agudos” (aluno SR15 do G.R.),

que consideramos pouco esclarecedora quanto ao conceito de trigonometria.
A trigonometria ndo é a parte de matematica que estuda angulos. Porém, o
angulo é uma propriedade (invariante) muito importante na sua estrutura. Nas
duas respostas acima, resta-nos duvidas como, por exemplo, se houve uma
referéncia implicita a triangulos retangulos.

Nenhum aluno do G.R. relacionou a trigonometria com o calculo de
distancias inacessiveis.

As quatro respostas restantes foram:

“Seno, sequéncia, tangente, tabela, etc...” (aluno SR13 do
G.R.)

“Achar valores desconhecidos a travez (sic) de medidas
diferentes” (aluno SR11 do G.R.)

“Eu entendo que é (sic) os calculos sobre o co-seno, seno
e a tangente” (aluno SR3 do G.R.)

“.. 6 um estudo geométrico que tem como objetivo
descobrir numeros desconhecidos das divisées de catetos por

hipotenusa e catetos por catetos” (aluno SR1 do G.R.).
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Analisando essas quatro respostas acima, observamos que as trés
primeiras foram mais relacionadas a questdao de achar o valor desconhecido,
seno, co-seno e tangente. Ou seja, algo mais ligado ao célculo ou o emprego
de férmula do que propriamente com o conceito. A quarta resposta, de
aparéncia mais sofisticada, mostrou mais uma preocupagdo com o como fazer
do que com o que é. Referiu-se mais ao procedimento de resolu¢cao do que ao
conceito.

Essas respostas voltadas para o algoritmo tiveram sentido, se nos
atermos ao fato de que nas aulas do G.R. houve uma predominancia da
quantidade de exercicios.

Em resumo, podemos perceber, com relagdo a formagao do conceito de
trigonometria e levando em consideragdao as respostas apresentadas, que o
G.R., na sua diversidade de respostas, mostrou uma tendéncia ao aspecto
algoritmico. Portanto, na relacdo situagdo-conceito-competéncia, o G.R.
acentuou a competéncia.

Ja o G.E. que, no inicio do desenvolvimento de nossa sequéncia de
ensino, centrou-se na competéncia para a resolugdo de problemas, acentuou
nas suas respostas o aspecto conceitual. Ao final do estudo, este grupo
relacionou explicitamente trigonometria a triangulo retangulo, semelhanca,
razdes e determinacao de distancias inacessiveis.

Na andlise das respostas dos alunos, uma observagdo que a nosso ver
se evidencia, é quanto a qualidade das respostas. Conforme entendemos de
Vygotsky(1987), o aluno sabe muito mais do que é capaz de explicar. Mas
isso é normal, porque o aluno estd a caminho da formagédo do conceito e,

nesse caminho, o conceito ird surgir a medida que ele se apropria e amplia o
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significado da palavra. Inicialmente, com o centro nas atividades, o aluno
desenvolve a competéncia na resolugcao de problemas, melhor do que se

expressar.



CAPITULO VI: CONCLUSAO
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Introducao

No presente capitulo, procederemos as conclusbes obtidas apds o
desenvolvimento de uma sequiéncia de ensino, seguido dos resultados
analisados a partir da aplicagdo de dois instrumentos diagnosticos.
Iniciaremos com consideragdes relevantes a respeito do trabalho, em seguida
faremos uma avaliagdo pessoal do estudo e, finalmente, trataremos sobre

questdes relevantes para futuras pesquisas.

6.1.Consideracoes Relevantes

O nosso trabalho teve como objetivo investigar uma abordagem para o
ensino da trigonometria no triangulo retangulo, em que se pretendeu introduzir
0s conceitos das razdes trigonométricas — seno, co-seno e tangente — de
maneira significativa para o aluno. Um dos pontos que pudemos enfatizar
dessa pesquisa foi 0o da participagdo do aluno — trabalhando em grupo — na
construcdo do conceito, em contraposicdo ao ensino tradicional de aulas
expositivas. Assim, entendemos que a sequiéncia de ensino, apoiada numa
abordagem socioconstrutivista, iniciando por situagdes-problema, a-didatica,
apresentou resultados satisfatorios, tanto quantitativa quanto qualitativamente.
Em nossa analise no capitulo V, observamos que o GE concluiu a seqiiéncia
de ensino tendo, efetivamente, iniciado a formagcédo do conceito das razdes
trigonométricas, além de ter desenvolvido substancialmente a competéncia na
resolucao de problemas.

Acreditamos que a participacao do aluno e o trabalho em grupo foram
fatores importantes para se atingir os objetivos, permitindo tomadas de

decisbes e favorecendo a construcdo do conceito. De fato, ao longo dos
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encontros, a idéia do aluno trabalhar em conjunto, de poder dividir seu
pensamento com o colega, além de termos colocado problemas que realmente
os levaram a tentar resolvé-los, fez com que o aluno fosse mais ativo,
participando mais dentro de sala de aula. Desse modo, observamos que, de
acordo com o pensamento de Vygotsky, é possivel agir na zona de
desenvolvimento proximal dos alunos, impulsionando a aquisigdo de novos
conhecimentos. As institucionaliza¢gdes que ocorreram nas discussées com 0s
grupos foram muito importantes para a estruturagdo do conhecimento, tal qual
propde Brousseau.

Outro ponto que enfatizamos € o de que geralmente a trigonometria é
abordada de maneira teérica, numa linguagem formal, exigindo abstracdo e
memorizagcdo de férmulas por parte do aluno. Em nosso trabalho,
inicialmente, enfatizamos o concreto. Essa abordagem com a utilizacdo de
material concreto (maquete, tridngulos em madeira, instrumentos e dispositivo),
manipulando construgdes geométricas, tabelas, cartazes e calculadoras,
envolveu os alunos em atividades que, a nosso ver, foram fatores essenciais
para a formacao do conceito. Sob a ética de Vergnaud, podemos concluir que
tais interacées devem ter proporcionado aos alunos condigbes para que se
apropriassem dos invariantes, auxiliando-os a compreenderem o objeto
matematico em questao.

Quanto ao conteudo especifico, principiar a abordagem pela razao
trigonométrica tangente se mostrou, a nosso ver, ser uma boa estratégia.
Muitas situagdes-problema significativas para o aluno estédo relacionadas com
essa razao. Cabe ressaltar aqui que essa estratégia teve a ver com a questao

historica do calculo de distancias inacessiveis, principalmente aqueles relativos



194

ao tridngulo retangulo, com referéncias ao episédio marcante atribuido a Tales
quanto ao célculo da altura de uma piramide.

Outro fato relevante foi o de que com somente 28 atividades, a nossa
seqUéncia de ensino desenvolvida no GE, juntamente com a metodologia
adotada, mostrou-se eficaz. O GR, com base na aula tradicional, propés a
resolucdo de 76 exercicios, ou seja, quase trés vezes mais que o GE.
Entretanto, o GR teve um aproveitamento final abaixo do GE. Essa diferenca
de desempenho foi mais uma razdo que nos levou a inferir que, além da
metodologia em sala de aula, a resolugdo de problemas - cuidadosamente
pensados — em situacoes significativas, foi outro fator importante. Somente
propor muitos exercicios ndao garante o conhecimento. Situagdes que
requisitem mais raciocinio (pensar sobre) do que memorizacdo e/ou
mecanizacao na sua resolucao, juntamente com a participacao ativa do aluno,
essa é que foi a diferenca provada.

Também observamos dificuldades quanto a representacdo simbdlica
(significantes), tanto no que se refere a linguagem simbodlica matematica,
quanto a linguagem natural - expressao. Porém, acreditamos que tal
dificuldade faz parte do processo de formacdo e que essa deficiéncia
provavelmente sera superada, ou pelo menos relativisada a medida que o
aluno for caminhando na aquisicdo deste conhecimento. Essa conclusédo
retiramos nao s6 de observagdes superficiais das fichas de atividades, as quais
nao nos detivemos pois ndo as analisamos, mas das andlises dos testes,
principalmente quanto a questao 9 do pés-teste. Por outro lado, sabemos que

essa dificuldade de expressdo, tanto na linguagem matematica quanto na
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natural, ndo € um problema diretamente relacionado a nossa proposta e nem
mesmo inerente ao conteudo em questao.

As consideracdes que fizemos se resumem apenas a discussao a partir
dos instrumentos diagnosticos. Portanto ficam em parte prejudicadas por nao
envolverem uma andlise da seqiéncia de ensino desenvolvida ao longo dos
encontros. Em nome de um rigor cientifico, diante de uma analise que poderia
nao ser muito fiel em virtude da quantidade de fatores a serem observados e
da incipiente formagéo do professor-pesquisador, detivemo-nos aos
instrumentos diagndsticos, pois nesses, foi possivel um controle que garantiu a
qualidade da pesquisa. O material recolhido é rico e esperamos discuti-lo

brevemente em outro trabalho a ser publicado.

6.2. Consideracoes Pessoais

Destinamos esta secao para discutir impressées pessoais que tivemos
enquanto professor-pesquisador e enquanto aluno em nosso processo de se
tornar pesquisador. Esta secdo vai estar mais ligada as impressdes e
sentimentos do que propriamente ao aspecto cientifico.

A experiéncia de aplicar uma sequéncia de ensino com enfoque
construtivista, em que o aluno constréi, ele proprio, o0 conhecimento, através de
sua participacdo ativa nas situagdes propostas, interagindo com o objeto,
tomando decisbes, resolvendo problemas e trabalhando em grupo, contrasta
com a formacdo do professor. De maneira geral, o professor também & um
aprendiz ou, mais sério ainda, um reeducando, pois tera que reformular toda

sua formacdo e experiéncia profissional, calcada em aulas expositivas
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tradicionais, com giz e quadro-negro. Ele ndo tem aquele mesmo jogo de
cintura ou experiéncia, que ja adquiriu quanto a aula tradicional.

Com certeza, a pesquisa (pelo menos quanto a aplicacao da seqiiéncia
de ensino) tem esse fator a ser considerado, que néo pode ser negado, que
nao compromete ou invalida, mas pesa. Ou seja, com a aplicagao continuada,
a metodologia e a seqUéncia iriam sendo melhor incorporadas pelo professor
quanto ao fator tempo, dominio de sala, fatores imprevistos, dominio da teoria
de aprendizagem (fundamentos), etc... Como fatores imprevistos, entendemos
as mudancas no calendario da escola, atividades extra-classe — campeonatos
esportivos, feiras, viagens, ... -, intervalos muito grandes entre um encontro e
outro, “paredes”,...

Essa questao é tratada por Luna (1996):

‘A ameaca a viabilidade do projeto comega quando o
cronograma de execucdo ndo da conta adequadamente das
condicées externas a pesquisa, prendendo-se exclusivamente a
(suposta ou real) capacidade de trabalho do pesquisador.
Alguns exemplos cotidianos:

. as 6 semanas previstas para a coleta de dados em uma
escola podem virar 20 por ndo se levarem em conta as varias

festas, periodos de provas ou as tradicionais greves; ...” (p. 47).
Portanto, o fato de passarmos a ética construtivista e do ponto de vista
de professor para o de pesquisador, foi uma aprendizagem. Uma maior
experiéncia com a metodologia, provavelmente acarretaria uma melhor
capacitacao de trabalho como pesquisador, com possivel conseqiéncia de
reducao do nimero de encontros € maiores condigdes de contornar fatores

imprevistos.
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6.3. Consideracoes futuras

Eventualmente questionamos se numa seqliéncia de ensino, que esta
relacionada a sala de aula, ndo se poderia estar propondo algumas tarefas
para casa, para o aluno continuar pensando sobre trigonometria e ndo dar um
vacuo tao grande entre um encontro e outro. Essas atividades n&o teriam um
controle por parte do pesquisador no sentido de estar acompanhando a sua
resolucdo, mas no entanto teriam um peso sim, no sentido de propiciar ao
aluno oportunidade
para desenvolver sua competéncia em situacbes que estariam seguindo a
mesma idéia nossa de serem significativas.  Assim, num trabalho futuro,
gostariamos de questionar a validade da tarefa. = Uma eventual pesquisa
poderia controlar isso, no sentido de trabalhar com um grupo tendo atividade
para casa e outro ndo, e avaliar o desenvolvimento disso.

Quanto as dificuldades observadas relativas a representagdo simbodlica,
tanto na linguagem matematica como a natural, essa questdo perpassa pelo
trabalho desde o comeco. Talvez a responsabilidade pela ocorréncia desse
fato se deva ao destaque dado ou a competéncia, ou ao conceito. Com a
énfase na competéncia, geralmente o professor inicia-se pela definicéo,
seguida de exercicios, quando o aluno ainda ndo adquiriu o conceito. Dai a
representacdo simbolica empregada pelo aluno possa revelar falhas na
construgdo do conceito. Por outro lado, a énfase no conceito pode fazer o
professor relevar — em nome da constru¢do do conhecimento - falhas de
notacdo ou comunicagdo. Entdo o aluno ndo se apropria dessa linguagem

matematica como um todo e pesquisas futuras poderiam se ater a esse fato.
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Sera que um numero maior de atividades e mais tempo resolveriam esse
problema ?

Outra questdo é quanto a andlise do desenvolvimento da sequiéncia de
ensino, que nao foi feita, pelos motivos alegados na se¢ao anterior. Conforme
dissemos, esses dados estdo disponiveis e poderdo ser discutidos e
analisados a posteriori em futuros trabalhos. Entretanto, acreditamos que
uma pesquisa pudesse ser realizada baseada somente nos dados qualitativos,
pois julgamos interessante investigar com mais cuidado esse aspecto. Uma
pesquisa também baseada na resolucdo de problemas mas que analisasse as
perguntas e as colocagbes dos alunos dentro da sala de aula, pudessem
levantar com maior precisao os passos que os alunos dao para adquirir esses
conceitos. Para isso, talvez, fosse necessario um numero menor de alunos,
em horario extra-classe, em que se pudesse investigar melhor essas

passagens.

6.4. Nota Final

N&ao tivemos a pretensdo de extrapolar nossos resultados para além do
universo da pesquisa, uma vez que nossa amostra foi pequena. Mas,
obtivemos pistas significativas sobre o processo de ensino-aprendizagem do
conteudo. A mais valiosa delas foi a de que o processo de construgdo dos
conceitos basicos da trigonometria, a exemplo da histéria, ganha for¢ca quando
se inicia a partir da resolugdo de problemas concretos, advindos da realidade,
dirigindo-se para os problemas formais, quando os conceitos ganham

significados mais abstratos e abrangentes.
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