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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo introduzir o conceito da Probabilidade
Condicional em cursos de Estatistica na Universidade. Para isso, elaboramos,
aplicamos e analisamos os resultados de uma sequéncia de ensino levando em
consideracao os principios de uma Engenharia Didatica.

Esta sequéncia de ensino é composta de quatro atividades que foram
criadas, baseando-se nas situacdes didaticas apresentadas por Carmen
Batanero e outros autores, com o intuito de fazer o aluno refletir sobre
circunstancias que envolvam ndo s6 a Probabilidade Condicional, bem como
0s conceitos ligados ao Teorema da Probabilidade Total e o Teorema de Bayes.

Para trabalhar com tais conceitos, articulamos nas questdes das
atividades, diferentes registros de representacdo: linguagem natural, simbdlica,
diagrama de arvore e tabela de contingéncia, tomando como base a Teoria de
Registros de Representacdo de Raymond Duval.

Aplicamos esta sequéncia aos alunos dos cursos de Licenciatura de
Matematica e Ciéncia da Computacao e diante dos protocolos desses alunos,
concluimos que nossa seqUéncia os auxiliou a minimizar as dificuldades
levantadas por nds e pelos pesquisadores e ao mesmo tempo indicou temas
para futuras pesquisas na area.

Dentre outras conclusdes, ressaltamos que a maioria dos alunos diante de
questdes que envolvam a Probabilidade Condicional diferenciavam esta da
Probabilidade da Intersecéo de Eventos e o Calculo da P(A/B) do de P(B/A),
desde que estes se apresentassem nas perguntas em linguagem natural. No
entanto, quando questdes analogas foram apresentadas na linguagem

simbolica, muitos alunos mostraram dificuldades em resolvé-las.

Palavras — chave: probabilidade condicional, situacdes didaticas, registros de

representacdo, diagrama de &rvore, tabela de contingéncia.



ABSTRACT

This work has for objective to introduce the concept of the Conditional
Probability in courses of Statistics in the University. For that we elaborated, we
applied and we analyzed the results of a teaching sequence taking in
consideration the beginnings of a Didactic Engineering.

This teaching sequence is composed of four activities that they were
created, basing on Carmen Batanero's didactic situations and other, with the
aim of doing the student to contemplate on circumstances that involve not only
the Conditional Probability, as the concepts linked to the Theorem of the Total
Probability and the Theorem of Bayes.

To work with such concepts we articulated in the subjects of the activities
different representation registrations: natural, symbolic language, diagram of
trees and contingency table, taking as base the Theory of Registrations of
Representation of Raymond Duval.

We applied this sequence to students of the courses of Licentiate of
Mathematics and Science of the Computation and before the those students'
protocols, we concluded that our sequence aided them they decrease it the
difficulties lifted by us and for the researchers and at the same time it indicated
themes for future researches in the area.

Enter other conclusions stood out that most of the students before subjects
that involve the Conditional Probability differentiated this of the Probability of the
intersection of events and | calculate it of P(A/B) of the one of P(B/A), since
these if they come in the questions in natural language. However when similar
subjects were presented in the language symbolic many students they showed

difficulties in solving them.

Words - key: conditional probability, didactic situations, representation

registrations, tree diagram, contingency table
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INTRODUCAO

A nossa primeira experiéncia com o ensino da Estatistica se deu somente
em 1995, quando lecionavamos no ILA (Instituto de Logistica da Aeronautica)
uma disciplina considerada obrigatéria para o ingresso no curso CELOG (Curso
de Extensdo em Logistica), que tem como objetivo rever conceitos da
Estatistica Descritiva, embora nossa formagcdo seja em Matematica e venha
atuando ha quinze anos no ensino Fundamental, bem como no Médio e

Superior.

Considerdvamos que os alunos com curso superior completo e oriundos
de diversas areas de Exatas, ja tivessem tido contato com a Estatistica. Porém
ao longo das nossas quarenta aulas do curso preparatério para o CELOG,
observamos que as dificuldades eram muitas. Essa disciplina se repetia a cada
ano com novos alunos, e as dificuldades apresentadas por eles eram as
mesmas. Resolvemos, entdo, procurar alguma bibliografia que tratasse das

dificuldades que os alunos tém quando estudam Estatistica.

Encontramos algumas pesquisas publicadas no Brasil e varias na Franca,
EUA, Espanha e em outros paises do mundo, algumas das quais

descreveremos nos proximos capitulos.

Logo percebemos que nao estavamos sozinhos diante de entraves
relacionados ao ensino da Estatistica, e que outras pessoas também tinham

levantado algumas das dificuldades por nés encontradas e muitas outras.

Diante dessa situacdo, descobrimos que existe um campo de pesquisa
muito grande no ensino da Estatistica tanto para o Ensino Fundamental e
Ensino Médio como na Universidade.



Com uma grande quantidade de temas possiveis para uma dissertacao de
mestrado, foi dificil, a principio, escolher um deles. Elegemos trabalhar com o

“Conceito de Probabilidade Condicional” na Universidade.

Nosso trabalho tem por objetivo introduzir o Conceito de Probabilidade

Condicional nos cursos basicos de Estatistica no Ensino Superior.

No Capitulo I, “Estudos Estocasticos”, consta “O Objeto Estocastico”,
que contém algumas sugestbes de como trabalhar o Conceito de
Probabilidade Condicional, incluindo algumas maneiras de sua
representacdo. Neste mesmo capitulo, interessados em sabermos quando os
alunos deveriam ter seus primeiro contatos com a Probabilidade e a Estatistica
no ensino, tomamos como base algumas pesquisas nesta area no Brasil, os
Parametros Curriculares Nacionais, as Propostas Curriculares do Ensino Médio
de S&o Paulo e as Matrizes Curriculares de Referéncia para o Sistema de
Avaliacdo Escolar da Educacéo Basica

No Capitulo IlI, “Breve Historico da Probabilidade Condicional”,
estudamos a origem e a evolugcdo do Conceito da Probabilidade Condicional.
Esse estudo contribuiu para as escolhas das atividades propostas aos alunos,
principalmente no que diz respeito as dificuldades de representacédo que foram

encontradas na evolugao desse conceito.

No Capitulo Ill, “Da Probleméatica aos Procedimentos Metodoldgicos”,
nos referimos a algumas pesquisas sobre a Probabilidade e a Probabilidade
Condicional, levantando algumas dificuldades apresentadas por alunos diante
de situacdes que envolvam tal conceito, e a teoria sobre a qual vamos nos
fundamentar, com o intuito de elaborarmos uma série de atividades que
contribuam para que os alunos construam esse conceito. Como Metodologia de
Pesquisa, tomaremos como base os principios de Engenharia Didatica para a
elaboracdo de uma sequéncia de ensino, que sera aplicada aos alunos dos

Cursos de Licenciatura em Matematica e Ciéncia da Computacéo.



No Capitulo 1V, “Pré-Experimentacdo”, relatamos a aplicagdo de um
teste para investigar a existéncia de algumas dificuldades dos alunos ao
trabalharem com o Calculo de Probabilidades que envolvem o Conceito da
Probabilidade Condicional. Dificuldades estas que nos auxiliou em nossas

escolhas para a elaboracao das atividades da sequéncia de ensino.

No Capitulo V, “A Sequéncia Didatica”, descrevemos as atividades
juntamente com uma analise que faz a previsdo dos possiveis comportamentos
dos alunos frente a elas, como transcorreu sua aplicacdo e uma andlise dos

resultados.

Nas Conclusdes, apresentamos os resultados dos testes que aplicamos
aos alunos que efetuaram as atividades da sequéncia didatica. Esses
resultados foram comparados com as questdes que levantamos em nossa

Problemética.



CAPITULO I: ESTUDOS ESTOCASTICOS

Neste capitulo mostraremos alguns estudos estocasticos que nos
influenciaram no desenvolvimento deste trabalho. A palavra “estocastica” € um

termo europeu comum para incluir “probabilidade e estatistica”.

No “Objeto Estocastico” apresentaremos algumas abordagens da
representacdo da Probabilidade Condicional, mostrando as articulacbes entre

diferentes registros com o intuito de facilitar a leitura de nossas propostas.

Para a elaboracao deste trabalho, partimos da indagacéo sobre quando a
Estocastica e o Conceito de Probabilidade Condicional, em particular, deveriam
ser trabalhados com o aluno. Para isso, tomamos como base algumas
pesquisas nesta area no Brasil, os Parametros Curriculares Nacionais, as
Propostas Curriculares do Ensino Médio de Sdo Paulo e as Matrizes de

Referéncia para o Sistema de Avaliacdo Escolar da Educacao Basica.

1.1 O OBJETO ESTOCASTICO

Preliminarmente, elencaremos alguns pontos do objeto estocastico que
intervém de modo central em nosso estudo:

= Mostrar como o conceito da Probabilidade Condicional € introduzido
em alguns livros didaticos;

= Apresentar as Probabilidades Condicionais “Cronoldgicas”, “Causais”
e “Conjuntistas”, analisando as relacdes de dependéncia e
independéncia dos eventos;

= Representar as solu¢cdes de problemas que mobilizam o conceito da
Probabilidade Condicional através de “diagrama de arvore” e “tabela
de contingéncia”; e

= Utilizar o “diagrama de arvore” e a “tabela de contingéncia” como
ferramenta para resolver problemas que mobilizam os conceitos que

envolvem o Teorema da Probabilidade Total e o Teorema de Bayes.
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Mostraremos como se apresenta o conceito de Probabilidade Condicional
no ensino superior brasileiro, na maioria dos livros didaticos que constam de
nossa Bibliografia. Esses livros colocam um exemplo, e a partir dele, mostra-se

a necessidade de introduzir tal conceito.

Vamos nos apropriar do conceito de condicional apresentado por Moretin
e Bussab (1987), para em seguida fazermos algumas consideracoes:

“Suponha que o seguinte quadro represente uma possivel divisédo

dos alunos matriculados em um dado instituto de matematica, num

dado ano.
SEXO

CURSO Homens (H) |Mulheres (F) TOTAIS
Matematica Pura (M) 70 40 110
Matematica Aplicada (A) 15 15 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computacéo (C) 20 10 30
Totais 115 85 200"

Segundo Moretin um estudante matriculado no curso de Estatistica é

escolhido ao acaso.

“ ... a probabilidade de ele ser mulher é de 20/30 = 2/3. Isto porque
do total de 30 alunos que estudam Estatistica, 20 sdo mulheres.
Escrevemos:

P(mulher/Estatistica) = 2/3”

Para dois eventos quaisquer A e B, sendo P(B) > 0, definimos a

probabilidade condicional de A, dado B, P(A/B), como sendo:
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P(A/B)

Sendo que:
P(B) é a probabilidade de ocorrer o evento B;
P(A/B) é a probabilidade de ocorrer o evento A, sabendo-se que

ocorreu B; e

P(AnB) é a probabilidade de ocorrer A e ocorrer B.
“Para o exemplo mencionado, se B e A indicam, respectivamente, o0s

eventos “aluno matriculado em Estatistica” e “aluno é mulher”, entéo

P(AnB) =20/200, P(B) =30/200, portanto

20/200 _ 2

PAB) = 20200~ 3°

como haviamos obtido.

Da relagcdo (1) obtemos a chamada regra do produto de
probabilidades,

P(AnB) =P(B) . P(A/B)”

Precisamos agora saber o que deve existir entre os eventos A e B para

que possamos fazer uso da relagéo (1).

Considerando A0 Q e B [0 Q, onde Q € o conjunto formado de todos

0S eventos, isto é, A e B sdo sub-conjuntos do espagco amostral Q.

1) Se A e B sdo independentes, entdo P(A/B) = P(A).
Definimos nesse caso P(AnB) =P(A).P(B).

Podemos dizer que para o evento A ocorrer, independe de B.
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2) Se A e B sao dependentes entao:

P(A n B)

P(A n B) =P(A).P(A/B) ou P(A/B) = — a5

Percebemos que, com os itens (1) e (2) ndo nos fornecem condi¢des reais
de analisarmos que relacdo deve existir entre A e B de modo que possamos

classifica-las em independentes ou dependentes.

A ligacdo entre A e B pode ser de natureza l6gica quando A é realizado,
entdo B também é. Neste caso, existe simplesmente a inclusdo ALB, 0 que

podemos traduzir por: P(A) < P(B).
Segundo Michel Henry:

“... esta ligacdo pode ser de natureza estocastica: quando se repete a
experiéncia os elementos A e B sdo mais ou menos freqlientemente
realizados conjuntamente, de tal sorte que desde que se saiba que um dos
dois é realizado, isto da uma idéia de natureza probabilista sobre a
realizacdo eventual do outro. Quando esta frequéncia € elevada, fala-se de

“forte correlac&o”, ou de dependéncia estocastica”. (Henry, 1997: 93)

Para melhor compreendermos esta questdo, mostraremos algumas
situacdes que envolvem dois eventos. Vamos analisar tais situacdes que
revelam as probabilidades condicionais, em seguida mostraremos algumas
maneiras possiveis de resolucdo e aproveitaremos para estudar dependéncia

ou independéncia de dois eventos.

A) Situacdes cronoldgicas

A experiéncia € composta de dois ensaios sucessivos, ha a ocorréncia do

primeiro evento e, em seguida, se desenrola o segundo.
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Exemplificando:

Uma urna (I) contém 2 bolas brancas (B) e 3 vermelhas (V). Uma segunda
urna (I1) contém 4 bolas brancas e 2 vermelhas. Escolhe-se ao acaso uma urna
e dela retira-se, também ao acaso, uma bola. Qual a probabilidade que ela seja

branca?

A cor da bola obtida depende de dois acasos sucessivos, ela é
condicionada a ocorréncia do primeiro evento (escolha da urna). A
probabilidade de ter uma bola branca é entdo composta das probabilidades:

P(), P(Il) e P(B), podendo ser calculada por:
P(1).P(B/l) + P(11).P(B/I),

isto é, probabilidade de ser branca vindo da urna | mais a probabilidade de ser

branca vindo da urna Il.

- Como as urnas sao escolhidas ao acaso, vamos considerar equiprovaveis
as suas escolhas, entdo a P(l) = P(Il) = 1/2.

- P(B/l) = 2/5, usando 0 niumero de casos provaveis sobre numero de casos
possiveis, isto €, podemos escolher duas bolas brancas dentre cinco
existentes na urna |.

- P(B/ll) = 4/6, pela mesma explicagao da anterior.

Portanto, a Probabilidade de tirarmos uma bola branca, sera:

_ 1 2 1 4 _ 8
P(B)= 35+ 6 15

Podemos ver a resolucdo deste problema através do uso da “arvore de

probabilidades”
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35 V—3/10

2/5>B
2/6 vV 16 15+ 1/3=28/15
4/6 1/3

Isto quer dizer que a probabilidade da bola ser branca é de 8/15.

Ao trabalharmos com a arvore de probabilidades, precisamos conhecer
algumas regras que favorecerdo o seu tratamento. Vamos nos utilizar de alguns
dos termos usados por Bernard Parzysz [28] e [29], para melhor esclarecer o

uso dessa ferramenta.

O ponto de partida dessa arvore é chamado de raiz, que deveremos
pensar em todo 0 nosso espaco amostral. No desenho acima vem representada
pelo simbolo Q . Dessa raiz saem ramificacbes, que Parzysz chama de
galhos. Os numeros romanos colocados no final desses primeiros galhos
juntamente com estes, constituem o primeiro nivel da arvore. Sobre esses

galhos coloca-se a probabilidade de cada um desses eventos acontecerem.

O segundo nivel da arvore comeca logo em seguida dos numeros
romanos do primeiro. A regido entre os primeiros galhos e os seguintes, o autor

chama de né6.

As probabilidades referentes aos segundos galhos, serdo probabilidades
calculadas, sabendo-se que ja ocorreu 0 primeiro evento, portanto,

probabilidades condicionais.

Parzysz (1987: 233,234,235) estabelece algumas regras, tais como:
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Ry - A cada n6é N da arvore, associamos o0 produto dos nuameros
figurantes sobre os ramos ligando o no a raiz.

R - As letras colocadas nos nés da arvore representam 0s eventos; a
raiz corresponde o conjunto fundamental (conjunto de todos os eventos

possiveis de ocorrer).

Rs - O numero atribuido ao galho | -V da arvore é a probabilidades
condicional de ocorrer V, sabendo-se que ocorreu |, 0 mesmo ocorre

com os galhos |-B, [I-V e Il -B (observar a arvore da pagina
anterior).

R4 - A cada n6 N da arvore poderemos corresponder a intersecao dos
eventos associados aos nos da sequéncia que liga este né a Q; e a
probabilidade dessa intersecdo é o produto das probabilidades sobre
os galhos associadas as probabilidades correspondentes a esses nos.
Podemos verificar a utilizagdo desta regra na arvore de probabilidades

da pagina anterior que mostra 3/10 como sendo a P(InV), e a

probabilidade desta intersecéo é o produto 1/2.3/5.

Rs - A soma dos numeros associados a todos os galhos de mesma
origem é igual a 1.

Rs - A soma dos numeros associados aos nés de um nivel dado é igual

al.

Observamos que, no registro de arvore, as Probabilidades Condicionais

correspondem aos segundos galhos e a Probabilidade da Intersecdo dos

Eventos a sequéncia desses eventos desde a raiz, ocupando portanto, lugares

diferentes nesse registro. Acreditamos que este fato favoreca aos alunos a

visualizagdo da diferenga entre as Probabilidades Condicionais das suas

Intersecdes, isto é, diferenciar P(A/B) da P(AnB). Sabemos que esta diferenca

muitas vezes é dificil para os alunos conseguirem identificar.

Outra maneira de ver a resolucado desse problema, € apresentando uma

tabela de contingéncia ou também chamada de dupla entrada.

16



Urnas
BOLAS ! I Total
B 1/5 1/3 8/15
\% 3/10 1/6 7/15
Total 5/10 3/6 1

Observamos que:

P(l nB) = 1/5, isto é, a probabilidade da urna | ser a escolhida e uma bola

branca ser retirada;

P(IInB) = 1/3, a probabilidade da urna |l ser a escolhida e uma bola

branca ser retirada;

P(InV) = 3/10, a probabilidade da urna | ser escolhida e uma bola

vermelha ser retirada;

P(1nV) = 1/6, a probabilidade da urna Il ser escolhida e uma bola

vermelha ser retirada;

P(B) = 8/15, a probabilidade da bola ser branca vindo da urna | ou Il.

Podemos observar que essa probabilidade é encontrada através da soma das

probabilidades da linha correspondente;

P(V) = 7/15, a probabilidade da bola ser vermelha vindo da urna | ou Il. E

encontrada também pela soma das probabilidades da linha correspondente; e
P(l) = 1/2 = P(ll), que é igual a soma das suas colunas correspondentes.

Podemos ver que a soma tanto da ultima linha quanto da ultima coluna

também é um.
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Essa maneira de apresentar a probabilidade acreditamos favorecer a

visualizagéo de todos os dados do problema.

Vamos analisar as possiveis dependéncias ou independéncias do

exemplo:

¢ P(B) = 8/15, P(B/l) = 2/5, portanto os eventos “bola branca” e “urna |”
sédo dependentes.

¢ O mesmo ocorre com 0s eventos “bola vermelha” e “urna 1”, como
podemos observar abaixo:

P(V) = 7/15, P(V/1) = 2/5, isto &, P(V) # P(V/I).

B) Situacdes causais

Vamos analisar essa situacéo atraves do exemplo dado por M.Henry
(1987: 94)

“100 cobaias sao “tratadas” por trés produtos que provocam
uma doenca M.

50 sé&o tratadas pelo produto P; que provoca M com a
probabilidade 0,25.

25 sao tratadas pelo produto P, que provoca M com a
probabilidade 0,5.

25 sédo tratados pelo produto P3; que provoca M com a
probabilidade de 0,3.

Uma cobaia tirada ao acaso tem a doenca M. Qual é a probabilidade

de ter sido tratada por P,? ”

Encontramos nesse exemplo a relacdo entre os eventos, como sendo de
causa, isto é, cada produto utilizado ocasiona a doenga M com probabilidades
diferentes. Podemos também pensar que M pode ser causada por diferentes

produtos.
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Considerando entéo:
P(P1/M) é a probabilidade de um individuo escolhido ao acaso, dentre os

que contrairam a doenca M, ter sido tratado pelo produto P; .

Podemos resolver este problema primeiro através da férmula relacionada

ao Teorema de Bayes, que colocamos a seguir:

P(M/ P1)TP(PL)
P(M/ P1)TP(P1)+P(M/ P2)P(P2)+P(M/ P3)P(P3)

P(P1/ M)=

Vamos extrair do enunciado do problema algumas informacdes:

P(P1) = 0,5; existem 50 cobaias em 100 que serao tratadas pelo produto P; .
P(P2) = 0,25; existem 25 cobaias em 100 que serao tratadas pelo produto P;

P(P3) = 0,25; existem 25 cobaias em 100 que seréo tratadas pelo produto Ps.

Sabemos que as cobaias tratadas por P;, contraem a doenca M com
probabilidade 0,25, isto quer dizer que P(M/P;) = 0,25 e da mesma forma,
temos P(M/P;) =0,5 e P(M/P3) =0,3.

Substituindo na formula, obtemos:

0,25.0,5 0,125 _

= =0,384
0,25.0,5+0,5.0,25+0,3.0,25 0,325

P(PUM) =

Logo, a probabilidade de uma cobaia tratada pelo produto P; contrair a
doenca M é 0,384.

Através da “arvore de probabilidades” podemos também representar

uma forma de solugéo.
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025 M — 0125
05 M

M 0125 —— 0325
025 P,

0,25 0,3 M — 0075 —
=X <
M

M representa o evento “ser tratado pelos produtos respectivos, mas nao

contrair” a doenca M.

Através da arvore temos que 0,325 é a probabilidade de uma cobaia,
tratada por alguns dos produtos, ter contraido a doenca M. Temos que calcular

ainda a probabilidade do produto utilizado ter sido o P; .

Utilizando-se da divisdo de probabilidade dos casos favoraveis pela
probabilidade dos casos possiveis, temos: 0,125/0,325 = 0,384. Nessa
resolucdo, ndo precisamos diretamente do uso da formula de Bayes, apesar de

implicita nos célculos feitos.

Podemos, também, como no outro exemplo, colocarmos os dados em

uma tabela de “dupla entrada”:

P P, P, P3 Total
Doenca
M 0,125 (0,125 |0,075 0,325
B 0,375 (0,125 |0,175 0,675
Total 0,5 (0,25 0,25 1
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Temos P(M)= 0,325 e , basta dividir 0,125 por 0,325 para obtermos a
resposta 0,384.

Analisando a dependéncia ou ndo dos eventos “tratada por P; ” e “ter
contraido M”, podemos dizer: como P(P;) = 0,25 e P(P:/M) = 0,384, o0s eventos

P1 e M séo dependentes.

Verificamos nestas duas Ultimas representacbes da resolucdo do
problema das cobaias, que é possivel resolvermos questdes que mobilizam
conceitos que envolvem o Teorema de Bayes, sem precisar utilizar uma

férmula, como foi apresentada na nossa primeira resposta.

O nosso trabalho se apdia em resolugbes de problemas que envolvem
conceitos de Probabilidades Condicionais, Teorema da Probabilidade Total e
Teorema de Bayes de maneira que, ao trabalharmos na montagem dos
diagramas de arvore e das tabelas de contingéncia, tais conceitos sao

mobilizados quase que “intuitivamente”.

C) Situacgdes “Conjuntistas”

Consideremos a tabela dos alunos matriculados em um dado instituto de
Matematica, utilizado na introducdo do conceito de Probabilidade Condicional,
como um exemplo de situacdo “conjuntista” ou também chamada de

“cardinalista”.

Tiramos ao acaso um aluno, observamos 0 “curso” e 0 “sex0” e
destacamos o0s seguintes eventos: A, o aluno é do curso de estatistica e B, 0
aluno & mulher. Podemos calcular a probabilidade de ocorrer o evento A,
sabendo que o aluno é mulher, isto é, P(A/B), e também calcular a
probabilidade de ocorrer o evento B, sabendo que o aluno é do curso de

Estatistica, isto é, P(B/A). Destacamos as Probabilidades Condicionais P(A/B) e
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P(B/A), pois sabemos que isto representa uma grande dificuldade para os

estudantes.

Também nesse caso, podemos utilizar o diagrama de arvores ou a tabela
de contingéncia, porém vamos mostrar uma maneira diferente de tratar esse
problema, que é através da linguagem de conjunto, utilizando o diagrama de
Venn, onde H representa os alunos homens , E representa os alunos de ambos

0s sexos de Estatistica e F as alunas do Instituto.

105 10 20 65

Como o n? de elementos de E é 30. E o n? de elementos de F sabendo
que ocorreu E é 20 (nimero de elementos EnF).
Logo P(F/E) = 20/30 = 2/3.

Podemos calcular também P(E/F) observando o diagrama, isto &,
sabemos que o n° de elementos de F é 85 e o n® de elementos de E sabendo

que ocorreu F é 20, logo:

20_4

P(E/F)=g2=2

Analisando independéncia ou dependéncia no exemplo, temos:
P(E) = 30/200 = 3/20 e P(E/F) = 4/17, logo os eventos E e F séo

dependentes.
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As situagBes cronoldgicas, causais e “conjuntistas” apresentadas, tratam
de probabilidades condicionais sempre com a dependéncia dos eventos
destacados. Vamos mostrar um exemplo de condicional onde encontramos a

independéncia dos eventos.

Uma urna contém 3 bolas brancas (B) e 9 bolas verdes (V). Escolhemos
duas bolas ao acaso, com reposicao, isto €, retiramos a primeira e observamos
sua cor, em seguida recolocamos a bola na urna. Retiramos, entéo, a segunda

bola. Qual a probabilidade das duas bolas serem brancas?

P(12 bola B) = 3/12, P(22 bola B/ 12 bola B) = 3/12. Logo os eventos “12
bola B” e “22 bola B” sdo independentes.

O mesmo ocorre com eventos “12 bola V" e “22 bola B”, “12 bola B” e “22
bola V”, “12 bola V" e “22 bola V"

Pelos exemplos dados, jA podemos observar que é possivel trabalharmos
com os Teoremas de Probabilidade Total e de Bayes, de maneira implicita,
atraves das resolucdes por diagramas de arvore e tabelas de contingéncia.
Acreditamos que, se 0 aluno compreender bem o conceito de Probabilidade
Condicional, ele sera capaz de aplicar ambos o0s teoremas quase

intuitivamente.
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1.2 O ENSINO DA PROBABILIDADE E DA ESTATISTICA

Com o objetivo de sabermos as recomendacdes do MEC para o Ensino da
Probabilidade e da Estatistica, tanto no Ensino Fundamental como no Ensino
Médio, fizemos uma busca nos Parametros Curriculares Nacionais. Em seguida
complementamos com alguns aspectos apresentados pela Proposta Curricular
do Estado de S&o Paulo e com o documento que rege o Sistema de Avaliacédo
Escolar (SAEB).

Procuramos relatar, também, pontos importantes encontrados por varios
pesquisadores na area de Estatistica e Probabilidade, assim como indicar
alguns grupos que tém se dedicado a esta, com o intuito de facilitar o caminho

para futuros pesquisadores.

1.2.1 A PROBABILIDADE E A ESTATISTICA NOS PARAMETROS
CURRICULARES NACIONAIS

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCNSs), elaborados pelo MEC, tém
por finalidade fornecer elementos para ampliar o debate nacional sobre o
ensino dos conceitos desta area de conhecimento, socializar informacdes e
resultados de pesquisa, levando-as ao conjunto dos professores brasileiros,

visando também a constru¢do de um referencial que oriente a pratica escolar.

Nos PCNs (1998) de Matematica do Ensino Fundamental, encontra-se o
“Tratamento da Informacgdo”. Nele consta que uma de suas finalidades do
estudo da probabilidade é que: o aluno compreenda que muitos dos
acontecimentos do cotidiano sdo de natureza aleatoria e que se podem

identificar possiveis resultados desses acontecimentos.

No 32 ciclo do ensino fundamental (52 e 62 séries), 0s conceitos e

procedimentos esperados pelos alunos relativos a Probabilidade séo:
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. Representacdo e contagem de casos possiveis em situacdes
combinatorias; e
. Construgcdo do espaco amostral e indicacdo da possibilidade de

sucesso de um evento pelo uso de uma razéo.

No 4° ciclo do Ensino Fundamental (72 e 82 séries), os PCNs continuam
enfatizando a necessidade de se trabalhar os conceitos e procedimentos

ligados a Probabilidade, que séo:

¢ Construcao do espaco amostral, utilizando o principio multiplicativo e a
indicacdo da Probabilidade de um evento por meio de uma razéo; e
¢ Elaboracdo de experimentos e simulacdes para estimar Probabilidades

e verificar a Probabilidade prevista.

Nas Orientacbes Didaticas, apresentada nos PCNs de Matematica do
Ensino Fundamental, no que se refere ao desenvolvimento da Probabilidade,
sao sugeridas simulagdes, como langcamento de moedas entre outras, para que
os alunos compreendam o significado do espaco amostral e sua construcéo
pela contagem dos casos possiveis. Sao enfatizados também as
representacfes como da tabela de dupla entrada e o diagrama de arvore
para que os alunos trabalhem na construgao do espac¢o amostral.

Os objetivos do ensino da Matematica que constam nos PCNs do Ensino

Médio, aparecem de forma mais genérica, como por exemplo:

“Analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes
fontes, utilizando ferramentas matematicas para formar uma
opinido propria que lhe permita expressar-se criticamente sobre
problemas da Matemética, das outras areas do conhecimento e da
atualidade.” (MEC, 1999 : 85)

Os procedimentos esperados pelos alunos diante do tratamento da

informacéo, aparecem de maneira implicita, justificada pela necessidade, por
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serem aplicacbes matematicas ligadas ao mundo real, que estdo em grande
crescimento, que sdao traduzidos por:
“...descrever e analisar um grande numero de dados, realizar
inferéncias e fazer predicbes com base numa amostra de
populacdo, aplicar as idéias de probabilidade e combinatoéria a
fendmenos naturais e do cotidiano...” (MEC,1999 : 91)

Segundo os PCNSs, técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos
sdo, sem duvida, instrumentos tanto das Ciéncias da Natureza, quanto das
Ciéncias Humanas, sendo destacada, portanto, a importancia de uma
cuidadosa abordagem dos conteudos de contagem, estatistica e probabilidade

no Ensino Médio.

O discurso referente ao ensino da Matematica, nos PCNs do Ensino
Médio, parece-nos consciente da importancia de que os professores trabalhem
com seus alunos o “Tratamento da Informagdo”, devido a sua aplicagdo no
mundo de hoje, porém nao fornece subsidios relativos ao possivel contetudo e
nem sugestbes de como trabalhar. Neste aspecto esta diferindo do PCN do

Ensino Fundamental.

Outros documentos que deverdo orientar professores para o contetudo a
ser desenvolvido no Ensino Fundamental e Médio é o chamado Matrizes
Curriculares de Referéncia para o Sistema de Avaliacdo Escolar da Educacéo
Basica - SAEB. S&o apresentados nessa Matriz os “descritores”, procurando
indicar um conjunto de saberes significativos que privilegiam a manifestacdo da
compreensdo e do raciocinio dos alunos, a interpretacdo e producdo de
diferentes formas de representacédo, a diversidade de procedimentos, evitando
a proposicdo de aspectos que possibilitem apenas a identificacdo de

conhecimentos que devam ser memorizados.

Os conhecimentos e competéncias matematicas indicadas nos
descritores, foram retiradas de uma pesquisa elaborada pelos autores do

documento tomando como base os Curriculos dos Estados e Municipios.
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Vamos destacar alguns pontos que sdo avaliados em Estatistica e
Probabilidade.
Até a 42 série do Ensino Fundamental:
Na solucao de situacao — problema:
¢ Organizar, descrever e analisar dados;
¢ Construir representacdes gréficas, tais como: listas, tabelas simples
e de dupla entrada, gréaficos; e

¢ Comparar e interpretar dados apresentados graficamente.

Até a 82 série do Ensino Fundamental:
Na solucéo de situacao — problema:
¢ Fazer progndsticos a partir de dados apresentados em tabela ou
gréficos; e
¢ Estimar probabilidades e verificar probabilidades previstas pela

analise de dados apresentados em tabelas ou graficos.

No Ensino Médio, na solucdo de situacao — problema:
¢ Analisar dados organizados em tabelas, identificando padrbes
estatisticos;
¢ Identificar e interpretar o comportamento de dados a partir de uma
representacgao;
¢ Comparar dados em diferentes representacdes graficas; e
¢ Aplicar os conceitos relativos a probabilidade de ocorréncia de um ou

mais eventos.

Como podemos observar, tanto os PCNs do Ensino Médio como a Matriz
Curricular de referéncia para o SAEB fornece pouco subsidio para orientacéo
de trabalhos a se desenvolver com os alunos. Esperamos que os Estados e
Municipios em suas Propostas Curriculares complementem as publicacdes

citadas acima.
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Dentre as Propostas Curriculares de Ensino Médio, vamos destacar as do
Estado de Sdo Paulo, mais particularmente no que se refere aos conteuados
relacionados a Estatistica e a Probabilidade. S&o eles:

» Experimento aleatorio;

* Regularidade estatistica;

* Probabilidade de um evento: conceito de probabilidade de um evento,
espacos equiprovaveis, probabilidade de um evento em espacgos
equiprovaveis e eventos complementares;

» Calculo de probabilidades de eventos independentes;

e Calculo de probabilidade de eventos dependentes: uso da probabilidade

condicional; e

e Soma de probabilidades.

Nessas Propostas sdo apresentadas varias sugestdes de problemas que
abordam os contetdos e colocam possiveis solugbes para 0S mesmos.
Mostram a ligacdo da solucdo de problemas de probabilidade, utilizando o
diagrama de arvore como uma ferramenta somente para analisar o espaco

amostral, ndo dando tratamento para o seu uso.

Os problemas que se referem a Probabilidade Condicional estdo sempre
relacionados as situacdes “conjuntistas”, mostrando a sua resolucéo atraves do

Diagrama de Venn ou simplesmente de forma algébrica.

O cenério das probabilidades diante dos PCNs e da Proposta Curricular
de Sao Paulo, apresenta a importancia de seu ensino, mas parece estar longe

de fornecer reais condicfes para professores trabalharem com este contetdo.

1.2.2 ALGUMAS PESQUISAS NA AREA

Sabemos que hoje os meios de comunicacéo, jornais, revistas, televiséo e
outros, mostram diariamente muitas informacdes através de graficos, de
porcentagens, probabilidade de ocorrer ou ndo uma determinada situacdo, para

dar algum tratamento a determinadas informacdes.
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Esse é um dos fatos que nos fizeram refletir sobre a importancia do ensino
da Estatistica tanto para o Ensino Fundamental e Médio como para o Superior.
Percebe-se que existe grande interesse pelos métodos estatisticos nas mais
variadas areas, tais como: Medicina. Economia, Educacdo, Sociologia,

Agronomia, Geografia e outras.

Hoje encontramos a disciplina Estatistica na maioria dos curriculos dos
cursos superiores, seja ele de exatas, humanas ou bioldgicas. A expectativa
seria que, em cada area, a abordagem para o0 seu ensino devesse ter algumas

diferencas, pois ha nesse cenario perfis de alunos bem diferentes.

Essa situacdo deveria ser percebida pelos professores de Estatistica que
atuam nessas varias realidades. Segundo Jacobini, muitos dos cursos de
Estatistica sdo ministrados para estudantes na area das ciéncias humanas e
biolégicas, em que geralmente os alunos possuem uma formacéao deficiente em
Matematica.

“Essa falta de conhecimento matematico é apontada pelos
professores como sendo a maior dificuldade que eles
enfrentam quando lecionam Estatistica” ( Jacobini, 1999: 01).
O autor enfatiza que o fato provoca muitas vezes uma insatisfacdo no
estudante. Insatisfacdo essa que € transferida de turma para turma, criando

assim uma certa aversao ao curso.

Paiano relata uma possivel causa para a insatisfacao dos alunos:

“Em grande parte das aulas de Matematica o professor
propde exercicios segundo o que foi explicado recentemente. Os
problemas sdo propostos com o objetivo de aplicar as férmulas e
os algoritmos que foram estudados, ndo dando a oportunidade
para que o aluno descubra novos caminhos e dando maior
importancia a resposta do que ao processo que se desencadeou

para chegar até o resultado”. (Paiano, 1998: 42)
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Barreto (1999), considera que apesar da Estatistica possuir hoje uma
grande aplicagéo no cotidiano, encontra resisténcia por parte dos estudantes,
nas diversas areas do seu ensino, na Universidade. Alguns alunos fazem
indagacdes como: “Por que devo estudar isso?”, “Que beneficio direto a

Estatistica me trara?”

Segundo esse autor:

“Quanto a essa questdo, julgamos que a solucdo se dara
através da “conscientizacdo”, que podera ser facilitada atraveés
da contextualizacdo dos conteudos desenvolvidos sobre a
realidade do aluno ”. (Barreto, 1999: 83)

Para caracterizar melhor essa contextualizacdo, Barreto coloca como
exemplo, no ambito da saude da populacdo, que considera ser de interesse
geral, sdo necessarios dados como: numero de casos de certas doencas,
namero de mortes por causa e por idade, numeros de habitantes servidos por

agua da rede publica e outros.

Com a preocupacao de formar um cidaddao que tenha capacidade de
analise e de critica, ao lidar com informacdes veiculadas em seu cotidiano, 0s
curriculos de Ensino Fundamental de varios estados brasileiros enfatizam
ensino da Estatistica e de Probabilidades. Lopes e Paiano destacam as
Propostas Curriculares de trés estados brasileiros: Minas Gerais, Santa

Catarina e Sao Paulo:

¢ A proposta de Minas Gerais propde a introducdo desde a 32 série da
nocdo de combinatéria e nas séries subsequentes conteudos como:
experimentacdes aleatorias, conceitos de universo, idéia de probabilidade,
leitura e interpretacdo de graficos, construgcdo de tabela de dados,
apresentacao pictorial, média, moda e mediana.

¢ Pela proposta de Sdo Paulo somente na 82 série se prevé explicitamente
nocdes de Estatistica, justificando esse fato apontando que € nesse

30



momento que o aluno conhece varios conteudos como porcentagem,
angulos, circunferéncia, proporcionalidade, etc.

¢ Na proposta de Santa Catarina, as no¢des de Estatistica aparecem desde
a 22 série do Ensino Fundamental, justificando a sua incluséo por ser uma
disciplina que permite o desenvolvimento do pensamento logico, o uso da
criatividade, a construcdo de conceitos que podem estar ligados a

realidade do aluno.

Encontramos uma preocupacdo nas propostas de outros paises, em
relagdo a inclusédo de conteudos de Estatistica e Probabilidades em seus
curriculos de ensino desde a escola elementar. Alguns pontos dessas
propostas séao relatados por Lopes, dos quais destacaremos :

¢ Na Espanha: ha uma preocupacdo com a realizacdo de trabalhos que
envolvam a realidade dos estudantes, dando énfase as questbes de
carater aleatorio, as qualidades estéticas dos gréficos, a atitude critica a
ser desenvolvida no trabalho com informacgdes.
¢ Na Franga: o ensino comeca no 1% ano elementar (6-7 anos). Os
educadores franceses consideram que:
“...em Matematica, sdo necessarios anos para se obter uma
visdo clara e para construir sistemas e ndo apenas elementos
dispersos do conhecimento”. (Lopes,1998: 58)
¢ No Japéao: o Ensino Basico (shogakko) valoriza a expressao dos dados
através de tabelas e graficos, justificando o tema por sua relevancia para

uma sociedade informatizada.

Com a nossa investigacao sobre o que esta acontecendo com o ensino da
Estatistica, constatamos que em varios paises ja se formaram grupos de
estudos para pesquisar o ensino da Probabilidade e Estatistica, ou seja, da
“Estocastica”.

31



Um desses grupos se encontra na Espanha, na Faculdade de Ciéncias e
da Educacdo na Universidade de Granada, com o qual se pode entrar em
contato através da Internet pelo site [batanero@urg.es.http://www.urg.es/
local/ batanero/]. Como um dos seus membros efetivos, a Dra Carmem
Batanero Bernabeu, ja esteve no Brasil ministrando palestras na Universidade
de Sao Paulo (USP) e cursos na Universidade de Campinas (UNICAMP) em
setembro de 1999.

No curso ministrado na UNICAMP, foram desenvolvidos alguns assuntos
como: importancia do estudo epistemoldgico, idéias estocasticas fundamentais,
significados da probabilidade e aleatoriedade no Célculo de Probabilidades,
andlise de uma investigacdo sobre o desenvolvimento cognitivo, analise
exploratoria de dados, andlise de uma investigacdo sobre a compreensdo da

associacao estatistica, o ensino da Probabilidade na universidade, e outros.

O grupo de Batanero destaca a necessidade de se refletir sobre os

principais objetivos do ensino da estocastica que para eles séo:

- “...que os alunos cheguem a compreender e apreciar o papel da
probabilidade e da estatistica na sociedade, incluindo campos
de aplicacdo e 0 modo como a estatistica contribui para o seu
desenvolvimento;

- gue os alunos cheguem a compreender e a valorizar o método
estatistico, isto €, a classe de perguntas que o uso inteligente
da estatistica pode responder, as formas basicas de raciocinio
probabilistico e estatistico, seu potencial e limitacdes”.
(Batanero, 1999: 50)

Um outro grupo que destacaremos, encontra-se no Brasil, na Faculdade
de Educacéo da Universidade de Campinas. O Circulo de Estudos Memodria e
Pesquisa em Educacdo Matematica (CEMPEM), dessa  Faculdade, é
responsavel pelo ensino de pos-graduacao para estudantes, principalmente de

Matematica e Pedagogia.
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Encontra-se no CEMPEM um subgrupo que trabalha com a Estatistica, a
Probabilidade e a Analise Combinatdria. Destacamos alguns dos seus
membros: Professores Anna Regina Lanner de Moura, Dario Fiorentine, Dione
Luchessi de Carvalho da Faculdade de Educacéo, e Joao Frederico Meyer e

Vera L. Figueiredo do Instituto de Estatistica e Ciéncia da Computacao.

Desde a formacdo desse grupo, um extensivo trabalho de organizacéo
tem sido devotado para uma revisdo bibliografica nacional e internacional nessa
area. Mostra também interesse em topicos, tais como: afinidades entre crenca
de estudantes e professores, concepcdes e representacdes sociais, e novas

alternativas metodoldgicas.
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CAPITULO II: BREVE HISTORICO DA PROBABILIDADE
CONDICIONAL

Neste capitulo destacaremos alguns relatos histéricos ndo sO0 da
Probabilidade como da Probabilidade Condicional, para analisarmos a evolugéo
de tal conceito ao longo de trés séculos, mas também verificar quais as
dificuldades encontradas pelos matematicos durante a sua criagdo e 0 seu

desenvolvimento, nesse periodo.

Temos por objetivo destacar quais registros eram utilizados para definir
conceitos ligados a Probabilidade Condicional e quais problemas alguns

matematicos se propunham a resolver.

Consideraremos também que alguns desses matematicos apresentaram o
conceito da Probabilidade, mostrando-o, a principio, de uma maneira um tanto
que empirica, baseando-se somente nas observacdes feitas sobre um evento.
A seguir destacaremos alguns deles que tentaram sistematizar a Probabilidade
Condicional, até receber a influéncia do formalismo matematico deste ultimo

século.

Podemos ter alguma dificuldade ao tentarmos descobrir historicamente a
origem da Probabilidade. Sabemos que ela comeca principalmente como uma
ciéncia somente empirica e, com o0 passar dos anos, vao aparecendo varias
concepcOes de probabilidade, como a classica, a frequentista ou empirica, a
subjetiva e a formal, sendo que estas concepc¢cfes ndo sdo necessariamente

antagOnicas, mas que em muitas situagdes podem se completar.

A origem reconhecida da nocao de probabilidade como medida do grau de
incerteza de um evento aleatdrio se deve a correspondéncia entre os dois
matematicos franceses Blaise Pascal e Pierre Fermat (1654), sobre a resolugéo
de um problema célebre de divisdo das partes que cabiam aos jogadores de um

determinado jogo de azar. Apesar dessa origem reconhecida foram
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encontrados algumas consideracbes sobre as probabilidades feitas pelo
matematico italiano Jérome Cardan (1547 — De Ludo Alea).

Anos depois, Jacques Bernouilli (1654-1705), em sua obra “L’Ars
Conjectandi”, refor¢ca a concepc¢éo pascalina da equiprobabilidade dos eventos
elementares. Para ele, a probabilidade dependia apenas do numero de

observacdes feitas sobre o evento estudado.

A primeira obra de que se tem conhecimento, que trata da Probabilidade
Condicional, € “A doutrina das Chances” (1738) de Abraham De Moivre (1667-
1754). Dela destacamos:

. definicdo classica de probabilidade discreta e finita;

. nocéo de dependéncia e independéncia de eventos; e

. regra de calculo da probabilidade conjunta.

Na rega de calculo da probabilidade conjunta, com mais de dois eventos
dependentes, jA4 era praticada de maneira implicita a nocdo atual de
probabilidade condicional, que podemos observar por um trecho dessa obra,

transcrita por Totohasina :

a probabilidade do acontecimento de dois eventos
dependentes, é o produto da Probabilidade do acontecimento
de um deles pela Probabilidade de o outro ter acontecido,
guando é considerado que o primeiro tenha ocorrido, e 0
mesmo se estender4d para o0 acontecimento de muitos
eventos...” (Totohasina, 1992: 68)

Para De Moivre:
“Dois eventos sao independentes, quando eles ndo tém
influéncia um sobre o outro, a probabilidade da realizacéo de

um ndao altera arealizagcdo do outro.” (Totohasina, 1992: 68)
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A definicdo de dependéncia é dada pela negacao da independéncia, mas
0 autor ndo escreve sobre que forma de influéncia pode ocorrer de um evento

sobre o outro.

Thomas Bayes (1702-1761) em sua obra "Tentativa no intuito de resolver
um problema da Doutrina das Chances”, aprofunda a obra de seu mestre De
Moivre. Nela contém sete definicdes, dez proposicdes e trés regras, sendo que
as definicbes sao mais precisas e o0s teoremas sdao demonstrados de uma

maneira mais rigorosa.

Retiraremos do trabalho de Totohasina trechos da obra de Bayes, como o
da proposicéo trés, que se refere a Probabilidade Condicional e diz:

“A probabilidade que dois eventos subsequentes se produzam
todos os dois é em razdo composta da probabilidade da
primeira e da probabilidade da segunda, supondo que a

primeira aconteceu” (Totohasina, 1992: 69)
Dessa proposicao decorre o seguinte corolario:

“..se de dois eventos subsequentes, a probabilidade do
primeiro é a/N e que a probabilidade dos dois juntos € P/N,
entdo a probabilidade do segundo (a condicdo que o primeiro
aconteca) € P/a.” (Totohasina, 1992: 69)

Observamos que tanto a proposicédo quanto o corolario lembra a definicao
de Probabilidade Condicional que temos hoje. Bayes, entretanto, ndo a
relaciona com a nocdo de tempo nem de causa. Segundo Totohasina
(1992,70):

“A nocao de “causa” aparece implicitamente em sua obra,

mas nao faz nenhuma alusao a ela”.
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Segundo Michel Henry, Bayes
“ ordena a equiprobabilidade a priori dos valores possiveis
para uma probabilidade desconhecida, parte para reajusta-la a
posteriori, introduzindo assim duas noc¢des de probabilidade:
a primeira, a que procuramos estimar, é objetiva, a segunda,
apreciando o valor possivel da precedente, colocada a priori, é
subjetiva.” (Henry, 1994:79)

Essa classificagdo considerada “subjetiva”, se deve ao fato de os métodos
baysianos terem sua origem na idéia de atribuir uma probabilidade as causas
de um evento observado a partir de um valor tomado a priori e recalculando-o

em funcdo dessa observagao.

Esse valor, a priori da probabilidade subjetiva, pode ser muitas vezes
determinado pela observacdo de varias ocorréncias do objeto de estudo, mas
também pode ser calculado baseado-se em determinados estudos de natureza,
cientifica, como por exemplo: para se determinar se amanha ira ou ndo chover,
0S meteorologistas ndo irdo recorrer a observacdo do numero de ocorréncias
de chuva desse dia ao longo dos anos, mas irdo procurar tal Probabilidade
dentro de técnicas mais sofisticadas que requerem uma compreensao
especifica de andlises de fendmenos atmosféricos. Portanto, para se calcular
esse valor a priori, muitas vezes deve-se tomar como base alguns estudos

cientificos, dependendo da area em que se quer determina-lo.

Segundo Coutinho, a concepcao subjetiva difere da concepcédo de

probabilidade colocada por Jacques Bernoulli:

“ ... dita “objetiva” , uma vez que dependia apenas do
numero de observagdes feitas sobre o evento estudado.”
(Coutinho, 1994: 18)
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Assinalamos que Bayes, através de sua “teoria”, foi um dos grandes
pioneiros da Estatistica. Sua obra deu origem a uma nova teoria que é a
Estatistica bayesiana, que nao parou de evoluir. Podemos citar como exemplo
dessa evolugcdo a obra de B. Lecoutre (1984) “L’Analyse Bayesiene des

Comparaisons”.

Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783), motivado talvez pelas grandes
navegacdes da época, escreve um artigo “Probabilidades”, na “Enciclopédia”,
dando um exemplo de problema que envolve a probabilidade composta. Esse
exemplo foi encontrado por n6s em um Capitulo de Michel Henry (1997: 96), e

vamos transcrevé-lo a seguir:

“Um amigo partiu para as indias numa esquadra de 12 barcos,
dos quais sucumbiram trés, e que um terco da tripulacdo dos
barcos salvos morreu na viagem; a probabilidade que meu
amigo esteja num dos barcos que chegaram bem ao porto, é
9/12, e que ndo seja um do ter¢co da tripulacdo morto na rota, é
2/3. A “ probabilidade composta” que ele esteja ainda vivo,
sera entretanto 2/3 de 9/12 ou 6/12 ou uma metade de certeza.

E entretanto para mim, estar entre a vida e a morte.”

Percebemos nesse problema que D’Alembert utiliza o principio da
multiplicacdo das probabilidades, como fariamos com as propor¢des, sem
desenvolver a nocéo de probabilidade condicional, nem de se preocupar com a

independéncia dos eventos.

Pierre  Simon Laplace (1749 -1827), um grande matematico de sua
época, mostrou muito cedo o interesse pelo Calculo de Probabilidade. Sua
primeira obra publicada em 1774, “Memoria sobre a probabilidade das causas
pelos eventos”, tentava esclarecer as possibilidades, os limites e o célculo das
probabilidades no seu dominio, também dando uma interpretacdo “causalista” a

teoria da probabilidade.
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Na sua obra “Ensaio Filosoéfico sobre as probabilidades” (1825), juntando
as definicbes e propriedades, enuncia dez principios, que podem ser
considerados uma primeira axiomatica do calculo de probabilidades. Vamos
enunciar 0s seus sexto e sétimo principios, que estdo diretamente ligados as
probabilidades condicionais, para, a seguir, analisar um exemplo de suas
aplicacoes:

“Sexto Principio

Cada uma das causas, as quais um evento observado pode ser
atribuido, € indicado como tanto mais de verossimilhanca, que
€ mais provavel que esta causa sendo suposta existir, 0
evento acontecera; a probabilidade de existéncia de uma
qualquer dessas causas € portanto uma fracdo cujo
numerador é a probabilidade do evento, resultante desta
causa, e cujo denominador é a soma das probabilidades
semelhantes relativas a todas as causas: se estas diversas
causas consideradas a priori sdo inegavelmente provaveis, é
preciso no lugar da probabilidade, de um evento, resultante de
cada causa, empregar o produto desta probabilidade, pela

possibilidade da causa nela mesmo.” (Laplace, 1825 :14)

Laplace distingue nesse sexto principio duas nocdes que sao de
“probabilidade de um evento” e de “possibilidade de uma causa”, estimada a
priori, sem que esta causa seja claramente seguida de uma experiéncia
aleatoria. Parece que nessa interpretacdo de causa, lhe é dificil conceber a
probabilidade do evento conjunto (intersecdo dos eventos). Neste sexto
principio percebemos claramente o Teorema de Bayes que conhecemos hoje,
porém como essa distingdo das nogdes de probabilidade de um evento e
possibilidade de uma causa, parecem ser formas de calculos distintas, dependo
de uma andlise bem subjetiva de quando devemos usar somente uma ou

ambas.
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Nao sabemos porque, mas Laplace primeiro enuncia 0 que chamamos
hoje de Teorema de Bayes, para depois exibir no seu sétimo principio, o que
conhecemos como Teorema das Probabilidades Totais, que colocaremos a

seqguir:

“Sétimo Principio

A probabilidade de um evento futuro € a soma dos produtos da
probabilidade de cada causa, tirado o evento observado, pela
probabilidade que, esta causa existindo, o evento futuro

acontecerd.” (Laplace, 1825:16)

Com esse sétimo principio e o sexto juntos reconhecemos o teorema de
Bayes. Para melhor analisarmos o uso de Laplace a esses dois principios

enunciaremos um exemplo dado por ele:

“Imaginemos uma urna que nao guarda mais que duas
bolas, que sejam ou brancas ou pretas. Extraimos uma
dessas bolas, que colocamos em seguida na urna, para
proceder uma nova tiragem. Suponhamos que nas duas
primeiras tiragens pegamos as bolas brancas; pergunta-se a
probabilidade de tirar ainda uma bola branca na terceira
tiragem.” (Laplace, 1825 :17)

Vamos relatar como Laplace resolveu o problema:

“Nao se pode fazer aqui se ndo duas hipdteses, ou “uma das
bolas € branca e a outra é negra”, ou “todas as duas sdao
brancas”.

Na primeira hipétese, a probabilidade do evento observado é
1/4, ela é a unidade ou a certeza na segunda.

Assim, olhando estas hipdteses como de causas, nés teremos
pelo sexto principio, 1/5 e 4/5 para as suas probabilidades

respectivas.

40



Ora, se a primeira hipétese acontece, a probabilidade de
extrair uma bola branca na terceira tiragem € 1/2; ela é igual a
unidade na segunda hipotese: multiplicando portanto estas
Gltimas probabilidades, pelas hipoteses correspondentes, a
soma dos produtos, ou 9/10, sera a probabilidade de extrair
uma bola branca na terceira tiragem.” (Laplace, 1825:17)

Neste caso Laplace faz implicitamente as probabilidades das hipéteses da
urna ter “uma bola preta e uma branca” e “as duas brancas”, serem iguais,
partindo do principio que elas sdo equiprovaveis. Mas sabemos que ao
supormos equiprobabilidade podemos recair em situacdes, que a probabilidade
final encontrada ndo tem sentido algum.

Da obra de Henri Poincaré (1854-1912), “Célculos das Probabilidades”,

destacaremos algumas linhas sobre probabilidades compostas:

“O Calculo das probabilidades repousa sobre dois teoremas: o
teorema das probabilidades totais e o teorema das
probabilidades compostas.

Ao objeto de dois eventos A e B, pode-se colocar diversos
problemas de probabilidades, considerando que um desses

eventos deve se produzir, ou todos os dois, ou nenhum.

- A soma das duas probabilidades, para que A se produza e
para que B se produza é igual a soma das probabilidades para
gue um dos dois ao menos se produzam e para que todos 0s
dois se produzam:

(A) +(B)=(AouB)+(AeB)

- A probabilidade para que A e B se produzam todos os dois
€ igual a probabilidade para que B se produza, multiplicado
pela probabilidade para que A se produza, quando sabemos
gue B se produziu.

(AeB)=(B). (A seB) (Totohasina, 1992: 73,74)
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Podemos observar na ultima igualdade, o uso da mesma notacao utilizada
nos conjuntos para identificar os eventos (letras mailsculas do nosso alfabeto),
porém Poincaré nédo utiliza letras para indicar as probabilidades como por
exemplo: p(B) ou P(B). Nem utiliza os simbolos de n ( interse¢édo) ou [ (uniéo)
dos eventos, colocando (A e B) ao invés de (AnB) e (A ou B) no lugar de
(AOB), como fazemos hoje . Mas pode-se dizer que sua simbologia esta bem
proxima da notacdo atual. Parece-nos que essa expressao (A se B) ja se referia
ao conceito de “probabilidade condicional’, mas Poincaré, nao fazia

explicitamente referéncia a Probabilidade Condicional.

Emile Borel (1871-1956), deu inicio realmente a um principio axiomatico.
Sua preocupagéo era juntar em um tratado os resultados essenciais para 0
Célculo das Probabilidades e de sua aplicacbes. Parecia consciente das
dificuldades desse quadro. Mostrava preocupacdo com o formalismo e com o
emprego das nocoes literais, que podemos observar com um trecho de sua

obra “Tratado de Calculo de Probabilidades e suas Aplicagfes”.

B) Nessa obra, o autor destaca o Axioma geral do Principio da Adicao
das Probabilidades, também chamado principio das probabilidades totais,
considerando que se os eventos Ej, E;, ... E,, de probabilidades ps, p2, ..., pn,
se excluem mutuamente, entdo a probabilidade para que eles se produzam é
p1+p2++..+p,.Istoé, se Ey, Ey, ... Ey, s80 eventos mutuamente exclusivos,
dizemos que a ocorréncia de E; exclui a ocorréncia dos demais e assim

sucessivamente, portanto E;nE; nE3 n... nE, =&: nesse caso, a probabilidade

de E. OB, ... (JE, & Pr1t+p2+..TpPn.

A definicdo da probabilidade se completa pela propriedade que
exprime um segundo principio fundamental, o principio da
probabilidade composta:

Se p; é a probabilidade de um evento E; ,e p, é a probabilidade
de um evento E; quando E;, é produzido, a probabilidade para

gue se produzaasucessao E; E; ,€é p1.p2.
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A aplicacdo deste principio é de uma pratica simples a partir
de eventos que sejam independentes entre eles, sua ordem
ndo intervém mais, e p; é entdo, simplesmente, a probabilidade
de E;i, i=1, ou 2.” (Totohasina, 1992: 73)

Borel indica aqui o céalculo da probabilidade da intersecédo de dois eventos,
isto é, P(E1nE2)= p1.p2, analisando E; e E; como se fossem eventos sucessivos,
considerando, portanto, P(E1nEy) = P(E1).P(E/E4).

E se os eventos E; e E; sdo independentes a P(E1nEy) = P(E1).P(E2/E;) =
P(E1).P(E>) (se desejarmos mais detalhes sobre essa teoria axiomatica de
Borel, numa versédo mais atual, podemos encontra-la em [2] p 1-24).

Borel deixa claro sobre a utilizagdo desses principios em relagéo ao
calculo das probabilidades da intersecdo dos eventos, quando estes sao
independentes. Parece-nos que esta ligando-os somente a no¢éo de tempo, e
nao faz mencéao a outra condicao entre eles.

Somente em 1933, com a teoria de Andrei Kolmogorov (1903 — 1987), &
gue se apresenta uma axiomatica a teoria das Probabilidades, colocando-a no
quadro da Teoria dos Conjuntos e tornando mais claras suas limitacoes.

Em 1956, Alfred Renyi demonstra na sua teoria de espaco de
probabilidade condicional, a generalizagdo da axiomética de Kolmogorov, que
destacaremos a seguir:

“Se P*(A) é uma medida definida sobre Q e P*(Q) =1
(i.e (QA, P*) é um espaco de probabilidade de Kolmogorov,
mais ainda se B* designa a familia de conjuntos B [J A tal que
P*(B)>0, entdo o sistema (Q, A, B*, P*(./B)) € um espago
condicional de probabilidade, onde P* (./B ) é definido por

P*(An B)
P*(B)

P*(A/B)=

com ALA, BOB*.

(Q, A, B*, P* (./IB)) sera chamado o espac¢o condicional de

probabilidade de Kolmogorov (Q,A, P*).” (Totohosina,1995:55)
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Para a compreensao dessa definicdo devemos entender o espaco de
probabilidade de Kolmogorov, que é associado a terna (Q,A,P), onde:
Q é o0 espago amostral associado a um experimento aleatorio,
A é uma o-algebra de subconjuntos de Q também conhecida como algebra de
Borel (podemos encontrar em [1] e [2] dos livros didaticos da Bibliografia), e

P € uma probabilidade em A.

Essa definicdo dada por Renyi sobre o espaco de probabilidade
condicional, € uma ampliacdo da definicAo dada por Kolmogorov. Tanto a
definicdo dada por Renyi como a de Kolmogorov, ndo constam na maioria dos

livros didaticos utilizados nas Universidades brasileiras.

R. Falk (1980) é de opinido que essa teoria axiomatica de Kolmogorov néo
deva ser ensinada no Ensino Médio, pois neste podemos nos restringir as
variaveis discretas ndo sendo necessario o conceito de o-algebra, que envolve

consideracdes sobre a Teoria dos Conjuntos.

Analisando a evolucédo historica de De Moivre (1773) a Renyi (1956) do

conceito da Probabilidade Condicional podemos destacar fatos importantes:

. Dificuldade em analisar o carater subjetivo da Probabilidade
Condicional;

. Dificuldade em definir a dependéncia e a independéncia dos eventos
compostos;

. A auséncia de uma notacdo adequada para expressar a Probabilidade

Condicional;

. Dificuldade em expressar a intersecdo de dois ou mais eventos; e



. Dificuldade provocada pela falta de suporte matematico adequado nos

estudos anteriores a Kolmogorov.
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CAPITULO llI: DA PROBLEMATJCA AOS PROCEDIMENTOS
METODOLOGICOS

3.1 A PROBLEMATICA

Nossa pratica docente tem nos mostrado que muitos alunos apresentam
grande dificuldade na manipulacdo dos conceitos ligados a Probabilidade.
Dentre os pontos que nos chamaram mais a atencédo, pelo seu namero de
ocorréncias, estdo 0s questionamentos e as dificuldades que os alunos
apresentam diante de situagcdes que envolvem o conceito de Probabilidade

Condicional.

Diante desse fato decidimos fazer uma investigacdo bibliografica, com o
intuito de conseguirmos descobrir se nossas observacdes eram compartilhadas
com outros professores e/ou pesquisadores. Encontramos, no Brasil, a
dissertacao de Coutinho (1994), defendida na PUCSP. O objetivo da autora era
investigar como se dava a aquisicdo dos primeiros conceitos de Probabilidade
utilizando a visédo frequentista. Através de um questionario, buscou identificar as
concepcOes sobre as probabilidades e, tomando como base os resultados
apresentados , elaborou uma sequéncia de ensino, ambos aplicados a alunos
do primeiro ano do curso de Fonoaudiologia no Brasil e a alunos do Ensino

Médio na Franca. Detectou, dentre outras coisas, que:

¢ existem concepcdes, como por exemplo, a crenca da equiprobabilidade,
gue dificultam a aprendizagem desejada, devido a auséncia de

informacgdes sobre o evento a ser observado; e

¢ concepcdes errdneas podem persistir mesmo apos o aprendizado de
nogdes béasicas deste contetdo (Conceito de Probabilidade através da
visao freqlentista).

Constatamos que, em alguns paises, hd um numero grande de pesquisas

publicadas na area de probabilidade e algumas, em particular, tratando de
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situacdes que envolvem a Probabilidade Condicional. Destacaremos algumas

salientando pontos que nos interessam mais diretamente.

David R. Green (1982) em sua tese de doutoramento “Conceitos de
Probabilidade na escola com alunos em idade de 11 a 16 anos”- Universidade
de Loughborough — Inglaterra, relata a aplicacdo de um teste a 3000 alunos
para determinar seus niveis de desenvolvimento Piagetiano e descobrir o que
eles sabiam sobre conceitos de probabilidade e a sua linguagem de incerteza.
Green classificou os alunos em quatro niveis de rendimento. Ressaltamos

algumas de suas conclusoes:

¢ muitos estudantes nao alcancaram ainda o estagio de operacao formal por

volta dos dezesseis anos;

¢ diagramas de arvores e o principio multiplicativo eram pouco entendidos

pelos alunos; e

¢ 0 conceito de aleatoriedade era quase totalmente ausente nesses

estudantes.

O trabalho de Fischbein e Lecoutre (1998) publicado na revista “Recherche
en Didactique des Mathemaques”, na Franca, descreve a aplicacdo de um
teste a estudantes de 10 a 18 anos de idade, com o intuito de analisar
comparativamente quanto as idades, como o0s estudantes colocam seu
conhecimento nos diferentes modelos cognitivos que sao ativados nas
situacdes que envolvem probabilidade, e também fazer alguns estudos das

justificativas apresentadas pelos alunos.

Uma das conclusdes que podemos destacar neste trabalho esta ligada ao
conceito de probabilidade condicional, que Fischebein chama de “fenémeno

Falk” (sobre o qual trataremos na pagina seguinte), que se manifesta nos
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alunos quando um evento condicionante acontece depois do condicionado,
constatando que os estudantes apresentam uma quantidade grande de erros

em questdes dessa natureza.

Totohasina (1992), procura diagnosticar as dificuldades e os obstaculos
encontrados pelos alunos que iniciam o estudo do conceito de Probabilidade
Condicional, com o intuito de tentar compreender porque aparecem tais
dificuldades. Dentre suas conclusdes ressaltamos a constatagcao de dificuldades
encontradas pelos estudantes, que confundem a probabilidade condicional com
a probabilidade conjunta (P(AnB)), e de obstaculos (considerados por ele
epistemoldgicos) que os alunos apresentam ao lidarem com probabilidades
condicionais quando se inverte o que é condicionante com 0 que ¢é
condicionado nas noc¢des de probabilidade condicional ligadas as situagdes

cronoldgicas e causais.

Evidenciamos o importante trabalho de Shaughnessy (1992), que fez uma
pesquisa bibliografica tentando coletar as publicacfes existentes sobre o ensino
da Estatistica, para a qual contou com colaboradores de alguns paises do
mundo. A partir dessa pesquisa, o autor foi relatando o trabalho de varios
pesquisadores, ressaltando as contribuicbes de cada um e indicando alguns

campos de pesquisa aos quais podemos nos dedicar nessa area.

Dentre esses pesquisadores, destacamos Falk (1988), por este ter
desenvolvido trabalhos que envolvem a Probabilidade Condicional e ser
referenciado por varios outros estudiosos. Falk considera que situacdes que
tratam da Probabilidade Condicional sdo dificeis para os alunos, pois estes
muitas vezes nao conseguem determinar 0 evento condicionado, confundem
condicionalidade com casualidade, fazendo com que investigue P(A/B) quando
Ihes é pedido P(B/A).

A situacao referida por Fischbein e Totohasina como “fenbmeno FALK”,
acontece quando se procura a probabilidade de um evento, quando este

aconteceu no tempo, antes do evento que o condicionou. Falk sugere uma
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técnica pedagdgica para ajudar a compreender essa situa¢do, que consiste em:
de uma urna que contenha duas bolas brancas e duas pretas retira-se uma bola
e sem que ninguém a veja, coloca-se de lado, entdo retira-se a segunda bola.
Foi mostrado aos alunos que a segunda bola € branca e entdo pergunta-se:
qual a probabilidade de que a primeira bola (ainda oculta) seja também branca?
Através dessa simulagdo fisica do problema, ajudaremos os estudantes a
observarem que o0 segundo evento pode realmente ser um evento

condicionado.

Dos trabalhos do grupo de Batanero, destacamos sua obra “Azar e
Probabilidade” (1991) editada na Espanha, que mostra varias sugestdes de
situacBes didaticas® que o professor podera utilizar em sua sala de aula. Dentre
elas, podemos salientar atividades que mobilizam conceitos de Probabilidade
Condicional, dependéncia de eventos, Teorema da Probabilidade Total e o
Teorema de Bayes, valorizando a representacdo em diagramas de arvore e
tabelas de contingéncia. Assim como Shaughnessy, Batanero dedica um
capitulo do seu livro, para fazer referéncias a varios pesquisadores, seus

trabalhos e suas conclusdes sobre o ensino da Estocastica.

Levando em consideragdo as dificuldades que o0s pesquisadores
levantaram acerca do ensino da Probabilidade Condicional, resolvemos fazer
uma pré-experimentacdo com alunos da Universidade, no Brasil, para
sabermos se eles apresentam algumas dessas dificuldades ao trabalharem com
0 conceito e a aplicacao das Probabilidades Condicionais.

1 Situacdes Didaticas, segundo Carmen Batanero sdo documentos orientados aos
alunos, em um estilo comunicativo direto, se apresentado como situacfes problematicas.

Sabemos que através da situacdo do problema apresentado na nossa
pré-experimentacéo, nao dariamos conta de analisar todas as dificuldades
apresentadas pelos pesquisadores, mas nos serviu de instrumento para
percebermos algumas delas, como a dificuldade de encontrar o evento
condicionado, confuséo entre a probabilidade condicional e a conjungao
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(intersecao de eventos), identificacdo do que se é dado e o que se esta
pedindo, e a falta de representacéo.

Diante desses resultados, levantamos a seguinte questao:

“Como introduzir o conceito de Probabilidade Condicional em cursos
da Universidade, de maneira a minimizar essas dificuldades”?
Nossa preocupacao ndo é so6 diagnosticar dificuldades como foi feito em alguns
dos trabalhos citados, mas sim introduzir o referido conceito numa situacéo de
sala de aula em cursos na Universidade, embora estejamos conscientes das

dificuldades que possam se apresentar.

As pesquisas citadas que envolvem a Probabilidade Condicional
aconteceram em paises em que a realidade dos alunos é diferente da dos
nossos. Como por exemplo, na Franca, os alunos tém contato com noc¢des de

probabilidade muito antes do aluno brasileiro.

Acreditamos que ajudaria em nosso trabalho se tivéssemos mais
pesquisas sobre o perfil do aluno brasileiro em relacdo a conhecimentos
probabilisticos, mas o0 que nos esta interessando no momento, é estudar uma
boa maneira de introduzir o conceito de Probabilidade Condicional para diminuir

as dificuldades encontradas por ndés e pelos pesquisadores.

Nossa hipétese é a seguinte: acreditamos que, a partir de sugestdes
dadas por Batanero, é possivel desenvolvermos uma sequéncia de ensino para
que os alunos consigam construir o conceito de Probabilidade Condicional e
trabalhar melhor com todos os conceitos que o cercam, utilizando varios
registros de representacdo como a linguagem natural, o diagrama de arvore, a
tabela de contingéncia e a linguagem simbodlica.

Formulamos algumas questdes que pretendemos responder com 0 NOSSO
trabalho, que acreditamos sejam fundamentais ndo s6 para um bom
entendimento do conteldo por parte dos alunos, como para uma boa concluséo

de nossa pesquisa. Sao estas:
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Os alunos, diante de um problema que envolva eventos, conseguem

identificar os dependentes e os independentes?

Diante de situacdes que envolvam condicional, sera que eles

diferenciardo da interse¢cédo de eventos?

Os alunos conseguem fazer algumas representacdes ligadas a
Probabilidade Condicional?

Seré& que eles vao saber diferenciar o calculo de P(A/B) de P(B/A)?

Os alunos aplicardo o conceito da condicional para problemas que
envolvam o Teorema das Probabilidades Totais e Teorema de
Bayes?
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3.2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este trabalho foi desenvolvido com base em elementos da obra “ Azar e
Probabilidade” de Batanero, Godino e Cafiizares, sobre Probabilidade e
Estatistica, assim como na Teoria de Registro de Representacéo de
Raymond Duval e no capitulo “ Utilizag&o das Arvores no Ensino de
Probabilidades” de Bernard Parzysz do livro “Ensinar as Probabilidades no
Ensino Médio” [29].

Batanero, Godino e Cafizares nos fazem refletir, através de sua obra,
sobre a importancia da Probabilidade, lembrando que esta proporciona um
modo de medir a incertude, em consequéncia, os modelos probabilisticos sédo o
fundamento da maior parte da Teoria Estatistica. Isto implica que é necessario
o conhecimento da teoria da probabilidade para uma compreensdo adequada
dos métodos estatisticos, que sao Uteis e indispensaveis nos campos

cientificos, profissional e social.

Para se trabalhar com alguns desses modelos probabilisticos, os autores
acreditam que:
“...aprobabilidade pode ser aplicada a realidade téao
diretamente como a aritmética elementar, ndo sendo preciso o
conhecimento de teorias fisicas nem de técnicas matematicas

complicadas.” (Batanero, Godino e Cafizares, 1996: 12)

Os autores mostram modelos concretos que acreditam facilitar o
tratamento deste tema. Apresentam uma colecdo de unidades de aprendizagem
de modo sequencial, introduzindo as no¢des basicas sobre Probabilidade
atraves de situacOes didaticas variadas. Para elaborar estas propostas, levaram
em conta um estudo sobre fundamentos didaticos, revisdo de algumas
experiéncias realizadas em outros paises, analises de pontos historicos e

analises de alguns curriculos do Ensino Fundamental e Médio.
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As sequiéncias das unidades tém um crescimento de complexidade de
acordo com os conceitos introduzidos, que vao desde a mera apresentacdo do
carater imprevisivel do azar, a probabilidade de sucessos simples,
probabilidades geométricas, probabilidade condicional, combinatéria e

concluindo com o Teorema de Bayes.

Dentre essas situacdes didaticas, encontramos algumas de experimentos
compostos (mais de um evento), que estao diretamente ligadas ao tema do
nosso trabalho, através das quais os alunos devem calcular a probabilidade do
sucesso, utilizando a regra da multiplicacéo e se defrontando, em alguns casos,
com o calculo da Probabilidade Condicional P(A/B), tanto nos casos de
sucessos dependentes como dos independentes, fazendo isso de um modo

intuitivo, sem introduzir uma notac¢éo formal.

Dessa maneira intuitiva, através do uso de tabelas de contingéncia e de
diagramas de arvore, 0s autores apresentam uma situacao didatica em que
deverdo conduzir o aluno a calcular diversas probabilidades fazendo uso dos
Teoremas de Probabilidade Total e de Bayes, sem mesmo saber a formula

explicitamente.

Batanero, Godino e Cafizares apresentam as situacdes, mas lembram
gue estas devem servir para auxiliar o trabalhos com tais temas, e sugerem que
os professores fagam a devida formalizagdo matematica, levando em conta

sempre o nivel escolar do aluno com que se esta trabalhando.

Diante das situagfes didaticas de Batanero, Godino e Cafiizares, ficou
bem marcado o uso das tabelas de contingéncia e de diagramas de arvore
como forma de se trabalhar modelos probabilisticos. Isso nos fez tentar
relacionar com a Teoria de Registros de Representacdo Semiotica de
Raymond Duval.
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Para Duval, ndo existe conhecimento matematico que possa ser
mobilizado por um aluno sem que este utilize uma representacéo. Introduz a
nocao de registro para analisar a aquisicdo dos conhecimentos matematicos, do
lado dos sistemas produtores de representacdo e ndo do lado dos objetos.
Ressalta que a atividade matematica mobiliza simultdnea ou alternativamente
varios registros de representacdo semiotica, alguns ligados ao funcionamento
cognitivo comum como a lingua materna, e outros criados pela necessidade do

desenvolvimento da atividade matematica.

Podemos entdo considerar que tabelas de contingéncia sejam um registro
de representacao das probabilidades e os diagramas de arvore outro de um
mesmo objeto. Segundo Duval, quanto maior for a flexibilidade entre diferentes
registros de representacdo do mesmo objeto matematico, maior sera a

possibilidade de apreenséo desse objeto.

Existem regras de tratamento préprias de cada registro de representacao,
como por exemplo, se estivermos trabalhando com a arvore de probabilidades
como sendo uma representacéo da Probabilidade Condicional, teremos um
tratamento interno referente somente a esse registro ou se optarmos pela
tabela de contingéncia sera outro tratamento. De acordo com Duval, o
tratamento € interno ao registro, e a passagem de um registro a outro do

mesmo objeto matematico é chamado de conversao.

No capitulo “Utilizagdo de arvores no ensino das probabilidades” de Bernard
Parzysy [29], o autor faz varias articulacdes envolvendo o uso das arvores de
probabilidades e a Teoria de Registro de Representacdo de Duval. Através de

um exemplo dado pelo préprio autor, faremos uma analise dessas articulacdes.

“Num jogo de diverséo, dispomos de trés caixas

aparentemente idénticas. Elas contém respectivamente um,
dois e trés papéis, das quais somente um papel é marcado.
Uma partida consiste em o jogador escolher ao acaso uma

caixa e tirar, igualmente ao acaso, um papel dessa caixa.
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Calcular a probabilidade que o papel tirado seja o marcado.”
(Parzysz, 1997: 227)

Vamos analisar alguns procedimentos que devemos efetuar com o intuito
de resolvermos a situacao.

A experiéncia aleatdria consiste em:
- escolher uma caixa ao acaso;

- tirar dessa caixa um papel ao acaso (lembrando que toda caixa tem um
papel marcado)

Uma estratégia possivel de resolucdo pode consistir, por exemplo:

19) Comecamos a modelizacdo: enumerar as caixas e definir os eventos.
A: tirar um papel marcado e

Bi (i = 1,2,3): escolher a caixa n° i.

2°) Visualizar a situacéo através de uma arvore de possibilidades, como
na figura abaixo:

B
B> <
Bs <_

~ A designa o evento contrario de A

> >

> >

3% Procurando a modelizac&o, converter os dados do enunciado nos
registros simbdlicos, e fazer as hip6teses de equiprobabilidade sugeridas pela
expressao “ao acaso” (também utilizaremos de forma mais ou menos implicita

um certo numero de “regras”, que podem ser regras de acao ou de teoremas).

Pode-se obter: P(B;) = P(B2) =P(B3) =1/3
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P(A/B) =1, P(A/B,)=1/2 e P(A/Bs) = 1/3

Colocamos, portanto, a probabilidade em um registro simbdlico.

Vamos fazer uma conversao, isto €, passar do registro simbolico para a
arvore de probabilidades e, a seguir, operar um tratamento nesse novo registro
(ajudando nas formulas do tipo P(AnB) = P(A/B).P(B) e Probabilidades Totais).

1
B, — A 1/3
1/3
A 1/6
1/3 1/2 - 11/18
B, L
A
1/3 1/3 A—1/9 |
B3 <
A

Portanto, a Probabilidade de que o papel tirado seja o0 marcado é de 11/18.

As dificuldades que os estudantes possam ter diante desta escolha de
resolucao, para o autor, podem recair no tratamento interno a um registro e na
conversdo de um registro a outro. Na tentativa de minimizar essas dificuldades,
estabelece regras para tratamentos dentro do registro “arvore de
probabilidades”, e regras também para a conversao entre os diferentes registros

gue se mobilizam para resolvermos problemas desta natureza.

Apresentaremos algumas regras de conversao e tratamento dadas por
Parsysz.

Conversao:

= As letras colocadas nos “nés da arvore” representam 0s eventos e a

raiz corresponde ao conjunto fundamental;

= O numero colocado sobre o galho que liga um evento A ao B

(A—— B) da arvore € a Probabilidade Condicional de B se ocorreu A; e
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= A cada no da arvore pode-se fazer corresponder a intersecao dos
eventos associados aos nés da seqiiéncia que ligaestenda Q, e a
probabilidade dessa intersecdo € o numero associado ao né. Podemos
visualiza-la, observando o local em que foram colocadas as
probabilidades 1/3, 1/6 e 1/9 na arvore da pagina anterior. Nesta
conversdo nao calculamos a probabilidade, e sim analisamos as
correspondéncias entre 0s eventos colocados na arvore e as suas

possiveis intersecdes.

Tratamento:

= A cadano N da arvore associamos o produto dos numeros que figuram
sobre os galhos que ligam N a raiz (como calcular as probabilidades da
intersecdo dos eventos);

» A soma dos numeros associados a todos os galhos de mesma origem é
igual a 1;

= A soma dos nimeros associados aos nés de um nivel dado é igual a 1,

= A soma de algumas probabilidades das interse¢des, como no exemplo
dado nesta unidade, sugere o uso implicito do Teorema da
Probabilidade Total.

Tomamos, a principio, como base da nossa pesquisa as situacdes
didaticas apresentadas por Batanero, Godino e Cafiizares. Tais situacdes nos
fizeram refletir que poderiamos apresentar as probabilidades aos alunos de
diferentes maneiras através da linguagem natural, simbdlica, diagrama de
arvore e tabela de contingéncia levando-nos a associar com a Teoria de
Registros de Representacao de Duval, portanto essas diferentes maneiras
poderiamos considerar como diferentes registros de representacao. E
finalmente o artigo de Parsysz nos mostrou um caminho de como articular

alguns desses diferentes registros ligados a arvore de probabilidades.

3.3 METODOLOGIA DA PESQUISA
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Nossa pesquisa teve como ponto de partida uma série de leituras sobre
temas envolvendo Probabilidades e Estatistica. Essas leituras englobaram:
dissertacdes de Mestrado no Brasil, teses de Doutoramento de outros paises,
publicacdes de varios artigos sobre algumas pesquisas na area, livros didaticos
nacionais e alguns outros livros ndo nacionais, alguns referentes ao objeto

estocéstico e outros como fonte de pesquisas.

Nossa pretensao inicial era trabalhar com a Probabilidade na introducéo
das variaveis continuas em Estatistica, tentando estabelecer uma relagdo mais
“visivel” para o aluno, entre a nocdo de area trabalhada no Célculo Integral e a
introducéo do conceito da Probabilidade das variaveis continuas através de
area. Todavia, percebemos que seria um trabalho dificil, que exigiria uma
correlacdo entre duas areas do conhecimento matemético (Célculo Integral e
Estatistica). Além disso, o &mbito de tal trabalho é bastante amplo e
ultrapassaria os limites de uma dissertacao de Mestrado, e por isso

abandonamos temporariamente o possivel tema.

Dentre os conceitos encontrados na bibliografia consultada, decidimos
trabalhar com um dos mais iniciais da Probabilidade, o da Probabilidade
Condicional, ndo somente pela falta de trabalhos brasileiros sobre o tema, como
também pelas dificuldades na manipulacdo de tal assunto encontradas em
nossa pratica docente.

Resolvemos aplicar uma pré-experimentacdo a alunos de um curso de
Publicidade, com o objetivo de saber como eles lidavam com a Probabilidade
Condicional frente a um problema contextualizado, como o “Problema do Taxi”,
citado por pesquisadores como Batanero, Godino e Caiiizares, Shaughnessy,

Tversky e Kahneman, Stephen Tomlinson e Robert Quinn.

Por que a aplicacao da Pré-Experimentacao?
Além do motivo mencionado acima, nossa pratica docente, até entao, era

com alunos que ja haviam concluido o curso superior. Diante disso, procuramos
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saber como os alunos que acabavam de trabalhar com tal conteddo, em um
curso universitario brasileiro, reproduziam seus conhecimentos, pois sabiamos,
atraves das leituras, quais eram as dificuldades que os alunos de outros paises

apresentavam, na sua maioria, no Ensino Médio.

De posse dos resultados das andlises feitas dos protocolos dos alunos, do
levantamento historico, do objeto estocastico e de pesquisas realizadas,
resolvemos elaborar uma sequéncia didatica na tentativa de contribuirmos para
minimizar as dificuldades encontradas pelos estudantes. O objetivo é fazer com
que os alunos trabalhem com o conceito de Probabilidade Condicional de
maneira significativa, compreendendo este como um modo de resolver

problemas ligados a incerteza.

A elaboracdo e a aplicacao da sequéncia, bem como a analise dos
resultados baseiam-se nos principios da Engenharia Didatica como Metodologia
de Pesquisa, que segundo Michele Artigue, se caracteriza por um esquema
experimental baseado nas realizacfes didaticas em sala de aula e trata das

concepcOes, realizacdes, observacdes e analise de seqliéncia de ensino.
Este procedimento é composto de quatro fases:

¢ Primeira fase — Analises preliminares: levantamento das
concepcOes envolvidas. Nessa fase, buscam-se os quadros teoricos

orientadores do processo.

¢ Segunda fase — Concepcao e Andlise a priori: nessa fase o
investigador decide por um determinado numero de variaveis. Sao
variaveis pertinentes ao problema estudado. Seu objetivo € determinar
que selecdes de variaveis melhor permitira controlar o comportamento

dos estudantes.

¢ Terceira fase — Experimentacéo: fase da realizacdo da engenharia

com uma certa populacéo de alunos. Ela comeca quando
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pesquisador, professor e observadores entram em contato com essa
populacdo de alunos, e é nessa fase que ocorre também a
“Formalizacao” ou “Institucionalizacdo” dos conceitos trabalhados na

atividade aplicada.

¢ Quarta fase — Anélise Posteriori: baseia-se num conjunto de dados
recolhidos ao longo da experimentacdo, assim como nas observacoes

realizadas durante a aplicacéo na sequéncia de ensino.

Destacamos que a confrontacdo das analises a priori e a posteriori se
fundamenta a esséncia da “validacao” das hipoteses formuladas na

investigacao.
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CAPITULO IV : PRE-EXPERIMENTACAOQO

Com o objetivo de confirmar a existéncia de algumas dificuldades dos
alunos ao trabalharem com o Célculo de Probabilidades, resolvemos aplicar um
teste a uma classe de 28 alunos que cursavam Estatistica Il do 2° ano de um
Curso de Publicidade, em uma Universidade particular na cidade de S&o Paulo.
No semestre anterior em Estatistica I, os alunos tiveram contato com
Probabilidades envolvendo o célculo da Probabilidade da interse¢édo de dois ou
mais eventos, Probabilidade Condicional, Teorema do Produto, Teorema da

Probabilidade Total e o Teorema de Bayes.

O professor de Estatistica Il, ao comecar o seu curso, fez uma revisao dos
conteudos citados acima e, depois de duas semanas, aplicamos 0 nosso teste.

A situacdo que consta do teste foi traduzida e adaptada por nés para uma
melhor compreenséo por parte dos alunos, sendo retirada de “Pesquisa em
Probabilidade e Estatistica: Reflexdes e Dire¢des”, por J. Michael Shaughnessy.
O problema apresentado aos alunos (ANEXO [), consta de nove questdes
organizadas de (a) a (j), sendo que as trés primeiras sdo somente para que eles
identifiquem e reconhe¢gam os dados apresentados.

Para melhor compreensdao das andlises, reproduzimos o problema a

sequir:

Um taxi foi envolvido em uma batida, a noite, e fugiu do local do
acidente.
Ha duas companhias que operam na cidade, a companhia de Taxi

Azul e a companhia de Taxi Verde. E sabido que 85% dos taxis da cidade
sdo verdes e 15% séo azuis. Uma testemunha da cena identificou o taxi
envolvido no acidente como sendo da companhia de Taxi Azul. Essa
testemunha foi posta a prova sob condi¢cdes semelhantes de visibilidade,
e fez a identificagdo correta da cor do carro, tanto do taxi azul como do

verde, em 70% dos testes.
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Questdao a) Qual a probabilidade de a testemunha identificar

corretamente a cor de um carro qualquer?

Questao b) Qual a probabilidade de se encontrar um taxi azul na

cidade?

Questao c) Qual a probabilidade de se encontrar um taxi verde na

cidade?

A resposta para a questdo a) é imediata, esta escrito no enunciado do
problema que a identificacdo correta, pelo motorista, da cor de um carro € de
70%. O mesmo ocorre com as questdes b) e ¢), suas respostas sdo imediatas,
isto é, estdo escritas no enunciado P(A) = 15% (Probabilidade de se encontrar
um taxi azul nesta cidade) e P(V) = 85% (Probabilidade se de encontrar um taxi
verde nesta cidade. Esperamos que os alunos sejam capazes de identificar

estas trés respostas no enunciado do problema.

Questao d) Vocé estabelece alguma relacdo entre o acerto da
testemunha e a porcentagem de carros azuis ou oS
verdes da cidade ?

Comente sua resposta.

Com a questao d) queremos saber se os alunos estabelecem relagéo
entre carros da cor verde ou azul que poderédo estar envolvidos no acidente e a
cor do carro que foi identificado pela testemunha.

Essa questao tem o objetivo de verificar se o aluno reconhece a
dependéncia do evento “a testemunha identifica corretamente a cor do carro” e
0 evento “cor do carro”. Sabemos, por nossas leituras, que os alunos tém
dificuldades em diferenciar os eventos dependentes dos independentes. Eles
poderiam reconhecer esta dependéncia de uma maneira quase intuitiva, através
da leitura do enunciado, identificando que a probabilidade do acerto do
motorista esta diretamente relacionada a probabilidade da quantidade de carros
azuis ou verdes da cidade.
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Questao e) Vocé sabe dizer qual a probabilidade de a testemunha
identificar um taxi como sendo verde, sabendo-se que 0

taxi é verde?

Com a questdo e) pretendemos verificar se o aluno percebe uma
condicional. E possivel que ele chegue a concluséo que, pelo fato da cor do

carro ser dada, a resposta seja 70%, independentemente da cor escolhida.

Os alunos podem expressar tal resposta através de uma linguagem
formal, utilizando o simbolo que representa a Probabilidade Condicional:
P(IV/IV) = 70%. Podem também, responder na linguagem natural que a
Probabilidade da testemunha identificar um taxi como sendo verde, sabendo-se
que o taxi € verde é de 70%.

Tal questdo pode ser resolvida, utilizando-se uma ferramenta muito Util
que é a “arvore de probabilidades”, como vem esbocada a seguir:

})% v P(VnI1V) =0,595=

59,5%
85%
0% A ——  P(VnIA)=0,255=
50
30% N—  PANIV)=0,045=
4,5%

15% A\O%
7 IA——  P(AnIA)=0,105=

10,5%

Contudo, néo precisamos de toda esta arvore para responder a questdo, basta
somente observar a Probabilidade que esta sobre o “galho” V IV, pois
esta representa a Probabilidade Condicional pedida na questdo. AS demais
Probabilidades que figuram nesta arvore servirdo como referéncia para
responder algumas das questdes seguintes.

Questao f) Vocé sabe dizer qual a probabilidade do taxi ser verde,

sabendo-se que a testemunha o identificou como verde?
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Esta questdo foi colocada com o intuito de observarmos se o aluno
consegue diferenciar a P(IV/V) da P(V/IV), que na linguagem natural significa
diferenciar a Probabilidade de a testemunha identificar a cor do carro como
sendo verde, sabendo-se que ela é verde, com a Probabilidade do carro ser
verde, sabendo-se que a testemunha o identificou como verde; estabelecer esta
diferenca é uma dificuldade apresentada pelos alunos, apontada por alguns

pesquisadores.

Nesta questdo, observaremos, também, se o aluno percebe que “a
testemunha identificar como verde” depende da cor do carro, isto €, se o aluno
consegue descrever todas as possibilidades para que isso ocorra, e também

todas as condicionais que envolvem a questéo.

Os alunos poderao utilizar-se da arvore de probabilidades para resolverem
esta questdo, e da tabela de contingéncia ou ainda da formula do Teorema de
Bayes seguida da Probabilidade Condicional e depois do Teorema da
Probabilidade Total.

Para encontrarmos tal resposta, a principio observaremos a arvore de
probabilidade que construimos anteriormente, e percebemos, que ela ndo nos
mostra resposta para essa situagcao, pois o que figura nos primeiros galhos é a
cor do carro, e ndo a identificacdo feita pelo motorista, como queremos na
questdo. Portanto, precisamos de uma arvore que comece com a identificacao

do motorista, e isto faremos a seguir.

Tomando como base a nossa arvore ja construida e mais uma tabela de
contingéncia conseguiremos facilmente “montar” a nova arvore desejada. A

tabela de contingéncia correspondente é a que figura abaixo:

Identificacéo

Cor do carro 1A v Total
Azul 0,105 0,045 0,15
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Verde 0,255 0,595 0,85
Total 0,36 0,64 1

Podemos observar na tabela todas as intersecdes e as Probabilidades
Totais: a de o motorista identificar um carro como sendo azul € de 0,36
(P(1A)=0,36), e a de o motorista identificar um carro como sendo verde € de
0,64 (P(IV)=0,64). Este fato nos auxilia na construcdo de nossa nova arvore,
comecando pelo evento “identificacdo da cor”, ja calculado na tabela de

contingéncia. Teremos, portanto:

93%~ V—— P(IV V) = 0,595=
59,5%

64% |v\ﬁ
% A——  P(IVnA)=0,045=

71% V—— PIANV)=0255=
25,5%
36% |
29%~ A — P(IAnA)=0,105=10,5%

Considerando que ndo temos as probabilidades condicionais dos segundos
galhos, para encontra-las basta dividirmos a Probabilidade das interse¢fes
pelas respectivas Probabilidades dos primeiros galhos, obtendo, assim, a
probabilidade desejada, que assinalamos na arvore acima.

Resolvendo tal questéao pela féormula do Teorema de Bayes, teremos:

P(V nlIV)

P(V/IV)= P(IV /V).P(V)+P(IV/A)P(A)

Lembrando que a P(VnIV) = P(IV/V).P(V) = 0,7.0,85=0,595=59,5%.
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E a P(IV/A) = 0,30, isto &, a probabilidade da testemunha identificar a cor
do carro como sendo verde, quando sabemos que a cor é azul (probabilidade

de erro da testemunha).

PV/IV)=— 090 g3
0595+0,3.0.15

Questdo g) Qual a probabilidade de que o carro envolvido no
acidente seja realmente o Taxi Azul e que a testemunha

o identifique como azul?

A questéao g) foi colocada logo depois de uma condicional, com o intuito de
podermos analisar se o aluno a distingue de uma intersecéo de dois eventos.
Com ela pretendemos explorar os conceitos que envolvem “intersecéao de
eventos” e “condicional”, que normalmente sé&o confundidos.

Através do diagrama de arvore podemos obter esta resposta Basta
observarmos a seqiiéncia de A seguida de IA, ou vice-versa, e obteremos a
resposta, isto é, P(AnlA) = 10,5%

Questao h) Sabendo que a testemunha identificou o carro envolvido
no acidente como sendo o azul. Qual a probabilidade de
que o carro envolvido no acidente seja um Taxi Azul?

Questao i) Qual a probabilidade de que o carro envolvido no acidente
foi realmente um Taxi Azul, sabendo-se que a testemunha
o identificou como azul?

As questdes h) e i) sdo iguais, porém apresentam simplesmente uma
mudanca de escrita dando primeiro a informacéo ja ocorrida e depois
perguntando qual a probabilidade e vice-versa. Elas foram colocadas com o
objetivo de verificar se o0 aluno distingue o que é dado do que é pedido, isto €&,
se ele reconhece que foi mudada a ordem no enunciado mas ndo a pergunta da
guestao.

Da segunda arvore de probabilidades podemos retirar tal resposta. Basta
observar a probabilidade que esta em cima do galho 1A A, que é 29%.
Pode-se recorrer para responder a questéo a definicdo formal da Probabilidade
Condicional e a seguir utilizar-se do Teorema da Probabilidade Total.
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Questao j) Se vocé tivesse que decidir se realmente o taxi azul é o

culpado. Que decisdo tomaria? Comente sua resposta.

Na ultima questdo queremos saber a opinido do aluno diante da situacao

apresentada e, além disso, saber em que se baseiam as suas escolhas.

Essas questdes foram colocadas em uma determinada seqiéncia: em
primeiro lugar para reconhecimento dos dados, a seguir estabelecer relagdes
entre eles, interpretar as intersecdes e condicionais para calcular probabilidades
e, finalmente, identificar de quais registros os alunos se utilizam para resolver
problemas desta natureza. Todas as nossas questbfes se apresentam na

linguagem natural.

ANALISE DAS RESPOSTAS

O teste foi aplicado a 28 alunos no dia 22 de mar¢o de 2000 no periodo
matutino e teve a duracdo de uma hora, durante uma das aulas de Estatistica I,
para ser resolvido em dupla. A quantidade de erros, acertos e questbes em
branco estdo na tabela a seguir. Foram colocadas na tabela as questfes de a)
ai). A questao j) € subjetiva e poderiam ser dadas varias interpretacdes na sua
resposta.

Os alunos mostraram interesse em responder as questoes.
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QUESTOES | ACERTOS ERROS EM BRANCO
A 13 01 -
B 14 - -
C 14 - -
D 07 06 01
E 08 06 -
F - 13 01
G 08 06 -
H - 12 02
| - 13 01

Erros mais comuns apresentados pelos alunos.

Na questao d), as respostas apresentadas indicam que alguns dos erros
cometidos decorrem do fato de os alunos ndo compreenderem quais eram 0s
dados na questao, desprezando em alguns casos a identificagdo do motorista,
ou por ndo acreditarem que € pertinente ou que 70% nao representa ser uma

porcentagem que garanta totalidade no acerto.

Dentre as respostas que consideramos erradas, vamos destacar algumas
justificativas dadas pelos alunos:
- “Nao, pois a porcentagem de carros nao influi na visdo da pessoa, senéo
seriamos todos cegos”.
“Néo estabelecemos nenhuma relagéo. O motorista pode ter “chutado” a
resposta”.

“N&o, pois ele identificou corretamente s6 em 70% dos testes”.

Na questao e), das seis duplas que erraram, pudemos verificar que
alguns calcularam a probabilidade da intersecdo dos eventos “Identificar a cor
do carro” e o “taxi é verde”, portanto escreveram:

“P =70.85 =59,5%"
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Outras duplas consideraram pelo enunciado da questao que tudo o que se
pedia era verde, adotando como resposta:
“ 85%, tudo que esta sendo pedido é verde”.
Estas respostas indicam que essas duplas apresentam dificuldade de

interpretagcéo do enunciado.

Independente dos acertos ou erros, a maioria dos alunos responderam
suas questdes de forma bem laconica, isto €, colocaram somente a
porcentagem como resposta, ndo indicando o que significava tal resposta nem

justificaram como a obtiveram.

Na questao f), das 13 duplas que responderam:
- 08 calcularam a probabilidade da interse¢cédo dos eventos, como se eles
fossem independentes e néo perceberam a condicional;
- 04 persistiram na idéia de que continuava havendo 70% de chance,
prevalecendo o que pensava a testemunha, portanto também néo
reconhecendo a condicional; e

- 01 fez um calculo que néo tinha relacdo com a questao.

Na questao g),

- 04 alunos continuaram com a idéia de 70% do acerto da testemunha,
desprezando a porcentagem de taxis azuis da cidade; e

- 01 aluno colocou as duas considera¢des como resposta, isto €, “15% de

azuis e 70% do acerto da testemunha”.

Na questao h) e i),

- 05 alunos identificaram que as questfes eram iguais;

- 02 desses interpretaram como sendo o calculo da probabilidade da
intersecé@o dos eventos independentes “ser o taxi azul” e “a testemunha
identifica-lo azul”; e

- 0s demais deram vérias outras interpreta¢cfes para o célculo das

probabilidades.
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Observamos que na questao h), 06 duplas responderam como se 0
calculo da probabilidade fosse uma interse¢éo dos dois eventos novamente
independentes; as outras duplas fizeram varios calculos sem sentido ou s6 se
baseando em um dos dados e desprezando o outro. Na questéo i), apenas 04
alunos apresentaram o procedimento do célculo da intersecdo dos eventos

independentes e alguns s6 consideraram um dos dados.

Para responder a ultima questédo, 07 dos alunos basearam-se somente
nos 70% de probabilidade da testemunha acertar ser maior que 30% dele errar,
portanto indicaram o carro azul baseado neste fato. Uma dupla baseou a sua
resposta na probabilidade de intersecéo entre o “carro ser azul’ e “a
testemunha o identificar azul”, ou o “taxi ser verde” e “a testemunha o identificar
azul”, todos os dois casos sendo tratados como se fossem eventos
independentes, portanto “culparia” o taxi verde pelo fato de a segunda
probabilidade ser maior. Alguns alunos responderam o que pensavam

independente dos dados do problema.

Os alunos representaram suas respostas totalmente desprovidos de um
formalismo matematico, ndo usaram “diagrama de arvore”, ou qualquer outra
representacao sugerida anteriormente, dificultando muitas vezes nossas
analises, por ndo sabermos como chegaram em suas respostas. Colocavam
simplesmente as multiplicacdes com os fatores, sinal de igualdade e o produto.

Mas o que eles estavam calculando, ndo se sabia.

Conclusodes:

¢ Como era o esperado, nao foi reconhecido pelos alunos nenhum caso de
condicional. Em todas as questdes que envolviam tais conhecimentos,
observamos totalidade de erros.

¢ Foi unanime a presenca do calculo da probabilidade de intersecéo de
eventos independentes no lugar do calculo da condicional.

+ Nao foi considerada a informacdo dada como condicionante.
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¢+ Constatacdo da falta de formalismo matematico para indicar as operacoes e
resultados dos problemas.

¢ Os alunos ndo mostraram saber representar situagdes que envolvessem
probabilidade das intersecdes ou probabilidades condicionais, como
diagramas de arvore, tabelas de contingéncia e tabelas das condicionais.
Parece-nos que eles querem uma formula para resolverem o problema.

¢ Obtivemos total nUmero de acertos pelos alunos nas trés primeiras questoes,

0 gque era esperado, portanto eles identificam os dados explicitos.

ENTREVISTA COM UMA DAS DUPLAS

Durante a aplicacéo do teste foi observada uma dupla que discutia muito,

e parecia nao estar satisfeita com a sua atuag&o no teste.

Como a professora deles acompanhou a aplicacédo, os dois alunos

comecaram a fazer varias perguntas a ela.

Resolvemos entdo voltar as perguntas do mesmo jeito que elas vinham,

como por exemplo:

- professora, néo é so fazer a multiplicacdo aqui na questao f)? Falta alguma
coisa?

- Vocé acha que falta?

- Acho.

- O que vocé acha que falta?

- Ser& que a testemunha pode identificar o carro sendo verde e ele ser azul?

- O que vocé acha?

- Acho que sim.

- Mas o que eu faco com isso e com o fato de a testemunha identificar azul e
ele ser azul? Somo? Multiplico?

- Vocé conhece a arvore de probabilidades?
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- Conheco, sé que tem muitos galhos, e eu me perco, mas quando faco,
sempre acerto o problema.

O aluno indica esta arvore;

0

\, AZUL

1A ///AZUL
\

VERDE

(Parece que neste caso fica mais dificil para o aluno pensar na arvore, porque
ele ndo reconheceu que a identificacdo da cor do carro € dependente da

quantidade de carros de cada cor).
- Vocé sabe representar esta arvore de outra maneira?

- Sei, é sO inverter a ordem das informacdes, e representou:

'V

/

VERDE 1A
AZUL A
\
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'V

- Assim fica mais facil, diz o aluno.

- E dai para frente ele consegue enxergar que existem mais possibilidades

para a cor do carro, sendo que a testemunha o identificou como verde.

A patrtir dai, a dupla continuou a discutir, e seus componentes fizeram
varios calculos até chegarem onde eles queriam chegar: compreender o que

estavam fazendo.

Vérias outras perguntas apareceram, como por exemplo:

- Ha alguma diferenca quando temos sabendo que e e?

Eles sabem que ha diferenc¢a, mas afirmam que sempre encontram
dificuldades para lidar com esta situacdo. Sabem que com o e tém de fazer a
multiplicacéo das probabilidades dos eventos, e no caso da condicional
também, porém, dependendo da situacao, tém algo mais para se fazer, mas

nao sabem o qué.

CONCLUSAO DA ENTREVISTA

Conversando com a professora da classe, ela mostrou-se surpresa com
as observacdes dessa dupla, pois considerava seus componentes, alunos

desinteressados em sua aula e que apresentavam pouca producéo.

Percebemos através dessa dupla, a confirmacao das conclusdes tiradas
do teste, e também que muitas vezes o aluno ndo procura um outro caminho
por considera-lo dificil sem ao menos tentar, criando concep¢des como a da

arvore de probabilidades ser “cheia de galhos”.

Como sera que foi criada tal concepcao? Sera que foi pelo professor?
Qual a concepcédo do professor sobre utilizar varias representacdes? Ha

ocasidoes em que € melhor optar por uma ou outra representacéo e deve caber

73



ao professor, saber trabalha-la bem, de modo que néo crie qualquer tipo de
obstaculo didatico® para o aluno, na aprendizagem, fazendo com que este ndo
queira dela se utilizar. Como por exemplo, resolver um problema de
probabilidade com muitos eventos utilizando a arvore de probabilidades como
ferramenta. Esta situagéo levara a construgédo de uma arvore “cheia de galhos”
como relata o aluno, que ele podera facilmente se perder no meio de tantas

ramificacOes, isto podera vir reforcar tal concepcéao.

Algumas Consideracdes

As questdes desta pre-experimentacdo foram elaboradas por nés, e se
féssemos realiza-la novamente, teriamos levado em consideracao alguns

outros aspectos, como por exemplo:

v Introduzir questdes que envolvam os registros simbdlico, arvore de

probabilidades e tabela de contingéncia,

! Segundo Guy Brousseau os obstaculos de origem didatica sao aqueles que parecem

depender apenas de uma escolha ou de um projeto do sistema educativo.

v’ Criar situagdes em que os alunos possam estabelecer comparacdes

entre véarias probabilidades condicionais; e

v Pedir justificativas de todas as questdes, incluindo aquelas cujos
calculos parecem imediatos, pois s6 assim teriamos condi¢des de

analisar as escolhas do aluno.

Essas trés consideracdes nos levaram a refletir sobre uma melhor maneira

de elaborar questbes que envolvessem o ensino da Probabilidade Condicional,
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gue nos influenciou para as confecc¢des das questdes da nossa sequéncia de

ensino.

CAPITULO V : A SEQUENCIA DIDATICA

Com o objetivo de introduzir o Conceito de Probabilidade Condicional,

elaboramos uma Sequéncia Didatica composta de quatro atividades.

A primeira delas tem por objetivo introduzir o Conceito da Probabilidade
Condicional e do diagrama de arvore através de uma situacéo ludica, sem a

preocupacao com uma representacdo simbolica da Probabilidade Condicional.
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Esta atividade foi inspirada nas situacdes didaticas de Batanero e outros.
Acrescentamos em seu enunciado o nome de um Parque de diversdes, que é
muito comentado pelos jovens, o Hopi-Hary, por acreditarmos que isto tornaria
a leitura do problema mais atraente. Elaboramos questfes abertas nessa
atividade e sempre pedindo aos alunos que justifiquem suas respostas, sejam

na linguagem natural ou da maneira que eles preferirem.

Na segunda atividade, comegamos a nos preocupar em trabalhar o
diagrama de arvore e a tabela de dupla entrada, valorizando estas
representacdes na resolucéo de problemas de probabilidade. Inspiradas
também nas situacdes didaticas de Batanero, montamos a atividade baseada
em dois partos que um médico ira realizar numa determinada cidade.

Acreditamos que esta situacao favorecerd uma boa discussao entre os alunos.

Com a terceira atividade, procuramos introduzir uma certa formalizagao na
representacdo simbolica da Probabilidade Condicional, sempre articulando-a
com o diagrama de arvore e a tabela de dupla entrada, procurando dar o
devido tratamento a cada uma dessas representacdes. Para elaborarmos a
situacdo desta atividade, pensamos na propria composi¢ao dos alunos da turma
de Licenciatura em Matematica e Ciéncia da Computagédo, Homens e Mulheres

desses cursos.

Consideramos a quarta atividade como se fosse uma “avaliacado” do
aprendizado dos conceitos trabalhados nas anteriores, pois nesta o aluno tera
de fazer as articulagdes acima mencionadas para responder as questdes aqui
propostas. A situacao foi inspirada num problema atual da nossa época:
individuos portadores de HIV positivo. Criamos uma histéria com dados ficticios,
mas que poderia representar muito bem qualquer cidade do Brasil, envolvendo
esses portadores e a fidedignidade dos testes de laboratorios para diagnosticar

tal doenca.
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Procuramos colocar nesta seqiéncia, situacdes bem diferentes das
tradicionais. Criamos contextos que nao estdo ligados nem a “dados”, nem a

“urnas”, nem a “caixas” e nem a “bolas”.

Estas atividades foram elaboradas com o intuito de fazer com que os
alunos se motivem a discutir ndo somente as questdes nelas envolvidas, mas
gue também se entusiasmem com a historia de cada uma, criando um
ambiente em sala de aula propicio para o processo ensino-aprendizagem.
Desejamos, também, que as situacdes que envolvem essas atividades,
facilitem a compreensado das questdes colocadas, pois diagnosticamos na
Pré-Experimentacao, que alguns alunos tém dificuldade de entender os

enunciados por ndo compreenderem o contexto que 0s envolve.

Em todas essas atividades, elaboramos questdes pouco convencionais,
mas acreditamos que através delas estaremos provocando nos alunos uma
maneira de refletir sobre conceitos que envolvem a Probabilidade Condicional e

suas varias representacoes.

Esperamos, dessa forma, responder as perguntas formuladas na
problematica. Acreditamos, assim, que estas articulacdes entre os diferentes

registros auxiliem na apropriacédo do “saber” por parte dos alunos.

5.1 ANALISE A PRIORI

Faremos a analise a priori das atividades de nossa seqiéncia didatica e

alguns comentarios sobre as suas escolhas.

ATIVIDADE 1
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Beto e Meire foram ao Hopi-Hary. Encontraram la um jogo que

envolve duas maquinas. Colocamos o esquema delas abaixo:

\ \\
D EF /D\A

Maquina 1 Maquina 2

Em ambas as maquinas, jogando-se uma bola em A, ganha-se um

prémio se a bola cair em D.

Esta atividade foi inspirada em uma situacao didatica encontrada no livro
de Batanero, Godino e Cafiizares. Adaptamos seu enunciado e acrescentamos
alguns tépicos para tentarmos obter uma maior reflexdo por parte dos alunos. A
sua escolha se deve ao fato de, além de ludica, ser uma atividade que recorda
conceitos basicos de probabilidade. Acreditamos, também, que seja uma
maneira de se introduzir com facilidade o conceito da Probabilidade
Condicional.

Baseando-se nessa situagao foram elaboradas oito perguntas:

Questao a) Em que maquina vocé pensa que Beto e Meire tenham

mais chance de ganhar?

Com esta questéo esperamos que 0s alunos identifiguem, somente
através da visualizacdo, que a maior chance de ganhar o prémio ocorre quando

se utiliza a maquina 2. Isso devera acontecer, pois € visivel que nela existem
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dois caminhos para chegar a D, enquanto que na 1 existe somente um
caminho. Também queremos introduzir, através dessas maquinas, uma

possivel representacéo da arvore de probabilidades.

Questao b) Qual é a probabilidade de a bola cair em D na maquina 1?

E na maquina 2?

Os alunos deverao calcular as probabilidades de cair em D tanto na
maquina 1 como na 2. Poderao fazé-lo em ambas de duas maneiras:

Na maquina 1:

Calculando o numero de caminhos que levam a D, que é somente um caminho
nesta maquina, e dividir pelo nimero total de caminhos que a bola possa
percorrer (quatro caminhos), encontrando assim P(D) = 1/4, na maquina 1; ou
Atribuir diretamente a probabilidade de cada trecho de caminho e usar o
principio multiplicativo. Isto ocorrera caso o aluno consiga relacionar com

eventos compostos. Vamos comentar esta resolucéo logo a seguir.

A

1/2 B}/f\
C
1 1/2/& 1/2
F G

D E
Observando o esquema acima da maquina 1, podemos usar o principio
multiplicativo para obtermos a probabilidade de chegar a D, isto é:

P(D)=1/2 .1/2 =1/4, em que a probabilidade de a bola passar por B € igual

a 1/2 e, em seguida cair em D, também é 1/2.

Na maquina 2:



Calculando o numero de caminhos que levam a D, que séo dois nesta
maquina, e dividindo pelo nimero total de caminhos que a bola possa
percorrer (qQuatro caminhos), encontrando, portanto, P(D) = 2/4 =1/2 na

maquina 2; ou

° Atribuir diretamente a probabilidade de cada trecho de
caminho e usar o principio multiplicativo. Isto ocorrera caso o aluno
consiga relacionar com eventos compostos. Vamos comentar esta

resolucao logo a seguir.

.
1/2 2
C B
12 Y2 W2 //}\
D F

E

Observando o esquema da maquina 2, podemos usar o principio
multiplicativo para obtermos a probabilidade de a bola chegar a D, passando
por B e depois passando por C. Isto €, P(D passando por B)=1/2 .1/2 =1/4,
sendo que a probabilidade da bola passar por B é igual a 1/2 e, em seguida de
cair em D também é 1/2; o mesmo ocorre se a bola passar por C, neste caso
P(D) também € 1/4. Falta calcular a probabilidade total, isto € a soma da
Probabilidade de cair em D, sabendo que ela passou por C, com a
Probabilidade de cair em D, sabendo que ela passou por B. Para isso basta
somar 1/4 +1/4 = 1/2.

Estes célculos parecem ser faceis e quase intuitivos, mas atras deles
existem conceitos, como o0s que envolvem o Teorema da Probabilidade Total,
com os quais acreditamos que os alunos consigam trabalhar sem ser preciso

formaliza-los.



Estes esquemas da maquina 1 e 2 sugerem, e muito, a arvore de
probabilidade que pretendemos introduzir na atividade seguinte, e nosso intuito

é exatamente este.

Questao c) Observe a maquina 1, e calcule a probabilidade de a

bola chegar a F.

A questéo foi colocada para uma futura comparagao do seu resultado
quando estabelecermos uma condi¢gdo para que ocorra 0 mesmo evento.
Na sua resolucéo os alunos néo deverdo ter dificuldade, pois eles poderao

resolvé-la dos mesmos modos que resolveram a anterior.

Observando o esquema que colocamos da maquina 1, podemos obter a
Probabilidade da bola chegar a F pelo principio multiplicativo, mostrando-nos
gue essa probabilidade é igual a 1/4 , ou se preferirmos a divisdo do niamero de
caminhos que levam a F pelo nimero de caminhos totais que a bola possa
percorrer, obteremos também a mesma resposta. Expressaremos isso atraves
da linguagem simbdlica a seguir:

P(F1) = 1/2.1/2 = 1/4, ou

P(F1) = 1/4 , divisdo de somente um caminho para chegar a F pelo total de

caminhos que a bola possa percorrer (4).

Questao d) Ainda na magquina 1, calcule a probabilidade da bola
chegar a F, sabendo-se que ela passou por C.

Nesta questdo, os alunos ja se encontram em uma situacdo de
calcularem uma probabilidade condicional, pois estamos fornecendo nela um
dado a mais que é, “ a bola passou por C”. Acreditamos que eles nao terdo
dificuldade frente a essa situacao, e atribuimos isso ao fato deles terem
observado até aqui varios percursos da bola e ja estarem, portanto, bem

familiarizados com os caminhos percorridos pela bola nas duas maquinas.
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Podemos responder a esta questéo, observando o esquema da maquina 1
gue fizemos anteriormente, pensando o seguinte: se a bola ja passou por C,
desprezamos esta probabilidade que € 1/2 , e vamos direto na probabilidade da
bola cair em D que é 1/2. Indicaremos tal resposta utilizando:
= simbolo da condicional, P(F/C) = 1/2 ou,
= na linguagem natural, probabilidade da bola cair em D sabendo que

passou por C é igual a 1/2.

Nosso objetivo nesta questéo é fazer com que os alunos apliquem o
conceito da Probabilidade Condicional através de uma linguagem simples sem
gue necessitem recorrer a formulas, preocupados mais com o0 seu conceito do

que com a sua formalizagao.

Questao e) As probabilidades das letras c) e d) séo iguais ou

diferentes? Por que isto aconteceu?

O objetivo desta questao é instigar os alunos a refletirem sobre o porqué
dessas duas situacdes darem probabilidades diferentes, para que na
institucionalizagéo possamos oficializar o conceito de dependéncia e
independéncia de eventos. Esperamos que os alunos indiquem que as
probabilidades sejam diferentes nas questdes c) e d) e também que justifiquem
suas respostas por termos diminuido o nimero de casos do nosso espaco
amostral, mesmo que ainda n&o relacionem com as definicdes de dependéncia

dos eventos.

Com essa questao pretendemos levar os alunos a refletirem sobre a
ocorréncia de dois eventos, mostrando que quando damos uma condicao,
poderemos estar mudando a probabilidade pedida, isto €, nos dois casos
procuramos saber a Probabilidade da bola chegar a F, no primeiro sabemos
gue P(F) = 1/4, quando perguntamos qual a Probabilidade de chegar a F,
sabendo que passou por C, obtemos P(F/C) = 1/2. Portanto, verificamos que a

P(F) # P(F/C) e estes dois eventos sao dependentes.
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Nesta institucionalizagao nao pretendemos fazé-la de maneira formal, mas
de uma maneira um tanto quanto intuitiva, mostrando que para chegar a F, se
faz necessario passar por C, concluindo que estes dois eventos sao

dependentes.

Questao f) Observe agora a maquina 2, calcule a probabilidade da

bola chegar a D.

Nesta questao repetimos uma parte da questao b), somente para ficar

perto da préxima questédo, com o objetivo de compara-las.

Questao g) Ainda na maquina 2, calcule a probabilidade da bola
chegar a D, sabendo-se que ela passou por C. Em
seguida calcule, a probabilidade dela chegar a D,
sabendo-se que ela passou por B. Essas duas

probabilidades séo iguais ou diferentes? Justifique.

Estamos novamente diante de situagdes que envolvem probabilidades
condicionais, desta vez tomando a maquina 2 como base. Quando os alunos
calcularem a probabilidade da bola chegar a D passando por B ou por C, que
acreditamos que eles o fardo sem dificuldade, observardo que séo iguais e
deveréo atribuir isto ao fato de que sempre existe caminho para chegar a D,

independente de ser por B ou C, com mesma probabilidade.

Para que os alunos calculem tais probabilidades, basta observar o
esquema da maquina 2 e verificar que a probabilidade da bola chegar a D,
sabendo que passou por B é 1/2, o mesmo ocorrendo com a probabilidade da
bola chegar a D, sabendo que passou por C, calculo este ja foi justificado em
guestdes anteriores.

Podemos concluir que :

P(D/B) = P(D/C) = 1/2 = P(D) (questao f).
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Se fosse de nosso interesse seria uma boa hora para introduzirmos a
definicdo de eventos independentes usando a notagdo acima, mas continuamos
a fazer com que o aluno pense na dependéncia ou independéncia de maneira

intuitiva e ndo numeérica.

Questao h) E as probabilidades das letras f) e g) sdo iguais ou

diferentes? Por que vocé acredita que isso ocorra?

Temos como objetivo nesta questao propiciar aos alunos que reflitam
diante das probabilidades de eventos independentes, mesmo que eles nao
saibam ainda identifica-los pelo nome, mas ja dando condi¢gdes de andlise para

posteriormente comentarmos tal conceito.

ATIVIDADE 2

O problema da natalidade mostrado nesta atividade e a apresentagao
desta através de um diagrama de arvore foi adaptada por nés, tomando como

base as situacfes didaticas de Batanero e Godino.

Com esta atividade iniciamos uma certa formalizacdo na representacao
simbdlica e introduzimos a tabela de contingéncia e o diagrama de arvore

como sendo outras maneiras de representacao das probabilidades.

Destacamos que para resolver as questdes dessa atividade, séo
necessarios também conhecimentos basicos da aritmética, como: multiplicacao
e adicdo de fracdes ou, dependendo da escolha dos alunos, o calculo com

ndameros decimais para operar com as porcentagens.

Reproduziremos abaixo essa situacéo adaptada, e em seguida,

apresentaremos oito questoes.
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Ao estudar o numero de natalidade de uma certa cidade do Brasil,
observamos que a probabilidade de nascer um homem é de 40%, e

de nascer uma mulher é de 60% .

Questao a) Em uma determinada manha um médico ira fazer dois
partos. Qual dos eventos abaixo vocés consideram que é

mais provavel?

e Os dois recém-nascidos sdo homens.
« Os dois recém-nascidos sao mulheres.

e Um recém-nascido € homem e outro mulher.

Esta questéo foi colocada procurando propiciar uma reflexdo sobre estes
eventos, com o objetivo de visualizar posteriormente estas mesmas condi¢des

no diagrama de arvore.

Se 0s alunos conseguirem associar essa situagdo com as maquinas
da atividade 1, poderdao responder que o evento “um recém-nascido é
homem e outro € mulher”tem maior probabilidade de ocorrer que “os dois
recém-nascidos sdo mulheres” ou “os dois recém nascidos sdo homens”.
Porém, ndo acreditamos que isso ira ocorrer, uma vez que a questao esta
sendo apresentada apenas na linguagem natural, cabendo uma possivel
conversao (da linguagem natural para um diagrama de arvore ou para uma
linguagem simbdlica), e assim pensamos que poderédo responder que 0s trés

eventos tém a mesma probabilidade.

Questao b) Utilize o diagrama abaixo para responder as questdes a

sequir:
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19 parto 22 parto resultado dos
dois partos

I/H ——— P(HnH)=?

? H
/ P P(HAM)=?

? —— P(MAM)=?
? \M R (MM)
\Fh ———P(MnH)=?

(Na arvore acima assinalamos uma interrogacao (I), que significa a
probabilidade de nascer um homem no segundo parto, sabendo ter
sido homem no primeiro).

Substitua as interrogacfes acima pelas suas respectivas

probabilidades.

Nesta questdo, apresentamos aos alunos a arvore de possibilidades, de
maneira que eles compreendam o significado de alguns de seus componentes.
Em seguida, pretendemos induzi-los a transforma-la em uma arvore de

probabilidades, calculando suas respectivas probabilidades.

Esperamos que os alunos acertem essa questdo, pois ao exibirmos a
arvore de possibilidades, fizemos a primeira conversao (da linguagem natural
para o diagrama de arvore). Cabe a eles somente colocar as probabilidades e,
em seguida, fazer um calculo elementar da multiplicacéo das referidas
probabilidades. Para transformar a arvore de possibilidades do enunciado para
a arvore de probabilidades sdo necessarios alguns célculos que mostraremos a

seqguir.

Para comecarmos efetuar estes calculos, basta ler no enunciado do

problema qual a probabilidade de nascer homem e mulher, e colocar no lugar
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das respectivas interrogacoes, e em seguida calcular as interse¢des dos
eventos, efetuando os produtos na ordem indicada na arvore, como se pode

observar a seguir:

19 parto 29 parto resultado dos dois partos

H_— PtHAH)=04.04=0,16
0,4 ///////

0,4 ////66 P+ M) = 0,4.0,60 = 0,24

06 og///mp/’WMhM) 0,6.06 =036
04 T

H P(MnH)=0,6.04=024

Sendo os eventos independentes, as probabilidades condicionais
referentes aos segundos “galhos da arvore”, sdo as mesmas probabilidades de
ser homem ou mulher, isto €, P(H) = P(H/M) = P(H/H) = 60%, e acreditamos
gue o aluno compreenda isto sem necessariamente precisar escrever na
linguagem simbdlica. O alunos estardo, portanto, se familiarizando com

algumas regras de tratamento no registro “arvore de probabilidades”.

Introduzimos, também, a leitura da Probabilidade Condicional com a

indicacdo @ .

Questao c) Pensem novamente na questao a). Vocés mantém sua

resposta? Justifiguem sua resposta.

Ao pedirmos para voltar a primeira questéo, apos o contato com o
esquema da arvore, esperamos que 0s alunos possam fazer agora uma analise

melhor, e, com isso, reformularem ou ndo sua resposta.

Para responder esta questdo baseando-se na arvore de probabilidades,
basta efetuarmos :
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P(MnH) + P(HNM) = 24% + 24% , e obter 48%, como resposta.

A &rvore de probabilidades favorece os calculos da probabilidade da soma
das intersecdes (Teorema da Probabilidade Total), ndo sendo preciso mudar o

registro, bastando compreender este tratamento na arvore.

Questao d) Coloquem os dados que vocés escreveram na arvore de
probabilidades na tabela a seguir:

\w H M |Total
2%parto

H P(HAH)=?
M

Total 1

Nesta questado estamos mostrando uma tabela de dupla entrada e
também provocando uma conversao para este novo registro, quando

colocamos P(HNH) = ?

Acreditamos que os alunos ndo encontrardo dificuldade em responder, e
esperamos que percebam esta forma de representar as interse¢des dos
eventos, e as probabilidades totais de ser homem ou de ser mulher no primeiro
e no segundo parto. Nosso objetivo € que o aluno identifique a tabela de
contingéncia como uma ferramenta facil de manipular e util para a resolucéo

de problemas que envolvam conceitos ligados a Probabilidade Condicional.

Os alunos poderao utilizar a arvore de probabilidade da questédo b) para
completar a tabela de contingéncia. Assim procedendo, estardo fazendo uma
conversao do registro “arvore de probabilidades” para o registro “tabela de
contingéncia”, ou se ndo relacionarem com a arvore, comecarao a resolver a

questao pelo enunciado do problema, e nesse caso, a conversao sera do
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registro “linguagem natural” para o registro “tabela de contingéncia”. Em

gualquer um dos casos, obteréo os resultados:

w H M |Total
22parto

H P(HNH)=0,16 | 0,24 | 0,40
M 0,24 0,36 | 0,60
Total 0,40 0,60 1

Questao e) Suponhamos que vocés ja saibam que no primeiro parto
tenha nascido uma menina. Qual a probabilidade no

segundo ser um menino?

Estamos diante de um problema em cuja solugédo se mobilizara o conceito
de Probabilidade Condicional. Acreditamos que o aluno sera capaz de
resolvé-lo sem grandes dificuldades. Queremos que o aluno perceba que é facil

calcular as probabilidades condicionais através do diagrama de arvore.

Para responder esta questdo, basta olharmos para a arvore de
probabilidades da questéao b) e identificarmos que tal probabilidade esta
colocada no “segundo galho” de M ~H;que € 40%. Numa linguagem
simbdlica poderiamos colocar esta probabilidade da seguinte maneira:

P(H/M) = 40% .

Questéao f) Qual a probabilidade de nascer um menino no segundo

parto?

Nesta questdo os alunos poderao recorrer tanto a arvore de
probabilidades como a tabela de dupla entrada. Se eles recorrerem a arvore
terdo de efetuar P(HnH) + P(MnH), verificando que tal probabilidade é igual a
40%, o que significa estar utilizando implicitamente o Teorema da Probabilidade
Total. Poderao recorrer também a tabela, observando que a soma da linha

referente a H, é a probabilidade procurada.
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Esperamos que a maioria dos alunos consiga estabelecer a relacéo entre
a arvore de probabilidades e a tabela de dupla entrada, e que diante de
problemas de condicional, mobilize esses diferentes registros de
representacao com o intuito de facilitar a resolucéo de questdes que envolvam

0 conceito de Probabilidade Condicional.

Questao g) As probabilidades das questdes €e) e f) sdo iguais ou

diferentes? Como vocé justifica o fato?

Os alunos possivelmente responderdo que sao iguais, e isto se devera ao
fato de que, no primeiro parto na questéo e) jA hasceu uma menina e, na
questao f), mesmo sabendo que também podera ser um menino ou uma
menina que tenha nascido no primeiro parto, esse fato ndo alterara essa
probabilidade. Em f) somaremos duas probabilidades de interse¢bes de eventos
e na e) consideraremos somente a probabilidade de nascer um menino,

independente do nascimento no primeiro parto.

Desejamos que os alunos comecem a analisar a dependéncia e a
independéncia de eventos, ndo através de uma regra, mas sim refletindo sobre

a leitura do contexto em que os eventos estdo inseridos.

Questao h) Suponhamos que vocés chegaram atrasados para
conferir 0 sexo da crianga que nasceu primeiro. Mas
vOCés verificaram que a segunda crianga era uma menina.

Qual a probabilidade do primeiro ter sido um menino?

Podemos resolver esta questdo baseando-nos na independéncia dos
eventos, isto €, como 0s eventos nascer homem e nascer mulher sdo
independentes, esta probabilidade é igual a 40%, que € a mesma probabilidade
de nascer homem em qualguer um dos partos.

Acreditamos que os alunos nao conseguirdo respondé-la, pois essa

guestao é reconhecida nas pesquisas feitas em Probabilidade Condicional,
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como sendo dificil para a maioria dos estudantes. A pergunta é formulada
sabendo o que aconteceu no segundo parto, e questiona-se qual a
probabilidade de ter ocorrido menino no primeiro parto. Para os alunos, tal
pergunta nao tem procedéncia, pois eles acreditam ser impossivel ndo saber
algo que ja aconteceu, e portanto, ndo conseguem pensar em probabilidade se
o fato é passado.

Simbolicamente podemos representar tal probabilidade por: P(Hi/ My). E
na linguagem natural seria a probabilidade de nascer homem no primeiro parto,

sabendo que nasceu uma mulher no segundo.

Segundo os pesquisadores, os alunos respondem tal pergunta invertendo
0 gque se pede no problema pelo que se € dado, isto é, calculando P(Mx/H;), ao
invés de P(H1/M,). Pesquisadores denominam este comportamento

apresentado pelos estudantes, de “Fenémeno Falk”.

Acreditamos, portanto, que os alunos deveréo ter dificuldade para resolver
esta questdo, mas a colocamos nesta atividade com o objetivo de gerar uma
discusséao entre os elementos das duplas, levando-os a reflexdo sobre o

assunto para trabalharmos com tal situagcdo no momento da formalizacao.

ATIVIDADE 3

Nesta atividade, as trés primeiras questdes sdo pouco convencionais, e
foram colocadas com o objetivo de fazer o aluno construir os registros “arvore
de probabilidades” e “tabela de contingéncia”, para cada vez mais ir se
familiarizando com esses registros, para que estes sirvam de ferramenta para

responder as demais questdes.

Essa atividade é composta de 10 questdes, que sdo extraidas da seguinte

situacao:
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Em uma Universidade, estdo assistindo a uma aula de Estatistica os

alunos, conforme a tabela abaixo:

W H M | Total
CURSO
LM 5 3 8
CC 8 4 12
Total 13 7 20

H: n2de Homens na sala de aula;
M: n2de mulheres na sala de aula;
LM: n® de alunos do curso de Licenciatura em Matemaética; e

CC: n2de alunos do curso Ciéncia da Computacéo.

A escolha dessa atividade se deve ao fato da aplicacdo da mesma ser em
uma sala de aula, em que estardo alunos de Matematica e de Ciéncia da

Computacéao, portanto relatando no enunciado o que ocorre nesta sala.

Procuramos uma atividade ligada a nocao “conjuntista” de Probabilidade
Condicional, referenciada no capitulo que consta “O Objeto Estocastico”, que
para Totohasina, € o enfoque em que o aluno apresenta menos dificuldade em

manipular o referido conceito.

Apresentamos aos alunos uma situagéo que propicia efetuar algumas
mudancas de registros (do enunciado para o diagrama de arvore, do diagrama
para a tabela de contingéncia) e no mesmo registro, privilegiar alguns
tratamentos para cada um deles, que explicaremos no decorrer de nossas
analises. Para Duval, quanto maior for essa flexibilidade entre diferentes
registros, maior sera a possibilidade de apreensao do objeto estudado.

As questdes sdo as seguintes:
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Questdo a) “Monte” uma arvore de possibilidades comecgando pelos
eventos Homem (H) e Mulher (M), e calcule todas as

probabilidades correspondentes.

Esperamos que os alunos acertem a questéo, devido ao fato do diagrama

de arvore ter sido manipulado por eles na atividade 2.

Nas atividades anteriores era dada a arvore de possibilidades. O
objetivo desta questdo € que os alunos comecem a construi-la a partir do seu
enunciado, para, em seguida, transforma-la em uma arvore de probabilidades

(converséao) e atribuir alguns tratamentos neste registro.

A resolucado da questao, que figura abaixo, facilitara a compreensao desta

conversao e dos tratamentos:

LM P(HNLM) = 13/20.
5/13=5/20=1/4 /
5/13

/?/za/ H% CC  P(HNCC)= 13/20.8/13=
8/20=7/5
\ LM  P(MnLM) = 7/20.3/7= 3/20
7/20
A7~ CC

P(M nCC) = 7/20.4/7 = 4/20
= 1/5

Para “montarmos” a arvore de probabilidades acima, comecamos pelo
calculo da probabilidade de escolhermos um homem da sala; para isso
utilizaremos a divisdo do numero de homens da sala pelo total de alunos e
encontraremos como resposta 13/20. O mesmo fazemos quando calculamos a

probabilidade do evento “ser mulher”. Da leitura do enunciado para as
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probabilidades colocadas no diagrama de arvore, realizamos uma conversao

sem necessariamente passar pelo registro simbalico.

Os célculos das probabilidades dos “segundos galhos” devem ser
efetuados considerando que ja ocorreram os eventos “Homem” ou “Mulher”,
portanto estardo sendo calculadas as Probabilidades Condicionais. Para isso,
como estamos diante de uma situacao “conjuntista” para calcular a
probabilidade de os alunos serem do “Curso Licenciatura de Matematica”,
sabendo que é Homem, basta dividirmos o numero de Homens do curso de
Licenciatura de Matematica pelo numero de Homens da sala, resultando em
5/13. Procedemos da mesma maneira para obtermos o calculo das outras trés
Probabilidades Condicionais. A passagem do enunciado do problema para a
colocacgéo das Probabilidades Condicionais nas arvores € uma conversao de

registros.

O célculo das probabilidades das intersecfes referentes a sequéncia dos
galhos, se efetua multiplicando-se as probabilidades encontradas nos galhos
dessa sequéncia, efetuando-se desse modo, um tratamento no registro,

“diagrama de arvore”.

Questao b) “Monte” uma arvore de possibilidades comecando pelos
cursos, ao invés do sexo, e em seguida calcule as

probabilidades correspondentes.

Esta questéo tem por objetivo propiciar aos alunos a reflexdo sobre uma
outra maneira de construir a arvore de probabilidades, para que mais tarde eles
possam perceber qual a melhor forma de utiliza-la. Acreditamos que eles

consigam resolver a questéo, pelo mesmo motivo apontado na anterior.

Vamos mostrar a montagem desta arvore:
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H  P(LMnH)=8/20.
5/8=5/20=1/4 /
5/8

LM\

%o/ 3/8 M P(LM nM)= 8/20.3/8= 3/20

\ 812 H  P(CCnH) =12/20.8/12= 8§20

12/20 C

=2/5

HT2 M P(CCnM) = 12/20.4/12 =
4/20 = 1/5

Estamos diante de uma situacdo “conjuntista” que facilita os calculos das
intersecdes e das condicionais como foi mostrado no “O Objeto Estocastico”,
portanto para a construcao desta arvore basta seguir as etapas da montagem

da anterior.

Questao c) Transforme a sua tabela de informacdes do enunciado em

uma tabela de probabilidades.

O objetivo desta questéo é fazer com que os alunos comecem a manipular
as mudancas de registro e distinguir os tratamentos em cada um desses
registros. Acreditamos que eles ndo apresentarao dificuldades em resolver tal

questao. Eles tém as duas arvores a) e b), como ferramentas para respondé-la.
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Vamos apresentar a tabela transformada para, a seguir, discutirmos alguns
aspectos de sua montagem.

Q H M Total
CURSO

LM 5/20 | 3/20 8/20
CC 8/20 | 4/20 12/20
Total 13/20 | 7/20 1

Se os alunos observarem a arvore de probabilidades e constatarem que
as intersecdes calculadas sé@o as que devem ser colocadas no quadro, estarao
fazendo uma converséao do registro “diagrama de arvore” para a “tabela de
contingéncia”. A soma das linhas e das colunas nesse registro é um dos
tratamentos proprios deste registro. Nas questdes seguintes mostraremos

outros tratamentos que podemos efetuar dentro da tabela de contingéncia.

Questao d) Sabendo-se que escolhemos um rapaz dessa sala, qual a
probabilidade dele ser do curso de Licenciatura em

Matematica?

Com esta questado pretendemos que os alunos percebam que a
probabilidade solicitada ja foi calculada, e esta colocada na arvore de
probabilidades da questéao a), fazendo com que eles atentem para a utilidade do
diagrama da arvore, na resolucdo de problemas que envolvem a condicional.
Esperamos que eles respondam corretamente essa questao, pois acreditamos
que ja estdo se familiarizando com a arvore de probabilidades. Para isto basta
olhar a arvore montada na questéo a) e observar que a probabilidade que se
encontra no galho H——— LM, é 5/13; podemos escrever P(LM/H) = 5/13.

Também podemos responder essa questédo utilizando alguns tratamentos
na “tabela de contingéncia”, isto é, observamos a probabilidade de ser Homem

96



na tabela de contingéncia 13/20, em seguida a de ser Homem e do curso de
Licenciatura de Matematica, 5/20, dividindo uma pela outra obteremos a

probabilidade pedida, assim como representamos abaixo:

P(LM /H)=>120 _5/13
13/ 20

Tomando alguns dados da tabela de contingéncia e aplicando o
tratamento que demos acima, podemos calcular as probabilidades condicionais

que envolvem estes eventos.

Apresentamos o enunciado da questédo na linguagem natural, sem nos
preocuparmos com a simbologia da Probabilidade Condicional, mas voltaremos

a apresenta-la em algumas das questdes que vém a seguir.

Questéao e) Sabendo-se que escolhemos um aluno do curso
Licenciatura de Matematica, qual a probabilidade dele

ser um Homem?

Nosso objetivo € propiciar aos alunos uma reflexdo sobre qual arvore eles
utilizardo como ferramenta para responderem a questao, e perceberem a
importancia de comecar um diagrama de arvore pelos dados que séao
fornecidos pela condicional. Se houver tal reflexao, acreditamos que os alunos

escolheréo a arvore da questéo b), e responderéo corretamente a questao.

As perguntas d) e e) estao relacionadas com o “Fenémeno Falk”, ja
comentado anteriormente. Na questao d) queremos calcular a Probabilidade do
aluno ser do curso de Licenciatura em Matematica sabendo que é Homem,
portanto tal probabilidade encontra-se na arvore da questédo a) e na e) sabendo
gue o aluno é do curso de Licenciatura em Matematica, queremos calcular qual
a probabilidade de ser Homem. Numa linguagem simbdlica, temos:

* naquestéo d) queremos P(LM/H) = 5/13, que obtemos observando a

arvore da questao a) , e
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* naquestédo f) P(H/LM) = 5/8, observando a arvore da questéo b).

Questéao f) As probabilidades encontradas em d) e e) sdo iguais ou

diferentes? Comente suaresposta.

Estamos apresentando uma situagdo em que os alunos possam observar
que P(A/B) néo é igual P(B/A), para que eles futuramente ndo cometam o erro
de igualar os dois resultados. Esperamos que acertem a questao dizendo que
as probabilidades sao diferentes, e expliquem gue, 0 que esta sendo
considerado dado em uma questao € diferente do que esta sendo dado na
outra. Como justificamos nas consideracfes da questao anterior.

Questao g) Substitua as interrogacdes abaixo pelas respectivas

probabilidades:
) PH)=? 1) P(H/LM) = ?
i PM)="2 V) P(M/CC)="?

Esperamos que os alunos observem a arvore de probabilidades da
guestao b) e respondam sem dificuldade a questdo. Nosso objetivo é destacar

essas probabilidades para analisar a sua dependéncia na questao seguinte.

Este € o primeiro enunciado que fizemos da Probabilidade Condicional na
linguagem simbdlica, embora tenhamos, durante a discussédo das atividades
anteriores, nos utilizados dela sempre na lousa, de modo que esperamos que

os alunos ja tenham adquirido alguma familiarizagdo com a mesma.

Mostraremos a seguir as respostas esperadas:
) P(H) = 13/20 1) P(H/LM) = 5/8
Il) P(M) = 7/20 IV) P(M/CC)= 4/12

As respostas | e Il aparecem na arvore de probabilidades da questéo a),
nos seus primeiros galhos, ou na soma das proprias colunas da tabela de
contingéncia, as lll e IV aparecem na arvore de probabilidades da questéao b)

sobre os segundos galhos.
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Questao h) Tomando como base o item Q).
As probabilidades 1) e Ill) sdo iguais ou diferentes?
Justifique.
As probabilidades Il) e IV) sdo iguais ou diferentes?
Justifique.
Nos dois casos esperamos que eles digam que sédo diferentes, justificando
gue os eventos sao dependentes. O objetivo € fazer com que os alunos reflitam

em cada atividade sobre a dependéncia ou independéncia dos eventos.

Questao i) Observando a arvore de probabilidade do item a),
responda:
P(H) + P(M) =
P(LM/H) + P(CC/H) =
P(LM/M) + P(CC/M) =
P(HALM) + P(HACC) + P(MnLM) + P(MACC) =

O que estas somas tém em comum? Justifique.

O objetivo desta questao € provocar uma reflexdo sobre algumas regras
de tratamento no registro “diagrama de arvore”, como por exemplo identificar
gue a soma das probabilidades sobre os galhos que saem de um mesmo né é
igual a 1, e que a soma de todas as interse¢des também é 1.

Esperamos que os alunos respondam em todos estes itens, que a soma €
igual a 1, e consigam justificar dizendo que os eventos, em cada caso, sao

complementares.

Questao ) Para calcular P(M/CC) vocé pensa que seria melhor utilizar
a arvore do item a) ou do item b)? Justifique o porqué da

sua escolha.
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Acreditamos que os alunos respondam que o item b) seja a melhor arvore
para responder a essa questao, pois eles ja refletiram sobre as duas arvores

varias vezes.

Nosso objetivo é fazer com que os alunos percebam a importancia de

comecar a arvore de probabilidades pelo dado que € fornecido na condicional.

ATIVIDADE 4

Essa atividade é composta de 9 questdes que sdo extraidas da seguinte

situacao:

Numa determinada cidade, a probabilidade de encontrarmos um
individuo portador do virus HIV, é de 6%. Em um teste feito num
determinado laboratorio da cidade, ocorreram os seguintes

resultados:

- A probabilidade de um individuo ter seu teste positivo (T.),
sabendo-se que é portador do virus HIV; , é de 99,8%.
- A probabilidade de um individuo ter seu teste negativo (T.),
sabendo-se que nao é portador do virus HIV. , é de 99,6%.

Sao utilizadas as notacdes:

D para representar o evento do individuo ser HIV. .

D pararepresentar o evento do individuo ndo ser HIV. .

Esta atividade foi elaborada com o intuito de analisarmos como os alunos
apresentam o0s seus conhecimentos apds terem manipulado 0s registros:

simbdlico, arvore de probabilidades e tabela de contingéncia, nas anteriores.
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N&o colocamos nenhum dos dois registros nem na situagao problema nem
no enunciado das questdes, simplesmente pedimos que os alunos os
representem e respondam algumas questdes envolvendo a probabilidade

condicional.

Embora essa atividade envolva a probabilidade condicional “causalista”,
gue para Totohasina € aquela que apresenta maior dificuldade para os alunos,
acreditamos que irdo resolvé-la, pois ja estardo bem familiarizados com todas

as ferramentas que os ajudarao a fazé-lo.

Os dados fornecidos no problema sobre resultados de exames em
individuos portadores de soro positivo, sao ficticios. O que nos levou a escolher

tal tema, foi o desejo de lembrar uma realidade mundial sobre a AIDS.

Questao a) Construa a arvore de probabilidade partindo dos eventos
D e D.

Para resolverem esta questdo, os alunos deverdo usar uma mudanca de
registro do enunciado do problema na linguagem natural para a arvore de
probabilidades. Nesta questéo, diferentemente das outras, eles terdo que
calcular as probabilidades complementares, pois nesse enunciado elas estao
implicitas. Poderéo fazé-lo lembrando das regras de tratamento que discutimos
na atividade anterior, quando verificamos que a soma das probabilidades
ligadas ao mesmo né é igual a 1. Nosso objetivo, com essa questao, € fazer
com que os alunos reflitam sobre as situacdes anteriores e comecem a
apresentar uma certa autonomia na resolucao de problemas dessa natureza.
Acreditamos que néo teréo dificuldades em resolvé-la, por estarem bem

familiarizados com essa representacgao.

Colocaremos a arvore a seguir para melhor ilustrar as observacoes feitas.
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T+ P(DNT.) = 6%.99,8% =

5,988%

>
0,012%

0,2%
0, 376%\ DA%
94% D \

T P(DNT)=6%.0,2% =

T-  P(DNT.) =94%.0,4% =

~ P(DNT.) = 94%.99,6% =
93,624%

O tratamento neste registro permite encontrar as probabilidades
assinaladas na arvore, nos primeiros e segundos galhos, isto €, a soma das

probabilidades ligadas ao mesmo no € igual a 1.

Questao b) “Monte” a tabela de dupla entrada com as respectivas

probabilidades.

Nosso objetivo é verificar se 0os alunos conseguem passar de um registro
a outro (conversao), como explicaremos a seguir.. Esperamos que eles ndo

apresentem dificuldades em fazé-lo, pela familiarizacdo adquirida até entao.

Apresentamos a seguir esta tabela:

Portador
Teste D D Total
T, 5,988% 0,376% 6,364%
T. 0,012% 93,624% 93,636%
Total 6% 94% 100%
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Os alunos deverao observar a arvore de probabilidades da questao

anterior, e converté-la.

Questéao c) Calcule a probabilidade de se encontrar T. nos exames
desse laboratério.

Com esta questao, pretendemos fazer os alunos manipularem a
ferramenta tabela de contingéncia, além de verificarem a sua utilidade. A
resposta resulta diretamente da tabela de contingéncia por eles construida.
Ela representa um tratamento nesse registro, a soma da linha T.; acreditamos
por isso, que ndo havera dificuldades para resolver essa questao. Aqui 0s
alunos deveréo utilizar o Teorema da Probabilidade Total, soma de decimais, e
apresentar 6,364% como resposta ou, se estiverem familiarizados com as
notacdes simbdlicas, escreverdo: P(T.) = 6,364%.

Questéao d) Calcule a probabilidade de se encontrar T. nos exames

desse laboratorio.

O objetivo e as expectativas desta questdo sao praticamente 0s mesmos
da anterior. A diferenca estara no calculo, que, ao invés de somar-se a linha do

T, ,soma-se ado T.. Devera ser obtido 93,636% como resposta.

Questao e) Construa a arvore de probabilidades partindo dos eventos
T.eT..

Colocamos os alunos novamente diante de uma converséo: eles poderéao
dispor de uma arvore de probabilidades comecando por D e de uma tabela
de contingéncia que podem ser utilizadas como ferramentas. Nessa questao
mobilizam-se conceitos ligados a Probabilidade Condicional como, o
Teorema da Probabilidade Total e a Intersecao de Eventos Dependentes.

Os alunos néo deverao estar sabendo, que ao passarem de uma arvore a
outra ja estardo utilizando o Teorema de Bayes. Acreditamos que esse tipo de

conversédo da condi¢des de resolver problemas que mobilizem tal teorema.
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Esperamos que, apds algumas reflexdes, eles consigam resolver a questéo.
Sabemos que ndo é uma questao facil, mas acreditamos que as atividades

anteriores tenham dado aos alunos condi¢cdes para resolvé-la.

Vamos apresentar a seguir a arvore em questao:

P-  P(T.nD)=5,988%
94,09%

T, _ _
6, W 591%  -B-  P(T.nD)=0,367%

00128% —D-  P(T.nD)=0,012%
03,636% T

99,9872% D~  P(T.nD) = 93,624%

As questdes c) e d) ajudardo a montar esta arvore, e foram colocadas
nesta ordem com este objetivo. Os alunos tém, portanto, as probabilidades do
inicio desta arvore calculadas nas duas questdes anteriores. As interse¢fes sédo
as mesmas calculadas na arvore da questéo a), bastando somente que 0s
alunos calculem as condicionais e, para isto, deverao utilizar a divisdo da
probabilidade dos “primeiros galhos” pelas probabilidades das respectivas
intersecoes (tratamento).

Questao f) Qual a probabilidade de escolhermos um individuo ao
acaso desta cidade, sabendo-se que o0 seu teste deu
negativo, que seja portador do virus HIV.?

Acreditamos que, se 0s alunos conseguirem construir a arvore da questao
e), eles ndo apresentardo dificuldades em responder esta questdo. Queremos
que eles percebam a importancia de manipular esse registro, para quando
estiverem diante de um enunciado de eventos condicionais os representem de

varias maneiras.
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A probabilidade pode ser vista sobre os “segundos galhos” da questéo e),
que ligam T.——— D, que € 0,01281 e podera ser escrito:
P(D/ T)=0,01281% .

Questéo g) Os eventos D e T, sdo dependentes ou independes?

Comente sua resposta.

Devera ser facil para os alunos responderem que 0s eventos sao
dependentes, pela reflexao feita em outras atividades e em questdes desta
mesma como, por exemplo, a €). Como sabemos que reconhecer a
dependéncia dos eventos é motivo de dificuldade para os alunos, colocamos

essa questao para reforcar tal conceito.

Questao h) Responda os itens abaixo justificando como encontraram
as suas respostas.

) P(T./D)=

1) P(DIT,) =

l) P(T+/ D)=

IV) P(DIT.) =
Esta questdo foi formulada apos a aplicacdo da atividade 3, pois foi
diagnosticado naquela que a maior parte dos alunos ndo compreendem
corretamente este simbolo da condicional, portanto salientamos a sua leitura
durante as discussfes das respostas da atividade 3, e colocamos aqui essa
guestdo para observarmos quais serdo as atitudes dos alunos diante desta

simbologia.

Esperamos que eles consigam diferenciar o item | do IV e o Il do Ill. Essa
diferenca os alunos a detectaram anteriormente através de perguntas feitas na

linguagem natural, e desejamos verificar na linguagem simbdlica.

Mostraremos a seguir as respostas:
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) P(T./D)=0,2%
I1) P(D/T+) =94,09%
l11) P(T+/ D) = 99,8%
IV) P(D/T.) =0,01281%
Podemos justificar tais respostas por serem probabilidades calculadas nas
arvores das questdes a) e e). As probabilidades dos itens |) e Ill) figuram nos
segundos galhos que saem do NO “D”, da arvore da questdo a) e, dos itens Il)

e 1V) dos segundos galhos que saem do NO “T.", da arvore da questao e).

Questao i) Como vocé escreveria na linguagem corrente essas duas
probabilidades: P(DnT.) e P(D/T,). As probabilidades sé&o

iguais ou diferentes? Justifique.

Esperamos que os alunos fagam a converséo do registro simbadlico
para a linguagem corrente, que € o contrario do que em geral aparece nos
enunciados dos problemas e acreditamos que eles nédo terdo dificuldades em
resolver. Além disso, desejamos propiciar aos alunos uma reflexdo sobre duas
situacdes (P(DnT.) e P(D/T,)). Esperamos, também, que os alunos respondam

gue essas probabilidades sao diferentes, pelos eventos serem dependentes.
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5. 2 REALIZACAO DA SEQUENCIA

A sequéncia didatica € composta de quatro atividades e foi aplicada aos
alunos do 32 ano de Licenciatura em Matematica e Ciéncia da Computacio, da
Universidade Catélica de Santos (UNISANTOS), que é oferecido somente no
periodo noturno. Os alunos desses dois cursos assistem algumas disciplinas
juntos, e Estatistica é uma delas.

A disciplina Estatistica tem uma carga horaria 80 horas anuais, e seu
conteudo programatico esta no ANEXO VI.

A aplicacdo da sequéncia ocorreu apos 0s alunos terem contato com os
conceitos basicos de Estatistica Descritiva e de Probabilidade com um evento,
isto é, o conceito de Probabilidade “Objetiva” (comentada no Capitulo IIl). O
professor desta sala confirmou que néo havia trabalhado com registro de
“arvore” nem a “tabela de contingéncia” , com seus alunos.

O trabalho se realizou em trés sessdes. A primeira ocorreu no dia 28/08
do corrente ano com duracéo prevista de noventa minutos. Compareceram 32

alunos que foram divididos em duplas, de acordo com suas préprias escolhas.
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Nessa primeira etapa foram trabalhadas as duas primeiras atividades.
Entregamos a primeira e estabelecemos o prazo de vinte minutos para o seu
término; em seguida fizemos a institucionalizacdo da regra do produto e dos
conceitos de dependéncia e independéncia de eventos, e ainda introduzimos a
notacdo de Probabilidade Condicional e mudanca dos esquema das “Maquinas
1 e 2 em Diagramas de Arvore. Utilizamos a corre¢do das questdes para
introduzir tais conceitos, tentando aproveitar as préprias respostas dos alunos
dadas oralmente as questfes e estabelecendo uma relacdo com o que eles
falavam e os conceitos mencionados acima. Fazendo uma formalizagédo sempre
através de um didlogo entre professor e alunos, e nunca através de um
monologo, no qual somente o professor fala. Esta postura foi tomada por nos
em todas as formalizacoes.

A seguir, entregamos a segunda atividade para que, com essas
institucionalizagbes, os alunos pudessem realizd-la tendo uma maior
preocupacdo maior com a notacdo adequada, utilizando a nova ferramenta
diagrama de arvore. No final dessa atividade estava prevista uma nova
discussdo, com a finalidade de reforcar os conceitos citados acima, além de
introduzir uma nova ferramenta para trabalhar com o0 conceito da
Probabilidade Condicional, que é a tabela de dupla entrada. Isso porém,
nao foi possivel porque, embora a duracdo da aula fosse de noventa minutos,
os alunos jA mostravam sinais de cansago, 0 que é bastante compreensivel,
uma vez que a aula de Estatistica acontece das 21h05min as 22h35min.

Resolvemos assim fazer essa institucionaliza¢ao no inicio da proxima etapa.

Durante a aplicagdo dessas duas atividades foram muitos o0s
guestionamentos por parte dos alunos sobre como operar com as
porcentagens. Eles preferiram manter suas respostas utilizando as
porcentagens ao invés dos registros fracionarios, porém mostraram uma certa
dificuldade em efetuar operagcées com elas. Fizemos uma breve discussao de
como trabalhar com operagbes que envolvem porcentagens, para podermos

desenvolver melhor nossas atividades.
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Acreditamos que suas preferéncias pelo uso da porcentagem devam ser
devido aos meios de comunicagdo, que sempre tratam situacdes que envolvem

incertezas através de porcentagem.

O professor de Estatistica dos alunos permaneceu todo o tempo da
aplicacdo das atividades na sala de aula, ndo interferindo em nenhum

momento.

Os alunos mostraram muito interesse no desenvolvimento das atividades,
e isso foi percebido pelas inUmeras perguntas feitas durante a sua execucao, e
também através das respostas que eles elaboraram, escrevendo quase sempre
as justificativas das suas escolhas, e muitas vezes nos chamando para
verificarmos se o que foi escrito dava para ser compreendido.

A segunda sessao foi realizada no dia 03/09, na semana seguinte, e
contamos com a participacdo de 21 alunos. A falta de muitos deles foi
justificada pelo professor por ser uma semana com feriados e muitos dos
alunos acabam “emendando”, mas mesmo assim, ele considerou que o humero

de presencas estava somente um pouco abaixo da média.

Como previamos, comentamos a atividade anterior e ratificamos o uso da
arvore de probabilidades e da tabela de contingéncia para problemas que
envolvessem a Probabilidade Condicional. Nesta oficializacdo da segunda
atividade, os alunos deram oralmente algumas conclusbes sobre os dois
registros utilizados: a arvore de probabilidades e a tabela de contingéncia.

Conclusfes estas que destacamos a seguir:

» A soma de uma das colunas ou linhas da tabela de contingéncia nos
da as probabilidades totais.

» Os “segundos tracos” da “arvore de probabilidades” refere-se a
Probabilidade Condicional.

» Os dados que precisamos saber da tabela de contingéncia estado todos

calculados na “arvore de probabilidades”.
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» Os dois eventos em questao sdo independentes, diferente da atividade

1, na maquina 2.

Os alunos organizaram-se em duplas, e como eram 21 alunos, um deles
juntou-se a uma das duplas. Distribuimos a Atividade 3, e eles comecgaram a
trabalhar com 0 mesmo interesse e participacdo da anterior. Sua duracgéo foi de
trinta e cinco minutos. Como o ocorrido na atividade anterior, ndo foi possivel
fazer comentérios gerais sobre esta atividade e deixamos este acontecimento

para a préxima sessao.

Durante a aplicacao desta atividade, os alunos também fizeram perguntas
de como trabalhar com as porcentagens; alguns deles optaram por dar a
resposta no registro fracionario e outros no decimal, por acharem mais facil
realizar os calculos, mas admitiram que compreendem melhor se a resposta
estiver em porcentagem. Este fato nos faz refletir sobre:

“Que concepcdes os alunos tém da representacdo da probabilidade
através do numero decimal ou fracionario?”
Os alunos mostram gue néo tém problema de operar fracdes ou decimais, mas
nos parece que tém alguma dificuldade em trabalhar com os seus respectivos

significados no contexto da probabilidade.

A atividade 4 foi aplicada no dia 24/09, trés semanas apos a realizagdo da
terceira sesséo. Isto ocorreu devido a dois fatores: na primeira semana houve
uma série de palestras para o curso de Ciéncia da Computacédo, e na seguinte,
os alunos tinham prova de Estatistica. Portanto, depois dessas trés semanas,
fomos levados a fazer uma discussao da atividade 3 um pouco mais detalhada,
tentando retomar ndo s6é a sua problematica como todos 0s conceitos
envolvidos. Aproveitamos o intervalo, que ocorreu antes do inicio desta aula,

para colocarmos na lousa a situacéo.

Na discussao da atividade 3, montamos as arvores de probabilidades e a

tabela de contingéncia na lousa levando sempre em consideracdo as respostas
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dadas oralmente pelos alunos e procurando fazer com que eles as

justificassem.

A esta quarta sessao, compareceram 29 alunos, sendo que somente 20
destes participaram da terceira, embora todos tenham participado da primeira.
Isto criou uma certa dificuldade para corrigir a atividade anterior, mas mesmo 0s
alunos que ndo haviam participado dela, fizeram algumas perguntas, mostrando

interesse em compreender o que se estava falando.

Para a formacéo das duplas sugerimos aos alunos faltosos na atividade 3,
gue se agrupassem com guem estivera presente no dia em que fora trabalhada.
A maioria deles aceitou a sugestdo, mas uma dupla preferiu desenvolver esta
atividade 4 sem que nenhum dos dois alunos tivesse participado da anterior.
Ficamos em sala com 13 duplas e um trio.

Desta atividade 4 os alunos resolveram as quatro primeiras questfes
rapidamente, e sem nos fazer nenhuma pergunta. Percebemos que eles
discutiam entre si, mas ndo nos apresentaram duvidas. Estas s6 comecaram a
acontecer na questdo e), pois precisavam calcular a Probabilidade Condicional
gue nédo foi dada no enunciado, e para isso fizeram muitas perguntas, que

serdo comentadas no capitulo seguinte.

Esta sessao durou cerca de trinta e cinco minutos, e 0s alunos mostraram
gue nao tiveram dificuldades de compreender nem a situagédo e nem os dados

qgue colocamos no enunciado.

A classe sempre se mostrou participativa e interessada em desenvolver as
atividades, e percebemos que nesta Ultima os alunos faziam com mais
conviccdo as argumentacdes e 0s questionamentos entre eles, e também

agueles que se dirigiam a nés.
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5.3 ANALISE DOS RESULTADOS

RESULTADOS OBTIDOS NA ATIVIDADE 1

Os alunos mostraram bastante interesse em responder as questdes desta
atividade, como era esperado. Eles acreditavam que realmente estavam diante

de um jogo.

Como previamos, o numero de acertos das 16 duplas que realizaram esta

atividade foi grande, como podemos observar na tabela abaixo:

Questobes Acertos Erros Em Branco
a) 16 - -
b) 16 - -
c) 15 01 -
d) 14 02 -
e) 15 01 -
f) 15 01 -
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9) 15 01 -
h) 15 01 -

Vamos analisar individualmente cada questao.

Questao a) Em que maquina vocé pensa que Beto e Meire tenham

mais chance de ganhar?

Como era esperado, os alunos confirmaram que a maior chance de
ganhar o prémio estaria na escolha da maquina 2, e nos parece que tal
resposta foi baseada somente na visualizagdo das maquinas, pois todos néo

apresentaram nenhum calculo.

Questao b) Qual a probabilidade de a bola cair em D na maquina 1?

E na maquina 2?

Embora os alunos tenham acertado esta questao, ficou dificil analisarmos
como obtiveram o resultado, pois somente 04 duplas indicaram como fizeram o
calculo. Dentre elas, 03 utilizaram a divisdo do niumero de caminhos que levam
a D, pelo numero total de caminhos que a bola possa percorrer, e a outra dupla

utilizou o principio multiplicativo.

As demais duplas indicavam somente as maquinas 1 ou 2 seguida do seu
resultado. Percebemos com este fato que os alunos mostravam uma falta tanto
de representacdo em relacdo a probabilidade como uma falta de formalismo
matematico. Fato este, observado pela auséncia do sinal de igual, indicacao de
resposta através de flechas ou tracos e auséncia da letra P para indicar a
probabilidade solicitada. Vamos colocar a seguir como se apresentaram

algumas destas respostas:

> 1-51/4 e2- 1/2.
» Maquina 1 — 25%
Méaquina 2 — 50%
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Questao c) Observe a maquina 1, calcule a probabilidade da bola

chegar aF.

Os alunos néo tiveram dificuldade diante da questdo, como era esperado.
Os mesmos problemas relatados na questado anterior aparecem nos resultados

desta.

A dupla que errou a questéo, desprezou a possibilidade da bola passar
por B, considerando, portanto, somente a possibilidade da bola cair em C,

admitindo a probabilidade da bola chegar a F ser de 50% .

Questdo d) Ainda na Maquina 1, calcule a probabilidade da bola

chegar a F, sabendo-se que ela passou por C.

Os alunos parecem ter percebido que a condicdo dada aumentava a
probabilidade de chegar a F, pois resolveram uma questdo cujo conceito de
Probabilidade Condicional ja estava nela embutido.

Embora o niumero de acertos tenha sido alto, tivemos alguma dificuldade
de saber como as duplas efetuaram tal resposta, pela falta novamente de
representacdo de sua resolucdo. Das 16 duplas somente quatro indicaram
como foi feito o célculo, ndo s6 com a indicacdo da Probabilidade que devera
ser calculada, como também através da linguagem natural, explicando o0s

passos que deram para resolver a questao.

Das duas duplas que erraram, podemos supor que elas tenham
desprezado a informacao dada (sabendo que passou por C), pois colocaram
como resposta, 25% .

Questéao e) As probabilidades das letras c) e d) sdo iguais ou
diferentes? Por que isto aconteceu?
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Como era esperado, os alunos escreveram que eram diferentes e
justificaram pelo fato de terem diminuido as possibilidades de chegar a F na
questao d). Uma dupla errou. Esse fato pode ter ocorrido por ela ter errado a

questao c) e d).

Questao f) Observe agora a maquina 2, calcule a probabilidade da

bola chegar a D.

A maioria dos alunos percebeu que esta questéo € igual a b). A dupla que
errou, havia acertado na questdo b), mas resolveu fazer um calculo dessa
probabilidade, considerando um sé caminho para chegar a D. Portanto,
encontrou tal probabilidade sendo 1/3.

Questao g) Ainda na maquina 2, calcule a probabilidade da bola
chegar a D, sabendo-se que ela passou por C. Em seguida
calcule a probabilidade dela chegar a D, sabendo-se que
ela passou por B. Essas duas probabilidades sao iguais

ou diferentes? Justifique.

Como observamos no quadro de acertos dos alunos, houve uma grande
maioria de acertos. As duplas mostraram ter compreendido bem a condigcéo
dada na questdo, isto foi observado ndo sO pelo acerto desta, como pelas
justificativas que deram. Justificativas estas, que foram dadas na prépria
linguagem natural como também através de alguns simbolos que eles criaram

para indicar a “condi¢cdo”, como por exemplo:

P/C =50%
P/B = 50%

Duas duplas justificaram a resposta utilizando o termo “independente”

para essas probabilidades serem iguais.

Questdo h) E as probabilidades das letras f) e g) sédo iguais ou

diferentes? Por que vocé acredita que isso ocorra?
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Acreditamos que, com esta questao, conseguimos atingir 0 nosso objetivo,
que era o de propiciar aos alunos reflexado diante das probabilidades de eventos
independentes. As duplas, de um modo geral, se empenharam em justificar o
fato das probabilidades serem iguais.

Nessas duas Ultimas questbes, os alunos escreveram bastante seus
pensamentos na linguagem natural, e quatro duplas referiram-se a igualdade

das letras utilizando a palavra “independéncia”.

Vamos mostrar a seguir algumas justificativas dadas pelos alunos:

» ‘“lguais, porque ndo importa por onde a bola caia (B ou C), sempre ha
uma chance de 50% de cair em D”.

> ‘“lguais, porque a probabilidade da bola chegar a D independe do
caminho que ela passe, B ou C, sempre tera probabilidade de 50%”.

» ‘“lguais, isto ocorre porque ambos os caminhos B e C podem terminar
em D, com as mesmas probabilidades”.
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RESULTADOS OBTIDOS NA ATIVIDADE 2

Os alunos fizeram muitas perguntas durante a aplicacdo desta segunda
atividade, principalmente como efetuar a multiplicacdo de porcentagens, se

podiam expressar na forma decimal ou fracionaria.

Como fizemos entre as atividades algumas institucionaliza¢cdes, os alunos,
por sua vez, tentaram expressar-se utilizando alguns simbolos préprios da
probabilidade e perguntavam se estavam usando-os corretamente. Os alunos
demonstraram mais dificuldade nesta atividade que na anterior. Pudemos
perceber isso ndo soO pelos questionamentos durante a sua aplicacdo como pela

guantidade de respostas erradas. Observamos esse fato na tabela a seguir:

Questobes Acertos Erros Em Branco
a) 04 12 -
b) 16 - -
c) 06 10 -
d) 16 - -
e) 09 07 -
f) 12 04 -
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9) 09 06 01
h) 06 08 02

Vamos analisar individualmente cada questao.

Questdao a) Em uma determinada manha um médico ira fazer dois
partos. Qual dos eventos abaixo vocés consideram que é

mais provavel?

e Os dois recém-nascidos sao homens.
e Os dois recém-nascidos sao meninas.
e Um recém-nascido € homem e outro mulher.

A maioria dos alunos errou a questao, como era esperado. As duplas
consideraram o evento “os dois recém-nascidos sdo meninas” o mais provavel
de ocorrer. Acreditamos que isso tenha acontecido porque na questéo, a
probabilidade de nascer mulher é maior que a probabilidade de nascer homem.
Os alunos simplesmente marcaram a resposta e nao registraram nenhum
calculo que nos pudesse indicar em que dados foram baseadas as suas
escolhas.

Dentre as duplas que acertaram a questdo, observamos uma delas que

registrou o seguinte ao lado da questéao:

‘AA| Aa Aa| aa”

Parece-nos que com este registro o0s alunos recorreram aos
conhecimentos que possuiam sobre genética (Leis de Mendel), considerando A
como sendo Homem e a Mulher ou o contrario. Tais conhecimentos o0s
ajudaram a concluir que a probabilidade maior estava na alternativa “um

recém-nascido € homem e outro mulher”

Questao b) Utilize o seguinte diagrama para responder as questdes a
sequir:
19 parto 22 parto resultado

dos dois
partos
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I/H ——P(HNH)=?

? H
/ H ——P(HAM)=?

\ 2 M T PMaM)=?
? M
?\H ——P(MnH)=?

(Na &rvore acima assinalamos uma interrogacao (), que significa a
probabilidade de nascer um homem no segundo parto, sabendo-se ter

sido homem no primeiro).

Substitua as interrogagfes acima pelas suas respectivas
probabilidades.

Como era previsto, os alunos acertaram a questao. Eles perceberam quais
as probabilidades que estavam sendo pedidas, e ndo mostraram dificuldade de
interpretacdo da questéao, porém foi uma surpresa observarmos a dificuldade do
aluno diante de uma multiplicacdo de porcentagens. Além de ndo saberem
multiplica-las, eles ndo conseguiam visualizar numa porcentagem uma fracdo
ou um numero decimal. Como 14 das duplas fizeram a mesma pergunta,
tivemos que fazer um esclarecimento geral sobre como se multiplicam as

porcentagens, para que o trabalho continuasse.

Questdo c) Pensem novamente na questdo a). Vocés mantém sua

resposta? Justifiguem sua resposta.

Somente duas das duplas que erraram a questdo a) reformularam a sua
resposta. E a justificativa foi baseada na observacdo da arvore de
probabilidade; elas perceberam que existia mais possibilidade de nascerem

sexos diferentes do que iguais.
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A maioria continuou dizendo que a probabilidade maior estava no
nascimento das duas meninas, justificando por esta probabilidade ser 36%,
portanto maior que qualquer outra. Essa justificativa mostrou-nos que eles néo
observaram que para calcular as probabilidades do nascimento de sexos
diferentes, na arvore, teriam que efetuar a soma das probabilidades das duas

intersecoes, que seria P(HN M) e P(Mn H).

Questao d) Coloquem os dados que vocés escreveram na arvore de

probabilidades na tabela a seguir:

& H M |Total
parto

22parto

H |P(HNH)=

M
Total 1

Os alunos néo tiveram dificuldade em responder a esta questdo, como nés
ja haviamos previsto. Eles estabeleceram as correspondéncias entre as

probabilidades calculadas na arvore e as da tabela.

Como foi indicado um total igual a 1 na tabela, muitos alunos perceberam
que teriam que escrever as probabilidades das interse¢cfes na forma fracionaria
ou em decimal. Porém, quatro das duplas persistram em continuar com a
porcentagem; duas delas colocaram uma interrogacdo sobre o numero 1 da

tabela, como se indagassem o porqué de ser 1 e ndo 100%.

Nessa questdo nos parece que a maior dificuldade foi a de transformar a

porcentagem em fracdo ou em decimal. Esta foi percebida pela quantidade de
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perguntas das duplas durante a elaboracdo das suas respostas Tal dificuldade

nao foi prevista por nés anteriormente.

Questao e) Suponhamos que vocés ja saibam que o primeiro parto
tenha nascido uma menina. Qual a probabilidade no

segundo ser um menino?

Como podemos observar na tabela, a maioria dos alunos acertou a
questdo. Das duplas que acertaram, quatro delas justificaram suas respostas
pelo fato de ter nascido um menino no segundo parto “independe” do que
ocorreu no primeiro parto, justificativa esta feita através da linguagem natural.

Somente uma dupla utilizou o simbolo da Probabilidade Condicional,
P(H/M) = 40%, justificando sua resposta da seguinte maneira:

“Se 0 primeiro € menina, olhando na arvore, vimos a probabilidade de ser

homem e isso da 40%".

Com este fato, essa dupla mostrou que compreendeu bem o que significa

o segundo galho da arvore: “ a Condicional”.

Entre as duplas que erraram, foi unanime a resposta 24%. Elas
justificaram o fato por considerarem como sendo uma intersecao dos eventos
“nascer uma menina no primeiro parto” € “nascer um menino no segundo parto”.
Estamos diante, portanto, de uma dificuldade ja apresentada por outros
pesquisadores que é: considerar a “intersecdo dos eventos” ao invés da

“Condicional”.

Questao f) Qual a probabilidade de nascer um menino no segundo

parto?
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As respostas dos alunos confirmaram as nossas expectativas e houve um
grande numero de acertos nesta questao.

Dentre as justificativas dadas pelos alunos que acertaram, destacamos:
05 duplas consideraram a soma das seguintes probabilidades :
P(MnH) + P(HNH).
04 duplas consideraram a independéncia entre os eventos.

01 dupla considerou a soma da coluna H da tabela de contingéncia.

Duas duplas nao justificaram como encontraram tal resposta.

Das duplas que acertaram, somente uma utilizou o simbolo de
Probabilidade, isto €, indicou P(H), englobando duas linhas da tabela de

contingéncia.

Das duplas que erraram, somente uma nos possibilitou perceber como foi
efetuado o seu célculo. Esta tomou como tendo nascido homem no primeiro
parto fazendo, portanto, a interse¢do “homem no 12 parto” e “homem no 2°
parto”. Observamos novamente a confuséo da intersecao de dois eventos com
a condicional entre eles.

Questdo g) As probabilidades das letras e) e f) sdo iguais ou

diferentes? Como vocés justificam o fato?

Com esta questdo a maioria dos alunos mostra uma melhora na maneira
de referir-se a probabilidade. Comecam a utilizar, aléem da linguagem natural,
alguns simbolos para justificar a questdo, como por exemplo: interse¢cdo dos
eventos, existéncia da condicdo no enunciado da questéo, as letras H e M para
indicar os eventos, o simbolo P para indicar probabilidade, todas as

possibilidades de uma probabilidade e a independéncia dos eventos.

Percebemos, dessa maneira, um crescimento ndo sO da compreensao da
Probabilidade e da Probabilidade Condicional, como na forma de representa-

las. Porém observamos que algumas das duplas ainda estdo tendo algumas
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dificuldades de trabalhar com esses conceitos. Os erros encontrados nessa

guestdo se devem ao fato dessas duplas terem errado uma das anteriores.

Questdo h) Suponhamos que vocés chegaram atrasados para
conferir o sexo da crianga que nasceu primeiro. Mas
vocés verificaram que a segunda criangca era uma
menina. Qual a probabilidade do primeiro ter sido um
menino?

Justifiquem sua resposta.

Como esperavamos, os alunos mostraram mais dificuldade na resolugéo
desta questdo que nas demais, o que confirma as mesmas dificuldades
encontradas pelos sujeitos nas investigacfes realizadas por Falk e outros

pesquisadores, como foi explicado na analise a priori.

Esta questdo envolve a “reversibilidade” do tempo (o aluno ndo consegue
imaginar que ele ndo saiba o que ja aconteceu). Totohasina considera que as
probabilidades condicionais cronoldgicas, que trabalham com essa
“reversibilidade”, séo dificeis para a compreenséao do aluno.

Das duplas que acertaram, trés delas justificaram suas respostas pela
independéncia dos eventos e as outras trés utilizaram a soma das
probabilidades das intersecdes. Essas seis duplas mostraram gradativamente,
atraves de suas respostas, um crescimento em relacdo aos conceitos ligados a

probabilidade e a probabilidade condicional.

Das duplas que erraram a questdo cinco deram como resposta a
probabilidade de ser “homem no primeiro parto”, desconsiderando a
possibilidade de ser “mulher no primeiro parto”, encontrando assim como
resposta pela probabilidade da intersecdo dos eventos, “homem no primeiro
parto” e “mulher no segundo parto”. Com essa resposta, percebemos a
dificuldade do aluno em compreender o que esta sendo dado no enunciado e o

gue esta sendo pedido.
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Uma das duplas que errou, considerou o evento ser “mulher no primeiro
parto” e ser “mulher no segundo”, desprezando a pergunta da questdo. E uma
outra dupla considerou os dois eventos como sendo “homem no 12 parto” e
“homem no 2° parto”.

Com o resultado da segunda atividade, pudemos observar um
crescimento por parte dos alunos na escrita dos conceitos ligados a
probabilidade, na linguagem natural. Fato este observado também nos alunos
que erraram algumas questdes. Isto nos deixou muito confiantes para as
atividades futuras. Esperamos que tal crescimento continue acontecendo para o
éxito ndo s6 dos alunos envolvidos neste processo, como para 0 da nossa

pesquisa.

RESULTADOS OBTIDOS NA ATIVIDADE 3

Os alunos mostraram bastante interesse em realizar a atividade, fato este
observado tanto pela quantidade de perguntas feitas por eles durante a
realizacdo desta como pela maneira como responderam as questoes,

justificando sempre as suas escolhas.

Nas respostas dos alunos ainda aparecem dificuldades de operar com as
porcentagens. Acreditamos que das questdes que os alunos erraram, algumas
tenham sido pela falta de habilidade de manipular porcentagem, fracdo e
namero decimal. O depoimento dado por muitos dos alunos foi: “ndo consigo
enxergar a probabilidade em uma fracdo nem em um numero decimal me

parece gue a porcentagem diz mais sobre isto”.

Destacamos a situacdo da Atividade 3:

Em uma Universidade, estao assistindo a uma aula de Estatistica os

alunos, conforme a tabela abaixo:

H| M |Tota

SEXO
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CURSO |

LM 5 | 3 8

CC 8 | 4 12
Total | 13| 7 20

H: n?de Homens na sala de aula;
M: n& de Mulheres na sala de aula;
LM: n® de alunos do curso de Licenciatura em Matematica; e

CC: n2de alunos do curso Ciéncia da Computacéo.

Foi alto o nimero de acertos das questbes, das 10 duplas de alunos que

participaram desta atividade, podemos observar isto na tabela:

Questbdes Acertos Erros Em Branco
a) 09 01 -
b) 09 01 -
C) 10 - -
d) 08 02 -
e) 08 02 -
f) 08 02 -
s)) 04 06 -
h) 10 - -
i) 07 03 -
i) 06 04 -

Vamos analisar individualmente cada questao.

Questao a) “Monte” uma arvore de possibilidades comecando pelos
eventos Homem (H) e Mulher (M), e calcule todas as
probabilidades correspondentes.
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O numero de acertos nesta questao confirma as nossas expectativas. Os
alunos fizeram a conversédo do enunciado do problema para o “diagrama de
arvore”, mostrando que ja estdo adquirindo uma certa familiarizacdo com este
Novo registro.

Consideramos errada a questdo de uma dupla porque ficou faltando
calcular as probabilidades dos “segundos galhos”, que eram as mais
importantes, pois nelas estd embutido o conceito da Probabilidade Condicional.
Acreditamos que isto ocorreu porque os alunos dessa dupla ndo conseguiram
reconhecer a dependéncia dos eventos, consequentemente ndo sabiam como
calcular essa probabilidade. Efetuaram as intersecdes no final da arvore sem
terem calculado a Probabilidade Condicional, realizando tal calculo baseando-
se na intersecao dos conjuntos dados no enunciado. Esta dupla mostrou que
nao reconheceu a relacdo existente entre os eventos estabelecidos na questao.

Embora os alunos tenham tido um grande numero de acertos, esta
guestdo foi motivo de muitos questionamentos sobre como trabalhar com as
porcentagens. Surgiram perguntas como: “Pode-se arredondar a
porcentagem?”, “Se arredondar, como eu faco para dar 100% no total?”, “Como
uma porcentagem pode nao ser exata?” Mesmo com todas essas dificuldades,
os alunos persistiam em continuar representando a probabilidade em
porcentagem, mostrando uma certa “aversdo” a representa-la na forma de

fracao.

Questdo b) “Monte” uma arvore de possibilidades comecando pelos
cursos, ao invés do sexo, em seguida calcule as

probabilidades correspondentes.

A maioria das duplas acertou a questdo, como o esperado. Os
questionamentos sobre o calculo das porcentagens continuaram durante a
execucao dessa questdo. Algumas duplas comegam a refazer os seus calculos
e optaram pela forma fracionaria para representar as probabilidades na

“arvore”, justificando tal opcéo por ser mais facil de realizar os calculos.
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A mesma dupla que errou a questdo anterior errou esta, e acreditamos

que isto tenha ocorrido pelo mesmo motivo.

Questao c) Transforme a sua tabela de informac¢des do enunciado em
uma tabela de probabilidades.

O numero de acertos foi total, mas ndo conseguimos analisar como todas
as duplas resolveram a questdo. Talvez tenham tomado como base uma das
arvores ja construidas na questdo a) ou na b), ou entdo partiram somente do
enunciado do problema e fizeram novamente os calculos. Em algumas das
duplas foi possivel diagnosticar como foram feitas as suas escolhas, pois
durante o desenvolvimento dessa questdo, varias duplas nos chamaram,
perguntando-nos se ndo era so6 transcrever os resultados obtidos na “arvore de
probabilidade” e em seguida somar as linhas e colunas correspondentes.

Se as outras duplas também resolveram a questdo como descrevemos
acima, elas conseguiram estabelecer relacdes entre os dois registros: “arvore

de probabilidade” e “tabela de contingéncia”.

Questao d) Sabendo-se que escolhemos um rapaz dessa sala, qual a
probabilidade dele ser do curso de Licenciatura em

Matematica?

Como podemos observar na tabela, os alunos obtiveram um grande
namero de acertos nesta questdo. Vamos colocar a seguir as justificativas

dadas pelos alunos que acertaram a questao:

- 02 duplas indicaram a probabilidade condicional pedida como sendo
P(LM/H) = 5/13, porque olharam na arvore de probabilidades da letra a).

- 01 dupla indicou como sendo P(H/LM) = 38%, justificando o0 mesmo que as
duplas anteriores. Percebemos, entdo, um erro de notacao e ndo de conceito.
Para essa dupla, o que esta sendo dado foi colocado em primeiro lugar na
notacéo, e o que esta sendo pedido em segundo, como aparece na arvore de

probabilidades.
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- 03 duplas colocaram a resposta certa, porém sem representar o P de
probabilidade nem a condicional, justificando que esse resultado ja foi
calculado na arvore de probabilidades da letra a).

- 02 duplas fizeram o calculo novamente, considerando tal probabilidade como
sendo a divisdo do numero de homens do curso de Licenciatura de
Matematica pelo numero total de homens, ndo estabelecendo, portanto,
correspondéncia entre a arvore de probabilidades da questdo a) e esta

guestéo.

Verificamos pela resposta de uma das duplas que errou, que esta
considerou a intersecdo dos eventos “homens” e “alunos de Licenciatura em
Matematica”, ndo considerando a condicional. Essa dupla justificou a questao
da seguinte maneira:

“25%, de acordo com o resultado final da arvore da questao a)”.

Esse resultado, que € colocado no final da arvore, é de intersecédo dos eventos

e ndo da probabilidade condicional.

A outra dupla que errou colocou 25% como resposta e nao a justificou. O
gue talvez tenha considerado o mesmo que a outra dupla que errou, isto é,
substituir a probabilidade da condicional pela probabilidade da intersecao de

eventos.

Questdo e) Sabendo-se que escolhemos um aluno do curso de
Licenciatura em Matematica, qual a probabilidade dele

ser um Homem?

As mesmas duplas que erraram a questdo anterior, erraram esta e pelo
mesmo motivo; consideraram a intersecdo dos eventos, desprezando a

condicional.

Das duplas que acertaram, destacaremos algumas observacoes:
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- 02 continuaram a utilizar a representacdo da condicional corretamente e
justificaram sua resposta através da arvore de probabilidades da questéo b).

- 01 dupla, embora tenha acertado, continuou utilizando a representacao da
condicional invertendo a ordem na notacao, justificando a resposta pela
arvore de probabilidades da questédo b).

- 03 colocaram somente a porcentagem como resposta, indicando que esta
havia sido encontrada na arvore da questao b).

- 02 continuaram refazendo os seus calculos, desprezando os dados ja

encontrados pelos mesmos, nas questdes anteriores.

Como era esperado, a maioria dos alunos percebeu qual seria a “arvore
de probabilidades” escolhida para responder a questao. Observamos através
das respostas que eles ndo sé estavam compreendendo a utilidade da arvore
de probabilidades, como reconhecendo uma questdo que envolve a
Probabilidade Condicional.

Questéao f) As probabilidades encontradas em d) e e) sdo iguais ou

diferentes? Comente sua resposta.

Como podemos observar na tabela, a maioria dos alunos confirmou as

nossas expectativas ao acertar a questao.

Das 08 duplas que acertaram, todas justificaram corretamente a sua
resposta, embora tenham usado argumentos diferentes, como descreveremos a

seqguir:

- 04 duplas responderam que as probabilidades séo diferentes pelo fato de na
guestdo d) o que foi dado € ser “homem” e na letra €) ser do “curso de
Licenciatura em Matematica”.

- 02 duplas responderam que as condicbes dadas indicam “caminhos
diferentes”. Acreditamos que essas duas duplas tenham baseado sua
resposta nas arvores de probabilidades, por usarem a expressao “caminhos”.

- 02 duplas consideraram que o “Universo da amostra em d) era limitado pelo

sexo enquanto em e) era limitado pelo curso”.
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Das justificativas dadas pelas duplas, verificamos que elas souberam,
além de identificar cada uma das condicbes dadas, e também as suas
diferencas. Percebemos com isto que os alunos, a partir do enunciado,
diferenciaram a P(A/B) de P(B/A), diferenca esta que é uma das questbes
levantadas na Problematica, que pretendiamos responder com essas atividades
que era:

“Sera que os alunos vao diferenciar o célculo de P(A/B) de P(B/A)?”

As 02 duplas que erraram as questbes d) e e), também erraram a f).
Percebemos novamente que os alunos identificaram a interse¢éo dos eventos,
ao invés da condicional, e uma das duplas afirmou que o fato das duas letras
terem a mesma probabilidade é que:

“a ordem dos fatores néo altera o produto”.

Concluimos com esta resposta, que as duas duplas calcularam a
P(HNLM) se utilizando da tabela de contingéncia e a calcularam pelo produto
das probabilidades dos eventos “ser homem” e “ser do curso de Licenciatura
em Matematica”, mostrando com isto que nao reconhecem a condicional e nem

a dependéncia dos eventos.

Questao g) Substitua as interrogacdes abaixo pelas respectivas
probabilidades:
) P(H) = ? 1) P(H/LM) = ?
I P(M) =7 V) P(M/LM) = ?

Somente quatro duplas acertaram a questdo. Das duplas que erraram,
todas acertaram os itens 1) e Il). A maioria das respostas dadas por elas para os
outros dois itens, foi 25% para o item Ill) e 20% para o V). Verificamos, com
isto, que os alunos calcularam a probabilidade da intersecdo dos eventos ao

invés da condicional.
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Como os alunos nao justificaram suas respostas, hdo podemos dizer se a
dificuldade esta na notacdo do que foi pedido, isto €, o que significa a P(H/LM)
e P(H/LM) ou se a dificuldade esta na compreensdo do conceito da

Probabilidade Condicional.

Como na questdo anterior, a mesma pergunta foi feita na linguagem
natural, apontando, portanto, que a dificuldade maior esteja com a notacdo da
Probabilidade Condicional e ndo com 0 seu conceito, pois houve maior nimero

de acertos.

Talvez fosse melhor antes dessa questdo, nés termos colocado questbes
que articulassem os dois registros: o da linguagem natural com a representagéo
simbdlica da Probabilidade Condicional, para minimizar as dificuldades de
notacdo apresentadas pelos alunos. Dificuldades estas que ndo haviamos
previsto, mas nos fizeram introduzir na préxima atividade uma questdo dessa
natureza.

Questao h) Tomando como base a questéo g).

As probabilidades 1) e Ill) sdo iguais ou diferentes?
Justifique.
As probabilidades Il) e IV) sédo iguais ou diferentes?

Justifique.

Todos acertaram a questao afirmando que as probabilidades eram
diferentes, como o esperado, porém nenhuma dupla justificou utilizando a
dependéncia dos eventos. Elas afirmaram que as probabilidades eram
diferentes, porque o espaco amostral nos itens lll) e IV) foi reduzido por nao ser
o total de alunos da classe, mas por estar se referindo também aos respectivos

Cursos.

Dos alunos que acertaram a questao anterior, pudemos constatar através
das suas justificativas, que eles estabeleceram a relacdo de ter sido dado uma
“condicdo” a mais para as probabilidades 1ll) e 1V), isto €, ser do curso de

Licenciatura em Matematica na Ill) e ser do curso de Ciéncia da Computacao
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na V). Observamos que quatro das duplas que realizaram esta atividade,
parecem estar aplicando tanto o conceito da Probabilidade Condicional como

compreendendo a sua notacdo corretamente.

Questéo i) Observando a arvore de probabilidades do item a),
responda:
P(H) + P(M) =
P(LM/H) + P(CC/H) =
P(LM/M) + P(CC/M) =
P(HALM) + P(HNCC) + P(MnLM) + P(MNnCC) =

O que estas somas tém em comum? Justifique.

A maioria das duplas acertou a questdo como era esperado. Das duplas

que acertaram, a justificativa mais encontrada foi:

7

“Todos deram 100%. O primeiro porque a Probabilidade é calculada
considerando o espaco total de alunos da sala, o segundo considerando o
espaco total de homens da sala, o terceiro o total de mulheres da sala e o

ultimo o total de alunos da sala.”

As sete duplas que acertaram a questdo, parecem ter percebido a
diferenca entre a condicional e a intersecéo, pela justificativa que mencionamos
acima. SO ndo sabemos o porqué deles algumas vezes confundirem estes dois

conceitos.

Embora os alunos tenham justificado com coeréncia suas respostas, nao
sabemos de quais registros eles fizeram uso: se do diagrama de arvore, se da

tabela de contingéncia ou de ambos.

Dos alunos que erraram a questéo, observamos pelas nas suas respostas
que consideraram em P(LM/M) + P(CC/M) sendo igual a 35% porque

analisaram como sendo esta soma a Probabilidade de Mulheres da sala,
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identificando, portanto, como intersecdo e ndo como condicional, fazendo o
mesmo com P(LM/H) + P(CC/H) =65%.

Todas as duplas acertaram o primeiro e o ultimo itens da questéo.

Questao j) Para calcular P(M/CC), vocé pensa que seria melhor
utilizar a arvore do item a) ou a do item b)? Justifigue o

porqué da suaresposta.

A maioria dos alunos respondeu que seria melhor utilizar a arvore do item
b), pois a resposta seria imediata, considerando que o aluno é do curso de
Ciéncia da Computacao, a resposta esta na propria arvore, na probabilidade
seguinte a do curso. Nas justificativas das duplas que acertaram, podemos
perceber que os alunos, além de compreenderem a notacdo e o0 conceito da
Probabilidade Condicional, reconhecem o0s elementos da “arvore de
probabilidades”.

Os alunos que erraram identificaram o evento “ser mulher” como sendo
dado, e o evento “aluno do curso de Ciéncia da Computacao”, o que queriamos
saber, isto é, calcularam a probabilidade de ser do curso de Ciéncia da
Computacdo, sabendo-se que o aluno € mulher, trocando, portanto, o
significado de P(M/CC) por P(CC/M). Acreditamos que os alunos trocaram
essas probabilidades por encontrarem dificuldades com a notagcdo da
Probabilidade Condicional.

Com os resultados desta terceira atividade, podemos observar que 0s
alunos comecgam a familiarizar-se com situagdes que envolvam a Probabilidade
Condicional e as suas representacbes. Podemos verificar isto, ndo so pelo
namero de acertos, mas também porque os alunos cada vez mais escrevem
suas respostas e as justificativas ndo somente na linguagem natural e, por ja
estarem adquirindo uma outra maneira de representar tal conceito através da
representacdo simbolica da Probabilidade e da Condicional, além da
compreensao do “diagrama de arvore” e da “tabela de contingéncia” como uma

ferramenta para resolver problemas de Probabilidade.
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RESULTADOS OBTIDOS NA ATIVIDADE 4

Os alunos, nos seus protocolos, mostraram estar familiarizados com os
registros “diagrama de arvore” e “tabela de contingéncia”. Observamos no
desenvolvimento desta atividade que eles estabeleceramm as ligagbes entre o

enunciado do problema e esses dois registros.
Destacamos a situacao da Atividade 4:

Numa determinada cidade, a probabilidade de encontrarmos um
individuo portador de virus HIV, é de 6%. Em um teste feito num
determinado laboratério da cidade, ocorreram 0s seguintes

resultados:

- A probabilidade de um individuo ter seu teste positivo (T ),

sabendo-se que é portador do virus HIV. , € de 99,8%.
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- A probabilidade de um individuo ter seu teste negativo (T.),
sabendo-se que nao é portador do virus HIV, , é de 99,6%.

Séo utilizadas as notacdes:

D representa o evento do individuo ser HIV, .

D representa o evento do individuo néo ser HIV. .

Podemos observar, na tabela, que o numero de acertos das 14 duplas que
realizaram esta atividade foi grande, como era esperado.

Questdes Acertos Erros Em Branco
a) 13 01 -
b) 13 01 -
C) 13 01 -
d) 13 01 -
e) 11 03 -
f) 08 04 -
9) 12 - 02
h) 07 06 01
i) 10 02 02

Vamos analisar individualmente cada questao.

Questao a) Construa a arvore de probabilidade partindo dos eventos
DeD.
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Os alunos fizeram a conversdao do enunciado do problema para o
“diagrama de arvore”, mostrando que ja tém dominio sobre este registro, como
era esperado. Pudemos constatar o fato ndo s6 pelo numero de acertos, como
também pela rapidez com que resolveram a questdo e por ndo terem feito

perguntas durante a realizacao desta.

As probabilidades complementares foram resolvidas, e os alunos néo
mostraram dificuldade neste calculo. Acreditamos que isto tenha ocorrido por
eles terem percebido as regras (tratamentos), jA mencionadas anteriormente

para a montagem da arvore de probabilidade.

Somente uma dupla montou a arvore sem calcular as probabilidades das
intersecdes dos eventos, e por isso, consideramos a questdo errada. Os dois
alunos dessa dupla haviam faltado na aplicacdo da atividade 3, e ndo quiseram
se separar para trabalharem com outros colegas. Notamos que eles tiveram
muitas dificuldades ndo so6 na resolucéo desta questdo, mas como em toda esta

atividade.

Questao b) “Monte” a tabela de dupla entrada com as respectivas
probabilidades.

Os alunos fizeram a mudancga de registro do “diagrama de arvore” para a
“tabela de contingéncia” com bastante facilidade, notamos isto pelo numero de

acertos e pela rapidez com que fizeram.

Pudemos observar, durante a resolucdo desta questdo, que os alunos
perceberam as ligacdes existentes entre estes dois registros e 0 enunciado do
problema, e os diadlogos entre eles sobre o que significava cada dado calculado
mostravam isto. Destacamos algumas frases:

“Devemos retirar da “arvore” as intersecoes”.
“Quando somamos todas as interse¢des, sempre tem que dar 100%, se nao
der, erramos em algum lugar”.

“Temos que fazer a soma das linhas e das colunas”.
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“Eu sei que a soma dessas linhas e dessas colunas serve para responder
algumas perguntas de probabilidade”.

A dupla que errou esta questao, trocou a P(D n T.) pelaP(D n T ), na
tabela. Acreditamos que isto tenha ocorrido por falta de atencdo e néo por falta

de conhecimento.

Questao c) Calcule a probabilidade de se encontrar T. nos exames
desse laboratério.

Como era esperado, a maioria dos alunos acertou a questdo, e destes,
todos justificaram o seu acerto escrevendo algumas frases como:
- “E a soma da coluna do T. , que pode ser observada na tabela da
questao b).”

- “Se somarmos P(DnT,) e P(DnT.) encontraremos esta probabilidade.”

Verificamos com estas duas respostas que alguns alunos recorreram a

“tabela de contingéncia”, como na primeira justificativa, e outros a “arvore de
probabilidades”, como na segunda justificativa.

Embora o nimero de acertos tenha sido grande, somente seis duplas
indicaram a probabilidade utilizando o simbolo P(T.); os demais indicaram o
valor em porcentagem e em seguida justificaram o seu calculo sem se utilizar

de qualquer simbologia, somente a linguagem natural.

Verificamos que os alunos utilizaram o Teorema da Probabilidade Total
sem gue este tivesse sido anteriormente formalizado para eles. O que significa
gue tal Teorema ja esta implicito na compreensdo dos tratamentos tanto no

“diagrama de arvore” como na “tabela de contingéncia”.

Os alunos continuam a optar pela porcentagem tanto para efetuarem os
calculos como para responderem as questdes, e mostram que fazem esses
calculos com mais facilidade que na Atividade 3, pois 0s questionamentos sobre

tais operagdes n&o ocorreram mais.
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Questao d) Calcule a probabilidade de se encontrar T. nos exames

desse laboratorio.

Como era esperado, 0s alunos acertaram a questdo e perceberam que a
diferenca da questéo anterior era a coluna escolhida na tabela de contingéncia.
Afirmaram em suas justificativas que deveriamos somar as probabilidades da

colunado T. ao invés do T+, como na anterior.

Somente seis duplas indicaram simbolicamente 0 que estavam

calculando, j& os outros utilizaram-se da linguagem natural.

Questao e) Construa a arvore de probabilidade partindo dos eventos
T, eT..

Durante o desenvolvimento desta questdo, os alunos comecaram a fazer
perguntas sobre a questdo. Todos perceberam que deveriam comecar a
construir a arvore com as probabilidades que encontraram nas questdes d) e e),
mas como efetuar os célculos das probabilidades dos “galhos” seguintes (as
condicionais), foi motivo de muitas discussdes entre eles. E estas geraram
questionamentos (por parte dos alunos) dirigidos a nds, como:

“As probabilidades dos segundos galhos ndo estdo no enunciado do

problema?”

- “Podemos utilizar tanto a arvore da questdo a) como a tabela para
responder a pergunta?”

- “As intersecdes desses dois eventos (D e T ) sdo iguais aos da “arvore”
da questdo a) ?”

- “Devemos dividir a probabilidade da intersecéo dos eventos (D e T ) pela

probabilidade do teste ser positivo?”
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Todas estas perguntas foram remetidas aos alunos que as formulavam, a

fim de que eles respondessem aos seus proprios questionamentos.

Os alunos, além de perceberem as diferencas das Probabilidades
Condicionais P(D/T.) e P(T./D), utilizaram os conceitos que evolvem o Teorema
da Probabilidade Total e o Teorema de Bayes. Verificamos isto tanto pela

quantidade de acertos como pelos questionamentos citados acima.

Das trés duplas que erraram a questdo, duas delas se perderam nos
calculos com as porcentagens, indicaram divisdo correta, mas apresentaram a
resposta errada, ou na posi¢cdo da virgula ou nos préprios calculos. A outra
dupla considerou P(T./D) como sendo também P(D/T.), errando totalmente a

guestao.

Esperavamos com esta questdo que os alunos refletissem sobre alguns
conceitos ligados a Probabilidade Condicional. Podemos perceber que isto
aconteceu realmente e que uma questao considerada dificil foi resolvida para

maioria dos alunos, como era esperado.

Questao f) Qual a probabilidade de escolhermos um individuo ao
acaso dessa cidade, sabendo-se que o seu teste deu
negativo, que seja portador do virus HIV, ?

Como era esperado, a maioria dos alunos acertou a questéao, percebendo
que poderiam utilizar a “arvore” da questédo anterior para responder a pergunta,

justificando, dessa forma, o seu resultado.

Somente cinco das duplas que acertaram, indicaram que P(D/T.) era a
probabilidade que estava sendo pedida, as demais colocavam a resposta em

porcentagem seguida da justificativa.

Destacaremos abaixo as respostas das quatro duplas que erraram esta

guestao:
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- Coloca a resposta correta, mas indica que € P (T.nD) é a probabilidade
calculada.

- Indica corretamente qual probabilidade que é calculada P(D/T.), mas
multiplica o seu resultado pelo nimero 6. Acreditamos que os alunos
tenham multiplicado pela probabilidade do individuo ser portador do virus.

- Afirma que a probabilidade pedida é a mesma do enunciado do problema,
confundindo, portanto, P(D/T.) com P(T./D).

- Indica que a probabilidade pedida é P(D/T.) e calcula corretamente esta
probabilidade. Acreditamos que estes alunos confundiram a notacdo, mas

nao o conceito da Probabilidade Condicional.

Questéo g) Os eventos D e T, sdo dependentes ou independentes?

Comente sua resposta.

Os alunos responderam que estes dois eventos sdo dependentes, como
era o esperado. Destacaremos, a seguir, algumas das respostas colocadas por
eles em seus protocolos:

- “Para haver um teste positivo foi necessario existir um individuo portador ou
nao.”

- “Sao dependentes, pois a porcentagem do teste ser positivo depende do
individuo. Basta analisar: se a ordem de inicio da arvore de probabilidades
for D, dard um resultado, se for T, daré outro.”

Os alunos compreendem que existe uma relacado de dependéncia entre os
eventos, embora ainda ndo cologuem isto na forma simbdlica, mas também

este ndo era 0 N0Sso objetivo.

Questao h) Responda os itens abaixo justificando como encontraram
as suas respostas.
) P(T./D) =
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1) P(D/T,) =
1) P(T./D) =
IV) P(DIT.) =
Os alunos tiveram muita dificuldade de diferenciar o item I) do Ill) e o 1l) do

IV), e verificamos que esta questéo foi a que mais eles erraram.

Os alunos que acertaram a questao justificaram as suas respostas no item
I) e llI) como sendo as probabilidades encontradas sobre os segundos galhos
da arvore da questéo a), e dos outros dois itens como sendo as probabilidades

encontradas na arvore da questéo e).

Dos alunos que erraram, verificamos em seus relatos a grande confuséo
que eles fizeram com a notacdo da Probabilidade Condicional. Eles né&o
diferenciaram o que era dado do que era pedido trocando, portanto, P(D/T.) por
P(T./D), até aqueles alunos que acertaram a mesma pergunta feita na

linguagem natural na questéo f).

Os alunos de um modo geral tém dificuldade de relacionar a linguagem

natural com a notacéo da Probabilidade Condicional.

Questao i) Como vocé escreveria nalinguagem corrente essas duas
probabilidades: P(DnT.) e P(D/T+)? As probabilidades séo

iguais ou diferentes? Justifique.

Como era esperado, os alunos fizeram a conversao do registro simbalico
para a linguagem natural. Portanto, o fato mostra que eles estabelecem a
diferenca entre probabilidade da intersecdo e a Probabilidade Condicional
destes dois eventos. E ainda, que eles conseguem ler corretamente a notacéo

da Probabilidade Condicional.

Talvez fosse o0 caso de explorarmos mais questdes que envolvessem a
notacao da Probabilidade Condicional, de modo a articular com mais énfase a

passagem da linguagem natural para o simbolo da condicional e vice-versa,
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para melhor compreender o que acontece com o0s alunos frente a essas

notagoes.

Conclusoes

Nosso trabalho teve como objetivo introduzir o conceito de Probabilidade
Condicional em cursos de Estatistica da Universidade. Levamos em
consideracdo, para isso, dificuldades levantadas por nds e por alguns
pesquisadores sobre o ensino da Probabilidade Condicional. Construimos,
entdo, uma sequéncia didatica, composta de quatro atividades, para tentarmos
minimizar essas dificuldades. Os protocolos dos alunos e as discussdes durante
as correcdes das atividades da sequéncia de ensino nos permitiram levantar

algumas conclusdes que apresentaremos a seguir.

O inicio da aplicacdo da sequéncia provocou uma ruptura do contrato
didatico® existente até o momento de iniciar a seqiiéncia. Os alunos durante a
aplicacdo foram participativos, mostraram interesse fazendo indagacbes e
buscando orientacdo sobre o encaminhamento de algumas questdes, nunca
solicitando diretamente as respostas. Também ao trabalharem em dupla, eles
participavam ativamente na formacé&o do conceito de Probabilidade Condicional,

quando discutiam a realizacdo de cada atividade proposta. Esta forma de
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trabalho até entdo nédo era usual. Embora ndo seja 0 nosso objetivo analisar os
efeitos do contrato didatico na dinamica da aplicagdo da sequéncia,
acreditamos que esta ruptura contribuiu para o desenvolvimento de nossas

atividades.

Como nossas atividades eram compostas, em sua maioria, de questdes
abertas e ao pedirmos sempre que os alunos as justificassem, tornou possivel
sabermos como foram feitas as suas escolhas, facilitando assim nossas

analises.

1 — Segundo Guy Brousseau chama-se contrato didatico o conjunto de comportamentos
do professor que séo esperados pelos alunos e o conjunto de comportamentos do aluno que
séo esperados pelo professor.

Constatamos atraves dessas justificativas que, em cada questdo, elas
foram se aprimorando no desenrolar das atividades, mostrando que os alunos
nao sO adquiriram um vocabulario préprio da probabilidade como também

sabiam usa-lo, principalmente na linguagem natural.

Com a nossa sequéncia procuravamos fazer com que o0s alunos
articulassem varios Registros de Representacdo, e verificamos através das
suas respostas que a maioria deles mostrou saber “montar” e utilizar os
registros, “diagrama de arvore” e “tabela de contingéncia”, como ferramenta

para responder questionamentos que envolvam a Probabilidade Condicional.

Verificamos no final das aplicacbes dessas atividades, que estas
proporcionaram-nos condi¢cdes de respondermos as questfes formuladas na

Problematica. Tais conclusGes mostraremos a seguir:

» A maioria dos alunos diferenciava 0s eventos dependentes dos
independentes, tomando como base para isto a interpretagcdo do
enunciado e a montagem da “arvore de probabilidades” e a “tabela de

contingéncia”;
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» Os alunos, quase que na sua totalidade, aplicavam o conceito da
Condicional para problemas que envolvessem o0 Teorema de
Probabilidade Total e 0 Teorema de Bayes de maneira implicita, sem

precisar formaliza-los;

» Diante das situagdes que envolviam a condicional, a maioria dos
alunos a diferenciava da intersecdo de eventos, desde que as

situacOes se apresentassem na linguagem natural; e

» A maioria dos alunos diferenciava o calculo da probabilidade
condicional P(A/B) de P(B/A) desde que esta se apresentasse nas

perguntas em linguagem natural.

Estes dois Ultimos itens, podem ser complementados com alguns

aspectos que a nossa pesquisa constatou, sdo eles:

v" A maioria dos alunos confundem a notacao P(A/B) com P(B/A).
v Existem alunos que confundem a notacéo P(AnB) com P(A/B).

No nosso Breve Historico referido no Capitulo Il, registramos que os
matematicos que trabalharam com o conceito da Probabilidade Condicional de
1738 até a nossa época, levaram cerca de trés séculos para encontrarem uma
simbologia “adequada” para a Condicional, que foi tratada até 1933 na
linguagem natural, e parece que 0s nossos alunos também a preferem.
Acreditamos que para afirmarmos qualquer ligacdo entre as dificuldades
apresentadas pelos alunos em interpretar a notacdo simbdlica da Condicional e
o desenvolvimento histérico desta representacdo, € preciso fazer mais

investigacoes sobre o0 uso de tal notacéo.

Constatamos, também, que os alunos compreendem melhor uma
Probabilidade quando esta se apresenta no registro de porcentagem do que no

de fracdo, embora consigam operar melhor em fracdo do que em porcentagem.
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Acreditamos que este fato deva ser motivo de mais investigacdes para
sabermos quais sdo as concepcdes que os alunos tém da representacao da

Probabilidade através do niumero na forma decimal ou fracionaria.

Outro aspecto que queremos abordar refere-se ao tempo de aplicacao da
sequéncia. Utilizamos seis aulas de quarenta e cinco minutos e este tempo
pode parecer muito num primeiro instante para um professor de Estatistica,
preocupado em vencer o conteudo programatico; porém destacamos que nao
trabalhamos apenas com o Conceito da Probabilidade Condicional, mas
também com a introducdo e manipulacédo dos registros “diagrama de arvore” e
“tabela de contingéncia”. Acreditamos que se os alunos conhecessem melhor

esses registros o tempo poderia ser menor.

Como a nossa abordagem facilitou a aprendizagem desses alunos, nos
encorajamos a sugerir que as escolas de Ensino Fundamental e Médio sigam
as sugestdes dos PCNs e das Propostas Curriculares dos Estados de trabalhar
com as probabilidades, utilizando a "arvore de probabilidades” e a “tabela de
dupla entrada” no Ensino Fundamental e a Probabilidade Condicional através
das “situagBes conjuntistas” nos “diagramas de arvore” no Ensino Médio.
Porém, acreditamos que se fazem necessarias mais pesquisas de como
articular os registros utilizados na nossa sequéncia e os conteudos do Ensino

Basico, para se trabalhar com outros conceitos ligados a Probabilidade.

O resultado do nosso trabalho confirma que as sugestdes dadas por
Batanero contribuiram para o desenvolvimento de uma sequéncia de ensino a
fim de que os alunos conseguissem construir o conceito de Probabilidade
Condicional e melhor trabalhassem com o0s conceitos que o envolvem.
Queremos ressaltar que ndo estamos dando, com isto, uma receita de como
introduzir tal conceito, no entanto estamos apontando aspectos que devem ser
considerados quando trabalharmos ndo s6 com a Probabilidade Condicional,

mas com a Estocastica de um modo geral.
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ANEXO |

Leia o problema e responda as questdes abaixo.

Um taxi foi envolvido em uma batida, a noite, e fugiu do local do acidente.

Héa duas companhias que operam na cidade, a companhia de Taxi Azul e
a companhia de Téaxi Verde. E sabido que 85% dos taxis da cidade sdo verdes
e 15% sado azuis. Uma testemunha da cena identificou o téxi envolvido no
acidente como sendo da companhia de Taxi Azul. Esta testemunha foi posta a
prova sob condigcbes semelhantes de visibilidade, e fez a identificacdo correta
da cor do carro, tanto do taxi azul como do verde, em 70% dos testes.

a) Qual a probabilidade de a testemunha identificar corretamente a cor de
um carro qualquer?

b) Qual a probabilidade de se encontrar um taxi azul na cidade?

c) Qual a probabilidade de se encontrar um taxi verde na cidade?

d) Vocé estabelece alguma relacdo entre o acerto da testemunha e a
porcentagem de carros azuis ou os verdes da cidade ?

Comente sua resposta.

e) Vocé sabe dizer qual a probabilidade de a testemunha identificar um
taxi como sendo verde, sabendo-se que o taxi é verde?

f) Vocé sabe dizer qual a probabilidade do taxi ser verde, sabendo-se
que a testemunha o identificou como verde?

g) Qual a probabilidade de que o carro envolvido no acidente seja
realmente o Taxi Azul e que a testemunha o identifique como azul?

h) Sabendo que a testemunha identificou o carro envolvido no acidente
como sendo o azul. Qual a probabilidade de que o carro envolvido no acidente
seja um Taxi Azul?

i) Qual a probabilidade de que o carro envolvido no acidente foi
realmente um Taxi Azul, sabendo-se que a testemunha o identificou como azul?

]) Se vocé tivesse que decidir se realmente o taxi azul € o culpado. Que
decisédo tomaria? Comente sua resposta.
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ANEXO Il

ATIVIDADE 1

Beto e Meire foram ao Hopi-Hary. Encontraram la um jogo que envolve
duas maquinas. Colocamos o esquema delas abaixo:

BH Ty
AYPAUN

Méaquina 1 Maquina 2

Em ambas as maquinas, jogando-se uma bola em A, ganha-se um prémio
se a bola cair em D.

a)
b)
c)
d)
e)

f)
g)

h)

Em que maquina vocé pensa que Beto e Meire tenham mais chance de
ganhar?

Qual e a probabilidade de cair em D na maquinal? E na maquina 2?
Observe a maquina 1, e calcule a probabilidade de a bola chegar a F.
Ainda na maquina 1, calcule a probabilidade da bola chegar a F,
sabendo que ela passou por C.

As probabilidades das letras c) e d) s&o iguais ou diferentes? Por que
isto aconteceu?

Observe agora a maquina 2, calcule a probabilidade da bola chegar a D.
Ainda na maquina 2, calcule a probabilidade da bola chegar a D,
sabendo-se que ela passou por C. Em seguida calcule a probabilidade
dela chegar a D, sabendo-se que ela passou por B. Essas duas
probabilidades séo iguais ou diferentes? Justifique.

E as probabilidades das letras f) e g) sdo iguais ou diferentes? Por que
vocé acredita que isso ocorra?
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ANEXO Il

ATIVIDADE 2

Ao estudar o numero de natalidade de um certa cidade do Brasil,
observamos que a probabilidade de nascer um homem é de 40% e de nascer
uma mulher é de 60% .

a) Em uma determinada manha um meédico ira fazer dois partos.
Qual dos eventos abaixo vocé considera que € o mais provavel?

¢ Os dois recém-nascidos sdo homens.

* Os dois recém-nascidos sdo meninas.
 Um recém-nascido € homem e outro mulher.

b) Utilize o seguinte diagrama para responder as questdes a seqguir.

12 parto 2% parto resultado dos
dois partos
? H
|\/| —P(HNM)=?

* 2 M T RMaM)=2
St ——P(MnH)=?

(Na arvore acima assinalamos uma interrogacao (), que significa a
probabilidade de nascer um homem no segundo parto, sabendo ter sido homem
no primeiro).

Substitua as interrogages acima pelas suas respectivas probabilidades.

c) Pense novamente na questdo a). Vocé mantém sua resposta?
Justifique sua resposta.
d) Coloque os dados que vocé escreveu ha arvore de probabilidades na
tabela a seguir:
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Yparto H M |Total
2%parto

H P(HNH)=?

M

Total 1

e) Suponha que vocé ja saiba que no primeiro parto tenha nascido uma
menina. Qual a probabilidade do segundo ser um menino? Explique sua

resposta.
f) Qual a probabilidade de nascer uma menino no segundo parto? Como

VOCé encontrou essa probabilidade?
g) As probabilidades das letras e e f) s&o iguais ou diferentes? Como vocé

justifica o fato?
h) Suponha que vocé chegou atrasado para conferir o sexo da crianga que

nasceu primeiro. Mas vocé verificou que a segunda crianga era uma menina.
Qual a probabilidade do primeiro ter sido um menino?
Justifique a sua resposta.
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ANEXO IV

Em uma Universidade, estao assistindo uma aula de Estatistica os alunos,

ATIVIDADE 3

conforme a tabela abaixo:

SEXO
H M | Total
CURSO

LM 5 3 8

CC 8 4 12
Total 13 7 20

H: n® de Homens na sala de aula;

M: n? de mulheres na sala de aula;

LM: n? de alunos do curso de Licenciatura em Matematica; e
CC: n? de alunos do curso Ciéncia da Computacéo.

a)“Monte” uma arvore de possibilidades comecando pelos eventos

Homem (H) e Mulher (M), e calcule todas as probabilidades correspondentes.
b)“Monte” uma arvore de possibilidades comecando pelos cursos, ao invés

do sexo, em seguida calcule as probabilidades correspondentes.

c)Transforme a sua tabela de informac¢des do enunciado em uma tabela

de probabilidades.

d)Sabendo-se que escolhemos um rapaz dessa sala, qual a probabilidade

dele ser do curso de Licenciatura em Matematica?
e)Sabendo-se que escolhemos um aluno do curso Licenciatura de
Matematica, qual a probabilidade dele ser um Homem?

f) As probabilidades encontradas em d) e e) s&o iguais ou diferentes?
Comente sua resposta.

9)

h)

Substitua as interrogagdes abaixo pelas suas respectivas
probabilidades:

ny  PH)=?

V) PM)=?

V)  P(H/LM)=?

Vl)  P(M/CC)=?

Tomando como base o item g).

As probabilidades |) e 1ll) séo iguais ou diferente? Justifique
As probabilidades 1) e 1V) sdo iguais ou diferentes? Justifique

i) Observando a arvore de probabilidade do item a) responda:

- P(H) + P(M) =
- P(LM/H) + P(CC/H) =
- P(LM/M) + P(CCIM) =
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- P(HALM) + P(HNCC) + P(MNLM) + P(MnCC) =
O que estas somas tem em comum? Justifique.
j) Para calcular P(M/CC) vocé pensa que seria melhor utilizar a arvore do
item a) ou do item b)? Justifique o porqué da sua escolha.
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ANEXO V

ATIVIDADE 4

Numa determinada cidade a probabilidade e encontrarmos um individuo
portador de virus HIV. é de 6%. Em um teste feito num determinado laboratério
da cidade, ocorreram os seguintes resultados:

- A probabilidade de um individuo ter seu teste positivo (T.), sabendo-
se que é portator do virus HIV., é de99,8%.

- A probabilidade de um individuo ter seu teste negativo(T.), sabendo-
se que nao é portador do virus HIV.  é de 99,6%.

Sao utilizadas as notacoes::

D para representar o evento do individuo ser HIV. .

D para representar o evento do individuo n&o ser HIV. .

A sequir: _

a) Construa a arvore de probabilidades partindo dos eventos D e D.

b)“Monte” a tabela de dupla entrada com as respectivas probabilidades.

c)Calcule a probabilidade de se encontrar T. nos exames desse
laboratério.

d) Calcule a probabilidade de se encontrar T. nos exames desse
laboratério.

e) Construa a arvore de probabilidades partindo dos eventos T, e T. .

f) Qual a probabilidade de escolhermos um individuo ao acaso dessa
cidade, sabendo-se que o seu teste deu negativo, que seja portador do virus
HIV, .

g) Os eventos D e T+ sdo dependentes ou independentes? Comente sua
resposta.

h) Responda os itens abaixo justificando como encontraram as suas
respostas

) P(T./D)=

I) P(DIT,) =

1Il) P(T+/D)=

IV) P(DIT.) =

i) Como vocé escreveria na linguagem corrente essas duas
probabilidades: P(DnT.) e P(D/T.). As probabilidades sédo iguais ou diferentes?
Justifique.
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C) ANEXO VI

Contetdo Programatico da Disciplina Estatistica

01. Estatistica Descritiva

1.1. Resumo de Dados

1.2. Tipos de Variaveis

1.3. Distribuigcéo de frequéncias

1.4. Representacao gréafica das variaveis Quantitativas
1.5. Medidas de posicao e disperséo

1.6. Variaveis bidimensionais

1.7. Diagrama de dispersao

1.8. Coeficiente de correlacéo

02. Probabilidades

2.1. Conceito — Definicao

2.2 Probabilidade Condicional e Independéncia
2.3. Teorema de Bayes

03. Variaveis Aleatorias Discretas

3.1. Esperanca Matematica

3.2. Propriedades

3.3. Funcéo de Distribuicdo Acumulada

3.4. Modelos Probabilisticos (Distribuicdo de Bernoulli e Binomial)

04. Variaveis Aleatorias Continuas

4.1. Esperanca Matematica

4.2. Fungao de Distribuicao Acumulada

4.3. Modelos Probabilisticos (Distribuicdo Normal)

05. Variaveis Aleatérias Bidimensionais
5.1. Distribui¢cao conjunta

5.2. Marginal e condicional

5.3. Covariancia

158



	AGRADECIMENTOS
	
	
	
	
	
	Ao meu orientador, Professor Doutor Benedito Antonio da Silva, por ter aceito o desafio de orientar este trabalho, mostrando sempre confiança e dedicação, incentivando-me em todo o nosso percurso.
	Ao meu filho, pela ajuda nos recursos de informática, pela compreensão e apoio ao longo do caminho.





	CAPÍTULO I: ESTUDOS ESTOCÁSTICOS

	Neste capítulo mostraremos alguns estudos estocásticos que nos influenciaram no desenvolvimento deste trabalho. A palavra “estocástica” é um termo europeu comum para incluir “probabilidade e estatística”.
	
	
	
	O OBJETO ESTOCÁSTICO

	P(mulher/Estatística) = 2/3”
	
	
	
	
	Situações cronológicas




	Urnas
	
	Urnas



	B
	V

	B) Situações causais
	M
	(


	CAPÍTULO II: BREVE HISTÓRICO DA PROBABILIDADE CONDICIONAL
	
	
	
	
	
	
	“... a probabilidade do acontecimento de dois eventos dependentes, é o produto da Probabilidade do acontecimento de um deles pela Probabilidade de o outro ter acontecido, quando é considerado que o primeiro tenha ocorrido, e o mesmo se estenderá para o a
	“Dois eventos são independentes, quando eles não têm influência um sobre o outro, a probabilidade da realização de um não altera a realização do outro.” (Totohasina, 1992: 68)
	“A probabilidade que dois eventos subsequentes se produzam todos os dois é em razão composta da probabilidade da primeira e da probabilidade da segunda, supondo que a primeira aconteceu” (Totohasina, 1992: 69)
	“...se de dois eventos subsequentes, a probabilidade do primeiro é a/N e que a probabilidade dos dois juntos é P/N, então a probabilidade do segundo (à condição que o primeiro aconteça) é P/a .” (Totohasina, 1992: 69)

	Neste caso Laplace faz implicitamente as probabilidades das hipóteses da urna ter “uma bola preta e uma branca” e “as duas brancas”, serem iguais, partindo do princípio que elas são eqüiprováveis. Mas sabemos que ao supormos eqüiprobabilidade podemos rec
	Nessa obra, o autor destaca o Axioma geral do Princípio da Adição das Probabilidades, também chamado princípio das probabilidades totais, considerando que se os eventos E1, E2 , ... En , de probabilidades  p1, p2, ..., pn, se excluem mutuamente, então a

	E se os eventos E1 e E2 são independentes a P(E1(E2) = P(E1).P(E2/E1) = P(E1).P(E2) (se desejarmos mais detalhes sobre essa teoria axiomática de Borel, numa versão mais atual, podemos encontrá-la em [2] p 1-24).
	Borel deixa claro sobre a utilização desses princípios em relação ao cálculo das probabilidades da interseção dos eventos, quando estes são independentes. Parece-nos que está ligando-os somente à noção de tempo, e não faz menção a outra condição entre el
	Somente em 1933, com a teoria de Andrei Kolmogorov (1903 – 1987), é que se apresenta uma axiomática à teoria das Probabilidades, colocando-a no quadro da Teoria dos Conjuntos e tornando mais claras suas limitações.
	Em 1956, Alfred Renyi demonstra na sua teoria de espaço de probabilidade condicional, a  generalização da axiomática de Kolmogorov, que destacaremos a seguir:
	“Se   P*(A)  é  uma   medida  definida  sobre  (  e  P*(() = 1
	( i.e ((,(, P*) é um espaço de probabilidade de Kolmogorov,  mais ainda se  (* designa a família de conjuntos B ( ( tal que P*(B)( 0, então o sistema ((, (, (*, P* (./B)) é um espaço condicional de probabilidade, onde P* (./B ) é definido por






	CAPÍTULO III: DA PROBLEMÁTICA AOS PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS
	
	
	
	
	
	A seqüência didática é composta de quatro atividades e foi aplicada aos alunos do 3o ano de Licenciatura em Matemática e Ciência da Computação, da Universidade Católica de Santos (UNISANTOS), que é oferecido somente no período noturno. Os alunos desses d
	A disciplina Estatística tem uma carga horária 80 horas anuais, e seu conteúdo programático está no ANEXO VI.
	A aplicação da seqüência ocorreu após os alunos terem contato com os  conceitos básicos de Estatística Descritiva e de Probabilidade com um evento, isto é, o conceito de Probabilidade “Objetiva” (comentada no Capítulo III). O professor desta sala confirm
	Das duas duplas que erraram, podemos supor que elas tenham desprezado a informação dada (sabendo que passou por C), pois colocaram como resposta, 25% .
	Questão e) As probabilidades das letras c) e d) são iguais ou diferentes? Por que isto aconteceu?




	Questões
	
	
	
	A maioria dos alunos errou a questão, como era esperado. As duplas consideraram o evento “os dois recém-nascidos são meninas” o mais provável de ocorrer. Acreditamos que isso tenha acontecido porque na questão, a probabilidade de nascer mulher é maior qu
	As respostas dos alunos confirmaram as nossas expectativas e houve um grande número de acertos nesta questão.
	Dentre as justificativas dadas pelos alunos que acertaram, destacamos:
	05 duplas consideraram a soma das seguintes probabilidades :
	P(M(H) + P(H(H).
	04 duplas consideraram a independência entre os eventos.
	01 dupla considerou a soma da coluna H da tabela de contingência.
	Duas duplas não justificaram como encontraram tal resposta.
	Das duplas que erraram, somente uma nos possibilitou perceber como foi efetuado o seu cálculo. Esta tomou como tendo nascido homem no primeiro parto fazendo, portanto, a interseção “homem no 1o parto” e “homem no 2o parto”. Observamos novamente a confusã
	Uma das duplas que errou, considerou o evento ser “mulher no primeiro parto” e ser “mulher no segundo”, desprezando a pergunta da questão. E uma outra dupla considerou os dois eventos como sendo “homem no 1o parto” e “homem no 2o parto”.




	Questões
	
	
	
	O número de acertos nesta questão confirma as nossas expectativas. Os alunos fizeram a conversão do enunciado do problema para o “diagrama de árvore”, mostrando que já estão adquirindo uma certa familiarização com este novo registro.
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