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RESUMO

Dado que existem dificuldades, no que se refere ao ensino e
aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral, este trabalho apresenta uma
sequéncia didatica com atividades apresentadas em fichas, em que os alunos
trabalham em duplas, para perceber a esséncia do conceito de derivada. Apos
a resolucdo de cada ficha, estabelece-se uma plenaria para discussdo das
respostas apresentadas. A escolha desta pratica metodoldgica representa uma
ruptura do contrato didatico habitual. Apresento uma analise a posteriori de
cada ficha, confrontando os protocolos dos alunos com uma analise feita a
priori. Isto permite levantar conclusdes sobre o0s ganhos desta escolha
pedagdgica para o ensino e aprendizagem do conceito de derivada.

Palavras — chave: derivada, contrato didatico, reta tangente, variacéo,

otimizacao.



ABSTRACT

Since difficulties exist, in refering to the teaching and lerning of
Differential and Integral Calculus, this work presents a didactic sequence with
activities allocated in records, in which the students work in couples to perceive
the essence of the concept of derivatives. After the resolution of each record, it
is settled down a plenary to discuss the presented answers. The choice of this
methodological practice represents a rupture of the habitual didactic contract. |
present a posteriori analysis of each record, confronting the student’s protocols
with a priori analysis. This allows to raise conclusions about the gains of this

pedagogic choice to the teaching and learning of the concept of the derivative.

Key Words: derivative, didactic contract, tangent, variation, optimize.
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| - INTRODUGAO

Os conceitos do Céalculo Diferencial e Integral, muitas vezes s&o
introduzidos através de uma aula expositiva, em que o professor apresenta as
definicbes, propriedades e exemplos e por sua vez, os alunos resolvem listas
de exercicios. Desta forma, as “obrigacfes contratuais” tanto do ponto de
vista do professor quanto dos alunos parecem ter sido cumpridas. No entanto,
observa-se elevado indice de reprovacdo e de desisténcia nesta disciplina,
sinalizando a existéncia de problemas no processo de ensino e aprendizagem.

Por outro lado, pesquisas em Didatica da Matematica tém sido
desenvolvidas na tentativa de diagnosticar tais problemas e novas praticas
metodoldgicas tém sido testadas e analisadas, sob diversas perspectivas e
dentro de diversos contextos, como por exemplo, o uso de computadores e de
calculadoras graficas, numa tentativa de contribuir para a melhora do quadro
acima observado. Cito alguns destes trabalhos mais adiante, no capitulo IlI.

Minha pesquisa tem a ambicdo de contribuir para o desenvolvimento da
pratica pedagdgica ao introduzir-se conceitos do Calculo Diferencial e Integral,
e refere-se a um dominio em particular: o conceito de derivada, cuja
abordagem sera feita a partir da nocdo de variacdo. A definicdo de derivada
como é conhecida hoje, deve-se a Cauchy, que a apresentou por volta de 1823
como razdo de variagdo infinitesimal, embora Newton e Leibniz, j& no século
XVII tenham utilizado os fundamentos desse conceito como um meétodo para
relacionar problemas de quadraturas e de tangentes. A pratica pedagogica
adotada é a do trabalho dos alunos em duplas, utilizando papel, lapis,
calculadora e, em alguns momentos, recursos do computador, visando a
construcéo desse conceito.

A opcéo por esta pratica metodoldgica deve-se, fundamentalmente, ao
trabalho realizado por Silva e Igliori [16] descrito no artigo “Um estudo
exploratorio sobre o conceito de derivada” que relata uma experimentagao
“piloto” realizada com 2 duplas de alunos iniciantes da disciplina Célculo
Diferencial e Integral. Neste artigo, os autores relatam que os alunos
desenvolvendo atividades que conduzem a exploracdo da nocdo de razdo de

variacdo, afirmaram com convic¢cdo que “aprenderam o que é derivada”. Além
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disso, os autores sugerem que o trabalho pode ser continuado, tentando-se
aplicar uma sequUéncia de atividades para uma classe inteira de alunos,
explorando fungbes além da trabalhada nesse experimento.

Minha escolha pedagdgica foi a elaboracdo de uma sequéncia didatica
composta de atividades apresentadas em 14 fichas, nas quais inicialmente
apresento um problema do mundo concreto a fim de que o aluno perceba que
ainda nao dispde de um instrumental eficaz para resolvé-lo. Tal ferramenta € a
derivada. A partir dai, as fichas conduzem a exploracdo da nocdo de variagdo
objetivando a construgcdo do conceito de derivada como taxa de variagcéo
instantanea. Apods a resolucao de cada ficha, proponho uma plenaria para a
discussdo dos resultados obtidos pelos alunos e a institucionalizacdo dos
conceitos envolvidos. Retomo o problema inicialmente apresentado para ser
resolvido, na ultima ficha.

De acordo com os autores citados, substituir a aula expositiva pela
apresentacao de fichas, em que os alunos trabalham e constréem o conceito
por si proprios, foi uma escolha acertada, pois os estudantes “trabalharam com
muita disposicdo e até mesmo entusiasmo” e mostraram-se satisfeitos ao final,
de resolver um problema inicialmente proposto. Procedendo desta maneira,
acredito que estou promovendo uma ruptura no Contrato Didatico usual.

No capitulo Il, apresento a problematica desta pesquisa, que se articula
com questdes colocadas por Silva e Igliori.

No capitulo Ill, destaco algumas pesquisas relativas ao ensino e
aprendizagem do conceito de derivada, e faco um pequeno levantamento da
abordagem deste conceito, proposta por alguns autores de livros didaticos.

No capitulo 1V, procurei identificar a origem do conceito de derivada
como razao de variacao infinitesimal e sua génese, a partir do levantamento de
alguns elementos histéricos.

No capitulo V, apresento uma sintese do quadro tedrico que fundamenta
o trabalho, ressaltando elementos da Didatica da Mateméatica que podem
contribuir para o ensino e aprendizagem do conceito de derivada. Tal quadro,
compde-se de elementos da Teoria do Conhecimento e do Contrato Didatico. O
objetivo, assim como a Metodologia da Pesquisa e o procedimento de

aplicacdo das fichas também estdo apresentados neste capitulo.
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No capitulo VI, sdo apresentadas as fichas com as atividades
desenvolvidas pelos alunos, seguidas das analises a priori.
No capitulo VII, apresento a analise a posteriori de cada ficha e

conclusdes do trabalho.
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Il — PROBLEMATICA

Estudos em Educacdo Matematica que tém como foco o ensino e
aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral, sinalizam que esta disciplina
apresenta dificuldades para alunos dos cursos de Matematica, Fisica,
Engenharia, Computacédo, etc. Minha pratica docente como professor de
Céalculo e também constatacdes apresentadas naqueles estudos, ofereceram-
me um referencial, evidenciando que as dificuldades enfrentadas pelos alunos
dessa disciplina ndo sdo poucas, o que conduz a reprovacédo e ao abandono do
Curso.

Tendo como alvo de pesquisa o0 ensino/aprendizagem do Calculo
Diferencial e Integral, escolhi o estudo da derivada, por entender ser este um
de seus conceitos fundamentais. Diversas areas do conhecimento utilizam-se
da derivada como ferramenta para resolver problemas sobre fendmenos que
envolvem variacdo. Pode-se citar por exemplo, a Biologia, em que a derivada
se aplica na pesquisa da taxa de crescimento de bactérias de uma cultura; na
Eletricidade, para descrever a variacdo da corrente num circuito elétrico; na
Economia, para estudar a receita, o custo e o lucro marginais. Na Fisica, o
conceito de derivada esta presente para definir a velocidade e aceleracdo de
uma particula que se move ao longo de uma curva: a primeira, refere-se a
medida da taxa de variacdo da distancia percorrida em relagdo ao tempo; e a
segunda, a medida da taxa de variacdo da velocidade. A tangente a uma curva
num determinado ponto indica a direcdo do movimento da particula. Problemas
de maximos e de minimos podem ser resolvidos com o uso de derivadas, como
por exemplo: que dimensdes deve ter uma embalagem para que seja gasta a
menor quantidade de material para envolver determinado soélido?, como se
pode maximizar o lucro na venda de determinado produto?. Enfim, pode-se
perceber que as aplicacdes de derivada sdo inUmeras, e que em muitos casos
esta presente explicitamente a esséncia do conceito, que é a medida de
variagao.

Decidi, em minha pesquisa, investigar em que medida 0 ensino

tradicionalmente realizado tem influéncia no aprendizado dos alunos.
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Segundo Villarreal [18], os estudos em Educacdo Matematica que
tratam do ensino e aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral, abordam o
problema sob diversas perspectivas e em diversos contextos, e cada um
oferece elementos que permitem ampliar a analise das dificuldades
apresentadas na aprendizagem da disciplina. A autora apresenta algumas
dessas dificuldades seguindo dois caminhos que ndo séao independentes, mas
que estdo intimamente relacionados: a problematica da concepcdo dos
estudantes e a probleméatica do ensino no Célculo. Destaco abaixo,
dificuldades, algumas levantadas nesses estudos e outras, por mim
observadas ao longo de minha pratica docente.

Primeiramente, o que fica para os alunos € a derivada como um
processo mecanico, algoritmo de célculo ou resultado de uma operagéo.
Villarreal aponta que “os estudantes tiveram um bom desempenho nas tarefas
algoritmicas (por exemplo: calculo de derivadas), ... mas surgiram dificuldades
quando representacfes graficas estavam envolvidas no calculo de taxas de
variacdo.... Poderosos algoritmos produzem uma algebrizacdo que acaba
ocultando as idéias essenciais do Calculo”.

Por outro lado, os alunos tendem a decorar regras de derivacdo e a
derivada parece ter pouca significacdo. Ao resolver questdes que envolvem a
aplicacdo desse conceito, eles recorrem a procedimentos-padrao. Exemplo
disto € a determinacdo de pontos de maximo e de minimo, derivando a fungéo
dada e encontrando as raizes da funcdo derivada, sem relacionar a posicao da
reta tangente ao grafico com o ponto em analise. Outro exemplo, é
“derivando a velocidade, encontra-se a aceleracdo” e, as vezes, nessa
“técnica” ndo esta incorporada a idéia de que houve variagao.

Tais dificuldades, levaram-me a indagacao: “que proposta pedagdgica
poderia estar trabalhando?”, cuja resposta foi sugerida pelo artigo “Um estudo
exploratdrio sobre o conceito de derivada” de Silva e Igliori (1996), que faz um
ensaio com duas duplas de alunos iniciantes de Céalculo, ndo tratando o
conceito de forma algoritmica-algébrica, e sim através da apresentacdo de uma
sequéncia de 6 fichas que conduzem o aluno a trabalhar para construir a
esséncia do conceito (medida da variacdo). Neste artigo, os autores colocam a

questdo: “como aplicar esta (ou outra) sequéncia em uma classe inteira de
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alunos que nunca ouviram falar em derivada?”, sugerindo a continuacdo do
estudo. Na concluséo desse artigo Ié-se que “a substituicdo do tratamento
cldssico dispensado ao conceito de derivada (apresentacdo de definicoes,
propriedades, técnicas e algumas aplicacdes), pela tentativa da construcdo do
conceito, pelo estudante, através de sua participacao efetiva, demonstra que o
aluno, uma vez motivado, busca com muita perseveranca e vontade, o saber
construido, para poder aplicd-lo na solucdo de questdes previamente
colocadas. Sua satisfacdo em poder, finalmente, responder aos apelos feitos,
usando seguramente um instrumento eficaz, indica que a meta foi alcancada”.

O trabalho descrito pelos autores € resultado de seminarios e
discussdes sobre o0 ensino e aprendizagem de derivada com a Doutora Michele
Artigue do IUFM de Reims e membro da equipe DIDIREM da Universidade
Paris 7.

Silva e Igliori apontam que a pratica usual do ensino do Calculo
Diferencial e Integral “quase nunca foge da apresentacdo de defini¢cbes,
propriedades, técnicas algumas poucas aplicacdes”, o que permite contornar
obstaculos enfrentados pelos alunos, sem que “o0 preco a ser pago seja muito
perceptivel aos agentes do sistema (alunos e professores)”. Assim, a aula
expositiva, dentro de um quadro algoritmico-algébrico € um “reflgio seguro”, e
as mesmas estratégias sdo usadas ao introduzir-se varios conceitos tratados
na disciplina. Os estudantes se adaptam, aprendendo a reconhecer certas
palavras chaves que induzem a procedimentos para a resolucao de problemas
e “como os professores tém a prudéncia (ou nao) de incluir estas pistas de
reconhecimento nos enunciados, os estudantes acabam por atingir uma
eficacia razoavel”.

Tais afirmacdes sinalizam que h& uma relacdo entre a aprendizagem e
os métodos adotados em geral. Utilizar uma pratica pedagoégica diferente das
tradicionais traz algum ganho? A escolha feita para a apresentacédo do conceito
de derivada, qual seja, aplicacdo de fichas em que os alunos trabalham em
duplas, com questdes que permitam fazer estimativas, indagacoes,
conjecturas, levantar hipoteses, comprovar resultados, ... representa uma
ruptura do contrato didatico usual, e acredito, ajudara a contornar algumas

dificuldades apresentadas pelos mesmos.
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O arcabouco do meu trabalho constitui-se de alguns elementos que
foram considerados para definir a escolha da abordagem do conceito de
derivada e também da pratica pedagdgica. Sao eles:

* Os alunos apresentam dificuldades no aprendizado de conceitos

abordados pelo Calculo Diferencial e Integral;

* O ponto de partida para a bordar o conceito: a nogcao de variacao;

* A substituicAo da aula expositiva pela apresentacdo de questdes

investigativas que visam a constru¢édo do conceito pelo estudante.

15



[l — O ENSINO DO CONCEITO DE DERIVADA SUGERIDO POR ALGUNS
TRABALHOS E LIVROS DIDATICOS

Neste capitulo, fagco um levantamento da maneira pela qual o conceito
de derivada é abordado por alguns autores de livros didaticos, e também
aponto alguns trabalhos publicados relativos a introducéo desse conceito, que
propdem diferentes abordagens e escolhas pedagodgicas, em diversos
contextos e perspectivas.

CASSOL, Armindo. Producéo de significados para a derivada: taxa de
variacdo. Rio Claro, 1997.Dissertacdo (Mestrado em Educac¢do Matematica) -
IGCE , UNESP.

Em seu estudo, o autor aponta conclusfes relativas ao processo de
ensino e aprendizagem da derivada, examinando significados que podem a ela
ser produzidos neste processo: a derivada como um limite, derivada como
declividade de reta tangente, derivada como resultado da aplicagcdo de uma
férmula, derivada como velocidade e derivada como taxa de variacédo

Segundo o autor, a derivada como resultado de uma operagao mostrou-
se como um dos significados mais frequientes entre trés grupos de alunos.
Dentre estes, dois, apds terem cursado a disciplina onde a derivada foi objeto
de ensino; no terceiro grupo, foram examinados quais e como se deu a
producao dos significados supra citados.

Além disso, o autor examina alguns livros didaticos que tratam de
derivada e observa que o significado geométrico da derivada é apresentado na
maioria deles, mas as compressdes dos estudantes sao diversas, chegando a
atribuir a derivada seu significado como reta tangente, e a afirmar a existéncia
de derivada em pontos onde ndo é possivel tracar uma reta tangente ou em
pontos onde a funcéo nao é derivavel.

Para Cassol, o significado mais abrangente para derivada € como taxa
de variacdo instantanea, mas observa que na pratica, “foi muito dificil fazer uso
deste significado para expressar descricbes de fenbmenos. Uma vez
constatado que a descricdo de um problema exigiria uma derivada, o aluno
lamenta-se: ‘se eu conseguisse a funcéo...” ”. E acrescenta que “ ...a exigéncia

que se faz para que a derivada represente variagdes instantaneas nao € viavel
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ao aluno pela definicho mesmo que “vejam” alguma ligacdo. Sequéncias de
operacdes para obter a derivada ndo parecem indica-la como uma variacao.
Toda vez que houve indicagcbes da necessidade da derivada no texto de algum
problema o aluno procurou acréscimos, diferencas de acréscimos e limites”.

VILLARREAL, Monica Ester. O pensamento matematico de estudantes

universitarios de Calculo e tecnologias Informaticas. Rio Claro, 1999.

Tese (Doutorado em Educacdo Matematica) — IGCE, UNESP.

A autora apresenta suas compreensfes sobre processos de
pensamento matematico de trés duplas de estudantes de graduacdo em
Biologia, na disciplina Calculo Diferencial e Integral, que trabalham em
ambiente computacional, abordando questdes matematicas relacionadas ao
conceito de derivada. Ela conclui que: “o pensamento matematico € permeado
e reorganizado pelas midias utilizadas, que constituem, com as estudantes e a
pesquisadora, uma ecologia cognitiva particular, as estudantes desenvolvem
abordagens tanto visuais quanto algébricas no ambiente computacional,
sugerindo a necessidade de coordena-las para superar uma dicotomia
visual/algébrico; jogos de conjecturas e refutacdes caracterizam 0s processos
de pensamento matematico das estudantes que ndo seguem caminhos
lineares, mas em rede” e acrescenta que “tais aspectos sugerem a
necessidade de repensar o ensino do Célculo, a partir de uma visdo de
conhecimento como rede de significados que desafia a vigéncia da viséo
cartesiana”.

Apresento a seguir, um levantamento sobre a abordagem feita do
conceito de derivada pelos autores de 8 livros didaticos. Foram escolhidos
livros considerados “mais teéricos” destinados a cursos que privilegiam um
maior aprofundamento em conceitos de Matematica, como por exemplo:
Spivak, Moise e Guidorizzi. Também foram examinados livros “mais técnicos”,
destinados a cursos que privilegiam aplicacfes do conceito de derivada

SPIVAK, Michael. Calculus: Calculo Infinitesimal . Barcelona, Editorial

Reverté S. A., 1978

O autor define reta tangente ao gréfico de uma funcdo f num ponto
P=(a , f(a)) de forma geométrica como “posicdo limite de retas secantes”.

Define derivada de f no ponto a (coeficiente angular da reta tangente ao grafico
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f(a+h)-f(a)
h

dominio de f. Em seguida, é feita a interpretacéo fisica da derivada como o

, em que ath é outro ponto do

de f no ponto P como Ihlrrg

calculo da velocidade instantanea de uma particula em movimento, com o0
intuito de estabelecer “uma conexdo intima entre 0os conceitos matematicos e
certas idéias fisicas”.
MOISE, Edwin E. Célculo: um curso universitario v.1. Traducdo de
Dorival A. Mello e Renate G. Watanabe. Sado Paulo: Edgard Blucher,
1970.
Conforme ressalta o autor, este livro apresenta novidades no tratamento
de topicos de Calculo, dentre elas o que ele chamou de “processo em espiral”,

em que 0s conceitos aparecem de varias formas conforme a teoria se

desenvolve. No capitulo 2, define que a tangente ao gréafico de y =ax® +bx+c

no ponto (X,,Y,), € a reta por esse ponto com inclinagao I, =limm,, onde m,
X=X

é a inclinag&o da reta secante pelos pontos (x,,Y,) € (xax*+bx+c) (X#Xx,).
Em seguida, calcula essa inclinagdo, chegando a m =ax+(ax,+b) e
apresenta o teorema: “Seja (x,y) um ponto do grafico de y=ax*+bx+c.
Ent&o a inclinagdo da tangente ao grafico em (x,y) é I, =2ax+b”.

A apresentacdo da noc¢do de derivada € feita no capitulo 3, intitulado

“Funcgbes, Derivadas e Integrais”, retomando os resultados relativos ao
problema de tangentes a pardbolas: “Dado o grafico de y=ax*+bx+c,
encontramos que para cada X,, a inclinagéo da tangente no ponto (x,,Yy,) do
grafico era |,=2ax,+b”. Em seguida, estabelece a fungéo
f .0 - 0:x - 1,=2ax+b. Continuando, o autor passa para 0 caso geral,
afirmando que se o grafico de uma fungdo f:00 — 0 tem uma tangente ndo
vertical em cada ponto (x, f(x)), f'(x) indicara a inclinacdo desta tangente.
Isto fornece uma nova fungdo f':00 - 0 , chamada derivada de f. Continua

argumentando que, como “a inclinacdo da tangente € o limite das inclinacdes

das secantes” , a derivada é um limite. A inclinagdo da secante por (X, f(x)) e
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(=106 1000 o) = fim 1O T00)
X=X, =% X=X,

exista. Portanto, para se calcular derivadas é preciso saber calcular limites. Na

(%, f(x)) € m = , desde que

sequéncia, apresenta o estudo de limites e as regras de derivagao.

GUIDORIZZI, Hamilton Luiz. Um Curso de Célculo ,v.1.Rio de Janeiro:

LTC — Livros Técnicos e Cientificos Editora S. A., 1985

Inicialmente, o autor analisa o problema de definir reta tangente ao
grafico de uma funcdo f no ponto (p,f(p)), que ficara determinada se for
conhecido o seu coeficiente angular. Para isso, considera a reta Sy pelos
pontos (p, f(p)) e (x, f(x)); quando x tende a p, o coeficiente angular de Sy tende
f()—f(p)

X=p

(p,f(p)) como sendo a reta de equacao y- f(p)=f'(p).(x— p). Em seguida,

af(p) = lim .O autor considera natural definir a reta tangente por
X-p

define a derivada f'(p) de uma funcédo f num ponto p de seu dominio , pelo

i f09=f(p)
X p X—p

qguando existe e é finito. Desse modo, retomando a defini¢cdo de

reta tangente, vé-se que a derivada de f em p € o coeficiente angular da reta
tangente ao gréafico de f no ponto de abscissa p.

BOULOS, Paulo. Introducdo ao Calculo v. 1-3. Sdo Paulo: Edgard

Blucher, 1974

Antes de abordar a derivada, o autor discute a nogéo de reta tangente,
apresentando algumas concepgbes (inclusive erradas) que os alunos
costumam ter sobre esse objeto. Para esclarecer essa nog¢édo, considera uma
funcdo y=f(x) e os pontos P(x,, f(x)) e Q(x, f(x)), afirmando que o

FO) — F(%)
X=X,

coeficiente angular da secante PQ sera a(x)= e, se existir

. ()= f(x ~ g
lima(x) = |ImM, entdo “chama-se reta tangente ao grafico de f no
X=X

2% X=X,

ponto P a reta que passa por P, cujo coeficiente angular é lima(x) ” . Em
X=X

FO)— F(%)
X=X,

seguida, chama o quociente de razéo incremental de f no ponto

X, relativamente ao acréscimo x—X, (X, € ponto interior do dominio de f )e
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define a derivada como o numero dado pelo IimM, se existir e for

=% X=X,

finito e dizendo que, neste caso, f € derivavel em Xx,. Ressalta que ndo se

7

deve perder de vista o conceito geométrico de derivada, ou seja, que se f é
derivavel em x,, isso significa que seu grafico admite reta tangente em
(X, T (X,)). Em seguida, aprofunda o estudo de limite de funcéo e prossegue

com o conceito de continuidade e com as regras de derivagao.
LEITHOLD, L. O Calculo com Geometria Analitica v. 1, 2% edicéo.
Tradugédo de Antonio Paques, Otilia Teresinha W. Paques e Sebastido
Antonio José Filho. Sao Paulo: Editora Harper & Row do Brasil Ltda,
1982.
Os capitulos 3 e 4 deste livro sdo dedicados ao estudo da derivada,
intitulados respectivamente por: “A Derivada” e “Aplicacbes da Derivada”. A

derivada de uma funcdo f, em um ponto x de seu dominio, é definida no

capitulo 3 pelo linlf(XJrAAX)_f(X), guando existe, depois de definir
X X

declividade de reta tangente e velocidade instantanea pelo mesmo limite. Em
seguida, estudam-se diferenciabilidade, continuidade e regras de derivagéo
pela apresentacéo de teoremas.

O capitulo seguinte inicia-se pela exploracdo e definicdo da taxa de
variacdo, deixando explicita a no¢cao de variacdo, com exemplos de aplicacao
as areas de exatas e humanas. Estudam-se também valores maximos e
minimos, crescimento e decrescimento e esbo¢co de gréfico de funcdes,
apresentando exemplos e exercicios de aplicacéo pratica a fisica, engenharia e
economia.

FLEMMING, Diva Marilia e GONCALVES, Miriam Buss. Célculo A:
funcgdes, limite, derivacio, integracdo. 5% ed. Sdo Paulo: Makron, 1992.

Este é um livro didatico relativamente recente (lancado em 1987), que
“tem sido utilizado por estudantes de primeira fase dos cursos de Engenharia,
Fisica, Quimica, Matematica e Computa¢do”, como afirmam as autoras no

prefacio. Sao apresentados dois capitulos referentes ao estudo da derivada.
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No capitulo 7, “Derivada”, a abordagem do conceito é feita a partir da
reta tangente. A inclinagdo da tangente a uma curva y=f(x) num ponto P(x1,y1)

F(x +Ax) — F(x)
Ax

é definida pelo iimo . A derivada de uma funcdo num ponto &

definida por esse mesmo limite, quando ele existe, e as autoras escrevem que
“geometricamente, a derivada da funcéo y=f(x) no ponto (xi, f(x1)), representa a
inclinacdo da curva neste ponto”. Em seguida, denota a derivada de uma

funcao y=f(x) por f'(x), tal que, seu valor em um ponto x do dominio é dado por

£ = I f(x+Ax) - f(X)
Dx-0 AX

funcdo é derivavel quando existe a derivada em todos os pontos de seu

, Se esse limite existir e escreve: “dizemos que uma

dominio”.

HOFFMANN, Laurence D.. Calculo: Um curso moderno e suas

aplicacdes 1 . 2% ed. Traducéo de Denise Paravato. Rio de janeiro: LTC

— Livros técnicos e Cientificos Editora S. A., 1996.

Segundo o autor, este livro “foi escrito para aqueles que estudaram
algebra no segundo grau e se preparam para seguir carreira nas areas de
Negdcios, Economia, Psicologia, Sociologia, Arquitetura e Biologia”.

No capitulo que trata dos conceitos basicos de diferenciacdo, sao
examinados inicialmente dois problemas: um sobre maximizacdo de lucro e
outro sobre o comportamento da taxa de variagdo de duas funcdes, através de
seus graficos. Um dos graficos, refere-se a uma reta passando pela origem e o
outro, a uma curva com concavidade voltada para cima. O autor escreve que
“poderiamos resolver os problemas de otimizagdo e calcular taxa de variacao
se dispuséssemos de um método capaz de determinar o coeficiente angular da
tangente a curva em um ponto dado”. Para calcular o coeficiente angular da

reta tangente , considera os pontos (x,f(x)) e (x+Ax, f(x+Ax)) do grafico de

Ay _ f(x+Ax) - f(x)

uma funcéo f, o quociente — A , € observa que este ndo é o
X

coeficiente angular da tangente, mas apenas uma aproximacao desse valor.
Em seguida, define a derivada de uma funcao f no ponto x, como sendo o valor
do quociente acima, quando Ax tende a zero; valor esse que exprime o

coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f(x)).
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Quase todos os autores citados, apelam para a intuicdo geométrica, ao
apresentarem como motivacdo da definicdo de derivada, a necessidade de
tornar precisa a medida de inclinacdo da reta tangente. Além disso, alguns
deles também fazem alusdo a velocidade instantdnea de uma particula em

movimento, para ilustrar o significado da derivada.
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IV — ELEMENTOS HISTORICOS

Neste capitulo, procuro ilustrar meu trabalho, apontando elementos que
contribuiram para a definicdo de derivada como é conhecida hoje: medida de
variagao.

Tradicionalmente, atribui-se a “invencdo” do Calculo Diferencial e
Integral & Newton e Leibniz, na segunda metade do século XVII, através da
sistematizacdo de métodos que tornaram possivel a solugdo de problemas
referentes a construcdo de tangentes, calculo de &reas, volumes, etc. Como o
ponto de partida escolhido para abordar o conceito de derivada, foi a no¢céao de
variacdo (e ndo a reta tangente), iniciarei este relato por uma época bem mais
recente que a de Euclides (330 A.C — 275 A.C.), o primeiro matematico que se
tem noticia de ter tragado reta tangente (& uma circunferéncia). Inicialmente,
farei referéncia ao francés Augustin Louis Cauchy (1789 — 1848), visto que foi
ele quem definiu derivada em termos de limite e de variacdo. Sendo esta
abordagem o ponto central desse levantamento histérico, procurarei apresentar
somente algumas idéias e conceitos préximos a esse enfoque e, além disso,
responder a algumas questdes, tais como:

1) Quem e como, definiu a derivada em termos de variacao e de limite?

2) Qual a concepcao de limite que foi suficiente para definir a derivada

em termos desse?

3) Qual a concepcéo de funcédo que foi utilizada para definir a derivada

como um limite?

4) Qual o tratamento que se deu para a idéia de infinitesimal ao se

definir a derivada em termos de limite e de variagdo?

5) Como se deu o reconhecimento da relacdo entre as questbes de

guadraturas e de tangentes, permitindo o entendimento do significado da

derivada como medida de inclinacdo da reta tangente?

Segundo Boyer [5], o que caracteriza o trabalho de Cauchy, é o fato de
ele ter sido capaz de dar ao Calculo Diferencial o carater que ele tem hoje,
conforme consta em trés livros — Cours d’analyse de I'Ecole Polytechnique
(1821), Résumeé des lecons sur le calcul infinitesimal (1823) e Lecons sur le
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calcul difféerentiel (1829). Reproduzo, a seguir, a definicho dada por ele para
derivada:

“Se uma funcdo y=f(x) for continua entre dois limites dados da

variavel x, entdo, para qualquer valor de x dentro dos limites, um aumento
infinitamente pequeno da varidvel produzird um aumento infinitamente pequeno
da propria funcdo. Portanto, se dissermos que Ax =i , os dois termos da razdo
Ay _ f(x+i)-f(x)
AX [

das diferencas serdo quantidades infinitamente

pequenas. Mas quando esses dois termos se aproximarem indefinidamente
de zero, sua razdo pode convergir para algum outro limite positivo ou negativo.
Este limite, quando existe, tem um valor definido para cada valor especifico de
X, mas varia com Xx”.

Notemos que Cauchy, para definir derivada, parte de uma funcéo
continua, podendo passar a idéia que toda funcdo continua tem derivada. Hoje

é fato conhecido que isto ndo ocorre, visto que se conhecem fun¢des que ndo

s&o derivaveis, embora sejam continuas ( por exemplo: f (x) =(x)).

Nos proximos paragrafos, enfocarei alguns conceitos contidos na
definicio de Cauchy, visando responder a algumas das questbes
anteriormente levantadas; sdo eles: funcdo e fungdo continua, limite,
infinitesimal e quantidades (infinitamente pequenas) .

De acordo com Boyer, Jean Le Rond d’Alembert (1717 — 1783) achava
que a “verdadeira metafisica” do Calculo se encontraria na idéia de limite. No
artigo sobre “Limite” que d’Alembert escreveu para a Encyclopédie [10], ele
chama “uma quantidade, o limite de uma segunda quantidade (variavel) se a
segunda pode se aproximar da primeira de mais perto que por qualquer
guantidade dada (sem coincidir com ela)”. Por outro lado, Cauchy deu a esse
conceito um carater de maior precisdo, definindo (conforme consta no Vol. Il
das Oeuvres Completes [8]) : “quando valores atribuidos sucessivamente a
uma mesma variavel se aproximam indefinidamente de um valor fixo, de modo
finalmente a diferir deste de tdo pouco quanto se queira, este ultimo chama-se
o limite de todos os outros” (resposta a 2% questdo: Qual a concepgéo de limite

que foi suficiente para definir a derivada em termos desse?).
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A expressado “uma variavel se aproxima indefinidamente de um valor
fixo” , também encontrada na definicdo de Bolzano, sugere implicitamente o
tempo e o0 movimento. Weierstrass, ao interpretar uma variavel como uma letra
que representa qualquer valor de um conjunto dado, elimina a idéia de
movimento. E dele a primeira definicdo de limite de uma fungdo em termos de
£eo.

Os conceitos contidos na definicdo relativamente precisa de Cauchy
para o limite, ddao elementos para que ele defina infinitesimal, dizendo que
“uma quantidade variavel torna-se infinitamente pequena, quando seu valor
numerico decresce indefinidamente de maneira a convergir para o limite zero”,
enquanto que muitos matematicos que o precederam, tinham pensado em
infinitésimos como um namero fixo muito pequeno (resposta a quarta questao:
“Qual o tratamento que se deu para a idéia de infinitesimal ao se definir a
derivada em termos de limite e de variacdo?”).

Antes de apresentar a definicdo de Cauchy para funcdo continua, é
conveniente ressaltar que a concepcdo que se tinha na época de funcéo néo é
idéntica a que se tem hoje. Na segunda metade do século X1V, Nicole Oresme
(1323-1382) desenvolveu teoria das latitudes e longitudes das formas, que
pode ser considerada como a precursora da representacédo grafica da funcao.
Ele chegou a idealizar uma representacdo grafica de velocidade-tempo para
um corpo que se move com velocidade constante, o que era novidade para a
época. Para um estudo mais detalhado sobre a génese do conceito de func¢ao,
ver Avila [3].

Segundo Avila [4], nos problemas geométricos tratados pelo Célculo no
século XVII, além da ordenada de um ponto da curva, eram consideradas
também outras grandezas, como os comprimentos da tangente OT, da sub-
tangente OA, da normal TN e da sub-normal AN (figura seguinte). E as
investigacbes giravam em torno de equaclOes envolvendo essas varias
grandezas, as quais eram encaradas como diferentes variaveis ligadas a curva,
o invés de serem vistas como funcdes separadas de uma Unica variavel

independente.
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A palavra "funcéo” foi introduzida por Leibniz (1646-1716) em 1673, para
designar qualquer das varias variaveis geométricas associadas com uma dada
curva. SO aos poucos € que o conceito foi se tornando independente de curvas
particulares e passando a significar a dependéncia de uma variavel em termos
de outras.

Em 1753, num trabalho de Daniel Bernoulli (1700-1782), em seu estudo
da corda vibrante, surgiu o problema de expressar a funcdo que dava o perfil
inicial da corda como série infinita de senos e cosenos. Mais especificamente,

dada uma funcgéo periddica f, de periodo 27T, determinar os coeficientes a, e b,

a,

de forma que f(x)= ~ + Z (a, cos(nx) + b, sen(nx)) . As vibracdes de uma corda

esticada foram estudadas pela primeira vez por d’Alembert em 1747, logo em
seguida por Euler e depois por Bernoulli. Tratava-se de determinar uma funcéo
de duas variaveis satisfazendo uma equacéo diferencial parcial, conhecida
como equacéao das ondas.

A concepcao de funcao vigente na época quase sO se restringia a idéia
de uma variavel (dependente) expressa por alguma féormula em termos de
outra ou outras variaveis (independentes). "Continuidade” significava a funcéo
definida por uma Unica expressao analitica, ao passo que "descontinuidade”
significava, ndo a "ruptura” do grafico da funcdo, mas da expressao analitica ou
lei que definisse a correspondéncia entre a variavel dependente e a variavel
independente (ou variaveis independentes). Isso excluia a possibilidade de um
perfil mais geral, como pretendia Euler que, em 1748 em seu Introductio in
analysis infinitorium, define funcdo de uma quantidade variavel como “qualquer

expressdo analitica formada daquela quantidade variavel e de numeros ou
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quantidades constantes”. Ele pensava em funcdo de maneira menos formal e
mais geralmente como a relacdo entre as coordenadas de pontos sobre uma
curva tracada a mao livre sobre um plano (idéia esta parecida com a de
Newton, que tinha assumido que curvas sao geradas por movimentos lisos e
continuos). Tanto d'Alembert quanto  Euler, ndo concordavam com a
possibilidade sugerida por Bernoulli, de expressar uma funcéo em seérie infinita
de senos e cosenos.

A questéo posta por Bernoulli permaneceu dormente por cerca de meio
século até que fosse retomada por Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
em seus estudos sobre a propagacdo do calor. No ano de 1822, em seu
Théorie analytique de la chaleur, deu aidéia que func¢des do tipo y=f(x) podem
ser representadas por uma série (de Fourier), contrastando com os pontos de
vista de Euler e d’Alembert. Os trabalhos de Fourier deixavam clara a
insuficiéncia das antigas concepc¢des de funcédo e de continuidade. Ele proprio
ja tinha uma idéia bem mais ampla desse conceito, escrevendo no Art. 417 de
seu livro [12]: “Em geral a funcéo f(x) representa uma sucessao de valores ou
ordenadas arbitrarias. (...) Ndo supomos essas ordenadas sujeitas a uma lei
comum; elas sucedem umas as outras de qualquer maneira, e cada uma é
dada como se fosse uma grandeza Unica”.

Essa idéia esta mais proxima da definicdo que adotamos hoje, segundo
a qual uma funcéo f refere-se a correspondéncia entre conjuntos nao vazios A
e B, associando a cada elemento de um conjunto A, um unico elemento de um
conjunto B.

Ainda de acordo com Avila, situa¢ées novas como as apresentadas por
Fourier evidenciavam a necessidade de uma adequada fundamentacdo dos
métodos usados no trato dos problemas. Era preciso agora aclarar de vez o
significado de “"derivar" ou "integrar® uma funcéo, fosse ela dada por uma
"formula” ou ndo. "Derivar" ndo podia significar apenas aplicar uma "lei
algébrica" a uma "férmula", assim como "integrar" ndo podia mais ser apenas
“achar uma primitiva". Essas maneiras de encarar as opera¢des do Calculo
eram, a partir de entdo, insuficientes.

Certamente Cauchy estava a par do trabalho de Fourier, mas

provavelmente tinha uma idéia de funcdo mais proxima da de Euler e de
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Newton. Cauchy, apesar de ser rigoroso com suas definicdes, passou quase
toda sua vida acreditando que todas as fung¢bes continuas eram derivaveis
(curvas formadas por movimentos lisos e continuos), até que, em 1834,
Bolzano imaginou uma fungdo continua num intervalo que, apesar da intuicao
fisica em contrario, ndo tinha derivada em nenhum ponto do intervalo (tal
funcdo pode ser encontrada em Spivak [17]). A definicAo dada por Cauchy
para funcéo continua é:

“A funcdo f(x) sera continua em x num intervalo de valores desta

variavel se, para cada valor de x nesse intervalo, o valor numeérico da diferenca

f(x+a)- f(x) decresce infinitamente com a. Em outras palavras, f(x) €

continua se um acréscimo infinitamente pequeno de x produz um acréscimo
infinitamente pequeno de f(x)”. (resposta a terceira questao: Qual a concepcéao
de funcdo que foi utilizada para definir a derivada como um limite?).

Tendo definido limite, infinitésimo e funcdo continua, Cauchy define a
derivada de uma funcédo y=f(x) com relacdo a x, dando a variavel x um

Ay _ f(x+i)—f(x)
AX i

. O limite desse

incremento Ax=i e formando a razao

quociente de diferencas quando i tende a zero, ele definiu como derivada f'(x)
de y em relacéo a x. Note-se que Cauchy considera a questédo da variacao e de
funcdo continua na sua definicdo de derivada. (resposta a primeira questao:
Quem e como, definiu a derivada em termos de variacao e de limite?”)

Depois de ter definido a derivada, Cauchy estabelece sua ligagdo com
os diferenciais de Leibniz, relegando a estes um papel subsidiario, embora
percebesse sua simplicidade operacional.

Para responder a 5% questéo, € conveniente voltar a época de Newton e
Leibniz. Utilizei como referéncia, Galarda e Rossi [13].

A idéia germinadora do Calculo Diferencial e Integral ja havia sido
implantada no mundo matematico bem antes de Newton e Leibniz, mas
costumeiramente atribui-se a eles a “invencdo” dessa area de conhecimento,
isto porque, foi através deles que se processou uma mudanca importante na
forma de se resolver problemas de tangentes e quadraturas. Os métodos por
eles utilizados para resolver tais problemas podiam ser estendidos e aplicados

a varios tipos de curvas, mostrando qual o caminho a ser seguido quando
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surgisse alguma questado nova de construgdo de tangentes, ou de célculo de
areas, de volumes, etc.

Newton desenvolveu o “Método das Fluxdes” no seu “De Methodis
Serierum et fluxionum?”, que foi publicado em 1736. Neste método, sua intencéo
parece ter sido determinar a relagcdo entre a variacdo da quantidade y e da
quantidade x, de uma funcéo y=f(x), quando x sofre um acréscimo infinitesimal,
considerando as quantidades matematicas “como se fossem geradas por um
aumento continuo do espaco no qual um objeto se move descrevendo uma
trajetoria”. Aparentemente, esta € a mesma consideracdo que Cauchy deu as
quantidades que aparecem na sua definicdo de derivada. Newton define suas
nocoes de fluentes e flux6es assim:

“Eu chamarei de Quantidades Fluentes, ou simplesmente Fluentes estas

guantidades que eu considero como aumentadas gradualmente e

indefinidamente, eu as representarei pelas ultimas letras do alfabeto v, X,

y e z para distinguir das outras quantidades que, nas equacodes, sao

consideradas como conhecidas e determinadas que nos

representaremos pelas letras iniciais a, b, c, etc,; eu representarei pelas

mesmas letras sobrepostas de um ponto v,x,y,z as velocidades cujas

fluentes sdo aumentadas pelo movimento que as produz e, por

consequéncia nés poderemos chamar Fluxdes”.

E enuncia o que, segundo suas palavras, constitui a questdo
fundamental do Calculo:

“Sendo dada a relacéo das quantidades fluentes, encontrar a relacdo de

suas fluxdes. E inversamente”.

Newton explica sua solucdo para esse problema através de diversos

exemplos. Para a fungcédo y = x", seu método é o seguinte:

“Se 0 é “um intervalo de tempo infinitamente pequeno”, x.0 e y.o

serdo os acréscimos infinitamente pequenos de x e de y. Para encontrar a
relacdo entre x e y, Newton substituiu x por x + x.0 e ypory+y.o . Logo,

de y=x", temos

y+y.0 = (X+ x.0)"
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— .2 .
Mo2 X X"2+..+x 0"

y+y.0 = x"+noxx""+

Como y = x" e dividindo todos os termos por o,

n

— .2 .
Mo X X"?+..+x ot

y = nxx"+
Desprezando os termos que contém o, chega-se finalmente a (0 - 0)

y = nxx"*

Neste método, ndo esta clara qual a concepcédo que Newton tinha de
infinitesimais, desprezando-os quando considera necesséario. A tentativa de
eliminacdo deste traco do infinitamente pequeno é feita por ele em seu “Método
das primeiras e Ultimas razfes”, apresentado em seu “Quadratura Curvatum”,

que foi escrito em 1676 e publicado em 1704.

O procedimento é o0 mesmo do acima, sO que 0 momento X0 passa a
ser denotado por o e, ao invés de desprezar os termos que contém o, forma a

razao entre a variacdo de x e a variagcdo de y e depois deixa o o desaparecer

~ ~ L 1 . .
nesta raz&o. Para y=x" esta raz&o sera igual a ——, que foi concebida da
nx

seguinte maneira:
Se 0 é o acréscimo de x , entdo
n(n-1 _
(=D 2 0
2
assim o acréscimo de y sera
n(n-1 _
LN=D oo
2

acréscimodex _ o]
" acréscimodey

n

(x+0)" = x"+nox"" + +..+0

n

(x+0)" -=x" = nox"* +...0

logo
n

-1 n(nz_l) 02x™2 +.

NOoX ..+t0

1

-1 n(n _1) OXn—Z
2

n-1

nx +...+0

1
desprezando o, teremos ——".
nx
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Justifico a importancia de citar métodos desenvolvidos por Newton,
dentro do contexto histérico da génese do conceito de derivada, reproduzindo
um trecho das autoras citadas: “a diferenca entre Newton e seus
predecessores, € que este formulou regras para cobrir solu¢cdes gerais da
maioria dos problemas relativos ao calculo infinitesimal, conhecidos no seu
tempo. Embora muito dessas regras tivessem sido formuladas anteriormente,
ele estabeleceu uma estrutura unificada e um quadro dentro do qual grande
parte dos problemas podiam ser formulados.... A sintese que Newton atingiu foi
possibilitada pelo uso do simbolismo algébrico e das técnicas analiticas. Ele
estabeleceu muito tarde a notacdo “padrao” como ponto para representar a
diferenciacdo e, aparentemente ndo sentiu grande necessidade de introduzir

qualquer notacao especifica para a integracao”.
A notacgao para derivada élz—yg hoje utilizada deve-se a Gottfried Wilhelm
X

Leibniz (1646 - 1716), que desenvolveu varios procedimentos para
quadraturas de curvas. Reproduzo abaixo, um método (conforme Galarda e
Rossi) desenvolvido por Leibniz em 1675 para o célculo da area sob uma
curva, que permite notar que a relacdo inversa entre derivada e integral
também foi percebida por ele. Juntamente com Newton, Leibniz desempenhou
papel importante no desenvolvimento do Célculo, uma vez que seus métodos
sado mais gerais que de seus predecessores, ndo dependendo da natureza
especial da curva tratada.

“Considere uma sequéncia de ordenadas y, de uma curva, igualmente

espacadas de uma unidade infinitamente pequena, conforme a figura.

xY
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Nota: i) o simbolo 1 usado na figura representa uma unidade infinitamente

pequena,; ii) inicialmente, Leibniz escrevia J’y para indicar a area sob a curva

y=f(x), provavelmente por tomar a distancia entre duas ordenadas consecutivas

iguais a 1 (uma unidade infinitamente pequena), s6 mais tarde € que ele

passou a escrever I yax .
Area OBC [0 soma dos ys = z y

Area OCD Osoma dos retangulos xw = z XW

Mas area OCD = area OBCD - area OBC, isto é,
zxvv = area OBCD - Zy

Leibniz, escreveu isto usando o simbolismo de Cavalieri

omn.xw , - ultx. , omn.w.,—omn.y

onde
omn = todos - =igualdade

= parénteses ult = dltimo termo da sequéncia

N&o satisfeito com a notacdo de Cavalieri, Leibniz escolhe o simbolo J' para

substituir omn, onde J' € o S estilizado tomado da palavra soma. Introduziu

também o d caracteristico para denotar a diferenciacdo, tomado da palavra
diferenca que aqui aparece. Desta forma, a equacao Z xw=area OBCD - z y

acima pode ser escrita como:

y X
dy=xy-(vyd
Jo'xy X.y Jo'yx

y
Onde dey representa a area OCD,
0
X.y representa a area OBCD e
J'ydx representa a area OBC
0

Como os ws séo as diferencas dos s, entéo os ys Sdo as somas dos ws, isto &,
y=>w
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entao, zxw = area OBCD - Z Zw

Prosseguindo com seus estudos, Leibniz demonstrou as regras:
J'(y+ z)dx :Iydx+Izdx
Iaydx = afydx , onde a é uma constante.

A definicdo dada por Leibniz para dy € a diferencial de uma variavel vy,
como a diferenca infinitamente pequena entre dois valores consecutivos de y.
Ele mostrou as regras:

da=0 onde a é uma constante

d(u+v)=du+dv onde u e v séo funcoes

d(uv) = udv + vdu
q B._J H: vdu _szV
v \

d(u") = nu"*du
Como a area sob uma curva y=f(x) € a soma da area ydx de retangulos
infinitamente pequenos, a diferencial da area (diferenca entre dois valores

consecutivos daquela area) é a area do retangulo ydx a extrema direita.

<
\O

— ydx

NN

Q
o
X

A
X
v

Traduzindo isto para a simbologia de Leibniz: dJ'ydx:ydx , 0 que

mostra a relacdo inversa entre de I ; reciprocamente, J'dy: y. Mais tarde,

(1684) Leibniz publica um artigo que trata de determinacdo de méximos e
minimos assim como de tangentes, no qual expds as regras de seu calculo

diferencial com exemplos de sua aplicacao”.
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Com o0 exposto sobre Newton e Leibniz, percebemos que foi através
deles que reconheceu-se a relacdo inversa entre problemas de quadraturas e
de tangentes (resposta a 5% questdo: Como se deu o reconhecimento da
relacdo entre as questbes de quadraturas e de tangentes, permitindo o
entendimento do significado da derivada como medida de inclinacdo da reta
tangente?).

A ligacéo estabelecida por Cauchy entre a derivada e os diferenciais, foi
feita assim:

“Seja y=f(x) novamente uma funcdo da variavel independente x. Seja i
uma quantidade infinitamente pequena e h uma quantidade finita. Se dissermos
que i =ah, a serd, novamente, uma quantidade infinitamente pequena, e
teremos a identidade:
f(x+i) = f(x) _ f(x+ah)-f(x)

[ ah

f(x+ah) - f(x) _ f(x+i)- f(x)h

a [

donde

(1)

O limite para o qual converge o lado esquerdo da equacéo (1) a medida
que a se aproxima indefinidamente de zero e h permanece constante é
chamado “diferencial’” da funcdo y=f(x). A diferencial é indicada por dy ou
df(x). Seu valor pode ser facilmente determinado se soubermos o valor da
funcdo derivada y’ ou f'(x). De fato, se tomarmos os limites de ambos os lados
da equacéao (1), acharemos um resultado geral:
df(x) = hf'(x) 2
No caso especial quando f(x)=x , a equacdo (2) reduz-se a dx = h.
Assim a diferencial da variavel independente x é precisamente h. Dado isto, a
equacao (2) torna-se df(x) = f'(x)dx , ou, equivalentemente,
dy = y’dx
Essas ultimas equacfes mostram que a derivada y'=f'(x) de qualquer

~ . . . dy . L ~ . .
funcdo y=f(x) € precisamente igual a d—y , isto é, a razéo entre a diferencial
X

da funcéo e a diferencial da varidvel ou, se quisermos, ao coeficiente pelo qual
devemos multiplicar a segunda diferencial a fim de obtermos a primeira. E por

isso que a derivada é chamada as vezes de “coeficiente diferencial™.
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A diferenca fundamental entre as definicbes dadas por Cauchy e Leibniz
para o diferencial, € que o primeiro a faz em termos de razédo de diferencas de
duas quantidades distintas (derivada) e o segundo, em termos de diferencas

infinitamente pequenas entre valores consecutivos de uma mesma quantidade.
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V — EMBASAMENTO TEORICO E METODOLOGIA

Esta pesquisa estd embasada em elementos tedricos da Didatica da
Matematica e também em principios da Teoria do Conhecimento, em particular
na questdo da formacdo dos conceitos “espontaneos” e “cientificos”. A nocao
de Contrato Didatico orientou-me com relacdo a elaboracdo, aplicacdo e

analise da sequéncia didatica.

Contrato Didético

A relacdo professor-aluno estd subordinada a muitas regras e
convencgdes, quase nunca explicitas mas que se revelam principalmente
guando se da a transgressdo das mesmas, que funcionam como se fossem
clausulas de um contrato. O conjunto das clausulas, que estabelecem as bases
das relacbes que os professores e alunos mantém com o saber, constitui o
chamado contrato didatico, cuja definicdo dada por Brousseau (1986) [6], é:

“Chama-se contrato didatico o conjunto de comportamentos do professor
que sao esperados pelos alunos e o conjunto de comportamentos do aluno que
sdo esperados pelo professor... Esse contrato € o conjunto de regras que
determinam, uma pequena parte explicitamente mas sobretudo implicitamente,
0 que cada parceiro da relacdo didatica devera gerir e aquilo que, de uma
maneira ou de outra, ele tera de prestar conta perante o outro”.

De acordo com Silva [15], a pratica pedagodgica mais comum em
Matematica parece ser aquela em que o professor cumpre sua parte do
contrato dando aulas expositivas e passando exercicios aos alunos,
selecionando partes do conteddo para que o aluno possa aprender, propondo
problemas cujos enunciados contenham apenas dados necessarios para sua
resolucdo. O aluno, por seu lado, cumpre sua parte do contrato
compreendendo bem ou mal a aula, mas sobretudo conseguindo resolver
corretamente ou ndo os exercicios. Caso o aluno tenha insucesso na resolugao
dos exercicios, o professor deve ajuda-lo através de indica¢des do tipo reforgo
ou pela colocacdo de questbes elementares que conduzam ao resultado
esperado. Neste quadro, existem casos em que o professor se refugia na

seguranca dos algoritmos prontos, fraciona a atividade matematica em etapas
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pelas quais passa mecanicamente, esvaziando seu significado. Sua atuacao
resume-se em apresentar uma definicdo, dar alguns exemplos e solicitar
exercicios muito parecidos aos dos exemplos dados, cabendo aos alunos
memorizar regras e reproduzi-las quando identificam a sua pertinéncia,
normalmente pelo reconhecimento de “palavras chaves” contidas nos
enunciados das questdes. Nesta situacao de ensino, a constru¢do do saber fica
quase que exclusivamente sob a responsabilidade do aluno. Esta pratica
pedagogica parece ser a mais comum no ensino do Calculo Diferencial, em
que as questdes mais frequentes sédo do tipo: derive a funcéo..., determine os
pontos de maximo e minimo da funcéo..., etc., conforme constatei no exame de
livros didaticos.

Esta relacdo didatica € bem diferente daquela que direciona uma pratica
pedagogica em que os alunos trabalham, realizando atividades propostas e, no
final, o professor, em uma plenaria, procura institucionalizar o conceito que se
esta trabalhando e em seguida propde exercicios de fixacdo e/ou verificacdo do
aprendizado. Assim, o aluno trabalhando em duplas ou individualmente, em
sequéncias didaticas organizadas pelo professor, que se apoia nas producgdes
pessoais ou coletivas dos alunos (resultados de atividades propostas através
de um problema), propicia o0 estabelecimento de um contrato didatico
totalmente diferente, em que o professor faz progredir o aprendizado de toda a
classe. A seqgliéncia didatica proposta neste trabalho apoia-se neste tipo de
pratica pedagodgica.

Quando se propde a introducdo de um conceito por meio de atividades
em que os alunos, partindo de uma situacao-problema, resolvem questdes
trabalhando individualmente ou em duplas e, no final, o professor faz com toda
a classe o fechamento, visando a institucionalizagdo do conceito que se
pretende construir, ocorre o fendmeno denominado ruptura do contrato
didatico vigente, o que exige uma renegociacdo de novas clausulas
contratuais. Neste momento, o contrato didatico é transgredido pelo professor e
as regras implicitas se manifestam fortemente. E o caso deste trabalho, visto
que a sequéncia didatica introduz o conceito de derivada (que é novo para 0s

alunos), através de atividades a serem desenvolvidas em duplas, partindo de
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um problema do mundo concreto e, ao final de cada atividade, é aberta uma
plenaria visando institucionalizar conceitos que se pretende construir.

Brousseau, ao destacar a existéncia do contrato didatico, da indicacfes
gue este pode ser, em muitas oportunidades, gerador de sucessos e
insucessos por parte dos alunos, mascarando as vezes, dificuldades na
aprendizagem. Por outro lado, Chevallard (1988) [9], em sua investigacéo
sobre o0 que acontece quando o contrato didatico, vigente por muito tempo no
decorrer da vida escolar dos alunos é transgredido, levanta, dentre outras, as
seguintes regras implicitas no contrato que regem 0s comportamentos do
professor e dos alunos em relacdo ao saber:

e sempre ha uma resposta a uma questao matematica e o professor a
conhece. Deve-se sempre dar uma resposta que eventualmente sera
corrigida;

e para resolver um problema é preciso encontrar os dados no seu
enunciado. Nele devem constar todos os dados necessarios e nao
deve haver nada de supérfluo;

* em matematica resolve-se um problema efetuando-se operacdes. A
tarefa € encontrar a boa operacéo e efetua-la corretamente. Certas
palavras-chave contidas no enunciado permitem que se adivinhe qual
é ela;

* 0S numeros sao simples e as solu¢gdes também devem ser simples,
sendo, € possivel que se engane;

* as questdes colocadas ndo tém, em geral, nenhuma relacdo com a
realidade cotidiana mesmo que parecam ter, gracas a um habilidoso
disfarce. Na verdade elas s6 servem para ver se 0s alunos
compreenderam o assunto que esta sendo estudado.

A apresentacdo de questOes abertas, que sugerem a procura de dados
pertinentes a questao proposta, assim como a verificacdo da validade dos
resultados obtidos fazem parte do contrato didatico que escolhi.

Ainda de acordo com Chevallard, o professor tem a obrigacdo social de
ensinar tudo o que é necessario para que o aluno apreenda um saber,
independente das condicbes que determinam, quase sempre implicitamente,
aquilo que cada um dos dois parceiros (professor e aluno) da relacéo didatica
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tem a responsabilidade de gerenciar. Estas condigbes (contrato didatico)

dependem da estratégia de ensino adotada, adaptando-se a diferentes

contextos, tais como: as escolhas pedagdgicas, o tipo de trabalho proposto aos
alunos, os objetivos de formacgdo, a historia do professor, as condi¢cdes de

avaliacao, etc. O professor deve gerir sua parte do contrato, de forma que o

aluno consiga resolver problemas que lhe sdo impostos, a fim de que ambos

(professor e aluno) constatem que cumpriram sua tarefa. Com o intuito de fazer

com que o aluno tenha sucesso na construcdo do saber, o professor, querendo

facilitar-lhe a tarefa, pode fornecer-lhe pistas para a resolucdo das questoes
propostas e, as vezes, desviar-se dos objetivos inicialmente presentes na
proposta das mesmas. Atitudes como estas, sdo efeitos do Contrato Didatico.

Dentre eles, citarei alguns:

* O chamado efeito “Topazio”, em que o professor tenta resolver a questao
no lugar do aluno, quando este encontra uma dificuldade, fornecendo-lhe
abundantes explicagbes, ensinando pequenos truques, algoritmos e
técnicas de memorizacdo ou mesmo indicando-lhe pequenos passos na
resolucdo do problema proposto;

e Acreditar que os alunos dardo naturalmente a resposta esperada. O
professor ensina apenas aquelas “partes” do assunto em que se supde que
o aluno tenha mais facilidade de “aprender”, privando-o das condi¢cbes
necessarias a compreensdo e aprendizagem da nocao visada, colocando
como objetos de estudo suas préoprias explicacbes e seus meios
heuristicos, ao invés de ter como objeto o verdadeiro saber matematico;

e Substituir uma nocdo complexa por uma analogia, ou seja, substituir uma
problematica real e especifica por outra, talvez metaférica, mas que nao
confere sentido correto a situacdo. O uso abusivo de analogias acaba
produzindo o efeito “Topéazio” citado acima, quando o professor passa a
fornecer dicas e desenvolver técnicas para a resolugdo da questdo
proposta;

* Ao interpretar um comportamento banal do aluno como uma manifestacéo
de um saber culto (chamado efeito “Jourdan”), o professor pode nao permitir
que o aluno exponha algumas dificuldades ou concepcdes inadequadas
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sobre o conceito que se quer ensinar, e também mascara a existéncia de
algum fracasso;

* Considerar uma técnica, util para resolver um problema, como objeto do
estudo e perder de vista o saber a desenvolver (escorregamento
metacognitivo). Por exemplo, trabalhar exaustivamente as regras de

derivacao ao invés de desenvolver o conceito de derivada.

Conceitos “espontéaneos” e conceitos “cientificos”

Segundo Fosnot [11], Vygotsky definiu conceito espontaneo como
agueles que o estudante desenvolve naturalmente no processo de construcéo
gue emerge de suas proprias reflexdes sobre a experiéncia cotidiana. Definiu
conceitos cientificos como aqueles que originam-se na atividade estruturada da
instrucdo de sala de aula e impdem sobre o individuo abstracdes mais formais
e conceitos logicamente mais definidos de que o0s construidos
espontaneamente.

Definido estes dois conceitos, sua questdao é: “o que facilita
aprendizagem levando o individuo a passar de conceitos espontaneos para o0s
conceitos cientificos?”

Segundo Vygotsky , 0s conceitos cientificos ndo vém para o individuo
de uma forma ja pronta. Eles passam por um desenvolvimento substancial,
dependendo do nivel de desenvolvimento de um conceito espontaneo, para
que o aprendiz seja capaz de absorver um conceito cientifico a ele relacionado.
Os conceitos cientificos abrem seu caminho “para baixo”, impondo sua légica
ao sujeito; 0S conceitos “espontadneos” abrem caminho “para cima’,
encontrando o conceito cientifico e permitindo que o aprendiz aceite sua légica.
Nas palavras de Vygotsky, “ao trabalhar seu lento caminho ascendente, um
conceito cotidiano limpa um caminho para o0 conceito cientifico e seu
desenvolvimento descendente. Ele cria uma série de estruturas necessarias
para a evolucdo dos aspectos elementares mais primitivos de um conceito que
lhe d&o corpo e vitalidade. Os conceitos cientificos, por sua vez, fornecem
estruturas para a elevacao do nivel de consciéncia e para seu uso deliberado.

Os conceitos cientificos crescem descendentemente através de conceitos
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espontaneos; 0s conceitos espontaneos crescem ascendentemente atraves de
conceitos cientificos”..

O “lugar” onde se da este desenvolvimento ascendente e descendente,
Vygotsky chamou de “zo-ped” (zona de desenvolvimento proximal) e viu como
inadequados os testes ou tarefas escolares que apenas examinavam a
resolucdo de problemas resolvidos individualmente pelo aprendiz, alegando
que a existéncia de um “mediador’, para aquilatar as capacidades destes
aprendizes, contribui para o progresso de formacdo de conceitos. Desta forma,
a aprendizagem se da mais efetivamente quando este “mediador” (professor)
leva o estudante, em companhia de seus pares, para um nivel “potencial’ de
desempenho construido conjuntamente.

A sequéncia didatica proposta neste trabalho, faz uma abordagem do
conceito de derivada (conceito cientifico) tendo como ponto de partida a nogéo
de variacdo (conceito espontaneo). A Zona de Desenvolvimento Proximal no
grupo de alunos, é acionada pelas atividades que compdem a sequéncia que
sao desenvolvidas em duplas, o que permite a negociagao, questionamento e
conclusdo pelo grupo de alunos. A plenéaria, que € realizada apos cada
atividade, permite que o “mediador”’ institucionalize conceitos cientificos,

contribuindo para a que haja a formacéo desses conceitos pelo aluno.

Metodologia
O tema desta pesquisa refere-se as dificuldades apresentadas por
alunos no aprendizado do conceito de derivada. Na expectativa de contribuir
para a melhoria do ensino e aprendizagem dessa nocdo, o objetivo deste
trabalho é
* Elaborar uma sequéncia didatica que contribua para o ensino e
aprendizado do conceito de derivada a partir da no¢ao de variacao;
 Aplicar a sequéncia utilizando recursos de computador e
calculadoras, aléem de papel e lapis;
* Analisar os resultados obtidos, visando apontar conclusdes a respeito
do desempenho dos alunos nesta sequéncia didatica.
Para a consecucédo desse objetivo, realizei no segundo semestre de
1998, época em que estava previsto o estudo de derivada, uma pré-
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experimentacdo, composta de 3 atividades. Os participantes eram meus
alunos regulares de Calculo Diferencial e Integral (3 turmas de Computacao do
periodo noturno). Esta pré-experimentacao teve funcdes importantes: ajudou-
me a ter uma idéia do tempo que seria necessario para aplicar e discutir em
plenaria as fichas com os alunos; permitiu identificar ferramentas operatorias
dominadas ou disponiveis pelos alunos, tais como habilidades algébricas e
manuseio de calculadoras; ajudou na formulacdo de questbes, e possibilitou
verificar a receptividade dos alunos em trabalhar em duplas com atividades
contendo questdes abertas.

Esta pré-experimentacdo aliada ao levantamento de elementos
historicos, exame de 7 livros didaticos, a revisao bibliografica sobre trabalhos
gue tratam do ensino e aprendizagem do Calculo, assim como 0s que enfocam
a derivada (como relatado no capitulo Ill), além da observacdo de
comportamentos de alunos ao estudarem o conceito em aulas expositivas,
forneceram-me, de alguma maneira, subsidios para a elaboracéo da sequéncia
didatica.

Para a elaboracdo da sequéncia, baseei-me em principios de
Engenharia Didatica, caracterizados por Michéle Artigue [2] como “um
esquema experimental baseado sobre ‘realizacdes didaticas’ em sala de aula,
isto €, sobre a concepcdo, a realizacdo, a observacdo e a analise de
sequéncias de ensino”.

Pretendo com a sequéncia didatica proposta, que o aluno construa o
conceito de derivada (conceito cientifico), a partir da a nocdo de variacéo
(conceito espontaneo).

O ponto de partida das atividades é a apresentacdo de um problema do
mundo concreto, que requer para sua resolugdo, uma ferramenta ainda nao
disponivel para os alunos. Tal ferramenta € a derivada. Ao tentar resolver o
problema, o aluno percebe que ainda ndo dispde de todos os elementos
necessarios.

Tal sequéncia foi aplicada a alunos que cursam a disciplina Calculo
Diferencial e Integral, no 1° ano de Ciéncia da Computacgdo do IMES — Instituto

Municipal de Ensino Superior de Sdo Caetano do Sul. Os alunos ja haviam
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estudado o conceito de limite, bem como sabiam manusear o software Derive
no que se refere a construcao e exploracao de graficos de funcdes.

A sequéncia de ensino foi aplicada a 28 duplas, durante as aulas de
Célculo Diferencial e Integral, em sessfes de 3 horas de duragéo. A decisdo de
trabalhar em duplas baseia-se no fato que isto contribui para o dialogo entre os
participantes, além de ser estimulante e promover um auxilio mutuo entre eles.
A dupla pode ser dominada por um dos participantes e, no entanto, as
expressdes individuais do outro podem sofrer interferéncias benéficas. Nao fiz
restricbes quanto a formagao das duplas, na suposicdo de que isto garantiria
um bom funcionamento de cada uma delas.

Esta seqUéncia é composta de 14 fichas, que foram aplicadas nas
seguintes datas:
08/05/1999 fichasle 2
15/05/1999 fichas 3 e 4
22/05/1999 fichas 5,6 e 7
29/05/1999 fichas8e 9
12/06/1999 fichas 10 e 11
19/06/1999 fichas 12 e 13
19/08/1999 ficha 14

Como recursos para o0 desenvolvimento das fichas, foram utilizados o
software Derive, calculadora ndo gréafica e papel e lapis, conforme orientacao
em cada uma delas. Dependendo do tipo de recurso exigido, as atividades
eram realizadas ora em laboratorio de informatica, ora em sala de aula.

O procedimento adotado para a aplicacdo da seqUéncia foi o seguinte:

Foram distribuidas duas fichas idénticas por vez para cada dupla, que
contém a atividade a ser desenvolvida; uma delas é devolvida para andlise a
posteriori, e a outra fica com a dupla. Depois que todas as duplas devolveram a
ficha apresentada, estabeleci uma plenaria (todas as plenarias foram
audiogravadas), em que provoco discussdes com o0s alunos sobre as
atividades propostas e institucionalizo algum conceito. Na plenéria, as duplas
sdo orientadas a fazerem anotacdes na ficha que ficou com elas, além de

questionar e corrigir possiveis erros cometidos. Nesta ocasido (plenaria),
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utilizei como recursos, além do quadro negro e computador, projecdo da tela da
calculadora gréfica Tl 92.

Foram realizadas 13 plenarias, uma para cada ficha, exceto para as
fichas 2 e 3 que foram discutidas numa so plenaria.

Estava previsto aplicar toda a sequiéncia durante o primeiro semestre de
1999; no entanto, devido a alguns imprevistos, foi preciso estender um
encontro para o0 més de agosto.

Os resultados dos alunos fornecem os dados que serdo analisados a
posteriori, tentando relaciona-los com os objetivos definidos a priori.

Apresento no proximo capitulo, cada ficha seguida da correspondente

analise a priori preparada.
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VI — A SEQUENCIA DE ENSINO: FICHAS E ANALISE A PRIORI

A sequéncia é composta de 14 fichas, que sdo apresentadas neste

capitulo, seguidas de uma analise a posteriori.

FICHA 1: PROBLEMA DAS BACTERIAS

Um laboratorio de biologia, na tentativa de controlar a reproducédo de
certa bactéria causadora de uma infeccéo, verificou que certo antidoto, quando
colocado em contato com esta bactéria, € capaz de controlar o crescimento das
mesmas segundo uma determinada lei. A tabela abaixo mostra a contagem
feita pelo laboratério nos tempos considerados, onde y representa 0 nimero de
bactérias e x representa o tempo em horas, de exposicdo da bactéria ao

antidoto.

200

344

392

368

296

200

104

32

8
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56
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o

200

1) Qual o nimero de bactérias que havia no inicio da experiéncia?

2) O que vocé acha que acontece com 0 numero de bactérias na primeira hora

de exposicdo ao antidoto?
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3) O gue vocé acha que acontece com o numero de bactérias no intervalo de

tempo de 1 a 2 horas de exposi¢cao ao antidoto?

4) O que vocé acha que acontece com o numero de bactérias no intervalo de
tempo de 2 a 3 horas de exposi¢cao ao antidoto?

5) O gue vocé acha que acontece com o numero de bactérias no intervalo de

tempo de 6 a 7 horas de exposi¢cao ao antidoto?

6) Idem entre 7 e 8 horas de exposicao ao antidoto.

7) Idem entre 8 e 9 horas de exposi¢do ao antidoto.

8) Idem entre 9 e 10 horas de exposi¢cao ao antidoto.

9) Calcule a variacdo do numero de bactérias em todos os intervalos de tempo

acima considerados.

De0Oal:

Dela?2:

De 2 a3:

De 3 a 4:

De 4 a5:

De 5 a 6:

De6a’v:

De 7 a 8:
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De 8 a 9:

De9al0

10) O que vocé observa com a variacdo do numero de bactérias nos intervalos

de tempo de exposicdo ao antidoto acima considerados?

Andlise a priori

O objetivo desta primeira ficha € ambientar os alunos as situacdes que
serdo apresentadas adiante e que comecem a perceber que serdo tratados
problemas relacionados a variacdo. Espero que 0S mesmos comecem a
observar, mesmo com a auséncia do grafico da funcdo que descreve a
situacdo, que esta apresenta crescimento e decrescimento. Pode ser que
alguns alunos esbhocem o grafico dessa funcdo baseados na tabela de valores
dada, manifestando heranca do contrato didatico usual.

Esta ficha serd apresentada numa situacdo de aula, para que os alunos
a resolvam em duplas e teréo a sua disposicédo lapis, papel e calculadora néo
grafica. ApGs a resolucdo farei uma plenaria, em que serdao discutidas as
respostas dos alunos e institucionalizado o calculo de variagdo, ou seja, “valor
final menos valor inicial”.

Na maioria dos livros didaticos analisados, observei que é muito comum
o enunciado de um problema como este apresentar a frase “considere que a
funcdo que descreve o crescimento das bactérias em funcédo do tempo € dada
por y= f(x) , onde y representa o numero de bactérias e x representa o tempo”;
para evitar calculos nas primeiras 8 questées, optei por apresentar uma tabela
de valores.

Espero que a resposta para a questdo 1 seja dada a partir da
observacéo direta dos dados apresentados na tabela, ou seja, que no instante
inicial o nUmero de bactérias que se quer controlar é 200.

As questbes de 2 a 8, que foram colocadas na forma “o que vocé acha
que...” podem representar algumas dificuldades aos alunos, pois questdes que

permitem conjecturar e explorar a situacdo apresentada n&o sao corriqueiras
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no contrato didatico freqlientemente vigente, em que questdes fechadas podem
induzir os alunos a respondé-las utilizando algum “modelo pronto”.

Espero que as respostas para as questdes de 2 a 8 sejam do tipo
“aumentou” ou “diminuiu”, embora os dados apresentados no enunciado sejam
numéricos. Como consequéncia da clausula implicita do contrato didatico que
diz: “j& que estou respondendo a uma questdo matematica, esta deve ter uma
resposta numeérica”, podem ser apresentadas respostas numeéricas. Estas
guestdes foram colocadas na forma “o0 que vocé acha que ...” para permitir aos
alunos que conjecturem e explorem a situagdo apresentada, e ndo somente
efetuarem célculos.

Na questdo 9, espero respostas numeéricas e também que os alunos
percebam a diferenca entre as questbes de 2 a 8 e esta, ou seja, que nas
primeiras ndo h& necessidade de calculos.

Espero que os alunos respondam a questdo 10 sem dificuldades, ou
seja, que a variacdo nao € constante, pois as anteriores podem induzi-los a
isto. Pode acontecer de alguns alunos responderem que “a variacdo do
namero de bactérias aumenta ou diminui neste ou naquele intervalo de tempo”,
“a variacdo é crescente ou decrescente durante este ou aquele intervalo de
tempo”, “o0 antidoto s6 comeca a fazer efeito a partir de tantas horas de
exposicdo das bactérias ao mesmo”, “o antidoto depois de certo tempo comeca
a proporcionar o aumento do nimero de bactérias”.

O aluno que concluir que a variacdo é constante provavelmente tem
problemas de interpretacdo e/ou erros nos calculos, hipotese esta que nao

descarto.
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FICHA 2

A lei que descreve o crescimento das bactérias sob acdo do antidoto é
y = 4x® —60x* + 200x + 200, onde y representa o nimero de bactérias e x 0

tempo em horas de exposi¢céo ao antidoto.

1) Verifique se a expressao algébrica dada esta coerente com os dados da
tabela da ficha 1.

x=00 y=4.(0)°-60.(0)>+200.(0)+2000 y=......

2) Observando que o numero de bactérias varia com o tempo de exposi¢do ao
antidoto, faga uma estimativa do nimero maximo de bactérias que se tera nas

primeiras 10 horas de exposi¢cdo ao antidoto.

3) Faca uma estimativa do tempo que esta bactéria deva estar exposta ao
antidoto para que o mesmo comece a fazer efeito, ou seja, quando 0 numero

de bactérias comeca a diminuir.

4) Vocé tem elementos para determinar com precisdo o tempo necessario para

gue o numero de bactérias comece a diminuir?

Andlise a priori

O objetivo desta ficha € o de fazer os alunos sentirem a real
necessidade de um instrumento que possibilite a resolugcdo de um problema do
mundo concreto (tal ferramenta € a derivada).

Como a ficha 1, esta sera resolvida em duplas, utilizando-se lapis, papel
e calculadora nédo grafica. A correcao dos resultados obtidos nesta ficha sera

feita pelos proprios alunos com a utilizagdo do software Derive, quando
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apresentarei a ficha 3, que pede para que eles assim o fagcam e tirem suas
proprias conclusdes. Ao final da ficha 3 sera feita uma plenaria para discutir as
respostas apresentadas nestas duas fichas.

Espero que a resposta para a questdo 1 seja encontrada pela
substituicdo na expressao dada, dos valores apresentados para x na tabela
da ficha 1 e comparando os resultados encontrados para y com a da contagem
feita pelo laboratoério. Esta questéo foi colocada para que os alunos pudessem
relacionar a expresséao algébrica da lei que descreve a situagc&do-problema com
a tabela de valores, referente ao mesmo fendmeno, trabalhada na ficha 1.
Como o enunciado da questdo pode gerar multiplas interpretacdes por parte
dos alunos, fiz uma indicacdo de qual operacdo e quais dados deveriam ser
utilizados, o que indica, flagrantemente, o efeito Topazio. Essa indicagéo, a
primeira vista, poderia apontar que se esta contrariando o objetivo principal
desta questéo, que era contribuir para o desenvolvimento do espirito critico nos
alunos; no entanto, os célculos indicados representam apenas um instrumental
para que os alunos comparem os resultados obtidos com os dados da tabela.
N&o descarto a possibilidade de alguns alunos cometerem erros de célculo,
nem que a verificagdo seja feita testando apenas alguns valores de x da
tabela na expresséo dada, segundo seus préprios critérios de escolha.

A questdo 2 pede uma estimativa do nimero maximo de bactérias, o que
poderd apresentar algumas dificuldades aos alunos, pois € mais usual pedir-se
um valor numérico preciso. Alguns poderao reagir baseados nisto, ja que estao
respondendo a uma questdo de matematica. Os alunos que efetivamente
responderem a esta questdo dando uma estimativa, poderdo fazé-lo de
diversas formas, tais como: olhando a tabela da ficha 1, atribuindo valores
aleatdrios a variavel x e comparando os valores obtidos para y, esbocando o
grafico da funcéo e analisando o ponto méaximo, etc. E possivel que o aluno
que tente dar uma resposta “precisa”, o faca através de exploracées em torno
do valor estimado atribuindo valores proximos a este. Espero como resposta
para esta questao algum valor préximo de 392.

Na questdo 3, espero como resposta um valor proximo de 2.

Eventualmente, algum aluno podera inverter as respostas para as questoes 2 e
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3, ou seja, confundir os “papéis” das variaveis x e y. Pode ocorrer também que
alguns alunos nao saibam o real significado do termo estimar aqui utilizado.

A resposta esperada para a questdo 4 é: ndo. Porém, alguns alunos
poderdo responder que a tentativa e erro é o instrumento adequado. Acredito
gue os alunos que derem esta resposta, provavelmente sejam aqueles que ao
invés de estimar, procuraram dar uma resposta mais “precisa”’ as questbes 2 e
3.
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FICHA 3: O PROBLEMA DAS BACTERIAS COM O DERIVE

Com o auxilio do software DERIVE, construa o grafico da funcdo dada
por y=4x®-60x> +200x+ 200 e verifique se as respostas que vocé deu para

as questdes da ficha 2 estdo coerentes com o grafico.
Descreva abaixo como vocé fez esta verificacdo e a justificativa para a

coeréncia ou nao coeréncia da sua resposta para estas questoes.

Andlise a priori

O objetivo desta ficha € dar oportunidade para que os alunos verifiguem
suas respostas dadas na ficha anterior, sintam mais seguranca com relacéo a
elas e ao mesmo tempo reforcar a possibilidade de existéncia de uma
ferramenta que sirva para solucionar a questdo de determinar precisamente o
tempo necessario para que o numero de bactérias comece a diminuir. Espero
gue os alunos, baseados no fato que o computador € uma maquina capaz de
fornecer dados para a checagem de suas respostas e permitir conclusoes,
percebam que eles também podem resolver a questdo proposta desde que
tenham a ferramenta adequada.

Esta ficha sera apresentada aos alunos no laboratério de informatica
para ser resolvida em duplas, usando o software DERIVE. Vale lembrar que o
software ndo é novidade para estes alunos pois, em outras oportunidades,
este programa foi utilizado para construir e explorar graficos, determinar
equacao de reta, determinar a inclinacdo da reta por dois pontos, achar o valor
da funcdo num determinado ponto, etc.

Como nao foi discutida a ficha anterior, antes da apresentacéo desta,
acredito que os alunos ja estardo “cobrando” uma plenaria com este fim. No
contrato didatico freqientemente utilizado, ndo se observa a correcdo de uma
tarefa pelos proprios alunos, mas espero que eles concordem em “trocar 0s
papéis” neste momento. E por isto que solicitei que facam a descri¢édo de suas
verificacbes e conclusfes. Concluida esta ficha, sera feita uma plenéaria para
discutir as fichas 2 e 3. Nessa ocasido, na discussédo da questdo 4 da ficha 2,
pretendo apresentar o nome da ferramenta matemética que permite solucionar
esta questdo, ou seja, a derivada. O estudo desta é o0 objetivo das proximas

fichas.
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Acredito que ndo havera dificuldades em tracar o grafico da funcéo
dada, utilizando o software. Acredito também que os alunos terdo habilidades
suficientes para corrigir suas respostas, pois poderao ser respondidas apenas
explorando o gréfico, utilizando a funcéo “trace”, que permite deslocar o cursor
do mouse sobre pontos do grafico e visualizar suas coordenadas, utilizando o
“zoom” onde € possivel visualizar partes especificas do gréfico da fungéo ou
comandos que retornam o valor da fungdo num ponto escolhido.

Aos alunos que concluiram que suas respostas ndo sao coerentes, ou
seja, que nao estdo de acordo com os resultados dados pelo computador, sera

solicitado que refacam a ficha 2.
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FICHA 4: AS BACTERIAS SEM A EXPOSICAO AO ANTIDOTO
Considere que, quando ndo expostas ao antidoto, o desenvolvimento

das bactérias é descrito pela funcdo y=30x+200, onde y representa o

namero de bactérias e x representa o tempo em horas.

1) Com o auxilio do software DERIVE construa o grafico desta funcéao.

2) Considere o tempo x;=1.

Qual o numero y; de bactérias correspondente ao tempo x;?

Yi=
Localize no grafico o ponto A que corresponde a estes valores.
A(...... rreees )

3) Considere o tempo x,=1,3

Qual o numero y, de bactérias correspondente ao tempo X,?

Vo=,
Localize no gréafico o ponto B que corresponde a estes valores.
B (... errnnnes )

4) Considere o tempo x3=2

Qual o numero y; de bactérias correspondente ao tempo x3?

V3=,
Localize no gréafico o ponto C que corresponde a estes valores.
C (ceeeeen erreees )

5) Calcule a variagdo Ay do numero de bactérias correspondente a variacao de

tempo Ax, entre 0S tempos X; € Xo.

6) Calcule a variacdo Ay do numero de bactérias correspondente a variacao de

tempo Ax, entre 0S tempos X, € Xs.
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7) Calcule a variagdo Ay do numero de bactérias correspondente a variacao de

tempo Ax, entre 0S tempos X; € Xa.

Ay=...........
8) Calcule a razdo de variacao % Nos casos:
X1 — X2 2—3; T
X2 — X3! 2—3; T
X1 — X3! 2—3; T

9) O que vocé observa com os resultados obtidos na questdo 8? Qual a

explicacédo que vocé pode dar tendo observado estes resultados ?

Andlise a priori

O objetivo desta ficha € o de fazer o aluno perceber que a razdo de
variagdo entre dois pontos de uma fungéo afim é constante.

Esta ficha sera apresentada aos alunos no laboratério de informatica
para ser resolvida em duplas utilizando o software DERIVE, papel, lapis e
calculadora. Nela e nas 4 seguintes, proponho o trabalho com funcao afim e a
quadratica. Acredito que estas sejam familiares aos alunos e, por isto, nédo
apresentarei tabelas de valores. Na plenaria, serdo discutidos os resultados

s . - .~ Ay
protocolados e institucionalizado que a razdo de variagcao Ax entre os pontos
X

considerados, corresponde ao coeficiente angular da reta que representa a
funcdo afim ou da reta secante a parabola.

Pelos mesmos motivos citados nas fichas anteriores, espero nao haver
dificuldades para construir o grafico solicitado na questao 1. Acredito que néo
haja dificuldades em realizar os calculos necessarios para responder as
questbes de 2 a 8, mas nao descarto a possibilidade da ocorréncia de alguns

erros ao se efetuarem os mesmos. Quanto a localizacdo dos pontos no grafico
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solicitada nas questbes 2,3 e 4, espero nado apresentar problemas pois o
software Derive tem um comando que permite isto (“edit/create annotation”).
Além disto, a representacdo de um ponto como par ordenado também é dada

pelo programa. A notacdo Ay e Ax utilizada para representar variagcdo €

familiar aos alunos (tendo em vista que ja trabalharam com ela em outras
oportunidades) e acredito que ndo havera dificuldades para estes calculos pois,
em outras ocasifes, foi discutido o célculo da variacdo do valor de funcbes
entre dois pontos (ficha 1).

Se os calculos efetuados nas questbes anteriores estiverem corretos,
acredito que os alunos responderdo que a razao de variacao entre diferentes
pares de pontos de uma funcdo afim, é constante. Ndo descarto a hipétese de
alguns alunos, mesmo tendo efetuado os calculos corretamente, nao
observarem que os resultados encontrados na questdo 8 correspondem ao
coeficiente angular da reta que representa a funcdo afim dada. Em geral os
alunos néo estdo acostumados a responder questdes deste tipo. A inclusdo da
questdo 9 representa uma ruptura do contrato didatico em vigor.
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FICHA 5

O laboratério verificou que se as bactérias forem expostas a um outro
“antidoto”, tem seu desenvolvimento descrito pela lei y=x*+200, onde y

representa o numero de bactérias e x representa o tempo de exposicao a este

“antidoto” em horas.

1) Com o auxilio do software DERIVE construa o gréfico desta funcgéo.

2) Considere o tempo x;=1.

Qual o numero y; de bactérias correspondente ao tempo x;?

Yi=
Localize no gréafico o ponto A que corresponde a estes valores.
A(. erennnes )

3) Considere o tempo x>=1,3

Qual o numero y, de bactérias correspondente ao tempo X,?

Localize no grafico o ponto B que corresponde a estes valores.

B(..... Fereeees )

4) Considere o tempo x3=2

Qual o numero y3; de bactérias correspondente ao tempo x3?

V3=
Localize no gréafico o ponto C que corresponde a estes valores.
C(eeennn erreeees )

5) Calcule a variacdo Ay do numero de bactérias correspondente a variacao de

tempo Ax, entre 0s tempos X; € X.

6) Calcule a variagdo Ay do numero de bactérias correspondente a variacdo de

tempo Ax, entre 0S tempos X, € Xs. Ay=...........
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7) Calcule a variagdo Ay do numero de bactérias correspondente a variacao de

tempo Ax, entre 0S tempos X; € Xa.

Ay=...........
8) Calcule a razdo de variacao % no seguintes casos:
X1 — X2 2—3; T
X2 — X3! 2—3; T
X1 — X3! 2—3; T

9) O que vocé observa com os resultados obtidos na questdo 8? Qual a

explicacédo que vocé pode dar tendo observado estes resultados?

Andlise a priori

O objetivo desta ficha é o de fazer os alunos perceberem que na funcéo
quadratica, cujo grafico ndo é uma reta, a taxa de variacao entre dois pontos,
depende dos pontos considerados.

Como a ficha 4, esta serd apresentada no laboratério de informatica
para ser resolvida em duplas utilizando-se do o software DERIVE , papel, lapis
e calculadora.

Considerando que as guestdes aqui apresentadas sao as mesmas que
as da ficha anterior, abreviarei esta andlise, pois as observacdes sao idénticas
as feitas para aquela, a excecao do seguinte:

Se os calculos efetuados nas questbes 2 a 8 estiverem corretos, espero
que os alunos respondam que a razdo de variacdo entre dois pontos da
imagem e do dominio da funcdo quadratica, ndo € constante. Pode ocorrer que

~ . Ay .
alguns alunos observem que a razdo de variagcao A entre dois pontos
X

considerados é igual ao coeficiente angular da reta secante a pardbola por

esses pontos. Na plenaria este resultado sera institucionalizado.
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FICHA 6: O CRESCIMENTO DAS BACTERIAS EM INTERVALOS DE
TEMPO “PEQUENOS”.

Voltemos a fung&o considerada na ficha anterior, ou seja, y = x* +200.
1) Considere os pontos:

A (2,204)

P1(2.3, 205.29)

P, (2.2 ,204.84)

P3(2.1,204.41)

~ TSYAY . .
Calcule a razdo de variacéo Ey nos seguintes casos: (dé o resultado

com duas casas decimais)

P, - A &y_ .
Ax

P, . A &y_ .
Ax

P, & A &y_ .
Ax

2) Considere os pontos:
A (2, 204)
P4(1.7 , 202.89)
Ps(1.8, 203.24)
Ps (1.9, 203.61)

~ . A . .
Calcule a razéo de variacao A—y nos seguintes casos: (dé o resultado
X

com duas casas decimais)

P, - A &y_ .
AX

Ps & A &y_ .
AX

Ps - A &y_ .
AX

3) O que vocé observou nos resultados obtidos nas questbes 1 e 2? Qual a
explicacédo que vocé pode dar tendo observado estes resultados?
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Andlise a priori

Continuando a exploracéo da ficha anterior, 0 objetivo agora € que os
alunos percebam que, quando se calcula a média de variagdo para pontos
cada vez mais préximos de um ponto fixado, os resultados encontrados para
estes célculos tendem a um determinado valor. Ao mesmo tempo, reforgar a
institucionalizacao feita na plenaria da ficha 5.

Esta ficha sera apresentada em sala de aula para ser resolvida em
duplas utilizando-se de papel, lapis e calculadora.

Na plenaria, procurarei encaminhar as discussfes para que os alunos
percebam que as razfes de variacdo tem valores préximos pois estes calculos
estdo sendo efetuados considerando-se pontos que estdo “perto” uns dos
outros e informarei que, nesse caso, emprega-se o termo infinitesimal, que é
utilizado com frequiéncia nos livros didaticos.

Espero que os calculos solicitados nas questfes 1 e 2 ndo apresentem
problemas, mas ndo descarto a possibilidade da ocorréncia de erros nos
mesmos. Se eles estiverem corretos, a resposta esperada para a questdo 3 é
gue quanto mais proximo um ponto esta do fixo (2, 204), o resultado do calculo
solicitado mais se aproxima de 4. Pode ocorrer que alguns alunos percebam
que, caso se queira calcular o coeficiente angular da reta tangente ao grafico
num ponto, pode-se considerar outro ponto “infinitamente” proximo deste e

calcular o coeficiente angular da secante, uma vez que na plenaria da ficha 5
. . 1 .~ Ay -
foi discutido que a média de variacao Ax representa o coeficiente angular de
X

reta secante ao grafico da parabola.
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FICHA 7
1) Considere os pontos A (2, 204) e P1(2.3, 205.29) da ficha anterior. Qual o

acréscimo que a abscissa de P1 sofreu em relacéo a abscissa de A?

Calcule: o dobro da abscissa de A adicionado ao valor do acréscimo Ax

calculado acima.

~ . A
Compare este resultado com a razdo de variagao Ey encontrada para o

caso P1 - A da ficha 6.

P1 - A &Y
AX

O que vocé observa comparando estes dois resultados?
2) Considere os pontos A=(2 , 204) e P4,=(1.7 , 202.89) da ficha anterior. Qual o

acréscimo que a abscissa de P, sofreu em relacdo a abscissa de A?

Calcule: o dobro da abscissa de A adicionado ao valor do acréscimo Ax

calculado acima.

~ .~ A
Compare este resultado com a razéo de variagcao A_y encontrada para o
X

caso P, — A da ficha 6.

O que vocé observa comparando estes dois resultados?
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3) Repita 0 mesmo procedimento considerando agora os pontos:
e AebPs

AX = Xpo— XA = vivivienennnn,

O que vocé observa comparando os dois ultimos resultados?

e AePs

AX = Xp3 — XA = cvvvveninnenns

O que vocé observa comparando os dois ultimos resultados?

e AePs

AX = Xpg — XA = vvvveninnenns

O que vocé observa comparando os dois ultimos resultados?

4) O que vocé observa comparando os resultados obtidos nas questdes 1,2 e 3

acima?
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Andlise a priori

O objetivo desta ficha, € que os alunos observem que, quando
consideramos dois pontos da imagem e do dominio da funcdo y = x*+ 200, a
razdo de variacdo entre os mesmos também pode ser obtida calculando-se: “o
dobro da abscissa do primeiro adicionado ao acréscimo sofrido por ela”. Além
disso, preparar para a determinacdo da regra da derivada da funcéo
y =x*+200.

Esta ficha sera apresentada em sala de aula para ser resolvida em
duplas utilizando-se de papel, lapis e calculadora.

Espero que os calculos necessarios para responder as questbes 1,2 e 3
nao apresentem problemas pois parte deles ja foi discutida em plenarias de
fichas anteriores a esta, mas ndo descarto a possibilidade de ocorréncia de
erros nos mesmos. A resposta esperada para a observacao solicitada em cada
caso, € que o resultado é o mesmao.

Na questéo 4, acredito que o aluno responda que quando se considera a

funcdo y=x*+200 , também pode-se determinar a razdo de variagio %
X

calculando-se: “o dobro da abscissa de um ponto do dominio adicionado ao
acréescimo Ax sofrido pela mesma”, ou uma resposta que tenha o mesmo
sentido que esta.

Na plenaria, procurarei destacar que este resultado € valido sempre que

se considera quaisquer dois pontos da fungéo y = x* + 200.
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FICHA 8

Para a funcdo y=x? considere os pontos A (Xo , Xo°) e

P (XotAX , (XotAX)?).

A
y
(Xo+ AX)? P
Xo2 A
0 Xot+ AX >X

1) CalculenocasoP - A

O dobro da abscissa xg de A adicionado ao valor do acréscimo Ax. ...........

A razéo de variagao &Y
AX

2) Compare “o dobro da abscissa xo de A adicionado ao valor do acréscimo

Ax no caso P - A” com o resultado obtido para %
X

2Xo+ DX........ Ly
AX
3) Vocé ja observou, na ficha 7, que 2xa + AX........ % quando consideramos
X

dois pontos particulares de uma pardbola. Aqui estamos considerando dois
L R A .
pontos geneéricos e Vocé obteve 2x, + AX........ _y' O que vocé pode

concluir?
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4) Se o acréscimo Ax da abscissa de A fosse tdo pequeno (infinitesimal), que

L . : A
pudéssemos despreza-lo, qual seria o valor de A_y no caso P - A ?
X

(imagine que o acréscimo Axseja muito menor que aqueles considerados

Este fato é denotado por |im—=........... , cujo resultado se chama
derivada da fungdo y=f(x)=x* no ponto xo e € indicada por f(X,) ou

y'(Xo) ou % @L% :

Andlise a priori
O objetivo desta ficha € que os alunos observem que, quando se

consideram dois pontos genéricos pertencentes ao grafico da funcéo
quadratica y=x*+c, o calculo da razdo de variagido pode ser obtido pelos

mesmos procedimentos adotados para dois pontos particulares. Além disso,

institucionalizar que a razdo de variacdo entre dois pontos pertencentes ao

- ~ e L. . A
grafico da funcéo y = x?, “infinitesimalmente préximos”, é denotado por A|>I<rnOEy

e que cujo resultado, se existir e for finito, se chama derivada dessa fungédo no
ponto Xo e é indicado por f(Xo) ou y’'(Xo) ou EWH
X O,
Esta ficha sera apresentada em sala de aula para ser resolvida em
duplas utilizando-se de papel e lapis.
Na plenaria, procurarei fazer com que os alunos constatem que as
atividades desta ficha sdo andlogas as da anterior, sendo que naquela foram
considerados pontos particulares e nesta consideram-se pontos genericos.

Direi também que nado foi considerada a mesma funcdo da ficha anterior

apenas para facilitar os calculos. Sera institucionalizado o conceito de derivada
de funcgéo ( mais particularmente da funcdo dada por y = f(x) = x*) como razdo

de variacao infinitesimal, assim como as diversas formas de notacdo para a

mesma.
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A resposta esperada para a questdo 1 é: Ay = 2x,Ax + (AX)?, 2X, +AX e

A .
—y:2x0 +Ax, respectivamente. Pode ser que alguns alunos tenham

AX
dificuldades algébricas e/ou ndo se lembrem da expansdo do quadrado da
soma e de regras de fatoracgéo.

Para a questdo 2, espero que os alunos completem o pontilhado com o
sinal “=". Qualquer outra resposta diferente desta significa que foram cometidos
erros de célculos, na questao 1.

Para a questdo 3, espero que os alunos completem os pontilhados com
o sinal “=" e concluam que quando se consideram dois pontos particulares ou

genéricos do grafico de y=x*+c (cO0), o resultado da razdo de variacdo é o

mesmo quando efetuado o calculo: “variacdo das ordenadas dividido pela
variacdo das abscissas” ou pelo “dobro da abscissa de um ponto adicionado ao
acréescimo Ax”. Novamente, acredito que se houver alguma conclusdo que
tenha um sentido diferente desta, foram cometidos erros de calculo ou que os
alunos nao tenham percebido isto, 0 que provavelmente significa que eles néo
saibam a diferenca entre pontos particulares e pontos genéricos.

Como na plenaria da ficha 6 ja foi utilizado o termo infinitesimal , e se
estd novamente supondo, na questdo 4, que o0 acréscimo Ax pode ser

“desprezado”, acredito que os alunos nao terdo dificuldades em responder a

~ . A ~
esta questdo corretamente, ou seja, que A_y -~ 2X,. N&o descarto a
X

possibilidade de alguns alunos néo interpretarem corretamente o significado
da frase “Ax pode ser desprezado”, o que pode induzir a erros ao completar o

pontilhado desta questdo e da definicho apresentada em seguida

(lim2Y = 2x.).

MM Ax
A definicdo dada apoOs a questdo 4, tem a intengdo institucionalizar o

conceito que os alunos provavelmente elaboraram apds a resolugédo desta

ficha.
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FICHA 9
1) Com o auxilio do software Derive, construa e imprima o gréafico da funcao

X y=x3.

2) Marque sobre o grafico dois pontos genéricos A(Xo , Xo°) e
P(xo+AX ,  (XotAx)3).

3) Calcule nocaso P - A:

4) Se o acréscimo Ax da abscissa de A fosse tdo pequeno (infinitesimal), que

L . : A
pudéssemos despreza-lo, qual seria o valor de A_y nocasoP - A ?
X
by
Ay
L . Ay :
Este fato € denotado por AIlmoA— = , Cujo resultado se chama
x-0 AX

derivada da funcdo y = f(x) = x> no ponto x, e é indicada por f(xg) ou y'(Xo)

E=AC i

ou
(X 0-y,

Andlise a priori

O objetivo desta ficha é que o aluno encontre a funcdo derivada da
funcédo y = x°.

Ela sera apresentada aos alunos em sala de aula para ser resolvida em
duplas utilizando o grafico construido pelo software Derive, papel e lapis.

Espero que os alunos ndo apresentem dificuldades para responder a
questdo 1, pois ja trabalharam, em outras oportunidades, questdes analogas

referentes a outras fungoes.
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Na questdo 2, embora se trate de pontos genéricos, acredito que a
maioria dos alunos escolhera dois pontos pertencentes ao primeiro quadrante,

pois nas fichas anteriores foi indicado dessa forma.

A resposta esperada para a questdo 3 é: Ay = 3xAx +3x,(Ax)* + (Ax)® e
% =3x. +3x,Ax + (AX)?. Assim como na ficha 8, pode ser que alguns alunos
X

tenham dificuldades algébricas e/ou ndo se lembrem da expansdo do cubo da
soma e regras de fatoracdo e, neste caso, fornecerei subsidios necessarios
para os calculos, durante a resolucao da ficha.

A resposta esperada para a questdo 4 € % - 3x; . Como na ficha
X

anterior, ndo descarto a possibilidade de alguns alunos nao interpretarem
corretamente o significado da frase “Ax pode ser desprezado”.

Analogamente a ficha 8, a definicdo dada apdés a questdo 4, visa
institucionalizar o conceito que os alunos provavelmente elaboraram apés a

resolucao desta.

68



FICHA 10
1) Com o auxilio do software Derive, construa e imprima o grafico da funcao

X+ ydada pory = 200x .

2) Marque sobre o grafico dois pontos genéricos A(Xo , 200xp) e
P(Xo+Ax , 200(Xo+AXx)).

3) Calcule no caso P - A:

4) Se o acréscimo Ax da abscissa de A fosse tao pequeno (infinitesimal), que

. . . A
pudéssemos despreza-lo, qual seria o valor de Ey , hocaso P - A?

Ly
..................
. A\ i
Este fato é denotado por AIlmo— e , cujo resultado se chama

derivada da funcdo y = f(x) = 200x no ponto X, e & indicada por f'(Xo) ou y'(Xo)

VA

ou .
(X O,

Andlise a priori

O objetivo desta ficha € que o aluno encontre a funcédo derivada de uma
funcao linear.

Ela serd apresentada aos alunos em sala de aula para ser resolvida em
duplas utilizando o grafico da fungdo y=200x construido com o auxilio do
software Derive, papel e lapis.

Na plenaria, serdo discutidos os resultados encontrados pelos alunos,
reforcando o conceito de derivada como razéo de variagao infinitesimal, assim

como suas formas de notacdo. Além disso, destacarei que a derivada de
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funcdo afim € igual ao coeficiente angular da reta que representa a mesma,
conforme ja observado na plenéria da ficha 4.

Espero nédo haver dificuldades para responder a questdo 1, pois os
alunos ja construiram varios graficos em fichas anteriores.

Conforme observado anteriormente, a marcacao dos pontos solicitados
na questao 2, embora eles sejam genéricos, acredito que a maioria dos alunos

a fardo escolhendo pontos pertencentes ao primeiro quadrante.

A resposta esperada para a questao 3 é Ay = 200.Ax e % =200. Ao

X
contrario das fichas anteriores, acredito que nao havera dificuldades nos

calculos, tendo em vista que aqui eles sao bastante simples.

A resposta esperada para a questdo 4 é % - 200. Pode ser que

X

alguns alunos tenham dificuldades em dar esta resposta pois neste caso a

o~ . ~ . A
variacdo que esta sendo “desprezada” (Ax) ndo aparece no quociente A_y :
X

A definicdo dada apés a questao 4, tem a intencéo de institucionalizar o

conceito, analogamente ao que foi feito nas duas fichas anteriores.
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FICHA 11
1) Com o auxilio do software Derive, construa e imprima o grafico da funcao

X+ ydada pory = 200.
2) Marque sobre o grafico dois pontos genéricos A(Xg , «...... ) e P(xot+AX,......)

3) Calcule no caso P - A:

4) Se o acréscimo Ax da abscissa de A fosse tdo pequeno (infinitesimal), que

. . . A
pudéssemos despreza-lo, qual seria o valor de Ey no caso P - A?

Este fato é denotado por AIim—— .............. , Cujo resultado se chama

derivada da funcdo y = f(x) =200 no ponto X, e € indicada por f'(Xo) ou y'(Xo)

VA

ou .
(X O,

Andlise a priori
O objetivo desta ficha é que o aluno encontre a funcdo derivada de uma

funcdo constante e justifique esse resultado.
Esta ficha sera apresentada aos alunos em sala de aula para ser

resolvida em duplas utilizando-se do gréafico da fungdo y =200, construido com

o auxilio do software Derive, papel e lapis.
Espero ndo haver dificuldades para responder a questdo 1, pois 0s

alunos ja construiram varios graficos em fichas anteriores.
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Conforme observado anteriormente, a marcacao dos pontos solicitados
na questao 2, embora eles sejam genéricos, acredito que a maioria dos alunos
o fardo escolhendo pontos pertencentes ao primeiro quadrante. Pode ser que
alguns alunos ndo completem os pontilhados por ndo observarem que as
ordenadas dos pontos ndo esta dada e, se alguns completarem com qualquer
valor diferente de 200, provavelmente estes ndo tenham bem formado o

conceito de ponto como par ordenado ou de fungcéo constante.

A resposta esperada para a questdo 3 é: Ay=0 e % =0. Como na
X

ficha anterior, acredito que ndo havera dificuldades nos calculos, tendo em
vista que aqui eles sdo bem simples.

Ay _

A resposta esperada para a primeira parte da questdo 4 é A
X

Pode ser que alguns alunos tenham dificuldades, pois também neste caso a

o~ . ~ : A
variacdo que estad sendo “desprezada” (Ax) ndo aparece no quociente A_y
X

Espero que os alunos respondam na segunda parte desta questdo que este
resultado ja era esperado pois aqui trata-se de uma funcdo constante, cuja

“variacdo” Ay é igual a zero, ou déem uma justificativa que tenha o mesmo

sentido que este. Os alunos que nao justificarem corretamente, provavelmente
nao saibam ou ndo atentaram para o fato que o coeficiente angular da reta que

representa a funcdo y =200 é igual a zero.

Novamente, a definicAo dada ap6s a questdo 4 tem a intencao
institucionalizar o conceito que os alunos provavelmente elaboraram apoés a
resolucao desta ficha.

Na plenaria, além de discutir os resultados dados pelos alunos, tentarei
identificar possiveis casos de dificuldades relativas ao conceito de ponto como
par ordenado e discutir eventuais duvidas. Sera ressaltado que a derivada de
uma funcéo constante € igual ao coeficiente angular da reta que a representa,

ou seja, zero, valor este que corresponde a “variacdo” Ay entre pontos desse

tipo de funcao.
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FICHA 12

1) Desenhe uma circunferéncia, escolha um ponto pertencente a ela e trace a
reta tangente a circunferéncia por este ponto.

2) Como vocé define reta tangente a uma circunferéncia num ponto?

3) Quais das retas abaixo sao tangentes no ponto P aos graficos

representativos de uma funcéo?

Q) Y4 .
P
) v4
.
2) v‘r? .
/f\_/
P 71
/\?,/t\/\

B
3
/
| %
- £
d)
l ot

//\‘Vt
h) v4 > -
[ %

4) Como vocé define reta tangente ao gréfico de uma funcdo num ponto dado?
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Andlise a priori
O objetivo desta ficha € que o aluno verifique que reta tangente ao
grafico de uma funcdo num ponto dado, ndo necessariamente é aquela que
tem em comum ao grafico apenas o ponto, como ocorre na circunferéncia, que
ela pode cortar o grafico por pontos diferentes desse e, ao mesmo tempo,
perceba que para a definicdo da reta tangente é necessario um elemento novo,
que € a derivada.
Esta ficha sera apresentada aos alunos em sala de aula para ser
resolvida em duplas utilizando papel e lapis.
Espero que a resolucédo para a questdo 1 ndo apresente dificuldades e

seja algo do tipo:

7

A definicho esperada para a questdo 2 é: “reta tangente a uma
circunferéncia é aquela que tem em comum apenas um ponto com a
circunferéncia”, ou alguma outra que tenha o mesmo sentido desta. N&o
acredito haver dificuldades para responder esta questdo pois parece que 0S
alunos tém esta concepc¢ao de reta tangente.

Espero que a maioria dos alunos concorde que todas as retas
representadas na questdo 3 sdo retas tangentes; entretanto, acredito que
alguns respondam que é tangente no ponto P ao grafico, apenas a reta
indicada no item a) .

Para a questdo 4, espero uma resposta conforme descrita no objetivo
desta ficha, ou outra que tenha o mesmo sentido.

Na plenaria, procurarei encaminhar a discussdao com o0 objetivo de os
alunos perceberem que a reta tangente ao grafico de uma funcao € aquela que
“confunde-se” localmente com o grafico no ponto de “contato”, conforme se
observa em todos os itens da questdo 3. Além disto, sera institucionalizado
que o coeficiente angular da reta tangente a uma curva, num ponto dado, é

obtido pela razdo de variacéo entre ele e um outro muito préximo, ou seja, que
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a reta tangente num ponto do grafico € aquela cujo coeficiente angular € igual a

derivada da funcéo na abscissa desse ponto.
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FICHA 13

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7

Com o auxilio do Derive, construa o gréafico da funcéo dada por y = x* +1.

O minimo desta funcéo é y= .............

Defina a variavel INC, que da o coeficiente angular da reta que passa por
dois pontos A(a, f(a)) e B(b , f(b)) pertencentes ao grafico da funcéo acima.
INC(a,b) := F(b)-F(a)
b-a

Defina a variavel SECA, que da a equacao da reta que passa pelos dois
pontos acima.
SECA(a,b) ;= INC(a,b).(x—a) + F(a)

Com o auxilio do Derive, encontre o coeficiente angular da reta que passa
pelos pontos A(0,1) e B(1,2) da funcgéo dada por y = x* +1.
INC(0,1)=............

Com o auxilio do Derive, encontre a equacao da reta que passa pelos
pontos acima.

Com o auxilio do derive construa o grafico da reta acima no mesmo sistema
de eixos da parabola.

Repita as questbes 3, 4 e 5 considerando agora os pontos A(0,1) e

B(0.5, 1.25).
INC(0, 0.5)=............

Repita as questdes 3,4 e 5 considerando os pontos A(0,1) e B(0.1, 1.01).
INC(0,0.0)=..........
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8) Observando os resultados encontrados nos trés casos acima considerados,
qual é a posi¢cdo da reta que tangencia a pardbola y=x’+1 no ponto

A(0,1)? Qual é seu coeficiente angular?

9) Calcule a derivada da fungédo dada por y=x*+1.

11) Qual é a derivada da fung&o dada por y = x*+1 no ponto de minimo?

12) Se considerarmos a funcdo dada por y=-x*+1cujo grafico esta dado

abaixo, qual é o coeficiente angular da reta tangente a curva pelo seu ponto

maximo? Qual é a derivada desta func&o no ponto de maximo?

Xy

|

13) O que vocé conclui sobre o valor da Derivada do ponto de maximo e de

minimo de uma fun¢ao?

Andlise a priori

O Obijetivo desta ficha é retomar a institucionalizacao feita na plenaria da
ficha anterior (derivada como coeficiente angular de reta tangente) e que 0s
alunos percebam que a derivada no ponto de maximo e/ou de minimo de uma

funcao vale zero.
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Esta ficha sera apresentada aos alunos no laboratério de informatica,
utilizando-se do software Derive, papel e lapis.

Como os alunos ja construiram varios graficos com o auxilio do Derive e,
além disto, o ponto de minimo é o vértice da pardbola, acredito que a questéo
1 ndo apresentara dificuldades.

A definicho das variaveis da questdo 2 provavelmente ndo seja
problematica pois os participantes desta sequéncia sao alunos que ja tém certa
intimidade em definir comandos deste tipo no computador, utilizando-se deste
software.

Para as questbes 3,4,6, e 7 espero as respostas: INC(0,1)=1 ; y=x+1,;
INC(0 , 0.5)=0.5 e y=0.5x+1 ; INC(0 , 0.1)=0.1 e y= 0.1x+1, e que nao haja
dificuldades para a resolucdo das mesmas.

Como na tela do computador estara presente o gréafico da parabola e de
trés retas secantes a curva, espero que os alunos respondam que a reta que
tangencia a parabola no ponto A(0,1) é paralela ao eixo x e que seu coeficiente
angular é zero, pois, conforme o0 enunciado da questdo 8, basta verificar os
resultados encontrados. Pode ser que alguns alunos ndo observem que a
ordenada do ponto A(0,1) € o minimo da funcao.

A resposta esperada para a questdo 9 é: y'=2x. Pode ser que alguns

alunos hesitem em calcular esta derivada pois em fichas anteriores,

determinaram isoladamente a derivada de y = x* e de y=k (k constante real) e
ndo de y = x> +1.
Para a questdo 10, espero a resposta: VY, =0, e que esta seja

encontrada pela substituicdo de x=0 na funcdo derivada obtida na questdo 9.
Se houver alguma resposta diferente desta, provavelmente foram cometidos
erros de célculo na questao 9.

A resposta esperada para a questdo 11 é zero.

Para a questdo 12, espero as mesmas respostas dadas nas questdes 8
e 11, ou seja, que o coeficiente angular da reta tangente a curva pelo seu ponto
méaximo € zero , igual a derivada desta funcdo na abscissa desse ponto. Se

houver alguma resposta diferente desta, provavelmente o aluno nao tenha
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relacionado o conceito de derivada com a inclinacdo de reta tangente e/ou nao
tenha respondido corretamente as questdes anteriores desta ficha.

Espero que os alunos respondam a questdo 13 concluindo algo que
tenha o0 mesmo sentido que: “o valor da derivada do ponto de maximo e de
minimo vale zero pois a reta tangente ao grafico da funcdo nestes pontos é
sempre paralela ao eixo X, ou seja, seu coeficiente angular vale zero”. Pode ser
que alguns alunos respondam apenas algo como: “a derivada vale zero” ou “a
derivada é igual ao coeficiente angular da reta tangente a curva nos pontos
considerados”. Se isto ocorrer, provavelmente o aluno ndo tenha estabelecido
a ligacdo entre as duas ultimas conclusdes. Se aparecer alguma resposta
diferente destas, provavelmente foram cometidos erros de calculo e/ou faltou
atencao ao observar o resultado solicitado na questao 8.

Na plenaria, sera reforcada a institucionalizacdo feita na da ficha
anterior, ou seja, a tangente num ponto do grafico como a reta cujo coeficiente
angular é igual a derivada da funcdo na abscissa do ponto considerado.
Utilizarei uma transparéncia com o grafico obtido ao terminar a seqiéncia
proposta por esta ficha e discutir que, fixado o ponto de minimo de uma
parabola, se forem escolhidos pontos pertencentes a mesma cada vez mais
proximos do fixo, e tracando retas secantes a curva por estes pontos,
observa-se que o coeficiente angular destas se aproxima de zero e que esta
reta secante tende a ficar paralela ao eixo Xx. Encerrarei esta plenéria
ressaltando que até agora, tentou-se construir o conceito da derivada como a
razdo de variacdo entre dois pontos infinitesimalmente proximos de uma funcao
e, a0 mesmo tempo, que a derivada de uma funcdo num ponto x de seu
dominio é o coeficiente angular da reta que tangencia o grafico desta funcgéo,

num ponto de abscissa X.
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FICHA 14

Retornemos ao nosso problema inicial:

Temos uma colonia de bactérias expostas a um antidoto, cujo
crescimento é descrito pela lei y = 4x® —60x* + 200x + 200, onde y representa o

namero de bactérias e x representa o tempo de exposi¢cédo ao antidoto.

Inicialmente, foi feita uma estimativa do tempo necessario para que o

numero de bactérias comece a diminuir.

Esta estimativa foi baseada na tabela de valores e no esboco do gréafico

da funcdo dados abaixo.

Y
200 y4

344
392

200 ¢

296
200
104
32

Xv

O 0 N Of O A W N = O X

56
200

Y
o

Naquele momento vocé ndo dispunha de um instrumental para dar o
valor exato desse tempo. Agora que vocé adquiriu novos conhecimentos,

responda as questdes a sequir:

80



1) Qual é, precisamente, o tempo necessario para que o numero de bactérias
comece a diminuir? (utilize para os calculos 4 casas decimais). Marque na

figura acima este valor.

2) Qual é, precisamente, o numero maximo de bactérias que se terd nas

primeiras 10 horas de exposicédo ao antidoto? Marque na figura este valor.

3) Compare estes resultados com as estimativas feitas na ficha 2.

4) Qual é, precisamente, o numero minimo de bactérias que se terd nas

primeiras 10 horas de exposicédo ao antidoto? Marque na figura este valor.

5) Qual é a variagdo instantanea do numero de bactérias em x=27?

Andlise a priori

O objetivo desta ficha é utilizar o conceito e o significado geométrico de
derivada, institucionalizado nas fichas anteriores, como ferramenta para a
resolucao de um problema do mundo concreto.

A ficha sera apresentada aos alunos em sala de aula para ser resolvida
em duplas, utilizando papel, lapis e calculadora. Sera permitido que os alunos
consultem as fichas anteriores.

Espero que a resposta para a questdo 1 seja 2,1132 horas e que seja
encontrada pela determinacdo das raizes da funcédo derivada, que séo 7,8867

e 2,1132 e observando que 2,1132 corresponde ao ponto de maximo da fungéo
y = 4x® - 60x* + 200x + 200. Acredito que ndo haja dificuldades na marcacéo

deste ponto no grafico. Pode ser que alguns tenham dificuldades em calcular a
derivada da fungdo polinomial dada. Se ela for calculada corretamente e a
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resposta for diferente da esperada, provavelmente foram cometidos erros de
célculo das raizes.

A resposta esperada para a questao 2 € 392,4501 bactérias, encontrada
pela substituicido do valor x=2,1132 na funcdo Yy =4x®-60x>+200x+ 200.

Quanto a marcacado deste valor no grafico, acredito que os alunos néao
encontrem dificuldades. Pode ser que alguns alunos substituam o valor
x=2,1132 na funcéo derivada. Se isto for observado em plenaria, sera discutida
a interpretacdo do enunciado da questdo. Respostas diferentes da esperada
provavelmente se devam a erros de calculo e/ou determinacdo da derivada
erroneamente.

Quanto a questdo 3, espero que 0s alunos percebam que os resultados
agui encontrados, embora possam estar proximos das estimativas feitas na
ficha 2, correspondem a valores bem mais préximos ao do exato (4 casas
decimais).

Espero que os alunos respondam a questdo 4 substituindo o valor

x=7,8867 na funcdo y=4x>-60x>+200x+200. As observagBes para esta

guestdo sdo as mesmas feitas para a questao 2.

Na plenaria, apresentarei uma transparéncia com o grafico da funcao
y = 4x® —60x? + 200x + 200, destacando os pontos de maximo e de minimo, e
salientarei que agora ja se tem a ferramenta adequada para a determinacéo
dos mesmaos.

A questdo 5 foi colocada para reafirmar a esséncia do conceito de
derivada, e espero que os alunos encontrem a variacao instantanea do niumero
de bactérias em x=2, calculando a derivada da funcéo
y = 4x® —60x” + 200x + 200 neste ponto, cujo resultado é 8. Acredito que o0s
alunos nao encontrardo dificuldades para resolver esta questéo, visto que tal

conceito foi institucionalizado em fichas anteriores e discutido em plenéarias.
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VIl — ANALISE A POSTERIORI E CONCLUSOES

A sequéncia didatica foi resolvida em duplas por alunos de um curso de
Ciéncia da Computacéo, em 7 sessoes de 3 horas de duragdo cada uma, no
periodo de 08/05 a 19/08/1999.

Neste capitulo, apresento uma analise dos protocolos dos alunos, assim
como das discussbes feitas em plenaria. Isto sera feito ficha a ficha, e
apresento de modo sucinto algumas respostas, e dentre elas, as que
considerei “mais originais” e/ou que mereciam “mais destaque”, estéo

apresentadas nos anexos.

Andlise a posteriori —ficha 1

O objetivo desta ficha era, a partir de uma situagdo do mundo concreto,
trabalhar a nocéo de variacédo atraves dos dados apresentados numa tabela de
valores. Estes dados possibilitam um esboco do grafico da funcdo (que
descreve a situacdo colocada) que, em alguns intervalos, é crescente e em
outros, é decrescente. Estes intervalos podem ser identificados com razoavel
precisao pela observacao da tabela dada.

As questbes 1 e 9 sao fechadas e as demais possibilitam conjecturas
dos alunos, o que ndo é muito freqiiente no contrato didatico usual.

Esta ficha foi respondida por 26 duplas. Todas elas responderam a
guestdo 1 conforme o previsto, ou seja, que no inicio da experiéncia havia 200
bactérias. Na plenaria questionei como foi encontrado este valor, e os alunos
responderam que foi pela observacao dos dados da tabela.

Nas questbes de 2 a 8 (abertas), esperava como resposta apenas as
expressdes “aumentou” ou “diminuiu”. Constatei que 8 duplas responderam
desta forma; outras respostas estdo elencadas abaixo:

* 12 duplas complementaram a resposta esperada com o valor numérico do
aumento ou da diminuicdo das bactérias nos intervalos de tempo
considerados.

3 duplas deram uma resposta do tipo: “neste intervalo, o numero de
bactérias aumentou/diminuiu em relacdo ao intervalo de tempo anterior a

este”.
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e 2 duplas responderam que “no intervalo considerado, o nimero de bactérias
aumentou/diminuiu de ‘tanto’ em relacdo ao intervalo de tempo anterior e
em relagcdo ao comecgo da experiéncia”.

e 1 dupla fez comparacéo percentual do aumento/diminuicdo do numero de
bactérias em relacdo ao intervalo anterior.

A maioria dos alunos complementou sua resposta “aumentou/diminuiu”
com algum tipo de dado numérico. Isto evidencia que a clausula implicita do
contrato didatico que diz “ja que estou respondendo a uma questédo
matematica, esta deve ter uma resposta numérica”, estd bastante arraigada
nos alunos. Na plenaria, discutiu-se que com este tipo de pergunta, ndo esta se
questionando a variagdo numérica de bactérias num intervalo, e sim “o que
vocé acha que acontece com o numero de bactérias...”. Isto feito, pude
perceber que questdes abertas sao recebidas com entusiasmo pelos alunos,
que testemunharam favoravelmente dizendo “ahl... entdo em questbes deste
tipo eu tenho liberdade para pensar ...” ou entdo “em matematica ndo existem
apenas respostas numéricas, eu posso responder explicando (de forma
dissertativa) meu raciocinio ...".

Quando se discutiam estas questdes, indaguei se algum aluno se
utilizou de interpretacdo grafica, e constatei que 14 duplas construiram o
grafico correspondente a tabela de valores e deram suas respostas a partir
dele, o que pode representar outra heranga do contrato didatico usual, em que
os alunos estdo acostumados a construir um grafico para cada tabela de
valores dada. Aproveitei a oportunidade para discutir a questdo da variacao, e
verifiquei que os alunos perceberam que ela esta presente tanto na tabela dada
quanto no grafico construidos por alguns.

Quanto a questdo 9, que pede a variacdo do numero de bactérias em todos
os intervalos de tempo apresentados na tabela, os resultados foram os
seguintes:

e 17 duplas deram apenas respostas numéericas;

e 2 duplas responderam sempre com numeros positivos, utilizando nos
calculos, o registro de modulo e efetuando a operagcdo “numero de
bactérias do tempo inicial menos o nimero de bactérias do tempo final”;
por exemplo: [200 - 344| = 144;
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e 4 duplas deram como resposta apenas numeros positivos, possivelmente
operando como as 2 duplas anteriores, porém, sem o registro de médulo;

e 2 duplas utilizaram o termo “aumentou tanto” ou “diminuiu tanto” no lugar
dos sinais qualificativos “+ “ ou “ - “ como fizeram as 17 duplas
anteriormente citadas;

e 1 dupla utilizou o termo “sobe” ou “desce” para descrever a variacao.

Na plenéria, durante a discussdo de como se faz o calculo de variagao,
percebi que foram dadas respostas em que, de alguma forma, estavam
ausentes os sinais “+” e *“-“. Institucionalizou-se que “a variacdo é obtida
pelo calculo: numero de bactérias do tempo final menos nimero de bactérias
do tempo inicial, em cada intervalo”.

A questdo 10 foi formulada prevendo a ocorréncia de diversas maneiras
de expressdo dos alunos na sua resposta. Todas as duplas observaram,
conforme previsto, que a variacdo do numero de bactérias ndo € o mesmo em
intervalos de tempo distintos. Na maioria dos protocolos, constam
observagdes relativas ao efeito e duracdo do antidoto. Além disso, 7 duplas
observaram que existe uma “simetria” da variacdo em questdo, 0 que né&o
estava previsto na analise a priori. Algumas respostas deste tipo estédo
reproduzidas abaixo:

“O intervalo de tempo de 6 a 10 é inversamente proporcional ao intervalo de

tempo de 0 a 5, com ponto de simetria no intervalo entre 5 e 67;

“Existe uma relagcdo na variacdo do numero de bactérias entre a 1* e a
ultima hora, entre a 2% e a pendltima hora e assim sucessivamente”;
“Os aumentos e diminui¢des foram proporcionais”.

Com estes resultados dessa ficha, pude perceber que, neste primeiro
momento, 0s alunos nao se sentiram totalmente seguros em dar respostas nao
numeéricas a questbes matematicas. As discussdes feitas em plenaria,
permitiram observar que a concep¢do de variacdo esta presente nos alunos,
embora fosse preciso discutir seu célculo. Notei também que varias duplas
deram respostas que iam além do esperado. Procurei saber o porqué disto, e
constatei que se deu ou pela “liberdade” percebida por alguns alunos em poder

conjecturar (permitido pelo novo contrato) sem a interferéncia do professor, ou
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entdo pela necessidade que a maioria sente em justificar suas respostas
(efeito do contrato antigo).

Os resultados apresentados e as discussdes levantadas em plenaria,
que permitiram fazer uso constante da palavra variacdo, me levam a crer que o

objetivo desta ficha foi atingido.

Andlise a posteriori —ficha 2

O objetivo desta ficha era que os alunos percebessem que ainda nao
tém disponivel uma ferramenta que resolva a questao matematica colocada,
referente a uma situacdo do mundo concreto, envolvendo a nogéo de variacao.

Foi realizada uma plenaria para discutir os resultados desta e também
os da ficha 3. Analisarei, neste momento, apenas os resultados obtidos, sem
me referir a plenaria, deixando isto para a analise a posteriori da ficha 3.

Das 26 duplas que resolveram esta ficha, 24 substituiram todos os
valores da tabela para responder a questdo 1 e ndo observei erros de célculo,
0 que era esperado, face a indicagéo feita na propria questdo. Embora ja tenha
sido discutido na plenaria anterior que respostas a gquestdes matematicas
podem n&o ser necessariamente numericas, parece que os alunos ainda néo
se convenceram disto, pois somente 7 duplas registraram que “a expressao
esta coerente”; as demais apresentaram somente os calculos. Isto evidencia
duas regras implicitas do contrato didatico antigo: uma é que, em matematica,
resolve-se um problema efetuando-se operacdes: a tarefa é encontrar a boa
operacdo para efetua-la corretamente; outra regra é que para resolver um
problema, devem-se encontrar os dados no enunciado do mesmo.

23 duplas responderam a questdo 2 conforme o esperado, ou seja, que
0 numero maximo de bactérias nas primeiras 10 horas de exposicdo ao
antidoto é 392. Algumas duplas complementaram esta resposta escrevendo
que “o numero maximo é igual a 392, verificado na 2* hora”. Outra dupla
respondeu: “nas primeiras 10 horas de exposi¢cédo ao antidoto, a estimativa € de
no maximo 400 bactérias”. Como estas duplas néo registraram nenhum calculo
nesta questao, parece que a resposta foi dada observando a tabela de valores

ou os calculos feitos na questéo 1.
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Duas duplas responderam 200, encontrando este valor substituindo
x=10 (maior tempo da tabela) na expressdo dada, tomando o maximo de
tempo pelo maximo de bactérias, ou imaginando que o maximo destas ocorre
no tempo maximo. Varias alunos, durante a resolugédo desta ficha, indagaram
o significado da palavra estimativa. Pela maneira como colocaram a questéao,
pude perceber que esta terminologia era nova para alguns alunos, ao passo
que outros queriam certificar-se de que estavam respondendo corretamente
uma questdo matematica sem “fazer contas”. Para este grupo, nota-se que a
regra internalizada por eles: “em matematica, resolve-se um problema
efetuando-se operacdes” esta enfraguecendo. Isto evidencia que este grupo
estd aos poucos, percebendo que houve uma ruptura do contrato didatico
antigo.

Para a questéo 3, 12 duplas responderam que o antidoto comeca a fazer
efeito depois de 2 horas, conforme esperado. 7 duplas responderam que é
apos 3 horas, justificando que € neste tempo que o numero de bactérias
comeca a diminuir, conforme apontado na tabela. 5 duplas, responderam:
“comeca a diminuir no intervalo de 2 a 3 horas”, deixando implicito que né&o
sabem precisar este tempo. Em contrapartida, 1 dupla respondeu 2,3 horas e
outra, duas horas e meia, fazendo calculos para tentar precisar o tempo, e nédo
estimé-lo (regra implicita: necessidade de realizacdo de calculos). Nao foi
observada inversao das respostas para as questdes 2 e 3, ou seja, confusdo
dos papéis das variaveis x e y, conforme havia apontado na analise a priori.

De modo geral, o objetivo desta questdo, que era conduzir o aluno a
exploracdo e interpretacdo de dados, foi atingido, visto que a maioria assim o
fez.

Somente 8 duplas responderam que n&o tinham elementos para
determinar com precisdo o tempo necessario para que o numero de bactérias
comece a diminuir (questdo 4). Metade destas justificaram suas respostas
escrevendo: “s6 sabemos os valores de 1 em 1 hora e ndo sabemos o que
ocorre entre este intervalo”.

As demais duplas responderam esta questdo, afirmando que tém

elementos, justificando: “temos a formula y = 4x® - 60x* + 200x + 200e com isso

podemos achar o tempo com precisdo”. No entanto, nenhuma destas
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duplas explicou como encontrar o resultado preciso. A regra implicita que
parece estar internalizada para estas duplas € que “sempre ha uma resposta
para uma questao e o professor a conhece”.

Com base nos resultados, pode-se concluir que o objetivo principal
desta ficha foi apenas parcialmente atingido, uma vez que muitos alunos
efetuaram célculos para obter respostas as questbes que solicitavam uma
estimativa, baseada em dados apresentados. Mesmo os célculos feitos por
alguns, significavam um valor aproximado, 0 que talvez possa representar para
eles uma estimativa. A grande maioria, ndo percebeu que ainda nao tém
disponivel um ferramental para a resolucéo do problema e, por isso, tentaram
encontrar meios operacionais, nao percebendo que o que se estava pedindo
era apenas uma estimativa.

Outro objetivo era contribuir para o desenvolvimento do espirito critico
nos alunos, possibilitando concordarem ou ndo com uma afirmacédo. Este
também parece ndo ter sido totalmente atingido, visto os resultados da
guestdo 1. Isto parece ser decorrente do fato de os alunos estarem
acostumados a aceitar sem discutir a validade dos enunciados de questdes,
nao percebendo de imediato, que estou provocando uma ruptura dessa

clausula do contrato didatico, o que ja era previsto.

Anélise a posteriori —ficha 3

Como esta ficha foi apresentada na segunda sessao da sequéncia de
ensino, iniciei o encontro relembrando o contedudo da ficha 2. Os alunos,
conforme previsto, solicitaram a correcdo de seus protocolos. Disse que néo
faria isto naquele momento, pois seria apresentada uma nova ficha, para ser
resolvida no laboratorio de informatica, cujo objetivo era dar a eles a
oportunidade de corrigirem suas proprias respostas. A reacdo do grupo foi
positiva e notei que eles concordaram em “trocar os papéis”, sinalizando
aceitacdo na renegociacao que estou propondo para o contrato didatico.

N&o houve problemas na construcdo do grafico com a utilizacdo do
software Derive e todas as duplas verificaram que seus céalculos na questéo 1,
da ficha 2 estavam corretos. O procedimento para essa verificacdo foi feita

pela atribuicdo de valores a variavel x da funcdo, ou pela utilizacdo do
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comando “trace” , que permite o deslocamento do cursor sobre o grafico da
funcdo, indicando as coordenadas dos pontos. Neste caso, tive que fazer
algumas interferéncias no sentido de esclarecer que dependendo da escala
gue se utiliza no software, este tem sua “precisdo” alterada. Uma dupla
respondeu a esta questao utilizando o comando “limit”, disponivel no programa.

Todas as duplas (a excecdo de uma) fizeram a verificagcdo de seus
protocolos referentes a questdo 2, concluindo que suas estimativas estavam
proximas do resultado dado pelo computador, utilizando o comando “trace” . A
dupla que havia dado uma estimativa errada (200 bactérias), registrou que
percebeu o erro cometido, qual seja, substituir x por 10, que era o maior tempo
dado na tabela.

Notei, durante a realizacdo das fichas, que os alunos tém a tendéncia de
confiar em excesso na precisao dos dados fornecidos pelo software ( que em
geral, sdo aproximacdes). Na plenaria, foi provocada discusséo sobre isso, e
os alunos aceitaram bem que tais aproximacdes sao suficientes para a
checagem das estimativas anteriormente feitas. Essa questdo de que os dados
fornecidos pelo computador sdo quase sempre valores aproximados causou
impacto mais adiante, quando foi discutida a questao 4.

A opcao escolhida pelo grupo para checar as respostas dadas para a
questdao 3 foi o comando “trace” e verificou-se que elas estavam de acordo
com o resultado fornecido pelo computador. Algumas duplas responderam que
a estimativa dada na ficha 2 (2 horas) pode ser melhorada com a exploracéo
do grafico, evidenciando o interesse em encontrar um valor preciso. Na
plenaria, de posse do grafico, foi discutido que as questdes 2 e 3 referem-se ao
ponto maximo da fungdo, e nesta oportunidade foram examinados os
intervalos de crescimento e decrescimento da mesma, observando que a
variacdo do numero de bactérias, em cada intervalo de tempo, ndo € constante.

Os resultados obtidos referentes a checagem da questdo 4 foram os
seguintes:

 Das 8 duplas que na ficha 2 haviam protocolado que nao tinham

elementos para determinar com precisdo 0 tempo necessario para
gue o numero de bactérias comece a diminuir, 2 continuaram com

esta opinido, ndo confiando na precisdo do software; as outras
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mudaram de idéia, visto que seus protocolos apontam que o0s
recursos do programa (tais como “trace” e “zoom”) sao suficientes
para determinar este tempo;

* Uma das duplas que havia respondido que tinha elementos para
determinar com precisdo o0 tempo necessario para que o humero de
bactérias comece a diminuir, agora escreve: “a questdo 4 da ficha 2
era a unica ndo coerente, pois analisando o grafico com o software,
o tempo da exato e, com os resultados que tinhamos, dava para
chegar apenas a uma estimativa”, evidenciando confianca em
resultados (que podem ser aproximados) fornecidos pelo
computador;

* As demais duplas, que afirmaram que a expressdo algeébrica

y = 4x® - 60x* + 200x + 200 seria suficiente (sem explicar como) para

determinar 0 tempo com precisdo, continuaram com a mesma
opinido, parecendo confiar na “precisdo” do software.

Como durante a plenaria percebi que a maioria das duplas havia
checado suas respostas utilizando o comando “trace”, coloquei hovamente em
discussdo a “precisdo” do software. A maioria do grupo disse que esse
comando em conjunto com o0 “zoom” permite determinar com exatiddo o ponto
de maximo da funcdo. Levantei a questdo: “qual a garantia que temos em estar
0 cursor posicionado exatamente sobre esse ponto?”. Imediatamente veio a
guestao: “entdo ndo é possivel determinar o ponto maximo?”, 0 que provocou
certo alvoroco na turma. Respondi que € possivel sim, e que o0 conceito para
responder questdbes como as que foram colocadas na ficha 2, seria nosso
objeto de estudo nas fichas seguintes e que tal conceito é a derivada.

O objetivo desta ficha foi totalmente atingido somente depois da
realizacdo da plenaria, pois os protocolos evidenciam que os alunos estdo

acostumados a confiar em resultados fornecidos por um computador.

Andlise a posteriori —ficha 4
O objetivo desta ficha era que os alunos percebessem que a razao de

variagdo entre dois pontos de uma fungéo afim é constante.
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Na plenéria, os alunos constataram que, como agora as bactérias nao
estdo mais expostas ao antidoto, o desenvolvimento das mesmas esta descrito
por outra funcdo, cujo grafico, no caso, € uma reta. Isto evidencia que nao
houve problemas com o manuseio do programa para responder a questdo 1,
conforme previsto.

Pelos protocolos, todas as duplas responderam corretamente as
questdes fechadas, ou seja, de 2 a 8. Em plenaria, algumas duplas disseram
gue calcularam o numero de bactérias (yi1, Y2, y3) correspondente a cada tempo
X1, X2 € X3 utilizando a calculadora; mas a maioria disse que o fez aproveitando
recursos do software (comando *“author/expression/="), o0 que evidencia
entusiasmo dos alunos em utilizar uma ferramenta relativamente nova para
eles. Este comportamento parece revelar aceitagdo pelo grupo dessa pratica
de ensino (uso do computador como ferramenta), o que pode contribuir para o
sucesso e manutencdo do empenho dos alunos na sequéncia didatica que
estou propondo.

A localizacéo dos pontos A, B e C foi feita com o comando “edit/ create
annotation” ou com o “trace” . Foi discutido que a localizacdo exata desses

pontos pode ser comprometida devido as limitacdes do software

O calculo da razdo de variacao % para cada par de pontos
X

considerado, poderia ter sido feito com o software, mas, por serem simples, a
maioria dos alunos disse em plenaria, que optou pela utilizacdo da calculadora
ou mesmo o fizeram “de cabeca”.
Conforme previsto, todas as duplas responderam na questdo 9, que a
razdo de variacdo para os trés pares de pontos considerados € constante. O
fato de que menos da metade do grupo deu alguma explicacdo para este
resultado, evidencia que a ruptura do contrato didatico antigo, proposta com
esta questao, nao foi percebida por esses alunos. Reproduzo a seguir algumas
respostas dadas:
) “a razdo de variacdo serd sempre a mesma pois a funcdo que descreve
o desenvolvimento das bactérias € uma reta, portanto sua razdo de

variacdo é sempre constante” (5 duplas);
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1)) “a razdo obtida € constante. O crescimento do niumero de bactérias é
uniforme em relagc&o ao tempo, formando assim uma reta no grafico” (1 dupla);
i) “0 crescimento das bactérias é proporcional” (5 duplas);
iv) “a razao de variacdo é constante pois esta funcéo é do primeiro grau e o
coeficiente angular da reta ndo muda” (1 dupla).

Com estes resultados, concluo que o objetivo desta ficha foi atingido
plenamente para apenas uma dupla (resposta iv).

Para 5 duplas, o fato da razdo de variacdo ser constante esti
relacionada a uma reta, mas parece nao ter sido percebido que € igual ao seu
coeficiente angular (resposta i). Para 1 dupla, esse fato esta relacionado a
idéia de uniformidade (resposta ii) e para 5 duplas, relaciona-se a idéia de
proporcionalidade (resposta iii).

Na plenéria, quando discutia-se a atribuicdo de um significado fisico e de
um geomeétrico para a razao de variacdo, somente uma dupla (aquela que deu
a resposta iv) manifestou-se de imediato. Aos poucos, outros significados tais
como velocidade e aceleracao, foram surgindo. Aproveitei a oportunidade para
institucionalizar o célculo da razdo de variacdo entre dois pontos de uma
funcado afim, e que seu resultado é sempre igual ao coeficiente angular da reta
que a representa. Isto foi feito através de explora¢cdes do grafico com o uso do
computador e projecdo da tela da calculadora gréafica T1 92.

Somente depois da realizacdo da plenéria tive a sensagéo que o objetivo
fora cumprido nesta ficha. A tentativa de provocar uma ruptura no contrato
didatico usual, tal como levar o aluno a cojecturar a respeito de resultados
prévios, teve sucesso restrito, visto que poucos alunos registraram conjecturas

na questao 9.

Andlise a posteriori —ficha 5

O objetivo desta ficha era que os alunos percebessem que a razao de
variacdo entre dois pontos pertencentes ao grafico de uma funcdo quadratica
nao é constante, ou seja, depende dos pontos considerados.

A construcéo do gréfico da fungdo y = x* + 200 se deu sem problemas, e

na plenaria, constatei que os estudantes ja sabiam que o resultado seria uma
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parabola, visto que este tipo de funcdo parece ser familiar a eles, havendo
necessidade apenas de ajustar a escala para uma boa visualizacdo deste
grafico na tela do computador.

Quanto as questdes de 2 a 8 (fechadas), das 27 duplas que participaram
desta ficha, somente uma cometeu erros de calculo e trés delas calcularam as
variacbes pelo “valor inicial menos o final”, o que mostra que nao haviam
participado efetivamente da plenaria anterior, em que foi institucionalizado este
calculo.

Durante a plenaria, constatei que a maioria das duplas efetuou os
calculos utilizando a calculadora ao invés do Derive, por ser mais facil e pratico
dessa forma.

Os resultados dados para a questao 9 foram os seguintes, em que pude
observar aumento de conjecturas realizadas pelos alunos, em contraposi¢céo ao
namero reduzido (de conjecturas) protocolados na ficha anterior:

* 10 duplas responderam que a razdo de variacdo ndo € constante,

sem dar nenhuma explicagéo;

» 10 duplas “explicaram” que a razéo de variagdo nao é constante, por
se tratar de uma funcéo quadrética;

* 2 duplas “explicaram” que a razdo de variacdo ndo € constante pois
“o0 ‘antidoto’ esta fazendo o niumero de bactérias aumentar”;

* 4 duplas “explicaram” que “o ‘antidoto’ funciona melhor neste ou
naquele intervalo de tempo considerado”;

* 1 dupla deu uma explicacdo que havia sido prevista na analise a
priori, observando que “o coeficiente angular em cada caso varia,
isso se deve ao grafico ser uma parabola”.

O fato de algumas duplas terem conjecturado a respeito do crescimento
de bactérias sem mencionar valores numéricos, na tentativa de dar uma
explicacdo/resposta para uma questdo matematica, pode evidenciar que estes
alunos estejam percebendo a ruptura que estou propondo do contrato didatico
usual.

Reproduzo a resposta dada por uma dupla para a questdo 9:
“observamos que a razdo de variagdo ndo é constante, como no exercicio da
aula anterior que se tratava de uma reta; pois trata-se de uma funcdo do 2°
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grau”, que retrata e evidencia a “ligacdo” do conceito de variacdo constante a
funcdo afim e o de variacdo ndo constante a funcbes cujo grafico apresenta
concavidade.

Na plenéria, depois de ter discutido e percebido que os alunos
responderam corretamente as questées que envolviam calculos, coloquei em
discussdo as respostas que deram na dudltima questdo. Algumas duplas
disseram que ndo haviam dado explicacdo nenhuma por achar que responder
que “a razdo de variacdo ndo € constante” seria suficiente (visto os célculos da
questdo 8) e, apdés a discussdo parece que compreenderam a falta de
interpretacdo dada ao enunciado. Institucionalizei que a razdo de variacao
entre dois pontos de uma funcdo quadratica depende da escolha dos mesmos
e, além disso, corresponde ao coeficiente angular da reta secante a curva por
estes pontos, valorizando a fala de um aluno, que ressaltou isto (e observado
em sua ficha).

O objetivo desta ficha foi atingido, e a plenaria foi importante para
institucionalizar o que eu pretendia, observado inicialmente por uma dupla
apenas. Isto evidencia que poucos alunos conjecturam a respeito de
conhecimentos matematicos adquiridos recentemente (coeficiente angular de

reta).

Andlise a posteriori - ficha 6

O objetivo desta ficha era que os alunos percebessem que o calculo da
razdo de variagdo para pontos proximos de um fixado, “tende” a um
determinado valor. Além disso, reforcar a institucionalizacdo feita
anteriormente, ou seja, que a razao de variagao corresponde, numericamente,
ao coeficiente angular da reta que passa pelo par de pontos considerados.

Os resultados dados pelos alunos nas questdes 1 e 2, que eram
fechadas, foram todos corretos, evidenciando que o grupo tem estado atento
as discussOes realizadas em plenarias (provavelmente anotando as correcdes
e institucionalizagbes feitas). Na andlise a priori, ndo havia descartado a
ocorréncia de erros de céalculo nestas questdes.

Os resultados apontam a ocorréncia de trés tipos de resposta para a

guestéao 3.
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Tipo1l

17 duplas (das 27 que resolveram esta ficha) observaram que fixado o
ponto A, o calculo da razdo de variacdo é decrescente nos casos Pl - A,
P2 A e P3-A, e crescente nos casos P4 A, P5 -A e P6-A
Exemplificando este tipo de resposta, reproduzo abaixo o protocolo de uma
destas duplas:

“no exercicio 1, a razdo de variagdo diminuia, pois o tempo estava
decrescendo, e no exercicio 2, razdo de variacdo aumentava pois 0 tempo
estava crescendo”.

Quanto as explicagcbes dadas por este grupo (17 duplas), constatei que:

e 8 duplas ndo deram nenhuma explicagdo para o fato que

. A ~
observaram, ou seja, que os resultados (A—y) sao diferentes;
X

e 2 duplas explicaram que a razdo de variacdo ndo é constante

“porque se trata de uma parabola” ;

. . . A
« 5 explicaram que os diferentes valores obtidos para A—y se
X

relacionam a coeficientes angulares de retas. Uma dupla escreveu:
“levando-se em conta que a razéo de variacao € o coeficiente angular
de uma reta e que o ponto A esta relacionado a todos os outros

pontos, o que temos, € uma reta girando em torno do ponto A,
variando sua posi¢ao de acordo com 0 outro ponto”.

: . A
* 2 duplas explicaram os diferentes valores encontrados para A—y
X

relacionando-o a coeficiente angular e tipo de funcédo estudada: “isto

acontece porque temos uma funcdo do 2° grau (pardbola), e o
coeficiente angular entre coordenadas diferentes ndo sera 0 mesmo”.

Estes resultados evidenciam que este grupo de alunos procurou
“transportar” conhecimentos adquiridos recentemente para questdes novas,

pois as duplas que apresentaram alguma explicagdo, relacionaram o0s

: A , .
diferentes valores de A_y com parabola e/ou coeficiente angular. Certas
X

respostas, entretanto, mostram que para alguns alunos, a nogéo de coeficiente

angular ainda nao estad relacionada a reta, parecendo que sado duas
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concepcOes diferentes, conforme o protocolo reproduzido acima: “o coeficiente

angular entre coordenadas ...".

Tipo 2
Outro tipo de resposta refere-se a 8 duplas que, embora tenham

efetuado corretamente os calculos nas questbes 1 e 2, registraram que

7z 7

variagdo € constante”. Esta variacdo a que se referem é a diferenca dos

a

resultados obtidos para cada razdo de variacdo, ou seja, para cada par de

. A . .
pontos considerados, o valor A—y aumenta ou diminui em 0,1 unidade. Isto

X
evidencia que para estas duplas, o enunciado da questdo nao estava claro. Os
protocolos destas duplas contém explicagbes confusas, como por exemplo:
“nesses pontos apresentados, a variagao foi constante. Percebe-se que quanto
mais houver bactérias, a variacdo vai ser maior’, ou entdo: “a variagdo €
constante, pois devido a proximidade dos pontos, forma-se uma reta passando
sobre eles, cujo coeficiente angular € o mesmo para todos”. Neste caso, houve
a tentativa de dar uma explicacdo relacionando razdo de variagdo com
coeficiente angular de reta. A idéia de valores constantes parece estar “ligada”
a nocao de linearidade.

Parece estar internalizada, neste grupo de alunos, a regra: “sempre ha
uma resposta para uma questdo matemética e o professor a conhece, deve-se
sempre dar uma resposta para ser corrigida”. Além disso, houve pouca
“transferéncia” de conhecimentos adquiridos recentemente. O objetivo desta
ficha também nao foi totalmente atingido para este grupo de alunos.

Tipo 3

Além desses dois tipos respostas que foram predominantes, reproduzo
abaixo outros dois protocolos:

“quanto menor for o intervalo de tempo, a razdo de variacdo mais se
aproxima do ponto minimo da parabola”.

“quanto mais proximo de zero a variagdo de tempo, a razdo de variagcédo
mais se aproxima do ponto minimo da parabola que é 4".

Provavelmente, estes alunos, numa tentativa de mostrar erudicdo em

conhecimentos matematicos, relacionaram valor minimo de fungdo com
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variacao infinitesimal. Novamente o aparecimento da regra vigente “sempre ha
uma resposta para uma questdo matematica...”.

A plenaria foi bastante produtiva, visto que em comparacdo com as
anteriores, 0 numero de alunos que participou com sugestdes e propondo
discussdes, aumentou. Isto n&o ocorria em aulas expositivas, evidenciando que
0s estudantes estdo aos poucos, percebendo a ruptura que estou propondo no
contrato didatico usual (substituicdo da aula expositiva).

Por outro lado, notei que as observagdes feitas pelos alunos em plenéaria
nao sdo exatamente aquelas registradas nas fichas. Por exemplo, quando
discutia-se o que foi observado na questdo 3, um aluno disse que “a variagcédo
de tempo é sempre igual a 0,1, o que também ocorre com a variacdo de

valores observados para % evidenciando que variagcdo de tempo e de %
X X

estdo na mesma proporgéo e, além disso, quanto maior o intervalo de tempo,
maior o valor da razdo de variagcdo”. Perguntei quantos alunos haviam
observado o mesmo e 15 duplas se manifestaram positivamente. Os

protocolos sinalizam que os alunos tém dificuldade em expressar-se por

. . N A
escrito. Um outro aluno questionou que “a variagéo dos valores de A—y tende a

X
ser constante, embora estamos numa parabola, e isto ndo pode, pois neste
tipo de funcéo a razao de variacao deve ser diferente”. Depois que se discutiu a
interpretacéo errada que ele fez, trés duplas disseram ter observado o mesmo,
mas consta o registro de 8 respostas similares a esta.

Em seguida, coloquei a questdo: “se estivéssemos considerando um

ponto bem mais proximo do fixado, qual seria o valor da razdo de variacéo

%?”. Somente um aluno respondeu de imediato: “quatro !”. Disse que era isto
gue se pretendia com esta atividade, ou seja, que fixado um ponto, quanto
mais proximo deste outro estiver (empregando e explicando o significado do
termo infinitesimalmente préximo), a razdo de variagdo entre 0S mesmos
“tende” a um determinado valor. Foram apresentados outros exemplos fixando
pontos diferentes do ponto A dado na ficha. Um aluno colocou: “entdo, a razao
de variacdo pode ser obtida pelo célculo: abscissa de um ponto préximo ao

fixado somada a abscissa do ponto fixado?”. Disse que para a funcdo em
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estudo (y=x*>+200) isto é valido e que conjecturas deste tipo seriam

discutidas em fichas posteriores.
Foi lembrado que as raz0es de variacdo calculadas correspondem,

numericamente, conforme discutido na plenaria anterior, ao coeficiente angular
da reta secante ao gréafico da funcéo y = x* + 200 pelos pontos considerados.

Considero que, durante a plenaria, em que foram apresentados varios
exemplos, o objetivo desta ficha foi atingido. Os protocolos das fichas
sinalizam que analise a priori previa conjecturas que estavam além dos
conhecimentos assimilados pelos alunos. Por outro lado, possibilitar a efetiva
participacdo dos alunos em discussdes, permite “especular” o tipo de raciocinio
desenvolvido por eles e identificar as dificuldades que encontram, direcionando
a aula numa tentativa da melhoria do aprendizado, o que nem sempre é

possivel no contrato didatico usual.

Andlise a posteriori —ficha 7

O objetivo desta ficha era que os alunos percebessem que a razao de
variagdo entre dois pontos da fun¢do y = x* +200, pode ser determinado pelo

calculo: “o dobro da abscissa de um ponto adicionado do acréscimo sofrido
pela mesma”.

Todas as duplas efetuaram corretamente os calculos relativos as
questdes 1,2 e 3, e observaram que a razdo de variacdo pode ser calculada
conforme descrito acima. Abaixo reproduzo algumas respostas dadas para a
guestao 4.

“observamos que ambas as formulas nos ddo o mesmo resultado, ou
seja, 2xa + Ax € outra maneira de calcular a razdo de variacdo entre dois
pontos”;

“‘que 2xa + Ax € a férmula da razdo de variacao”;

“observamos que utilizando dois métodos diferentes, os resultados séo
iguais aos da ficha anterior”.

O objetivo da ficha foi alcancado, embora nenhuma dupla tenha
questionado a validade do célculo “o dobro da abscissa de um ponto
adicionado ao acréscimo” para outras fungbes quadraticas. Em plenaria,
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direcionei a discusséo para esse fim e o grupo concluiu que esse resultado é
valido para fungdes quadraticas da forma y=x*+c (cO0). Porém, o grupo
constatou, através de exemplos, que ndo se pode cometer erros em estender
uma conjectura valida para um caso particular de funcédo quadratica a outra

diferente desta, como € o caso de y = x* +bx.

Andlise a posteriori —ficha 8
O objetivo desta ficha era que os alunos observassem que, quando se
consideram dois pontos genéricos pertencentes ao grafico de uma funcgéo

quadratica y =x?, o célculo da razdo de variacdo entre eles pode ser obtido
pelos mesmos procedimentos adotados para dois pontos particulares. Além
disso, institucionalizar que se o0s pontos A(xo,xoz) e P(x, + X, (X, +A%)?),
pertencentes ao grafico da fungdo y=x*, estiverem ‘“infinitesimalmente

o ” ~ A )
proximos” um do outro, a razdo de variacao A_y entre eles é denotado por
X

AN . _ - , ~
llrrg)A—y e cujo resultado se existir e for finito, se chama derivada da funcao
x-0 AX

y=x" noponto x, e éindicado por f'(x,) ou y'(x,), ou %H .
=Xo

Logo ap6s a distribuigdo das fichas, percebi que os alunos manifestaram
dificuldades no entendimento da representagao utilizada para os pontos A e P,
ou seja, A(xo,xoz)e P(x, +OX , (X, +AX)?). Neste momento, discutimos a
notacdo usual para pontos genéricos da funcdo em estudo, e também que a
funcdo apresentada nesta ficha € diferente da anterior para simplificar os
calculos.

Durante a resolucdo da ficha, varias duplas indagaram sobre o

desenvolvimento do quadrado da soma, e coloquei no quadro a férmula:
(a+b)® =a® +2ab+b?.

Das 27 duplas que resolveram esta ficha, foram registrados 19 acertos
para o calculo de Ay, ou seja, Ay =2x,Ax+Ax*. Reproduzo a seguir, aqueles

que sinalizam erros e/ou falhas na resposta para esta questao:

99



1 dupla: Ay = 2x, + Ax

4 duplas: Ay = x,° = (X, +AX)? = Ax(-2x, — AX)

1 dupla: (%, +8%X)2 =X,° = X, +2(X, +AX) + AX* — %,

1dupla: Ay = 2x,Ax+AX? = 2x,AX

1 dupla: ndo desenvolveu a expressao (X, + 2X,Ax + Ax?) = (X, + AX)

Estes protocolos indicam que parte dos alunos apresentam dificuldades
na manipulacéo algébrica.
Na segunda parte da questdo 1, que pedia o célculo: “o dobro da

abscissa x, de A adicionado ao acréescimo Ax”, 9 duplas deram, sem
apresentar calculos, a resposta esperada, ou seja, 2x,+Ax; 11 duplas
chegaram ao resultado correto, porém desenvolvendo o calculo:
2%, +[(X, + AX) = X,] = 2X, + AX; outras 3 duplas deram a indicagao da resposta
esperada, mas nao simplificaram-na, escrevendo 2x, +[(X, + AX) —X,]. Foram

constatados erros nas demais duplas, cujos protocolos reproduzo abaixo:
AX =(X, +Ax)—x, O Ax = AX
2%, +Ax O AXx = Ax+2x,
2%, + (—=AX) — 2%, — AX
AX = X, — (X, +AX) = —AX

o AX = 2%,°(X, — (X, +AX))
o 2%, t (X — (X, FAX)) = 2X, + X, — X, —AX = —2X, —AX

Estes protocolos indicam que 3 dessas duplas preocuparam-se em
encontrar um valor para Ax  resolvendo equacdes, evidenciando né&o
entendimento do enunciado da questdo; 1 das duplas aponta que néo
aprendeu a calcular a variacdo. Além disso, apresentam dificuldades em
manipular simbolos algébricos.

Foram constatados 8 acertos para a Ultima parte da questdo 1, ou seja,

~ . A N
que a razdo de variacdo A—y=2x0+Ax. Os outros protocolos estéo
X

reproduzidos a seguir:
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Dy 2% Dx+AX
AX AX

6 duplas protocolaram corretamente: mas nao

desenvolveram a simplificacdo, evidenciando falta de intimidade com
manipulacdes algébricas.
A% 2X, + AX

¢ ldupla : = ——— = 2X, +AX
AX AX
* 1dupla :ﬂ _ 2XAX+AX
Ax 2X,
2 _ 2
+ 2duplas LBy X (% +AX)
AX X, = (X, +AX)
* ldupla :ﬂ = —2x, - AX
AX
. 1dupla :ﬂ _ AX(—2x, — AX) _ 2%,
AX - AX X
— _ 2
. 2duplas - Y = T2BX-AX
AX Xy = (X, +AX)
— _ 2 _
+ 1dupla LBy 2% AX-AXT 2%,AX - AX
AX 2X, + AX 2X,
2X, + AX+ AX?
+ 1dupla Ay | 2% HAXHAXT o
Ax 2X, + OX
* 1ldupla B 2XAX AX
Ax AX
. ldupla : Y = (% *+2XAX+AX*) = (X, +AX) _ (X, +2X,AX+AX) _
" AX (X +AX) — X, — X,
= = X,o + 2%, AX + AX?
+ 2 _ 2
« ldupla : by _ (X% +A°-X = X, +AX

A (X, +AX) = X,

Para a questéo 2, cuja resposta esperada era 2x, + AX = % 19 duplas
X

assim o fizeram. Os demais protocolos foram os seguintes:

* 3 duplas registraram que 2x, +Ax # %
X
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* 2 duplas registraram que 2x, +Ax>% (obtido na questao anterior)
X

by

* 2 duplas registraram que 2x, + Ax< (obtido na questao anterior)

e 1 dupla deixou em branco

E de se estranhar que 19 duplas tenham protocolado que

A . . .
2%, +AX = A_y visto que foi constatado apenas 8 acertos para o calculo da
X

~ A .
razdo de variagcdo A—y na questdo 1. Provavelmente, parte destes alunos
X

estendeu a conjectura e/ou conclusdo da ficha anterior para esta, numa
tentativa de induzir o acerto da questdo. As duplas que completaram o
pontiihado com um sinal que ndo seja o “=", evidenciam terem feito
comparacdes com os resultados (errados) previamente obtidos, decorrentes de
dificuldades em manipular, simplificar e fatorar expressodes algébricas.

A maioria das duplas acertou a questdao 3, completando os pontilhados
com o sinal “=". Os erros constatados nas duas partes da questdo foram os

seguintes: 8 duplas, na segunda parte responderam que: 2x0+Ax¢% 3
X

duplas) ; 2x, +Ax>% (2 duplas) ; 2x, +Ax<% (3 duplas). Destas, 3 nao
X X

responderam a primeira parte, 2 responderam que 2x0+Ax<% e 1
X

respondeu que 2x, +Ax > % .
X

Para esta questdo, esperava gue os alunos levantassem uma conclusao
do tipo: “a razdo de variacdo entre dois pontos genéricos ou particulares,

pertencentes ao grafico de uma fungdo y=x*+c(cO0O) pode ser encontrada

pelo “dobro da abscissa de um ponto adicionado ao acréscimo Ax”. Entretanto,
10 duplas ndo complementaram a questdo com nenhuma concluséo; 15 duplas
deram uma resposta com o mesmo sentido da esperada, mas sem observar
que o resultado é vélido para o tipo de funcdo que esta-se estudando. As
outras 2 duplas responderam que “quando temos pontos geneéricos, nao

obtemos a mesma igualdade que quando os pontos sao particulares”.
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Para a questao 4, os resultados foram os seguintes:

e 5 duplas responderam corretamente que % - 2%,

e 4 duplas protocolaram que % -0
X

e 1 dupla registrou que % - 2X,AX + AX?
X

e 1 dupla respondeu que % - A
X

* 16 duplas deixaram esta parte da questdo em branco

Para completar o pontilhado lim =...... , Observei que:

li
Ax—0

19 duplas deixaram em branco

5 duplas completaram corretamente, ou seja, que limo = 2X,

1 dupla protocolou que llrrg) =A

2 duplas protocolaram que lirrl =0

Na discussao dos resultados, em plenaria, observei que a maioria dos
alunos apresentam sérias dificuldades em manipular dados algébricos, e
percebi que em seus protocolos, iria constatar erros como 0s acima apontados.
Notei também que o0s alunos apresentam dificuldades em visualizar as

variacbes Ay e Ax geometricamente, parecendo que eles relacionam-nas

apenas a quantidades numéricas. Ja previa que essas e outras dificuldades
surgiriam, visto que essas questdes envolvem muitos conceitos delicados e
gue apenas uma atividade n&o seria suficiente para construi-los, mas que daria
oportunidade para o inicio de uma elaboracdo do conhecimento de tais objetos.
Embora tenham sido feito exploracbes geométricas em plenaria (ficha 4, ao
institucionalizar-se razédo de variacdo entre dois pontos como o coeficiente
angular da reta que passa pelos mesmos) dessas variagcdes, achei conveniente
ressalta-las novamente, fazendo indicagbes no quadro negro, conforme

reproduzo a seguir:
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2600 . . _.
A = 30
lﬁ 220%- --- ..

, x" 104[}1, .
A= (fuuﬁx\ - Lo
ALX: (fu,o A &1\2- ’loz

Apos a discussdo dos resultados e dos calculos algébricos,
institucionalizei que para fun¢des quadraticas, cuja expressao algébrica é do
tipo y=x*+c (cO0) , a razdo de variacdo entre dois pontos quaisquer, pode
ser obtida calculando-se o “dobro da abscissa de um ponto adicionado do
acrescimo”. Apos discutir o significado do termo infinitesimal e de “pudéssemos
despreza-lo” (varios alunos manifestaram incompreensao em relacdo a isto), o
grupo concluiu que “a razdo de variagdo entre dois pontos ‘muito proximos’, da

fungdo y=x* tende a 2x,”, e depois de retomar a notagdo de limite, que

“podemos denotar este fato pelo linl%zz%”. Em seguida, foi
x-0 AX

institucionalizado que tal resultado se chama derivada da funcdo y=Xx* no
ponto X, .

Depois da plenaria, acredito que o objetivo desta ficha foi atingido.
Entretanto, a maioria dos alunos, por apresentar dificuldades em visualizar
conceitos geometricamente e trabalhar com algebra elementar, dentre outras

coisas, dificilmente teria atingido o objetivo sozinhos, apenas elaborando as
atividades da ficha.
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Anédlise a posteriori — ficha 9

O objetivo desta ficha era que os alunos encontrassem a funcéo
derivada de y = x°.

Durante a realizacdo desta ficha, varias duplas indagaram sobre o
desenvolvimento do cubo da soma, e escrevi no quadro negro a formula:
(a+b)® =a’+3a’b+3ab” +b°.

Conforme previsto a priori, a quase totalidade das 27 duplas marcou
sobre grafico (solicitado na questdo 2) os dois pontos genéricos A(Xo , Xo°) €
P(xo+ AX, (Xo+AX)®) no primeiro quadrante. Apenas uma dupla fez a marcacao
do ponto A no terceiro quadrante e do ponto P no primeiro quadrante. Os
protocolos indicam que 4 duplas néo interpretaram corretamente o enunciado
da questdo ou ndo entenderam a notacao algébrica de pontos genéricos (o0 que
foi discutido na plenéria da ficha anterior), pois escolheram pontos particulares
(por exemplo: A(1,1) e P(2, 8)) ao invés de usar a notacdo apresentada nesta
ficha. Outras 2 duplas marcaram sobre o grafico apenas a abscissa e ordenada
dos pontos, sem indicacdo dos mesmos sobre a curva.

Para a questao 3, os protocolos foram os seguintes:

e 23 duplas calcularam corretamente a variacdo Ay, ou seja,
Dy = 3xCAX+3X,(AX)* + (AX)®;

* 4 duplas apresentaram dificuldades em manipular expressdes algébricas
e/ou produto notavel e fatoracao;

~ A .
e 18 duplas calcularam corretamente a razao Ey ou seja,

A L ~
A_y = 3xZ +3x,Ax+(AX)*, as demais ndo tiveram sucesso em fungdo dos
X

erros cometidos anteriormente no calculo de Ay e/ou dificuldades com
simplificagdes.
Foram constatados 16 acertos para a questado 4, ou seja, que para um
acréscimo Ax infinitesimal, a razdo de variacdo “tende” a 3x02 (a maioria das
respostas diferentes desta decorrem de erros cometidos na questao 3). Por

outro lado, 5 duplas protocolaram que %a3x02+3x0, evidenciando
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interpretacdo incorreta termo infinitesimal (para Ax) ou do significado
matematico da expressdo “que pudéssemos despreza-lo”. Para estas duplas,

parece que desprezar um termo significa ignora-lo, ao invés de considera-lo

A
como um valor que tende a zero. Uma dupla protocolou que A—y -0,
X

provavelmente entendendo que a razdo de variacdo pudesse ser desprezada.

2 duplas responderam que % - 6%, +2Ax+3, sem indicar como chegaram a

este resultado.

Todas as duplas copiaram o resultado que haviam dado para a questao
4, no pontilhado a ser completado na definicdo apresentada ao final da ficha;
portanto, constatei 16 acertos.

Em plenaria, enquanto se discutiam os resultados, notei que os alunos
estiveram mais atentos nas manipulagdes algébricas exigidas nesta ficha, visto
qgque manifestaram maior indice de acertos (0o que efetivamente se deu,
conforme apontam os protocolos). Por outro lado, a impressédo que tive € que
iria encontrar quase unanimidade de acertos das questdes nos protocolos, pois
nao houve nenhum questionamento quanto aos conceitos envolvidos. Parece
que os alunos, percebendo que sdo minoria em errar uma questao, sentem-se

acanhados em colocar sua duvida para discussao.

Ao institucionalizar a funcdo derivada da fungdo y=x*, foi discutida a

: ~ ~ A : —
interpretacdo da notacao llrrg)A—y = 3x02 , € perguntei: “o que significa calcular a
x-0 AX

derivada da fungdo y=x® no ponto x,?”. Em coro o grupo respondeu:

“significa encontrar a razdo de variacdo entre ele e um ponto bem préximo”.

Lembrei que esta ficha € parecida com a anterior, em que calculamos a
derivada de y=x* e prossegui com a pergunta: “o que significa calcular a

derivada de uma funcé&o?”. Novamente, a maioria observou que “significa
encontrar uma formula para calcular a razdo de variacdo entre dois pontos
proximos da funcdo”, e enfatizei o conceito de derivada como razdo de

variacao.
Pelos protocolos, constatei que para a maioria dos alunos o objetivo
desta ficha foi atingido, e acredito que apds a plenaria, as duplas que haviam
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fracassado (devido a dificuldades algébricas e interpretacdo de enunciados),

melhorem seu desempenho na proxima ficha.

Andlise a posteriori — ficha 10

O objetivo desta ficha era que os alunos encontrassem a funcéo
derivada da funcéo y = 200x.

Para a questdo 2, que pedia a marcacdo de dois pontos genéricos
A(X0,200%x0) e P(xo+Ax, 200(xo+Ax)), conforme previsto a priori, apenas 2
duplas marcaram os pontos em quadrantes diferentes, as demais o fizeram no
primeiro quadrante. Das 28 duplas que resolveram esta ficha, 23 marcaram 0s
pontos A e P corretamente; entretanto, 3 duplas escolheram pontos segundo
seus proprios critérios, como por exemplo A(1 , 200) e P(2, 400) ou
A(-1,-200) e P( 1, 200), evidenciando preferéncia em trabalhar com valores
numéricos ou dificuldades em interpretar a representacao algébrica de pontos
genéricos. Na ficha anterior, foram constatados 4 protocolos como estes, o que
indica que a discussédo realizada anteriormente sobre isto, ndo surtiu efeito
positivo para estas 3 duplas. Constatei também 2 erros: uma dupla marcou o
ponto A coincidindo com o ponto P(Xo, 200xo) e outra, indicou as abscissas de

A e P porxey, respectivamente, embora tenham marcado pontos diferentes.

A
Todas as duplas calcularam corretamente o valor de Ay e de A—y
X

pedidos na questdo 3, ou seja, Ay = 200.Ax e % = 200. O fato de todas
X

as duplas terem acertado esta questdo provavelmente se deve a simplicidade
dos calculos aqui exigidos e/ou as discussdes sobre manipulacdes algébricas
gue foram feitas anteriormente.

Os protocolos da questdo 4 indicam persisténcia de alguns alunos em
interpretarem incorretamente o significado do termo infinitesimal (para Ax) e/ou
da frase “que pudéssemos despreza-lo”, além de dificuldades algébricas. Isto

foi discutido varias vezes em plenarias anteriores, o que pode significar

. A
obstaculo para alguns alunos. Duas duplas protocolaram que A_y = 0 (sem
X
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indicar como chegaram a este resultado), e uma outra que %DZOO.
X

Reproduzo a seguir alguns protocolos:
. by 200x, — 200x,

e 1 dupla = 0 o
AX Xy = X,

« ldupla ;Y - 208X _ 200 _ o,
AX Ax 0

. 3duplas :ﬂ _ 200Ax _ 2000 _ 0
AX Ax 0

 l1dupla : Iimﬂ - 2008 _ 2000 _ 200
&x-0 AX Ax 0

N&o foi constatada melhoras significativas no grupo quanto a este tipo
de questao, visto que na ficha 9, 11 duplas erraram e nesta, 9 erraram.
Todas as duplas copiaram o resultado encontrado na questdo 4 para o

pontilhado a ser completado: llﬁé% T v , 0 que indica 19 acertos.
x-0 AX

Em plenaria, percebi que os protocolos dos alunos iriam sinalizar
elevado indice de acertos (0 que efetivamente se deu), nas questdes 2 e 3. Na
discusséo, perguntei ao grupo: “vocés acham que teriam condi¢cbes de dar o
resultado da razdo de variagcdo para esta funcdo (y=200x) sem efetuar
calculos?”. 1 dupla disse que “a razdo de variacdo € a derivada da funcéo”,
outra que “é 200 vezes o valor de x...”. Como a maioria ndo respondeu ao meu

questionamento, observei que “a razdo de variacdo € sempre 200,
independente do valor de Ax...” e de imediato, um aluno disse que “é o valor
do coeficiente angular da reta!”.

Provavelmente, devido a essa constatacdo ( a razdo de variacdo entre
dois pontos de uma funcao afim independe da variacao entre sua abscissas) ,
de pronto, a turma respondeu corretamente a questdo 4 e manifestou
entendimento na institucionalizagéo da derivada da fungéo y = f(x) = 200x.

Prossegui com a plenaria, relembrando as derivadas calculadas até
agui, e perguntei se era possivel intuir alguma regra para o célculo das
mesmas. A discussdo foi produtiva e através de exemplos, seguidos de
conjecturas, chegou-se a regra: “se a lei algébrica de uma funcdo é
y=f(x)=kx" (kOO,n0Q), entdo sua fungio derivada é y'=knx"".
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Esta plenaria foi produtiva e acredito que o objetivo da ficha foi atingido.

Andlise a posteriori —ficha 11

O objetivo desta ficha era que os alunos encontrassem a funcéo
derivada de uma fungdo constante e que dessem uma justificativa para o
resultado obtido.

Havia previsto a priori, que alguns alunos poderiam ndo completar os
pontilhados dos pontos genéricos A(Xo , ....... ) e P(XotAX,......). Entretanto,
todas as duplas completaram com o valor correto, isto €, 200.

Os protocolos apontam 17 acertos para a marcacdo desses pontos no
grafico (questdo 2) e 2 duplas deixaram esta questdo em branco. 5 duplas
insistiram na escolha de pontos particulares, por exemplo  A(1, 200) e
P(2 , 200). Em discussdo com estas duplas, que vém cometendo este tipo de
erro seguidamente, percebi que interpretam pontos genéricos como pontos
particulares quaisquer, e procurei esclarecer o significado. Pode ser que a
indicacdo de escala no grafico, tenha induzido estas duplas a escolherem tais
pontos. Uma dupla marcou os pontos A e P sobre a reta y=200 sem indicar as
abscissas; 2 duplas marcaram esses pontos no eixo 0x; outra dupla apresentou
erro ao indicar geometricamente a variacdo Ay (conforme apresentado nos
anexos).

Os resultados sinalizam que, pelo menos 4 duplas, apresentam
dificuldades em representar pontos geometricamente.

Todas as duplas apresentaram resultados corretos para os calculos das

questdes 3 e 4, ou seja, que Ay =0 e que a razédo de variacéo % = 0. Em
X

- : . Ay .,
plenaria, quando se discutia se o resultado encontrado para Ey ja era

esperado, o grupo demonstrou tranquilidade em afirmar que sim, e justificaram
conforme previsto a priori. Os protocolos dessa justificativa foram os seguintes:
e 2 duplas : “porque a derivada de uma constante vale zero”,
e 6 duplas : “porque o valor de y € constante”;
» 10 duplas: “porque o coeficiente angular dessa reta vale zero”;

e 4 duplas: “porque o Ay vale zero”;

109



e 2 duplas deram respostas confusas, tais como:

. - o Ay | . .
“Sim, porque a razdo de variagdo de A—y é o nimero 0”;
X

“Sim. Como a funcéo é constante, a raz&o de variacdo néo existe”.

Outras 3 duplas deixaram em branco.

Durante a discussao das justificativas dadas, em plenaria, lembrei que
chamamos fun¢gbes como a que estamos trabalhando de fungé@o constante, ja
que “para qualquer valor de X, 0 correspondente y sera sempre 0 mesmao”;
também foram feitas exploragbes geométricas das variagdes das coordenadas
de pontos do grafico da funcéo, ressaltando que a variagdo emy é sempre zero
e igual ao coeficiente angular da reta que a representa, que € sempre paralela
ao eixo X.

Feita a institucionalizacdo da derivada da fungao y = f(x) = 200 num
ponto genérico, também institucionalizei a regra elaborada pelos alunos: “ a
derivada de uma funcédo constante, em qualquer ponto da mesma vale zero,
cuja notagao pode ser assim: y = f(x) =k (kOO) - f'(x,)=0".

Os protocolos e a plenéaria indicam que o objetivo desta ficha foi

plenamente atingido.

Andlise a posteriori — ficha 12

O objetivo desta ficha era que os alunos verificassem que, reta tangente
ao grafico de uma funcédo num ponto, ndo necessariamente tem em comum ao
grafico apenas o ponto de “tangéncia’. Além disso, disso definir reta tangente,
por um ponto, ao grafico de uma funcgéo.

Das 28 duplas que resolveram esta ficha, apenas uma respondeu a
questdo 1 incorretamente, as demais deram resposta conforme a esperada.

Reproduzo abaixo o erro cometido nesta questéo:
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Os resultados relativos a questéo 2 foram os seguintes:

25 duplas deram resposta que tem 0 mesmo sentido da esperada, ou seja,

bY 7

que “reta tangente a uma circunferéncia € aquela que tem em comum,
apenas um ponto, com a circunferéncia”. Abaixo, estdo reproduzidos alguns

protocolos:

i) “Reta que encosta na circunferéncia”;

i) “E a reta que passa por um Gnico ponto na circunferéncia’;

i) “E a reta que passa por um dos pontos da circunferéncia, somente
um ponto, sem cortar a circunferéncia”;

iv) “E quando a reta compartilha de um mesmo ponto da circunferéncia,
mas somente um Unico ponto”;

v) “E uma reta que passa por um ponto X de uma circunferéncia e que
forma um angulo de 90° com a reta tracada do centro (raio) até esta reta
tangente”;

vi) “E aquela que passa por apenas um ponto da circunferéncia ou
parabola”;

vi) “E uma reta que passa pela circunferéncia apenas em um ponto,
mas que nao pertence ao “lado interno” dela”;

Respostas do tipo i) e ii) foram as mais freqientes. Parece que alguns

alunos, na tentativa de explicitar suas concep¢cbes sobre um conceito

matematico, dao respostas redundantes, como os protocolos iii) e iv). Pode ser

que as duplas que deram respostas como as do tipo v), vi) e vii) , preocuparam-

se em registrar eventuais conjecturas sobre representacdes geométricas.

A dupla que errou a questdo 1, confirmou a concepcédo errada que tem
sobre reta tangente, escrevendo: “é uma reta que passa por dois pontos
pertencentes a circunferéncia” , provavelmente confundindo com secante.

Constatei 2 respostas confusas, cujos protocolos reproduzo:

“’Corta” um ponto na diagonal exterior de uma circunferéncia usando
uma reta”,

“A reta tangente a circunferéncia num ponto € a derivada da curva
naguele ponto (secante da circunferéncia no ponto)”. Entretanto, a
resposta dada por esta dupla* na questao 4 (que pede para definir a reta

tangente ao grafico de uma funcdo num ponto), foi: “é a derivada da
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funcdo no ponto”; este fato indica que estes alunos tém uma concepcéo

de reta tangente que esta proximo do que se quer institucionalizar.

Quanto a questdo 3, esperava que a maioria dos alunos concordasse
que, em cada grafico, a reta indicada é tangente a curva no ponto P.
Entretanto, apenas a dupla referida acima assim o fez. 9 duplas, conforme
previsto a priori, responderam que é tangente, somente a reta indicada no item
a). Os resultados das outras 18 duplas foram os seguintes:

e 2 duplas responderam que a reta do item a) ndo € tangente, as demais
duplas, responderam que a reta é tangente;

* 16 duplas afirmaram que a reta do item b) ndo é tangente, as demais que a
reta é tangente;

* Todas estas 18 duplas registraram que a reta do item c¢) ndo é tangente;

* 4 duplas escreveram que a reta do item d) ndo é tangente, as demais que a
reta é tangente;

* 5 duplas responderam que a reta do item e) ndo € tangente, as demais que
a reta é tangente;

» 2 duplas escreveram que a reta do item f) ndo é tangente, as demais que a
reta é tangente;

* 4 duplas registraram que a reta do item g) ndo é tangente, as demais que a
reta é tangente;

* 4 duplas afirmaram que a reta do item h) ndo é tangente, as demais que a
reta é tangente;

Estes protocolos sinalizam que a concepcdo de tangéncia, para a
maioria dos alunos, esta ligada a reta que tem em comum a curva um unico
ponto, e além disso, que esta reta ndo pode cruzar a curva pelo ponto de
tangéncia, numa clara generalizacdo do conceito de reta tangente a uma
circunferéncia.

Para a questdo 4, esperava que a maioria dos alunos desse uma
resposta que tenha o mesmo sentido que: “agquela que no ponto de tangéncia,
“confunde-se” localmente com o gréfico”, e que ela pode “cortar”, ou até
mesmo coincidir com a curva em infinitos pontos”. Entretanto, exceto a dupla*
e a que errou a questdo 1 (que escreveu: “é uma reta que passa por dois

pontos pertencentes a funcéo”), todas as demais apresentaram uma definicdo
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com o mesmo sentido do protocolo: “reta tangente € aquela que passa
somente por um ponto do grafico, sem cruza-lo”.

Iniciei a plenaria desta ficha lendo a questédo 1, e o grupo ndo manifestou
dificuldades em responder conforme esperava.

Quando coloquei em discussédo a questao 2, uma aluna disse que reta
tangente a uma circunferéncia num ponto “é uma reta que passa por dois
pontos pertencentes a circunferéncia’. A turma reagiu de imediato, alertando-a:
“esta € uma reta secante!”. Confirmando a exclamacéo do grupo, solicitei que a
aluna mostrasse seus protocolos, em que pude constatar o erro cometido na
questdo 1. Parece que a aluna, alertada, percebeu o erro cometido, ao dizer:
“esta certo, fiz confusdo com os termos secante e tangente ... acho que errei a
ficha inteira!”. As manifestacbes do grupo sobre a definicdo pedida nesta
guestdo, conferem com os protocolos reproduzidos anteriormente.

Para discutir a questao 3, reproduzi no quadro negro, o grafico do item
a), e os alunos observaram que a reta indicada é tangente pois tem em comum
a pardbola, apenas o ponto P. Reproduzido o grafico do item c), houve
controvérsias, visto que parte dos alunos dizia que a reta € tangente e outra
parte dizia que ndo, pois a mesma “esta cortando a curva”. Como uma parte
nao convencia a outra, interferi e disse: “a reta indicada é tangente a curva no

ponto P ...”. Parte dos alunos insistia: “mas estad cortando...”. Antecipei a
discusséo da questdo 4, e os alunos afirmaram : “reta tangente € aquela que
tem em comum s6 um ponto com o grafico!”. Neste momento, questionei: “mas
esta reta ndo tem em comum ao grafico s6 o ponto P?”. Responderam:
“tem ..."”. Disse entdo: “de acordo com a concepcao de vocés, esta reta deve
ser tangente ao grafico pelo ponto P, ja que ela tem em comum ao grafico s6 o
ponto P ...”. Embora alguns alunos tenham ficado ressabiados quanto a minha
fala, prossegui, reproduzindo o item e). Novamente, controvérsias: de um lado,
alunos afirmando que a reta € tangente, ja que ela “tem em comum ao gréfico
somente o ponto P”, e de outro lado, que a reta ndo € tangente pois “se for
prolongada, ira cruzar a curva em outro ponto”. Como nao havia entendimento
entre as partes, interferi outra vez, observando que no ponto de contato, a reta

confunde-se localmente com a curva e que, conforme os alunos podiam

113



observar, havia necessidade de se precisar com algum outro elemento, o
conceito de reta tangente. Esse elemento € a derivada.

Neste momento, institucionalizei que a reta tangente num ponto do
grafico de uma funcdo, é aquela cujo coeficiente angular € igual a derivada
dessa funcéo, na abscissa do ponto de tangéncia. Esta institucionalizacéo,
desenvolveu-se através da discussao do calculo do coeficiente angular de reta
tangente, como a razdo de variagcdo entre o ponto de tangéncia e outro
infinitesimalmente préximo a ele. Foi preciso ilustrar esta discussdo com varios
exemplos, tais como f(x)=x*, f(x)=x*+25, f(x)=2x+1, etc. para que 0s
alunos constatassem que a reta indicada no item b) é tangente a funcao afim.

O objetivo da ficha era exatamente o de conduzir a uma discussao para
definicdo de reta tangente, e era esperado que a maioria dos alunos néo
percebesse que uma reta tangente pode cruzar o grafico de uma funcéo até
mesmo no ponto de tangéncia, como é o caso do item c). Por outro lado,
acredito que a discussdo que visava institucionalizar a definicdo de reta
tangente, permitiu atribuir a derivada outro significado: como coeficiente

angular de reta tangente.

Andlise a posteriori — ficha 13

O objetivo desta ficha era que os alunos retomassem a
institucionalizacdo feita na plenaria anterior, qual seja, a derivada de uma
funcdo, num ponto, como coeficiente angular da reta tangente ao gréafico dessa
funcdo por esse ponto, e percebessem que a derivada de uma funcdo, no
ponto de maximo e/ou de minimo, vale zero.

Percebi que os alunos apresentaram dificuldades em trabalhar com os
comandos do Derive, necessarios para resolver as questdes de 2 a 7
(contrariando o que havia previsto a priori). Como o objetivo desta ficha ndo era
avaliar o desempenho dos alunos na manipulagcdo do software, interferi na
resolucdo de parte da ficha, orientando e acompanhando a resolucédo dessas
questdes (uma copia do que é visualizado na tela do computador, esta
apresentada nos anexos). Dessa forma, os protocolos das 25 duplas que
resolveram esta ficha, correspondem a acertos nas questées de 2 a 7.
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Ao analisar os protocolos da questdo 8, que pede a posicao e o
coeficiente angular da reta que tangencia a parabola y=x*+1 no ponto

A(0,1), constatei 4 tipos de “resposta padrao” para esta questdo, o que
permitiu classificar os alunos em 4 grupos. A seguir, reproduzo 1 protocolo de
cada grupo, que permite apresentar uma analise relativa a classificacéo feita.
Tipo 1 (5 duplas): “As trés posicdes encontradas sdo diferentes, pelo fato do
ponto B ser diferente nos trés casos, o que faz variar o coeficiente angular
destes”.

Para estes alunos, as trés retas apresentadas na tela do computador
sdo tangentes a parabola y=x*+1 pelo ponto A(0,1), o que evidencia nédo
reconhecimento geométrico de reta tangente.

Acredito que este grupo relevou parte da plenaria anterior, quando foi
discutido que “uma reta tangente pode, além do ponto de tangéncia, ter em
comum a curva varios outros pontos, e cruzar a curva”, cometendo falhas sobre
esta conjectura.

Tipo 2 (3 duplas): Respostas corretas: “é paralela ao eixo x, com coeficiente

angular 0.

Tipo 3 (6 duplas): “E igual a posi¢éo dada pela funcéo y = 1—)2) +1 e o coeficiente

A 1 ”
angular é —".
10

Em plenaria anterior, enquanto se discutia a interpretagcdo geomeétrica da
derivada, foi institucionalizado que o coeficiente angular da reta tangente a uma

curva, num ponto, pode ser calculado pela razdo de variacao entre o ponto de

A H 13 H A1 ” X X A
tangéncia e um outro “muito préximo”. A reta de equacgdo y = 0 +1 é a secante

a parabola y = x*+1 pelos pontos A(0,1) e B(0,1 ; 1,01). Provavelmente, os
alunos que deram este tipo de resposta, conjecturaram sobre a
institucionalizacdo citada, e entenderam que a “proximidade” entre estes

pontos A e B ¢é suficiente para definir a reta que tangencia a parabola y = x> +1

7

no ponto A(0,1), evidenciando quao delicada € a utilizacdo de expressdes
pouco precisas como “muito préximos”, “infinitesimalmente proximos”, “a reta

tangente se confunde localmente com o gréafico”, etc. e que, portanto, para se
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definir reta tangente ha necessidade de um dado numérico preciso que € o
valor da derivada na abscissa do ponto de tangéncia.

Parece que as discussfes foram suficientes para convencer este grupo
que a representacdo geomeétrica ndo € um caminho seguro para identificar a
reta tangente num ponto do grafico de uma fungcdo e que essa seguranca €
dada a partir da constatacdo, na expressao algébrica, que o seu coeficiente
angular é igual a derivada da funcéo na abscissa desse ponto.

Tipo 4 (11 duplas): “A posicdo é 1, onde considerando apenas no ponto 1,
todas as retas tangenciam. O coeficiente angular, também € igual a 1”;

“Corta a parabola no ponto y=1. O coeficiente angular é 1".

Provavelmente, este grupo respondeu que o coeficiente angular da reta
vale 1, por ser esta a ordenada do ponto de tangéncia, evidenciando que nao
sabem o que é coeficiente angular de reta. Também desconhecem a unicidade
da tangéncia em um ponto, além de ndo fazerem uso de uma linguagem
correta, como quando registram “o pontoy = 1".

Tendo feito essa classificacdo dos alunos, prosseguirei com o
levantamento dos protocolos das questbes 9 a 13, segundo os 4 tipos de
respostas dadas para a questao 8. Registro que 1 dupla (do tipo 4) respondeu
somente as questdes de 1 a 8 desta ficha.

A excecédo de 1 dupla (do tipo 1), que respondeu Yo =1, na questao 10,

sem indicar como chegou a este resultado, todas as outras acertaram as
guestdes 9 e 10.
Todas as duplas agrupadas no tipo 1 erraram a questdo 11 (que pede a

derivada da fungédo y=x*+1 no ponto de minimo), respondendo que vale 2,

segundo o calculo: y'=2x = y'(1)=2.1=2. Parece que para este grupo de alunos,
ponto de minimo € o menor valor da funcdo, e ndo atentaram que a derivada &
dada em funcao de x.

2 duplas do tipo 4 acertaram a questdao 11, as demais cometeram o
mesmo erro que as duplas do tipo 1. Por outro lado, todas as duplas do tipo 2 e
tipo 3, acertaram esta questao, totalizando 11 acertos desta questao .

Os resultados apresentados pelos alunos na questdo 12 foram os

seguintes:
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Nenhuma das 10 duplas do tipo 4 acertou, protocolando que:
Coeficiente angular =1 : 3 duplas
Coeficiente angular =-2 : 2 duplas
Coeficiente angular =1  : 4 duplas
Derivada = -2x = -2 : 7 duplas
Derivada = 2x : 2 duplas
1 dupla nédo respondeu a esta questao.
As duplas do tipo 3 apresentaram os resultados:
Coeficiente angular =-1 : 4 duplas
Coeficiente angular=1 : 2 duplas
Derivada = -2x : 3 duplas
Derivada = 0 (resposta correta) : 3 duplas
As 3 duplas do tipo 2 acertaram a questao.
As duplas do tipo 1 apresentaram os resultados:
Coeficiente angular = 0 : 1 dupla (sem dar indicacbes de como
chegou a este resultado)
Coeficiente angular =1  : 1 dupla
Pelo céalculo y'=-2x + 1 y'(1)= -2.1+1 = -1 , 1 dupla respondeu
gue o coeficiente angular da reta e a derivada da funcao no ponto
méaximo valem —1.
2 duplas néo registraram o valor do coeficiente angular.
Derivada = -2x : 2 duplas
Derivada = 2x : 1 dupla
Derivada = -2 : 2 duplas
Quanto a questdo 13, todas as duplas do tipo 1, e as ndo apontadas
neste paragrafo, apresentaram conclusdes (sobre o valor da derivada no ponto
de maximo e de minimo de uma funcéo) sem sentido. 2 duplas do tipo 2 e 2 do
tipo 3 concluiram que “é igual ao coeficiente angular da reta que tangencia a
funcdo neste ponto” ; embora tenham dado respostas erradas nas questbes
anteriores, 4 duplas do tipo 4 responderam que “o valor da derivada tanto no
ponto de méximo quanto no ponto de minimo esta diretamente ligada ao valor
do coeficiente angular”.

Os protocolos sinalizam que os alunos:
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» Apresentaram dificuldades em identificar geometricamente uma reta
tangente. Tais dificuldades podem estar relacionadas a plenaria
anterior, onde discutiu-se que:

- uma reta tangente a uma curva por um ponto, pode cruzar a
curva no ponto de tangéncia e/ou em outros pontos diferentes
daquele,

- 0 coeficiente angular da reta tangente pode ser determinado
pelo calculo da razéo de variagcdo entre o ponto de tangéncia
e outro “muito proximo”.

» Apresentaram dificuldades no célculo da derivada no ponto de
maximo e no ponto de minimo, nao atentando que a funcéo derivada

é calculada em funcdo de x. Todas as duplas acertaram a questao
10: “calcule a derivada da fungdo y = x*+1 no ponto x”, mas houve

elevado indice de erro na questdo 11:. “calcule a derivada dessa
funcdo no ponto de minimo”. Pelos resultados protocolados, parece
gue estes alunos associaram o ponto de maximo e ponto de minimo
ao valor da fungcédo nesses pontos.

* Relacionaram coeficiente angular de reta tangente com derivada de
funcdo na abscissa do ponto de tangéncia, mas, por outro lado, seus
protocolos evidenciam falha na interpretacdo geométrica de
coeficiente angular de reta, ndo associando-o a sua inclinacédo ( o
que foi previsto a priori).

Na plenaria, solicitei aos alunos que deixassem os computadores ligados

(com o gréafico na tela) para discutirmos os resultados a partir da questéo 8,
visto que acompanhei a resolucdo das questdes anteriores.

Tendo efetuado a leitura do enunciado da questéo 8, questionei sobre a
posicdo da reta que tangencia a parabola y=x*+1 no ponto A(0,1). Alguns
alunos responderam que: “é reta que passa pelo ponto A e o ponto B mais
proximo”, e apenas um respondeu que “é aquela paralela ao eixo x”. Indaguei
sobre o primeira resposta, e o aluno disse: “reta tangente ndo € aquela que tem
o coeficiente angular calculado com dois pontos bem préximos?...".

Novamente, ficou patente que quando se utilizam termos imprecisos como
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“pontos proximos”, “reta se confunde localmente com o grafico”, etc. , pode-se
induzir os alunos a erros. Tendo discutido novamente, reta tangente como
posicdo limite das secantes e aquela cujo coeficiente angular € o valor da
derivada na abscissa do ponto de tangéncia, os alunos observaram que a reta
tangente a parabola pelo ponto A (discutimos que este € o ponto minimo) é
paralela ao eixo X, e que seu coeficiente angular (que representa sua

inclinacdo) vale zero.
Na discuss&o do célculo da funcdo derivada da fungdo y = x* +1, notei

que os alunos, automaticamente deram o resultado esperado, oportunidade
em que foi institucionalizada a derivada de soma de fun¢des. Também néo
constatei ocorréncia de erros na questao 10.

Ao discutir a questdo 11 (“qual é a derivada da funcdo dada por
y =x*+1 no ponto de minimo?”), alguns poucos alunos responderam que vale

zero. Nenhum aluno manifestou, depois da discusséao, dificuldades (conforme
as apontadas anteriormente) sobre o correto entendimento de ponto de
minimo.

Na discusséo da questao 12, todos responderam que a tangente pelo
ponto maximo € paralela ao eixo X, “tocando” a parabola nesse ponto. N&o

houve problemas em responderem que o seu coeficiente angular vale zero,
associando-o a sua inclinagéo, e também a derivada da fungdo y=x*+1 na

abscissa do ponto de maximo.

Ao indagar pela conclusdo (questdo 13) sobre o valor da derivada na
abscissa do ponto maximo e do ponto minimo de uma funcéo, a maioria dos
alunos disse que “corresponde ao coeficiente angular da reta que tangencia a
curva nestes pontos” e de imediato, responderam que, nesse caso, ele vale
zero. Um aluno indagou: “entdo, sempre que a abscissa de um ponto for zero,
a derivada vale zero?”. Apresentei outros tipos de curva, com maximo e
minimo, cujas abscissas séao diferentes de zero; discutimos sobre a derivada
neste pontos, evidenciando que sua conjectura era falsa. Na discusséo,
observei que alguns alunos néo relacionavam vértice de parabolas a ponto

maximo ou ponto minimo. Aproveitei a oportunidade, propondo discussdes
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sobre o sinal da derivada e coeficiente angular/inclinagéo de reta tangente em
pontos pertencentes a intervalos de crescimento e decrescimento de funcdes.

Havia previsto a priori, a utilizacdo de uma transparéncia para
conjecturar sobre reta tangente como posi¢cao limite das secantes; entretanto,
devido as discussdes realizadas em plenéria, ndo houve necessidade de se
utilizar tal transparéncia.

Acredito que apoOs a realizacdo da plenaria, o objetivo desta ficha foi
atingido, embora muitos alunos, ao perceberem que cometeram erros na
resolucdo das questdes, preferem participar das discussées como ouvintes, 0
que dificulta confrontar o que havia previsto a priori com o que efetivamente se

deu.

Andlise a posteriori — ficha 14

Como a aplicacédo desta ficha so foi possivel 2 meses apds a anterior,
pois neste intervalo de tempo os alunos estiveram em época de provas e
também em férias escolares, estabeleci (0 que ndo estava previsto a priori)
antes de apresenta-la aos alunos, uma plenaria, em que foram retomadas as
fichas anteriores e discutidos os conceitos ja institucionalizados.

O objetivo desta ficha era que os alunos retomassem 0s conceitos
institucionalizados em fichas anteriores e utilizassem a derivada como
ferramenta de resolugéo do problema inicialmente proposto.

Os resultados dados pelas 23 duplas que resolveram esta ficha foram os
seguintes:

Todas as duplas iniciaram a resolucdo da questdo 1 determinando
corretamente a funcéo derivada da fungdo y =4x® —60x? +200x + 200 (em que

y representa 0 numero de bactérias e x 0 tempo de exposi¢cdo ao antidoto);
além disso, ndo constatei a ocorréncia de erros no célculo das raizes dessa
funcdo derivada. 20 duplas responderam com clareza a questdo: “qual é,
precisamente, 0 tempo necessario para que o numero de bactérias comece a
diminuir?”, ressaltando, que este tempo corresponde a uma das raizes
calculadas, qual seja: x=2,1132, as demais deixaram essas raizes indicadas,
sem destacar a resposta esperada.
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Todas as duplas acertaram a questdo 2, substituindo x=2,1132 na
funcdo y = 4x> +60x* + 200x + 200.

Quanto a marcacdo dos pontos solicitados nas questdes da ficha, foi
constatado a ocorréncia dos seguintes erros: 1 dupla atribuiu os valores 2,1132
e 7,8867 aos pontos maximo e minimo, respectivamente; 1 dupla atribuiu os
valores 2,1132 e 7,8867 aos pontos minimo e maximo, respectivamente; 1
dupla atribuiu o valor 392,4508 ao ponto maximo e 7,5499 ao ponto minimo
(esses valores correspondem, respectivamente, ao valor da funcdo nesses
pontos). Além disso, 1 dupla tragou a retas tangentes pelo ponto maximo e pelo
ponto minimo com inclinagdes diferentes de zero.

Todas as duplas, ao comparar os resultados das questbes 1 e 2 desta
ficha com as estimativas da ficha 2 (conforme solicitado na questdo 3),
perceberam que os valores estdo proximos, e a maioria observou que o0s
resultados encontrados nesta ficha correspondem a valores “mais precisos”.

Todas as duplas acertaram a questado 4, substituindo o valor x=7,8867
na fungéo y = 4x® - 60x* +200x + 200.

Quanto a questdo 5, que pede a variacdo instantanea do namero de
bactérias em x=2, as respostas foram as seguintes:

» 17 duplas acertaram, efetuando calculos conforme previsto a priori;

* 1 dupla deixou em branco;

* 3duplas registraram : x=2[ y =392

x=211320 y=392,4501
Ay _ 392,4502-392

=3,9761
DX 21132-2
e 2duplas: x=20 y'=8
x=2050 y'=4/43
Ay _8-443 _ +7140
Ax  2,05-2

Os protocolos evidenciam que o objetivo desta ficha foi atingido para a
maioria dos alunos, embora a maior incidéncia de erros/dificuldades tenha
ocorrido na questdo 5, provavelmente porque os alunos que a erraram nao
tenham atentado a esséncia do conceito de derivada, institucionalizado em

fichas anteriores.
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Em plenéria, reproduzi no quadro o gréfico apresentado na ficha, e
discutimos que o tempo pedido na questdo 1 refere-se a abscissa do ponto
maximo da funcédo. ldentificar este ponto pareceu tarefa facil para a turma.
Perguntei como poderiamos encontrar o tempo necessario para que o numero
de bactérias comece a diminuir e, de imediato, responderam que basta derivar
a funcéo dada. A discussao sobre a questdo da derivada me levou a crer que
os alunos apreenderam que a reta tangente a uma curva pelo seu ponto
maximo e minimo, tem coeficiente angular igual a zero, o qual corresponde a
derivada da funcdo na abscissa desses pontos, e além disso, que tais
abscissas sao as raizes da funcéo derivada.

Nessa discussdo também foram abordadas as questdes 2 e 4, em que
nenhum aluno apresentou dificuldades em respondé-las corretamente.

Na discussédo da questdo 3, que pede para se comparar 0s resultados
obtidos com a estimativas feitas anteriormente, percebi que os alunos reagiram
com entusiasmo, ao constatarem que a utilizacdo da derivada como um
ferramenta de resolu¢do de um problema, € um mecanismo eficaz, visto que
esses resultados estdo bem proximos daqueles obtidos nas exploracdes (do
grafico) feitas com o computador. Perguntei se alguma dupla, nestas
exploracdes, tinha encontrado exatamente os valores obtidos nesta ficha, e
todos negaram. Ressaltei que os resultados aqui obtidos estdo bem préximos
aos dos exatos, pois trabalharam com 4 casas decimais.

Foi discutido, ao abordar-se a questdo 5, que a variacao instantanea do
namero de bactérias em x=2, é dada pela derivada da funcao

y = 4x® - 60x> + 200x + 200 neste ponto. Pareceu evidente aos alunos que é

este o calculo necessario para responder a questéo; nao foram detectados, em
plenaria, a ocorréncia de erros como os apontados anteriormente. Ressaltei a
esséncia do conceito de derivada (taxa de variagdo instantanea), e o
coeficiente angular de reta tangente € um dos significados que pode a ela
(derivada) ser atribuido.

As discussbes em plenaria evidenciaram que o objetivo da ficha foi
atingido, e a finalizei, projetando com a calculadora TI92, o grafico da fungéo

y = 4x® -60x* + 200x + 200 e de sua funcdo derivada, no mesmo sistema de

eixos, oportunidade em que foram feitas exploracées sobre crescimento,
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decrescimento, pontos de maximo e de minimo e o valor da derivada nestes

pontos e intervalos.

Conclusdes

Os protocolos dos alunos, assim como as plenarias realizadas, permitem
levantar as conclusdes que se seguem.

Conforme apontado anteriormente, Chevallard, em sua investigacao
sobre o que acontece quando o contrato didatico, vigente por muito tempo no
decorrer da vida escolar dos alunos é transgredido, expde regras implicitas que
regem os comportamentos dos alunos e do professor em relacdo ao saber.
Dentre essas regras, a que manifestou-se com maior intensidade, neste
trabalho, foi: “em matematica resolve-se um problema efetuando-se operacoes;
a tarefa do aluno é encontrar a boa operacéo e efetua-la corretamente”. Como
exemplo, cito que a maioria dos alunos ndo aceitava, inicialmente, que néo
tinha a ferramenta disponivel para resolver o problema colocado. Foi preciso
gue eu interferisse nas discussdes, de modo a leva-los a perceber que
especulacées em torno de dados apresentados numa tabela de valores, e
também que seus conhecimentos disponiveis, mesmo tendo um programa de
computador a disposicdo, ndo seria suficiente para resolver o problema
inicialmente proposto.

Num primeiro momento, a ruptura do contrato didatico que estava
propondo, nao foi percebida , visto a inseguranca dos alunos frente a questdes
abertas. No entanto, ao discutir que questdes matematicas né&o
necessariamente devem ter apenas respostas numéricas (0 que causou
surpresa para a maioria dos alunos), e também a aceitacdo dos alunos em
“trocar os papéis” para corrigir seus resultados, deu indicios que tal ruptura,
aos poucos, foi percebida.

Os alunos também trazem consigo certas “herancas” firmemente
arraigadas; uma delas é a tendéncia de estender uma conjectura/concluséo
valida para um caso particular a outros em que ela pode nao funcionar. Em
plenaria, foi possivel alerta-los quanto aos prejuizos que isto pode causar; este
fato foi benéfico ao aprendizado, visto que em outras oportunidades, os alunos

guestionaram sobre a possibilidade de validacao de conjecturas/conclusdes por
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eles desenvolvidas. Outra heranca € apresentarem facilidade na aceitagdo de

regras, mas sem atribuir um significado para elas; mais uma vez, a plenaria foi

0O meio para que eu constatasse este tipo de ocorréncia, e interferisse no

sentido de discutir a elaboracéo de tais regras, atribuindo-lhes o significado de

raz&o de variacao infinitesimal.

As plenarias realizadas ap0s a resolucdo das questdes das fichas,
permitiram identificar certos comportamentos adotados pelos alunos em sala
de aula. Por exemplo, notei que aqueles que percebem que sdo minoria em
errar uma questao, sentem-se acanhados em expor suas dificuldades para o
grupo e “participam” das discussdes como ouvintes. Além disso, as discussdes
permitem reconduzir o processo de ensino e aprendizagem, constituindo-se de
um mecanismo eficaz para, observadas dificuldades dos alunos, apresentar
exemplos e propor exploragdes, com a intencao fazer progredir o aprendizado
de toda a classe.

Aponto a seguir, algumas dificuldades apresentadas pelos alunos nesta
sequéncia didatica.

* Ao comparar os protocolos com o qué os alunos expdem em plenaria, pude
constatar que eles apresentam dificuldades em expressar-se por escrito.
Esta dificuldade parece mascarar a manifestacado de sucesso do aluno ante
algum saber culto, podendo o professor interpretar seu protocolo como
manifestacéo de fracasso (efeito Jourdan “ao contrario”).

 Os alunos interpretam enunciados de questdes matematicas de modo
incorreto, 0 que conduz a conjecturas sem sentido.

* Visualizar e interpretar geometricamente a variacao, pareceu novidade para
a maioria do grupo. Para os alunos, este conceito espontadneo estava
relacionado apenas a um resultado numérico, obtido de uma operacao
matematica.

» Dificuldades em manipular simbolismos algébricos, fatoracdo e
simplificacéo.

» Localizar pontos no grafico de uma funcéo foi uma dificuldade que persistiu
até a ultima ficha, para alguns alunos. A causa disto parece provir de falhas
na interpretacdo da notacao algébrica de pontos. Além disso, embora tenha
sido discutido em plenaria o significado do termo ponto genérico, alguns
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alunos entendem-no como “um ponto particular a ser escolhido
aleatoriamente”.

* Alguns alunos interpretaram infinitésimos como quantidades despreziveis,
eliminando-as em todas as expressdes em que comparecem.

* Os alunos estendem a concepg¢do de reta tangente & uma circunferéncia
para reta tangente a uma curva por um ponto, 0 que acarreta erros no
reconhecimento geométrico de reta tangente

* Na&o relacionam o coeficiente angular de reta com a inclinagdo da mesma .

* Quando se pede alguma explicacdo para os resultados obtidos, os alunos
acham que os resultados numéricos bastam por si sé, evidenciando falhas
em fazer conjecturas.

Observei que alguns objetivos ndo foram atingidos, porque, conforme
apontado acima, os alunos apresentaram dificuldades em conjecturar e/ou dar
explicacbes para resultados que encontraram previamente. E fato que estes
alunos néo estavam acostumados a responder questdes deste tipo; entretanto,
minha expectativa era que eles dessem naturalmente a resposta esperada.
Isto sinaliza que a ruptura do contrato didatico habitual que proponho com esta
pratica pedagdgica, aparenta ser um processo que se da aos poucos, exigindo
do professor atencdo em prosseguir com as atividades e promover em plenaria,
exercicios para fixacdo de conceitos institucionalizados. Exemplo disto é que,
mesmo apos ter sido discutido que reta tangente a uma curva, por um ponto da
mesma, pode cruzar esta curva no ponto de tangéncia e em outros pontos, e
também depois de institucionalizado que ela (reta tangente) é entendida como
posicdo limite de retas secantes, alguns alunos afirmaram que uma reta que
passa por dois pontos muito préximos de uma curva, caracteriza uma reta
tangente. Este erro pode ter sido resultado da utilizagcdo de termos pouco
precisos, como “muito proximos” e a pouca énfase dada a definicdo de reta
tangente como sendo aquela cujo coeficiente angular é a derivada da funcao
num ponto x, abscissa do ponto de tangéncia.

O ponto central desta pesquisa € verificar se utilizar esta pratica
pedagogica traz algum ganho para o processo de ensino e aprendizagem do
conceito de derivada. Aponto a seguir, aspectos que efetivamente contribuiram
para a evolucdo desse processo.
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Apresentar um problema e levar os alunos a concluirem que ndo podem
resolvé-lo, pois ndo tém a ferramenta disponivel, e também explicitar que as
atividades propostas visam a construcdo de um conceito que permite
solucionar o problema, foi um estimulo para que eles desenvolvessem as
atividades.

Propor inicialmente aos alunos que estimassem a solu¢do do problema
apresentado, favoreceu a apreensdo da esséncia do conceito de derivada
como uma ferramenta util para problemas que envolvem variacdo, visto que
concluiram que os resultados precisos obtidos, estiveram bem préximos dos
estimados.

Embora os alunos tenham apresentado algumas dificuldades que néo
estavam previstas a priori, as plenarias foram um mecanismo eficiente para
gue boa parte dessas dificuldades fossem discutidas no sentido de sana-las.
Além disso, os elementos que propiciaram as discussfes foram as questbes
abertas, aliadas as interferéncias que fiz no sentido de reconduzir a aula,
guando fosse o caso, e também o aumento gradativo do nimero de alunos
participantes em plenéria. No inicio da sequéncia didatica, estes alunos deram
indicios que a nocdo de variacdo € um conceito espontaneo. Utilizar esta
nocdo como “ponto de partida” para abordar o conceito de derivada, apontou
ser uma escolha acertada.

A esséncia do conceito de derivada, e também sua “ligagdo” com o
coeficiente angular de reta tangente parecem ter sido assimiladas pelo grupo,
visto que as plenarias mostraram-se bastante produtivas, pois a maioria dos
alunos manifestou entusiasmo em discutir e construir estes significados para o
conceito. Além disso, parece que a maioria convenceu-se que a derivada é
uma ferramenta eficiente para resolver o problema sobre maximo e minimo
inicialmente apresentado, visto os resultados obtidos na ultima ficha.

Por outro lado, pouca atencdo foi dada a interpretacdo fisica da
derivada, o que pode sugerir continuidade deste trabalho abordando o conceito
através de experimentacdes referentes a esta area de conhecimento.

Aparentemente, o tempo gasto na sequéncia € longo (aproximadamente
20 horas); entretanto, leve-se em conta que foram abordados diversos

conceitos, e ndo apenas a derivada como razao de variagéo infinitesimal, e a
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analise do desempenho dos alunos com um todo, sinaliza que este tipo de
pratica pedagogica mostrou-se eficiente. Exemplo disso, foi o resultado
apresentado pelos alunos na prova de final de semestre, cujo indice de acertos
nas questdes em que o conceito de derivada era utilizado como ferramenta de

resolucao, foi bem superior ao observado em anos anteriores.
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ANEXOS

Apresento a seguir, algumas respostas dos alunos que considerei “mais

originais” e/ou que mereciam “destaque”.

Ficha 1, questdes de 2 a 9: Evidéncia da clausula implicita do contrato didatico
que diz: “ja que estou respondendo a uma questao matematica, esta deve ter

uma resposta numérica” e respostas que vao além do esperado.

2) O que vocé acha que acontece com 0 numero de bactérias na primeira
hora de exposi¢édo ao antidoto?
2mn 1YY
3) O que vocé acha que acontece com o numero de bactérias no intervalo
de tempo de 1 a 2 horas de exposi¢do ao antidoto?

W\M{}W\(’{%mﬂﬁwwm i g

4) O que vocé acha que acontece com o numero de bactérias no intervalo
de tempo de 2 a 3 horas de exposi¢ao ao antldoto’P

Wy Ok o 14 K.
5) O que vocé acha que acontece com o nume% bacterlas no mYeW
detempode6a7’ horas de exposi¢ao ao antidoto?

rb»’)f M DA VUL Dan~

X (& v L S ._). ! ;
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ntre 7 e 8 horas de exposu;ao ao ant|doto
Padutho o193 om mﬁ)c»cw

N < VN C\ 9
7\)J|dem entre 8 e 9 horas de exp05|g:ao ao antido
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8) Idem entre 9 e 10 horas de exposu;ao ao antldatz
@Y\ufwxﬁrw &Dbmw Mk,q 00.@ NW»(‘)‘}
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gwmkg QA 4mmoj\mmﬂom@o,@uvvu® oAe
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Ficha 1, questdo 9 : Calculo da variacdo utilizando modulo e pelo “valor inicial

menos o valor final”.

9) Calcule a variagdo do numeto de bactérias em todos os intervalos de

tempo acima considerados.

DeOatl: ~ = | z2go- 344 | =
Dela2 ~ = (344 _ 392) =
De2a3 v =\392- 36¢8]~
De3a4  y=)| 8% -XRIe| =
De4as  Vv: \2a6- 2001 =
De 5 a 6: 1= |- 104 <
De6a7: V- \nod-— 32\ =71
De7as ¢ =\ 32 -3\ =29
De8ag: Vo g-5el= 48
De9a10 N = | BG - zo00) =

10y
48
24
32
96 \
o6
2

Lan

Ficha 1, questdo 8: Calculo da variacao utilizando mdédulo e pelo “valor final

menos valor inicial”.

9) Calcule a variacdo do numero de bactérias em todos os intervalos de

tempo acima considerados.

DeOa1: {344 -,op¥lveyl = 144

De1a2 §34g-344b=14% 1 = 4%
De2a3: §36%-3G2-1Fz4l = 29
De3a4 296-36% = 1-32]1 =32
Ded4as 200-296 ={-56|"q¢
De5a6 104 -2¢0 = (-G - 96
De6a7: 22 ~—(O4 = [-321 =32
De7a8 ¢ -32 Io|-24l=2¢4
De8a9 <( -% = (481=¢%%
Degsato 200-S¢ - 144l = 144

Vex2-xt = LUI
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Ficha 1, questdes 9 e 10 : Respostas nao previstas a priori: observacao de

simetria.

9) Calcule a variagdo do ndmero de bactérias em todos os intervalos de
tempo acima considerados.

Det1a2 . w V)

De22a3  dwaoro 29

De 3 a 4: W 7?—\
De 4 a5: "

Do
De5a6:' . ‘No>/ _
De6a7: " 12 |
De7a8: W Yy
De8ag  owwaioy e
De9a10 W Ay

10) O que voceé observa com a variagdo do nimero de bactérias nos
intervalos de tempo de exposicdo ao antidoto acima considerados?

Ech\‘{ weeon \Boc{éc vo. Nooego vo W &\ro\‘{ﬁ% "’r—k‘& o N>
Q&wwo\ \roron ; N o 2 T o s{m{:\\\m\\cﬂo\ L owowa
"vacs?_f-e\\lou‘ﬁﬂk(, éﬁ, SN < - WP juoméo o ¥ ‘EL \A{”&b
\10\\0\ (V) \)AQQ ‘Y‘\D;
\\wg ?.QQ»WQN:, \0049 < o}«)’;k}\o o SO t_ow\ug:m o oy
R o 2 \ygon Mo SR VN‘“SSQ Y
o o U (T o o (2 \\:ﬁo KQ&b \é\g cok\‘\ho\)
ﬁo-éo &‘k o 22 \weon \ &.‘3@,&3 0o wUnod v\(uk &
\Qqc, ’{.i\so‘s s

S\'Q OQ\ o e \o@o\ \"}}@\"O\) oo Wheeo  Waca

él \ro {}\\0‘9.
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Ficha 2, quest&o 4: Evidéncia da regra implicita internalizada em alguns alunos

gue “sempre ha uma resposta para uma questéo e o professor a conhece”.

4) Vocé tem elementos para determinar com precisdo o tempo necessario
para que o numero de bactérias comece a diminuir?
S, pois podEwmos  domma como base ol ta) chleulo w lei e dencreve
casscineato  das bacleains o6 ac do amXdolo, ousgnm.
aduboindo valoes e tewpos wa Lot enn ée\e&nxuaéo
esteym proxino do devpo Qe Q"ed“

o -

inltervalo gue

Ficha 2, questdo 4: Resposta dada de acordo com a esperada.

PO - Qo> O MY de \Oﬂc-scnh.\ Qoéc p/ﬁrw ém 10::9,;3 de yequmds
pertM . B Heéf'c,!l/o bOMc;u ﬁ?lﬁ & Ke-//h e~ heova'.

Ficha 3: Descricdo de correcdo da ficha anterior e evidéncia de confianca em
dados fornecidos pelo computador.

CorriSrussnced © c\\b&;@ O bowee o wWeNntreD Sy

D doaded DO Yocvar U o coou den~Aoldes , & S ox\c’»\\k,s
M [ C NI VNP = S

[ 1; 4 7%@9/4@ j%z( Ver/caaé/Oe/ F ;ccr

/ rece MCD lee D2 5 WQ’,{ ) o't
(v /CGM@,_/?&‘? a/ b(ms L/C(/ ves ?//IC@(‘/I é (7/,5 a// A
S EMfrE= @res g relon Oé_s,
2 >/} é IC"th/QA /%A =5 /¢Q§_ /l/‘an
MCZ -e L7 rr-‘/eﬁ _ O/ _
P = R N~
e el = e o P e
-
C{e 632 &;c ef/GS P RE

BA?ués o (/er, ,ché‘/oa/ quac\cs A/a;c
_@fﬂre De/ Vg%ér/as Comesa o
o i = 7%6 =
@ Je Z,25zZ>
jlﬂ/l{m&ut?/ C(Q,Wl@' Amc‘,qéjf&

—,Lerxt/l LD S
(e 6 C@ VC / [‘
B A, \/6/}7/ Fe/ et
%e Q wel <€ Wl/@o /
et (cam&:/s e SNy )DMTNQ Q/D
vey \/2</ o ST Cx . o
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Ficha 8, questdes 3 e 4 : Evidéncia de dificuldades com manipulactes

algébricas e falta de entendimento de acréscimo desprezivel.

concluir?

Que AN ok para  kodes oe ConOs Qi ©
dobro A OB EOAN. AL :\\,onto ols. Gonado

0o poled do ool Aw £ .;;%umz.

2) Se o acréscimo Ax gue a abscissa de P sofreu em relagdo a abscissa de A

fosse tao pequeno (infinitesimal), que pudéssemos despreza-lo, qual seria o

A . . o . .
valor de sz no caso P — A (imagine que o acréscimo Ax seja muito menor

) ) Ay D
que aqueles considerados na ficha 6) ? Ar .

Este fato é denotado por Lim%: ..... (P ............ cujo resultado se chama

Ax—0
derivada da fungdo y= f(x)=x> no ponto xo , indicada por f(xo) ou y'(Xo)
ou[ﬂ)
dx

J x=xa

Ficha 9, questdo 3: Evidéncias de dificuldades em manipular expressdes
algébricas, fatoragéo e simplificacao.

3) Calcule no caso P A:

) 2 b 5]
Ay=.<?ic.¥_?l) - 105: f’% 53(01011 33(0)1)1.,» _/)}f - :@ z
336 34D pal 4 92 A)c( d56+ 3xg D 4 of)

&y 4 )., 23 ).
=0A0x¢ 9% px 40X°) 1 yx By 4936 02405 - dxs 40X
Ax Yo 4 o3 =IKG - D 2 , @%f

3) Calcule no caso P - A:
3 =
Ay=<\(@+ bx)g— y®3: %/4 3)630)(4‘ Lo —%: 3)(@54*"’“
ING

e NS LA NV
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Ficha 10, questdo 2: Escolha de pontos genéricos segundo critérios da dupla.

W= (e ,Wio) haie (‘A}_W)

¢= (w*b«)'lz@ (wrbc) Y= b'{ldé\
D=t o

Y

—
k

t+2osr —

-r-lca

'

T -10¢

— — —+-z00

T 209

= ~40C

Ficha 10, questdo 2: Erro na marcacao de pontos geneéricos distintos.

Jooxo Fro0— 7 7

\

-1c0 (
f

T

]

+ -2900

T —-300
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Ficha 10, questdo 4: Erros com manipulacdes algébricas, simplificacdo e

fatoracdo, entendimento incorreto de infinitésimos.

4) Se o acréscimo Ax que a abscissa de P sofreu em relacdo a abscissa
de A fosse tdo pequeno (infinitesimal), que pudéssemos despreza-lo,

qual seria o valor de % no caso P—>A?

%=ZOOlrc loo. Z _ 3/

A 2@’/\)

. 4

Este fato é denotado por lel;: ........... Este resultado se chama
Ar—0

derivada da fungdo y = f(x)=200x no ponto xo , indicada por f(xo) ou y'(xo)
ou[ﬂj .
‘ix X=Xg

-t

4) Se o acréscimo Ax que a abscissa de P sofreu em relacdo & abscissa
de A fosse tdo pequeno (infinitesimal), que pudéssemos despreza-lo,

qual seria o valor de % no caso P—>A?

.....................

Este fato é denotado por Ll'm%mmta.—;boxa Este resultado se chama
Ax—0

A o
derivada da fungdo y = f(x)=200x no ponto xp , indicada por f(xg) ou y'(xo)

ou [ﬁ’z] |
dx xX=xy

Ficha 11, questdo 2: Erro ao indicar a variacdo Ay (pagina 112).

1...

+ aoco
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Ficha 11, questdo 4: Justificativas evidenciando conjecturas validas para

funcdo constante.

4) Se o acréscimo Ar que a abscissa de P sofreu em relacdo a abscissa
de A fosse tdo pequeno (infinitesimal), que pudéssemos despreza-lo,

qual seria o valor de % no caso P—>A?

» O resultado obtido ja era esperado? Justifique. M
o
M (RS ) AL TOOLO. G N
new

Este fato é denotado por [ jm—>=... Q... Este resultado se chama
Ax—0

; Ax
derivada da fungdo y= f(x)=200 no ponto x, , indicada por f(xo) ou y'(xo)

ou(2) .
dx x=xg

4) Se o acréscimo Ar que a abscissa de P sofreu em relacdo & abscissa
de A fosse tdo pequeno (infinitesimal), que pudéssemos despreza-lo,

qual seria o valor de % no caso P—->A?

EY
2D

O resultado obtido ja era esperado? Justifique. .
Jl;m /W’)/ﬂé oﬁwwaz)ga O/G?m/z@/ 77«9721%4’ QP w’#‘m’é a«g"—&ﬂ ‘/0,
1o a 7"0&9;’m/7&4/”’°"&4 oo 200 o X |
Este fato & denotado por Lim-i—i}: ....... 0 ......... Este resuitado se chama
Ax—0

derivada da fungdo y= f(x)=200 no ponto x, , indicada por f(xo) ou y'(xo)

ou [QJ .
ch‘ X=X

0
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Ficha 12: Generalizacdo do conceito de reta tangente a uma circunferéncia

para tangente ao grafico de uma funcgéo.

1) Desenhe uma circunferéncia, escolha um ponto perten%ente aelaetrace areta
tangente & circunferéncia por este ponto. '

2) Como vocé define reta tangente & uma circunferéncia num ponto?
[m/wl\ qur e PR LN Wy/m,;éa COMIM. Com g W’}é"“;w]

thmam

3) Quais das retas abaixo s&o tangentes no ponto P aos graficos representativos
de uma fungdo? :

1K
3 Iy

ANV AVAY <

- 7 “

ZM/‘LZ;G W/%’””\ﬁma«mu;uw ;],4'9 ot COm Abm
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Ficha 13: Coépia do que € visualizado na tela do computador para resolucao das

questdes de 2 a 7 (pagina 108).

#1 F(x) 1= x2 + 1

(k) — Fla)
#2: INC(a., b) :=

b — a

#3: SECA{a, b) := INC(a, b)-(x — a) + F(a)
F*4 = INC(O, 1)
#5: 1
#6: seca{o. 1)
#7: x + 1
#8: INC(O, 0.5)
#9: 0.5

#10: SECA(0., 0.5)
#11: 0.5-x + 1
#12: INC(0, 0.1)
#13: 0.1

#14: SECA{(O0, 0.1)

#15: 0.1-xx + 1

Ficha 13, quest&o 8: Diferentes conjecturas sobre posi¢ao e coeficiente angular

da reta tangente a uma parabola pelo ponto minimo.

8) Observando os resultados encontrados nos trés casos acima considerados,
qual é a posigdo da reta que tangencia a parédbola y = x* +1 no ponto A(0,1)?
Qual é seu coeficiente angular?

éLA&PWVJMWWVdN*M>3$$w>¢QW%¢QQW\&,{WwAhig

%—’n\lWﬂ04mmk:A(oﬂ'$‘guAi » Ll
BJP*“Mkk G~ﬁW%Q&>d¢.N*}_J~“'HA&4Q < ,

ol o3

Hl

( Y /@M\,O) dao }AJ(;\, CtM)\ 'awfmup, a
~ . \
= 4 =L

‘59 uul 1?,“1;’?\‘& fI),,fraCJA})LQON 2 @
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Continuacéo ficha 13, questéo 8.

bl andke  conloncle > porohsle ™0 Camdo g b

A0 (=4, 1)

Ficha 14, questédo 3: Evidéncias de entendimento da derivada como ferramenta

eficiente na resolugcédo de um problema sobre maximo e minimo.

3) Compare estes resultados com as estimativas feitas na ficha 2.
05 susddacy 4ah barcamenk squacy, M Gu va ficha 2.

nGe honhomer B PriCHGE

MMW}O o dtrCuador bl Qumq;b WOYMM
0 Yo nak L Gt 0 - e hochene ot

I LV SNL YU ) OMAn -}‘,{,v\/\-d; ’PA‘(H/’W-""\‘L.L O oA e (2% L PPN
0“ hact 22 ol e, 2 Tt O o n? WM«M A
o, b j{«pﬂm S |
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