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RESUMO

As pesquisas sobre ensino-aprendizagem da Algebra Linear vém obtendo
“mundialmente” uma maior atencéo dos investigadores em Educacdo Matematica.

Este trabalho objetivou coletar e apresentar as pesquisas de autores
brasileiros sobre o ensino-aprendizagem da Algebra Linear, realizadas na década de
90. A contribuicéo brasileira foi analisada e inserida no contexto das pesquisas feitas
em nivel mundial na area.

Concluiu-se que, embora houvesse um pequeno numero de obras brasileiras,
estas apresentavam resultados coerentes com as pesquisas “mundiais”, algumas
vezes contribuindo com resultados inéditos; além disso, apontavam sugestfbes para

outras investigacées na area de ensino-aprendizagem da Algebra Linear.

Palavras-chaves: estado da arte, ensino-aprendizagem da Algebra Linear,

pesquisas brasileiras.



ABSTRACT

The researches on teaching-learning of the Linear Algebra come "globally"
obtaining a larger attention of the investigators in Mathematical Education.

This work objectified to collect and to present the Brazilian authors' researches
on the teaching-learning of the Linear Algebra, accomplished in the 90's decade. The
Brazilian contribution was analyzed and inserted in the context of the researches
done in world level in the area.

It was ended that, although there was a small number of Brazilian works,
these presented coherent results with the "world" researches, sometimes contributing
with unpublished results; besides, they aimed suggestions for another investigations

in the area of teaching-learning of the Linear Algebra.

Word-keys: state of the art, teaching-learning of the Linear Algebra, Brazilian

researches.
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INTRODUCAO

O presente trabalho visa fornecer um panorama das pesquisas realizadas por
autores brasileiros, escritas na década de 90, sobre o ensino-aprendizagem da
Algebra Linear.

Primeiramente, ratifico a importancia de pesquisas nesta area, argumentando
a respeito da relevancia da Algebra Linear; também apresento dados que
evidenciam a existéncia de problemas no processo de ensino-aprendizagem desta
disciplina e delineio o objetivo de minha pesquisa.

Tendo em vista o fato de nao ter encontrado metodologias para a elaboracao
deste panorama, descrevi no capitulo Il os procedimentos metodologicos por mim
adotados para fazer esta pesquisa.

No capitulo Ill apresento algumas obras do tipo “estado da arte” sobre
pesquisas em Educacdo Matematica seguida de um panorama das pesquisas em
Algebra Linear. Estes artigos possibilitardo situar na conclus&o o atual panorama no
contexto mundial.

Desenvolvo no capitulo IV uma sintese dos trabalhos brasileiros seguida de
uma analise dos mesmos.

No capitulo V estdo as conclusdes, procurei mostrar as imbricacbes dos
trabalhos brasileiros entre si, bem como a situacdo destas obras no contexto

mundial. Além disso, destaco questbes “ em aberto” sugeridas pela leitura das
pesquisas brasileiras.
ApOs a bibliografia e as referéncias bibliograficas, anexei as citacbes na

lingua original que aparecem no texto em portugués.



1. Problemaética e Objetivo

A Algebra Linear aparece, mesmo que implicitamente, ligada a diferentes
dominios, como por exemplo os sistemas de equacdes lineares, a geometria, a
aritmética, o estudo das quadricas, as transformacdes lineares, as equacdes
diferenciais, etc.

O dominio dos sistemas lineares e o da geometria tiveram um papel
privilegiado no desenvolvimento dos conceitos de Algebra Linear .

No século XX houve uma busca por uma teoria axiomatica que reagrupava
todos os conceitos da Algebra Linear, fazendo desta ndo mais o estudo de equacgdes
mas o estudo de estruturas.

Assim, a importancia da Algebra Linear e das pesquisas sobre seu
ensino-aprendizagem repousa no fato de que ela hoje se encontra subjacente a
quase todos os dominios da Matematica. Desta forma, € imprescindivel que aqueles
que pretendem trabalhar com as ciéncias que utilizam a Matematica, tanto como
objeto de seu estudo quanto como instrumento para outros estudos, dominem seus
principais conceitos. Por isso se implantou o ensino de Algebra Linear nos
diferentes cursos das chamadas Ciéncias Exatas, como Engenharia, Fisica,
Quimica, Ciéncias da Computacéo e outras, além de Matematica.

As pesquisas sobre ensino-aprendizagem da Algebra Linear, em Educacio
Matematica no nivel superior, tém tido uma atencdo crescente por parte dos
pesquisadores. Segundo Dorier: .... “E fato que a Algebra Linear constitui uma parte
importante no contelldo matematico que é ensinado no inicio da universidade, sendo
vista como uma disciplina fundamental por quase todos 0os matematicos e por muitos

cientistas que a utilizam como ferramenta. Além disso, as dificuldades dos
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estudantes em Algebra Linear parecem,tdo importantes e visiveis quanto em analise
(cf. Robert e Robinet (1989) e Rogalski (1990))....” I£|(Dorier, 1998: p. 193).

Conforme afirma Morgens Niss: “Tempos atras, trinta, quarenta anos atras, a
situagcdo era mais ou menos a seguinte (em termos simples e resumidos).
Esperava-se que os estudantes universitarios de topicos matematicos assumissem
toda a responsabilidade por seus proprios estudos, como também por seus
sucessos ou fracassos. Estudantes que passavam nos exames tinham pré-requisitos
necessarios, talento matematico e diligéncia, porém, aqueles que fracassavam nao
tinham, e além de trabalhar "duro”, ndo havia muito o que fazer a respeito. As
universidades, principalmente, deviam prestar muita atencdo as categorias
anteriores, exceto que elas tinham como tarefa simplesmente identificar os membros
de um ultimo tipo num estagio inicial, apontando o éxito em Matematica ausente
neles. Isto implicava que os professores de Matemética podiam se concentrar em
dar aulas, pois a aprendizagem individual de cada estudante sobre o que era
ensinado ndo era problema do professor, mas inteiramente do proprio estudante” 1
(Niss, 1999: p.2).

Hoje a visdo que se tem é bem diferente daquela de trinta ou quarenta anos
atrds (cf. Niss, 1999); existem grupos de professores universitarios preocupados
com o processo de ensino e aprendizagem, e até mesmo alguns professores e
alunos, dividem responsabilidades pelo processo. Muitas pesquisas realizadas na
area de educacdo, especificamente em Educacdo Matematica, buscam focar o
processo de ensino e aprendizagem com o intuito de estudar os fenémenos
didaticos inerentes a este, bem como identificar e classificar as dificuldades dos

estudantes na constru¢ao do conhecimento.

! [Traducgéo do autor — original ver anexo, nota 1]
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No Brasil, uma equipe da UNICAMP realizou uma pesquisa com o intuito de
identificar as *“disciplinas problemas” do periodo entre o 1° semestre/93 ao
1° semestre/97. Nesse relatorio sdo apresentados diversos graficos sobre o indice
de aprovacao e reprovacao nas disciplinas consideradas problematicas.

Foram relacionadas 15 disciplinas problemas. Dentre elas selecionei apenas
trés disciplinas: Célculo, Algebra Linear e Geometria Analitica. Escolhi Geometria
Analitica e Célculo para que o leitor possa ter meios de comparacédo, e Algebra
Linear por motivos 6bvios.

A seguir, apresento alguns gréaficos construidos a partir dos graficos

apresentados nos relatorios da pesquisa feita pela equipe da UNICAMP.

ALGEBRA LINEAR - UNICAMP

100%
75% ]
50% 1 | OAprovados
EReprovados
25% -
O% a T T T I T

2°593 1°S94 2°S94 1°S95 2°S95 1°S96 2°S96 1°S97
SEMESTRES

?[traducao e adaptacao do autor — original ver anexo, nota 2]
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Como se vé nesses gréaficos, a Algebra Linear é uma das disciplinas que
apresenta alto indice de reprovacéo nas trés universidades. Em outras palavras, a
Algebra Linear figura entre as matérias que tém um alto percentual de retencéo de
25 a 50%, refletindo as dificuldades dos estudantes com sua aprendizagem. Isto ndo
acontece somente no Brasil, pois pesquisas realizadas em outros paises, por
exemplo na Franca (cf. Dorier 1994), revelam que os alunos apresentam dificuldades
na compreensio dos principais conceitos de Algebra Linear, o que interfere em seus
aproveitamentos .

Participo de um grupo da PUC-SP que pesquisa 0 ensino-aprendizagem da
Algebra Linear. Considerando as varias pesquisas em nivel mundial na area, julguei
oportuno analisar as contribuicdes brasileiras sobre o assunto, localizando-as no
contexto das pesquisas estrangeiras sobre o ensino-aprendizagem da Algebra
Linear.

Segundo Fiorentini (1989), as pesquisas em Educacdo Matematica nao
mostram em geral uma continuidade, a ndo ser em raros casos, viabilizando a
formacdo de linhas ou areas de pesquisa em Educacdo Matematica. Logo, um
trabalho sobre o estado da arte das pesquisas em ensino-aprendizagem da Algebra
Linear permite que pesquisadores da area, neste tipo de trabalho, se direcionem
para outras pesquisas, dando continuidade a trabalhos pesquisas que ja
contribuiram para o progresso cientifico.

Assim, este trabalho tem como objetivo geral apresentar e analisar o
panorama das pesquisas brasileiras, realizadas na década de 90, sobre o

ensino-aprendizagem da Algebra Linear.
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Buscarei situar os trabalhos brasileiros analisados no contexto de trabalhos
analogos de autores estrangeiros. Pretendo também destacar as questdes

“em aberto”, sugeridas pela analise das obras.
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2. Procedimentos Metodologicos

Primeiramente analisei alguns estudos semelhantes, isto €, pesquisas do
estado da arte do campo de Educacdo Matematica com a finalidade de conhecer
melhor esse campo de pesquisa e decidir sobre procedimentos que mais bem se
adaptassem a meu objetivo, aqueles que me auxiliariam na elaboragdo deste
trabalho, uma vez que ndo encontrei nada especifico sobre este tipo de pesquisa em
livros de metodologia.

Ao mesmo tempo, iniciei a coleta de dados sobre publicagcdes da ultima
década (1989-1999), cujo assunto fosse relacionado ao ensino e a aprendizagem da
Algebra Linear. Procurei artigos em revistas cientificas, como Educational Studies in
Mathematics, RDM (Recherches en Didactique des Mathematiques), ZDM
(Zentralblatt fur Didaktik der Mathematik), The College Mathematics Journal, em
anais de congressos como dos ENEM’'s (Encontro Nacional de Educacéo
Matematica), anais dos EPEM's (Encontro Paulista de Educacdo Matematica), anais
dos PME's (Psychology of Mathematics Education); em publicacbes dos IREM's
(Institut de Recherche pour I'enseigneiment des Mathematiques), CDM (Cahier de
Didactique des Mathematiques). Além disso, as referéncias bibliograficas desses
artigos remetiam a outros artigos, o que possibilitou ampliar bastante o numero de
materiais referentes ao assunto.

Por outro lado, eu ou outros integrantes do grupo de pesquisa visitamos
outros centros universitarios brasileiros, como a USP, em S&o Paulo, a Universidade
Santa Ursula, a UFRJ e a PUC no Rio de Janeiro, a UNESP (campus de Rio Claro),
a UNICAMP e a PUC em Campinas, a procura de dissertacdes e teses sobre o
assunto. Resolvemos fazer isso porque, apesar das solicitacbes feitas a diversas

bibliotecas das Universidades, por meio de cartas ou mensagens via Internet,
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obtivemos poucas respostas e tinhamos dificuldades em conseguir copias dos
trabalhos.

Enviamos correspondéncia a outros centros universitarios, como a
UFRS,UFSC UFPR, UFMS,UFC e UFPE, solicitando a relacdo de teses e
dissertacbes de suas unidades que versavam sobre o ensino-aprendizagem da
Algebra Linear.

Ao mesmo tempo em que recolhia o material, eu ia fazendo a analise dos
primeiros trabalhos recebidos, elaborei uma ficha que fui preenchendo ao longo
desta atividaDE para cada um destes trabalhos.

As fichas seguiram um padrdo elaborado de forma a destacar, em cada
trabalho: o objetivo, o tipo de pesquisa, a metodologia, as referéncias teoricas, as

conclusdes do(s) autor(es) e a indicacdo de problemas em aberto.

16



3. Sintese do Panorama das Pesquisas em Educacdo Matematica

Com a finalidade de melhor compreender e localizar as pesquisas brasileiras
sobre o ensino e aprendizagem de Algebra Linear, analisei varias pesquisas sobre
estado da arte, das quais selecionei aquelas que mais contribuiram para a
compreensao do campo de minha investigacdo. Assim, esta sintese se apoiou nos
artigos: Aspects of the State of Research in Mathematics Education de Morgens
Niss, publicado em 1999; Research on mathematical learning and thinking in the
United States, escrito por Jeremy Kilpatrick e publicado em 1981; Tendéncias
Teméticas e Metodoldgicas da Pesquisa em Educacdo Matemética no Brasil, de
Dario Fiorentini, publicado em 1989; Etat de l'art de la recherche en didactique - A
propos de l'enseignement de l'algebre linéaire de Jean Luc Dorier, publicado em

1998.

3.1 — As Pesquisas em Educacao Matematica

O Artigo Aspects of the Nature and State of Research in Mathematics
Education, escrito por Morgens Niss (1999), procura fazer, de forma sucinta, um
esbo¢o e uma caracterizacdo da Didatica da Matematica. O autor inicia seu artigo
relatando que, nos ultimos trinta anos, a Educacdo Matematica estabeleceu-se
como uma disciplina académica na cena internacional, recebendo diferentes nomes,
tais como: pesquisa em Educa¢do Matemética ou Ciéncia da Educacdo Matemética,
ou ainda, Didatica da Matematica (uso comum na Europa). Este status de disciplina

pode ser constatado, observando-se a existéncia de varios departamentos nas
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universidades e instituicdes de pesquisa, bolsas de pesquisa e projetos, programas
e graus académicos, organizacdes internacionais e corporacoes, revistas e séries de
publicacdes, conferéncias, palestras, etc., tudo isso devotado a pesquisa em
Educacdo Matematica.

Neste artigo, Niss (1999) procura caracterizar essa disciplina principalmente
por meio de uma visdo de sua natureza e estado, e apresentar e discutir alguns de
seus maiores “achados”. Uma questao norteou o artigo: “Quais sdo os resultados e
as questdes de pesquisa da Didatica da Matematica, quais sdo suas metodologias, e
que tipo de resultados ou achados ela oferece?”

Segundo o autor, uma mudanca interessante ocorrida nestes ultimos anos € a
forma como se vé a participacdo dos alunos e professores no processo de ensino e
aprendizagem. Atualmente, a preocupacéo tem sido em como auxiliar os alunos a
realmente aprender Matematica, a atencdo esta ndo apenas no numero de alunos
matriculados em uma disciplina, mas também na proporcdo de sucessos. Se algum
tempo atras a responsabilidade pelo fracasso era unicamente dos alunos, da falta de
preparo deles, das suas inaptiddes para com a disciplina e da falta de base, hoje a
responsabilidade € dividida com a universidade, uma vez que cabe a ela, buscar
entender o que é e o0 que leva o aluno ao aprendizado da Matematica, incluindo os
processos que estao envolvidos. Por conseguinte, ao se compreender 0s possiveis
caminhos da aprendizagem da Matematica, e os obstaculos que podem bloquear
estes caminhos, ganha-se um melhor entendimento do que € ou ndo conhecimento
matematico, perspicacia e habilidade, como esses fatores sao gerados e
armazenados, e se podem ser ativados e/ou blogueados. A melhoria no processo de
ensino-aprendizagem, mediante este diagndéstico e analise, se tornaria mais eficaz

em qualquer nivel do sistema educacional.
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Niss (1999) também caracteriza o campo das pesquisas em Educacao
Matematica, seus componentes e objetivo. As pesquisas na area de Educacao
Matematica tém focado a aprendizagem de estudantes promovidos/reprovados em
Matematica e a aquisicdo de competéncias Matematicas. Um aspecto peculiar, mas
essencial, dos didatas de Matematica, deve ser ressaltado: sua natureza dual. Os
didatas de Matematica enderecam, nao sugestionam, o que se pode chamar
assuntos descritivo/explicativo, no qual as perguntas genéricas apontam para a
descricdo: o que € (0 caso)? e para a explicagdo: por que isto € assim?; o que se
busca séo respostas objetivas, neutras a tal questionamento por meio de coleta de
dados empirica e tedrica, e uma analise sem qualquer envolvimento explicito de
valores. Além da dimensdo do descritivo/explicativo, os didatas de Matematica
devem responder a uma dimensdo normativa, na qual estdo as perguntas geneéricas
“a que se deve o caso?” e “por que isto deveria ser assim?” — questbes que, para
surpresa de alguns, sdo consideradas parte de um discurso erudito e cientifico e
pertencem ao ambito da pesquisa.

O autor escreve que ambas as dimensdes sdo componentes essenciais da
ciéncia da Educacdo Mateméatica, ambas confiam crucialmente na analise tedrica e
empirica; no entanto, ndo se deve confundi-las, pois elas ndo sdo idénticas.

Ele prossegue dizendo que em um esboco das principais areas de

investigacdo estdo presentes, em uma primeira instancia: o_ensino_de matematica

(que organiza os assuntos e busca transmitir ou provocar conhecimento,

habilidades, perspicacias e competéncias matematicas) e a aprendizagem de

Matematica (que busca entender os fatores que propiciam e/ou dificultam aos

estudantes adquirir tal conhecimento, habilidades, etc.; com consideracao particular
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para 0s processos e produtos de aprendizagem). Num mesmo nivel, mas como
areas auxiliares a primeira instancia, o autor apresenta: os aspectos da Matematica
como uma disciplina, aspectos cognitivos ou aprendizado psicolégico, aspectos do
objetivo de curriculo e sua implementacéao.

O autor resume as metas dos didatas de Matematica e afirma que uma delas
“é conhecer diferentes categorias de conhecimentos individuais para poder
especificar e caracterizar a aprendizagem desejavel ou satisfatéria de Matematica”
(Niss, 1999: p.8)|3. A finalidade é averiguar o designio e a efetiva utilidade da
Matematica que se ensina (inclusive curriculos, organizacéao da sala de aula, estudo
de formas e atividades, recursos e materiais, etc.), 0 que pode servir para induzir
uma aprendizagem satisfatoria/desejavel, bem como construir e implementar
meétodos validos e fidedignos para descobrir e avaliar, sem efeitos colaterais
destrutivos, os resultados do ensino-aprendizagem da Matemética. A esta acdo de
indicar e especificar metas, o autor da o nome de atividade normativa na Didatica da
Matematica. A procura por novos métodos de ensino e processos de aprendizagem,
bem como a investigacao do papel do professor e do aluno no processo de ensino e
aprendizagem, além do exame das propriedades e efeitos de métodos atuais de
avaliacdo em Educacdo Matematica e a busca de métodos inovadores de avaliacao,
sdo acdes que apontam uma infinidade de tarefas tedricas e empiricas fundamentais
a pesquisa aplicada.

Os pesquisadores na area de Educagdo Matemética, quando perguntados
sobre a natureza do seu campo, geralmente apontam alguns aspectos particulares
das pesquisas nesta area, mostrando que as “descobertas” obtidas na Didatica da

Matematica, sempre sao situadas num contexto e no tempo, e sujeitas a uma série

3 [Traducéo do autor — original ver anexo, nota 3]
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de condi¢cdes e circunstancias, as vezes de natureza bastante especifica, 0 que
coloca limites a universalidade em espaco e tempo aos resultados/conclusdes.
Alguns pesquisadores hesitam em utilizar o termo ‘descoberta’ neste contexto, para
evitar enganos e expectativas deslocadas do que um campo cientifico dessa
natureza deveria oferecer. Esses pesquisadores preferem ver a Didatica da
Matematica como provedora de ferramentas genéricas, incluindo aparatos
conceituais e modelos para andlise de situacdes de ensino/aprendizagem ou de
novas questbes, novos metodos de olhar objetos e novas idéias inspiradas em
outros campos, etc.

Nos ultimos vinte anos, varias pesquisas em Didatica da Matematica
enfocaram o processo de aprendizagem dos estudantes, levando em conta varios
fatores como curriculos, tarefas e atividades; materiais e recursos, inclusive livros
didaticos e tecnologia de informacao, avaliacdo, relacdes sociais entre estudantes e
entre estes e professores, etc. Por conseguinte, hoje ja se sabe muito a respeito do
processo de aprendizagem da Matematica por parte dos estudantes e sobre como
este pode acontecer dentro de diferentes areas da Matematica, e sob diferentes
circunstancias e condi¢des, uma vez que varios fatores podem impedir ou dificultar
uma aprendizagem desejavel.

Das pesquisas realizadas na area de Didatica da Matematica, muitas delas
trouxeram avangos significativos para a compreensao do processo de ensino e
aprendizagem da Matematica. O processo de aprendizagem é complexo, pois
muitos fatores interferem nele, como: as caracteristicas epistemoldgicas da
Matematica, as concepc¢des dos estudantes, as situagbes sociais e culturais as
semelhancas e discrepancias entre os diferentes registros linglisticos. Dentre as

pesquisas que abordavam essas caracteristicas, Niss (1999) cita Sierpinska (1994)
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que estudou os papéis da epistemologia e o0s obstaculos na aquisicdo de
conhecimento matematico; Bishop (1988) que abordou o contexto social e cultural
dos pesquisados; Nunes et al. (1993), Cobb e Bauersfeld (1995), Schoenfeld (1983)
e Penkonen (e.g. Pehkonen e Toérner, 1996), entre outros, que investigaram a
concepcao de alunos e professores; Fischbein (1989) e colaboradores, que
estudaram a influéncia de modelos tacitos na atividade Matematica; Leder (1992);
Niss (1993a e 1993b) (apud Niss,1999) que estudaram a influéncia da avaliacado na
aprendizagem de Matematica, assunto de varios estudos tedricos e empiricos; e
finalmente Pimm (1987), Ellerton e Clarkson (1996) cujo trabalho deu enfoque ao
papel da linguagem e comunicacdo. Niss (1999) ressalta que esses estudos
ensinavam a ter cautela e a ndo concluir apressadamente quando se lida com a
aprendizagem de estudantes de Matematica.

O autor ainda cita pesquisadores como Tall e Vinner (1981), Vinner e Dreyfus
(1989), Vinner (1991); Tall (1992) e também Robert (1982), que com suas pesquisas
mostraram que 0S conceitos-imagem dos estudantes ndo coincidem com o0s
conceitos-definicdo que lhes sdo expostos . “..... Os conceitos-imagem sao gerados
por nocdes prévias e experiéncias, e também pelos exemplos em relacdo aos quais
0s conceitos-definicdo foram testados. Foram feitas varias tentativas para construir
bases tedricas gerais para elucidar essas descobertas. Um exemplo notavel é a
teoria de Vergnaud de ‘campo conceitual' (apud Vergnaud, 1990) [....] O risco de
formar imagens muito restritas de conceitos gerais parece ser particularmente
manifesto em dominios como Aritmética, Calculo, Algebra Linear, Estatisticas [....].
Em tais dominios, manipulacdes de algoritmos, procedimentos, tendem a atrair a
atencao dos estudantes para criar um ‘filtro’ do conceito: Somente alguns aspectos

de um conceito, aquilo que é digerivel e pertinente no contexto do “calculo” parecem
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ser preservados na mente do estudante. Em casos mais graves, uma 'maior énfase'
na instrucdo de procedimentos pode impedir o estudante de desenvolver a
construgdo do conceito que ele s6 experimentou por manipulacdes (Hiebert e
Carpenter, 1992)......" (Niss, 1999: p.lS)E! O autor ainda cita Janvier (1985) que diz
que a aprendizagem de conceitos matematicos s6 pode se dar com a articulacéo de
vérias representagcbes (numérica, verbal, simbdlica, grafica, etc.) de conceitos e
fendmenos.

Lembro aqui que R. Duval publicou vérios trabalhos nos quais fala sobre a
importancia e defende a necessidade da articulacéo de varias representac¢des. Duval
diz que nas atividades mateméticas podemos mobilizar duas fun¢des cognitivas: o
tratamento (transformacdes no interior de um mesmo registro) ou a conversao
(transformacdes pela mudanca de registro).

Uma outra no¢do desenvolvida com as pesquisas na Didatica da Matematica
é a definicAo de “processo-objeto”, na qual em determinado momento um certo
conceito matematico € objeto de estudo e em outro ele € utilizado como pré-requisito
na construgdo de um novo conceito. Na literatura cientifica, a nocdo de
"processo-objeto” pode ser encontrada com outros termos, como dialética
ferramenta/objeto de Douady (1991) ou reificacdo de Sfard (1991) e Sfard &
Linchevski (1994).

Outras no¢des como a de prova Matematica e demonstracdo sdo citadas por
Niss (1999). Ele afirma que os pesquisadores em Didatica tém dado pouca atengéo
a estas duas nogOes (Hanna e Jahnke, 1996; Alibert e Thomas, 1991). Os
estudantes encontram dificuldades para entender o que é ou ndo prova Matematica

e demonstracdo. Para eles, a prova e a demonstracdo matematica sdo apenas

* [Traduc&o do autor — original ver anexo, nota 4]
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compreensiveis a matematicos, para os estudantes basta a evidéncia empirica (“eu
posso ver que é verdade”). Segundo Niss (1999), nas décadas de 80 e 90, a prova
Matematica e a demonstracdo receberam pouca énfase no ensino de Matematica,
embora elas sejam reconhecidas como um desafio para a aprendizagem da
Matematica, pouco a pouco, parece que ha um reconhecimento crescente da
necessidade de revitalizar a prova Matematica e a demonstracdo como
componentes centrais em Educacdo Matematica. Alibert e Thomas (1991) sao
citados como pesquisadores neste tema.

Apesar de Niss (1999) afirmar que os pesquisadores em Didatica tém dado
pouca atencdo a prova e a demonstracdo Matematica, quero aqui mostrar
estranheza a tal afirmacdo, uma vez que existem varios grupos de pesquisa, tanto
na Inglaterra como na Franca, que se dedicam a pesquisas nesta area; poderiamos
citar Balacheff entre os muitos pesquisadores preocupados com este tema. Nas
referéncias bibliograficas encontram-se algumas obras que servem como uma
pequena amostra do interesse com a prova e a demonstracdo Matematica.

O ultimo achado apresentado neste artigo escrito por Niss (1999) é o papel e
0 impacto da tecnologia de informacéao (calculadoras, computadores e softwares) no
ensino e aprendizagem da Matematica. Nas duas ultimas décadas, estudos vém
sendo realizados com o intuito de integrar o uso de tecnologia ao ambiente de
ensino e aprendizagem da Matematica. Alguns pesquisadores citados aqui:
Balacheff e Kaput (1996); Ruthven (1996); Heid (1997) possuem trabalhos nesta
linha. Pesquisas nesta area mostram que o préprio sistema tecnolégico (hardware e
software) las vezes torna-se um obstaculo para o aprendizado, pois a tecnologia
utilizada pode distrair a atencdo dos estudantes, impedindo que eles concentrem

nas propriedades do sistema, em lugar da aprendizagem de Matematica.
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Em sua concluséo, Niss (1999) afirma que “ndo existe transferéncia de um
conhecimento sélido da teoria Matematica para a habilidade em resolugcdo de
problemas matematicos nédo rotineiros ou para a habilidade em aplicar Matematica e
desenvolver modelos matematicos em contextos complexos e extra-matematicos”.
Ha evidéncias de que “para que isto aconteca, tanto a resolugdo de problemas
guanto a modelagem devem ser objetos explicitos de ensino-aprendizagem”
(Niss, 1999: p. 21)E|.

Outra concluséo de Niss (1999) é que “muitos dos modos e instrumentos de
avaliacdo de uso corrente no ensino da Matemética falham em propiciar ao
estudante uma idéia que o faca conhecer, compreender e aperfeicoar sua visdo e
habilidades concernentes ao assunto enfocado e assim atingir conhecimentos de
ordem superior” (Niss, 1999: p.21)E|. Embora haja instrumentos de avaliagdo capazes
de dar aos estudantes esta visdo, esse tipo de avaliagdo ndo ocorre por causa do
tipo de demanda que exige avaliacdes baratas, rapidas e faceis de serem analisadas
por meio de dados.

O autor conclui este artigo dizendo que ndo € possivel abordar todos os
principais aspectos e areas da Didatica da Matematica em um Unico artigo.

Embora Niss (1999) ndo os tenha tratado, ele lembra que ha trabalhos
importantes realizados na area de ensino e aprendizagem da Matematica em tépicos
matematicos especificos, como aritmética, algebra abstrata e linear, célculo/anélise,
geometria, Matemética discreta, probabilidade e estatisticas, bem como noc¢des
importantes apresentadas pelas teorias interpretativas instrumentais de Brousseau

(em 'situacdes’, e 'contrato didatico' em Educacdo Matemética), Chevallard (com

*[Traducao do autor — original ver anexo, nota 5]
®[Traducéo do autor — original ver anexo, nota 6]
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‘Transposicdo Didatica’), Fischbein (em intuicdo) e Mellin-Olsen (razbes de

aprendizagem’).

Ressalto alguns pontos no artigo de Niss (1999), como o fato de que nos
altimos trinta anos a Educacdo Matematica estabeleceu-se como uma disciplina
académica na cena internacional. Vejo que Niss (1999) norteou seu artigo
procurando evidenciar os resultados e as questdes de pesquisa da didatica da
Matematica, quais suas metodologias e que tipo de resultados ou achados ela
oferece.

Niss (1999) fala sobre a atual preocupacdo em auxiliar os alunos a aprender
Matematica, e que 0 sucesso deles é considerado um bom indicio deste
desempenho. Porém, alerta que a melhoria no processo de ensino-aprendizagem
seria significativa, se as falhas no processo fossem diagnosticadas e analisadas,
pois sem isso nao se pode executar melhorias. Assim, € possivel ver que a principal
contribuicdo das pesquisas na area de Educacdo Matematica € diagnosticar e
analisar o processo de ensino-aprendizagem, para obter e implementar elementos
gue tragam modificagbes pertinentes.

Ha progressos significativos nos estudos na area de Educacdo Matematica,
vérias pesquisas em didatica da Matematica enfocaram, nos ultimos vinte anos, o
processo de aprendizagem dos estudantes; como consequéncia, hoje ja se sabe
muito sobre o processo de aprendizagem Matematica dos estudantes, e como este
pode ocorrer dentro de diferentes areas da Matematica e sob diferentes

circunstancias e condigdes.
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Este artigo (Niss, 1999) mostra o0 progresso na area das pesquisas em
Educacdo Matematica. Acredito que se olharmos para outras mudancas ocorridas no
mundo em relacdo as pesquisas nesta area, poderemos ter uma visdo mais ampla
deste campo cientifico.

Com este intuito analisarei 0 artigo seguinte sobre as pesquisas em Educacao

Matematica nos Estados Unidos.

3.1.1 — As Pesquisas em Educacao Matematica nos Estados Unidos

O artigo Research on mathematical learning and thinking in the United States,
escrito por Jeremy Kilpatrick (Universidade da Gedrgia) € o relato de uma entrevista
apresentada em uma radio britanica. Ele aborda o progresso alcancado na area de
pesquisas em Educacdo Matematica nos Estados Unidos até 1981. A seguir
apresento uma sintese desse artigo.

Kilpatrick mostrou neste seu artigo que o cenario da pesquisa educacional
nos Estados Unidos até 1981, particularmente em aprendizagem e pensamento
matematico, era complexa e volatil, tendo sido influenciada pelos movimentos
surgidos em torno de metodologias de pesquisas. Isso pode ser percebido pelas
rapidas mudancas ligadas as teorias de aprendizagem usadas como bases para
ensinar Matematica.

A teoria da aprendizagem de descoberta foi utilizada para contrastar as
implicagdes no ensino da Matematica com o desenvolvimento cognitivo de Bruner, o

neobehaviorismo de Gagne e a teoria cognitiva da aprendizagem verbal significante
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de Ausubel, que pouco tempo depois seria abandonada. A psicologia de informacé&o-
processo foi uma teoria que fundamentou outras pesquisas, mas em pouco tempo
Bruner e Ausubel ndo seriam mais atuantes em pesquisas educacionais e Gagne
logo repensou muitas de suas posi¢des a respeito do neobehaviorismo.

Havia uma diversidade de sistemas tedricos que podiam ser relacionados, e a
complexidade do sistema educacional nos Estados Unidos refletia esta diversidade,
assim como as pesquisas em Educacdo Matematica, o que dificultava identificar
tendéncias e impossibilitava qualquer generalizacdo sobre a atividade durante um
certo periodo, pois havia sempre numerosas excecoes.

Nos anos 60 a preocupacdo era melhorar o curriculo e o ensino de
Matematica, logo, as pesquisas forneciam elementos importantes para as mudancas
necessarias. Mas na década de 70 a preocupacao foi suprir a necessidade de
mao-de-obra. Embora a preocupacdo dos anos 60 ainda permanecesse em 1980,
perdeu-se a confianca de que o governo satisfizesse as necessidades educacionais
por meio de sua politica e programa na area de educacéo. As verbas destinadas as
pesquisas na area de educacéo estavam sofrendo cortes e por iSso essas pesquisas
vinham passando para o setor privado.

Kilpatrick (1981: p.366)E| afirmar que “como toda pesquisa educacional, a
pesquisa em Educacdo Matematica tem uma funcéo politica ...”, pois ela responde
ao mesmo tempo ao clima politico e ao “estado de espirito da nacao“ (‘national
mood’) que a influencia; ele expressou a duvida de que, mesmo havendo dinheiro
disponivel para extensas pesquisas e estudos nos Estados Unidos, sobre ensino e

aprendizagem da Matematica, se isso seria levado a efeito.

"[Traducgdo do autor — original ver ANEXO, NOTA 7]
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Abro aqui um parénteses para citar um trecho de Paiva (1999) que, acredito,
faz eco a frase de Kilpatrick quanto a funcédo politica da pesquisa educacional.
Paiva afirma: “Wilcox fez um estudo das reformas de 1960 e 1970 a procura de
intencdes e resultados, com a finalidade de situar a reforma dos anos 80 em relagéo
as demais. Mostra que ha uma intensa discussdo sobre as trés diferentes
orientacdes para a Educacdo Matematica: competéncias numéricas, compreensao
de idéias matematicas e habilidades na investigacdo matematica, sem desvincula-
las do interesse matematico e politico de cada uma delas. Wilcox combina a
discusséo sobre essas orientagfes e suas procedéncias com a visdo de Matematica
que esta subjacente a cada uma das tendéncias e o tipo de instrucdo de sala que
elas acarretam, faz referéncia ao fato de que os interesses politicos que estao por
trds dessas orientacdes nunca sdo explicitados. Diz Wilcox: 'O interesse politico €
encontrado em diferentes relagbes de poder que permeiam a sala de aula na relacao
entre professor-aluno sob o foco da autoridade epistemoldgica’ (p. 51). Os interesses
politicos aparecem também no sentido moral e ético que é dado aos resultados a
serem alcancados pelos estudantes, no que diz respeito a competéncia numérica,
compreensao e habilidades matematicas” (Paiva, 1999: p.41). Pode-se ver que o
panorama politico reflete-se na politica educacional, os objetivos educacionais
devem ser concernentes aos anseios nacionais.

Kilpatrick (1981) comentou ainda que consideradas as dificuldades
econdbmicas da época nos Estados Unidos, ndo se acreditava no poder da escola
publica em transformar as pessoas e a sociedade. Outra consequéncia disso foi a
desvalorizagdo da educagdo como uma instituicdo e a desmoralizagdo dos

professores e pesquisadores da area.
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O autor ressaltou também a falta de coeréncia e identidade da comunidade de
pesquisadores em Educacdo Matematica. Afirmou que um ponto positivo foi o
crescimento do numero de dissertacdes e artigos publicados no Journal for
Research in Mathematics Education, porém, alertou que a grande maioria destas
dissertacdes vinha de instituicbes que ndo possuiam departamentos ou programas
em Educacdo Matematica, e eram patrocinadas freqientemente por professores que
nao se identificavam como Educadores na Matematica.

Outro ponto ressaltado neste artigo foi que, com algumas excecdes, até 1981,
0s matematicos dos Estados Unidos viam a pesquisa em Educacdo Matematica com
desinteresse. Havia também uma depreciacdo com relacdo aos trabalhos realizados
por pesquisadores em Educacdo Matematica e trabalhos realizados por psicologos
na area de educacdo; ja os pesquisadores e psicologos que atuavam na area de
Educacdo mantinham um certo intercambio entre eles, embora a tendéncia era que
cada um deles ficasse restrito a sua area.

Kilpatrick (1981) ainda acrescentou que parecia haver um consenso de que
muitos pesquisadores estudavam as coisas erradas de modo errado. Talvez
desiludidos com métodos tradicionais de pesquisa educacional, esses
pesquisadores buscavam utilizar novos métodos, que em alguns casos ndo eram
adequados nem eficazes as suas pesquisas.

Ele analisou alguns artigos e pesquisas publicados no Journal for Research in
Mathematics Education, para ter uma idéia de como os pesquisadores em Educacao
Matematica, nos Estados Unidos, lidavam com assuntos teéricos em pesquisa de
ensino-aprendizagem da Matematica. Procurou verificar se havia nestas publicagfes
alguma tentativa de unir a questao investigada com algum contexto teérico explicito.

Na amostragem selecionada pelo autor (julho/79 a maio/81), dos 38 artigos vistos
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apenas seis tratavam de interacdes de aptidao-tratamento, muito embora os autores
raramente especifiquem as bases tedricas para as suas atividades; trés artigos
faziam mais que um uso casual da epistemologia genética de Piaget. Esta
amostragem sugeriu a Kilpatrick que a falta de atencdo para com a teoria fosse
caracteristica das pesquisas nos Estados Unidos em ensino e aprendizagem de
Matematica, durante periodo por ele analisado, até 1981.

Kilpatrick (1981) estabeleceu nesse artigo uma classificacdo das pesquisas
em educacdo de dois modos diferentes que, embora ndo fossem opostas,
mostravam uma tensdo entre si: Dimensdo do Rigor: referente aos padrbes da
metodologia de pesquisa. “Um estudo deve ser projetado para realizar alguns
propésitos bem definidos, usando técnicas que outros possam seguir e permitindo a
validacdo dos resultados encontrados. O relatério de um estudo rigoroso deve conter
uma indicagdo clara das hipoteses feitas, do principio ao término do estudo. O
pesquisador deve especificar as questdbes sob investigacdo, descrever as
justificativas pertinentes a cada questdo, sugerir algumas explicacfes alternativas
plausiveis para os resultados, e se possivel sugerir as alternativas provaveis e as
menos provaveis. O relato do estudo deve conter o0 maximo de detalhes sobre os
procedimentos usados e as informacdes que o espaco permitir, e se possivel deve
ser dada ao leitor interessado a oportunidade de obter detalhes adcionais em algum
lugar” (Kilpatrick, 1981: p.371)E|. Dimensé&o do Significado: refere-se ao impacto que
uma pesquisa pode trazer ao pensamento do leitor. “Um estudo significante da uma
nova visdo sobre o0 que se esta ensinando ou pesquisando [...] Uma pesquisa

significante estd embutida em uma cadeia tedrica que ressoa independentemente do

8 [Traducéo e adaptacdo do autor — original ver anexo, nota 8]
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tempo e circunstancia” (Kilpatrick, 1981: p.371).

PressGes para produzir resultados, “publicar ou perecer”, freqliientemente
levavam os pesquisadores dos Estados Unidos a tratar problemas secundarios nas
suas pesquisas porque o0s problemas secundarios eram vistos como mais
manejaveis.

Quanto aos métodos utilizados em pesquisa, 0 autor sugere que em lugar de
abandonar métodos quantitativos a favor de qualitativos, os esforcos deveriam ser
dirigidos para enriguecer ambos. Em particular, as novas técnicas exploratorias para
analisar dados exploratorias e a apresentacdo deveriam ser estudadas por
pesquisadores em Educacdo Matematica, e, além disso, deveria ser considerado o
uso de técnicas para a re-analise de dados e a meta-analise de estudos.

O autor afirmou que nos anos 80 a diretriz para as pesquisas em Educacao
Matematica nos Estados Unidos passou a ser “Resolucdo de Problemas”. Nesta
mesma época foram criadas associacfes de pesquisadores ligados a esta “nova
tematica”. Este tema de pesquisa tornou-se “popular” em parte porque oS
pesquisadores em Educacdo Matematica acreditavam que o0 ensino baseado na
resolucdo de problemas era desafiador. “Embora os profissionais em Educacao
Matematica parecam ter se convencido de que a resolucdo de problemas é
importante, pouco foi feito para clarear o que o termo significa em contextos
diferentes. Nao esta claro que professores de Matematica e pesquisadores em
Educacao estejam se referindo a mesma coisa quando defendem uma maior énfase
em resolucdo de problemas na Matematica escolar. Os pesquisadores defendem

mais estudos que permitam ensinar e entender como a crianca resolve

°[Traducéo do autor — original ver anexo, nota 9]
32



problemas.....” (Kilpatrick, 1981: p.375)m.

Psicologos cognitivos, como Greeno e Resnick, estudaram os problemas do
curriculo escolar com enfoque nas observacfes de “resolucdo de problemas”, e, a
partir dai, os pesquisadores em Educacdo Matematica tentaram incorporar algumas
das idéias desses psicologos as suas pesquisas. Os produtos deste intercambio com
0S psicologos cognitivos eram incertos, mas ao menos o0s dialogos haviam
comecado.

“Nenhum teoérico de Educacdo Matematica surgiu nos Estados Unidos (até
1981), para oferecer um suporte sobre o qual as pesquisas em 'resolucdo de
problemas' pudessem ser baseadas. Pesquisadores, as vezes, invocam o home de
Polya em defesa de seus trabalhos; embora Polya tenha escrito muito sobre
resolucdo de problemas, ele ndo reivindicou ter desenvolvido uma psicologia do
tema, ele apenas esbogcou uma visdo tedrica delineada de como poderia ser
ensinado na sala de aula de Matemética” (Kilpatrick, 1981: p.375)m.

O autor concluiu dizendo gque o artigo concentrou-se na situacao nos Estados
Unidos com relacdo a pesquisa em aprendizagem e do pensamento matematico.
Nenhuma tentativa foi feita com a finalidade de relacionar os trabalhos realizados no
Estados Unidos com os realizados em outros paises.

Este artigo permite ver as modificacdes metodolégicas ocorridas nas
pesquisas nos Estados Unidos até 1981, em particular as pesquisas em Educacéo
Matematica. Ndo sO houve mudancas na metodologia, como também nos
referenciais tedéricos, 0s quais no inicio, vinham da psicologia cognitiva, no entanto, a

partir de 1980 eles se tornaram mais especificos na area de Educacdo Matematica.

Y [Traducao do autor — original ver anexo, nota 10]
" [Traducédo do autor — original ver anexo, nota 11]
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Acredito ser interessante destacar os motivos que trouxeram mudancas a
metodologia e aos referenciais tedricos. Em 1968 Philip Jackson no livro Life in
Classrooms apud Paiva (1999), faz um estudo sobre o pensamento do professor,
em que busca “[....] descrever e entender 0s processos mentais que conduzem o
comportamento do professor, este estudo teve um impacto, na época, devido ao fato
de ir de encontro ao paradigma de pesquisa experimental entdo vigente. O foco de
atencdo dessa pesquisa € diferente do tradicional da época, paradigma processo-
produto, no qual o objeto de estudo era o comportamento do professor. Nesse
estudo o autor centra as atengdes no pensamento e no processo de tomada de
decisdo do professor” (Paiva, 1999: p. 36). Dessa forma Jackson despertou a
atencdo dos pesquisadores nesta direcdo, que era observar e descrever o
pensamento e planejamento dos professores visando assim entender melhor a
pratica da sala de aula.

O paradigma processo-produto norteou as pesquisas, na area de Ensino ,com
o enfoque de Jackson, até 1975, “[...] comecam a ter um espaco maior para a
discusséo a partir da Conferéncia sobre estudos em Ensino, em julho de 1974,
promovida pelo Instituto Nacional de Educacédo (EUA).[....] Esta visdo a respeito
sobre o professor fez com que houvesse mudanca nas pesquisas sobre o
pensamento do professor, no que diz respeito as questdes apresentadas, méetodos
de pesquisa utilizados e a forma de apresentacdo dos resultados alcancados”
(Paiva, 1999: p 37). As pesquisas sobre o processo de pensamento do professor

foram incrementadas nos anos 80.
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Vejo que este artigo de Kilpatrick (1981) auxilia entender o desenvolvimento
das pesquisas em Educacdo Matematica, uma vez que mostra a cena da pesquisa
internacional, em especial em aprendizagem e pensamento matematico nos Estados
Unidos, evidenciando a influéncia que sofreu de movimentos surgidos em torno de
metodologias de pesquisas, fato que pode ser visto pelas “rapidas” mudancas
ligadas as teorias de aprendizagem que foram usadas como bases para ensinar
matematica.

Pode-se comprovar a preocupacao que havia nos anos 60 com a melhoria do
curriculo e do ensino de Matematica — as pesquisas forneceram elementos
importantes para as mudancas necessarias. Ja na década de 70 a preocupacao era
suprir a necessidade de mao de obra. Nos anos 80, a diretriz das pesquisas em
Educacdo Matematica nos Estados Unidos, segundo Kilpatrick (1981), passou a ser
a Resolucéo de Problemas.

Os pontos levantados neste artigo somados aqueles do artigo de Niss (1999),
permitem esclarecer melhor o desenvolvimento na area de Educacdo Matematica.
Uma questao pertinente € saber como e quais influéncias sofreram as pesquisas em
Educacdo Matematica no Brasil.

Com o objetivo de esclarecer o desenvolvimento das pesquisas em Educacao

Matematica no Brasil, passo a andlise do artigo de Dario Fiorentini.
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3.1.2 - Pesquisas em Educacao Matematica no Brasil até 1989

Apresento a sintese do artigo de Dario Fiorentini Tendéncias Tematicas e
Metodolégicas da Pesquisa em Educagdo Mateméatica no Brasil. A tematica deste
artigo € verificar as linhas ou areas emergentes de pesquisa, bem como a relacdo
ensino-pesquisa .

Escreve o autor que, no Brasil, até o inicio da década de 70, “as experiéncias e
os estudos relativos ao ensino da Matematica foram marcados pela preocupacao
dominante com 'o qué ensinar' . As questbes de ordem pedagdgica do ‘como
ensinar', 'por que ensinar' e '‘para quem ensinar', ficaram ignoradas ou relegadas a
segundo plano, subjugadas a 'natureza’ do conteudo enquanto conhecimento
logicamente estruturado (MONTEJUNAS, 1980)” ( Fiorentini, 1989: p.186).

Este carater de contetdo exacerbou-se no periodo de implantacdo da chamada
Matematica Moderna no Brasil (década de 60 e inicio da de 70). “ Os alvos mais
intensamente visados pelos responsaveis pela Educacdo Mateméatica seriam, nesta
época, segundo Sangiorgi (1966) apud Fiorentini (1989): o preparo de professores
secundarios em contetudos de Matematica Moderna; a reformulacédo do curriculo de
Matematica na escola secundaria; a elaboracédo de livros-textos em um novo estilo
nos assuntos de Matematica”. (Fiorentini,1989: p.186)

Entretanto, antes deste periodo ja existiam trabalhos com alguma preocupacéao
psicopedagdgica. Destacam-se, nas décadas de 40 e 50, os trabalhos de Melo e
Souza (Malba Tahan) e de Irene Albuquerque. Acho importante salientar que estes
autores escreveram, nas décadas de 30 e 40, livros didaticos, nos quais mostravam

preocupacdo com a aprendizagem de algebra e de geometria, bem como com a
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metodologia da sala de aula. Eles se preocupavam em apresentar o conteludo
matematico de forma tal que o resultado final fosse um aprendizado significativo
(Paiva, 1999).

A contribuicdo da psicopedagogia piagetiana comecou nas décadas de 60 e
inicio da de 70 especialmente por meio das propostas de Dienes. Esta presenca foi
notada nos estudos e experiéncias levados a cabo por alguns pesquisadores, como
Luis Alberto Brasil, do Ceara; Waldecyr C. de Araujo Pereira, de Pernambuco, entre
outros e, mais fortemente, por grupos ligados ao movimento da Matematica
Moderna, como o GEEM, em Sao Paulo (fundado em 1961); o GEEMPA, em Porto
Alegre e, mais tarde, o GEPEM, no Rio de Janeiro.

“A partir da década de 70, em virtude da implantacdo da poés-graduacdo no
Pais, a pesquisa em Educacdo Matemética passa a realizar-se preponderantemente
nas universidades, junto aos programas de pés-graduacao em Educacéo.

As 35 dissertacOes e teses de mestrado ou doutorado produzidas de 1972 a
1979, em sua maioria, giravamm em torno do problema do fracasso do ensino da
Matematica. Se antes o problema era percebido no &mbito do contetdo escolar que
deveria ser reformulado e atualizado, nessa época o0 problema se concentra no
professor e no modo como ensina. Por isso, o grande numero de trabalhos
preocupados em propor e validar novos métodos e técnicas de ensino; treinar
professores nestas inovacdes; desenvolver recursos didaticos (modulos
instrucionais, materiais concretos,...); pesquisar novas abordagens de conteudos
como fracdes, geometria, fungdes, integracdo de conteudos ... O suporte tedrico
para tais ‘inovacdes', quando havia, vinha das teorias psicolégicas

(piagetianas ou behavioristas) de aprendizagem.
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Estes trabalhos da década de 70 foram marcados por algumas tendéncias de
orientacdo nao ortodoxas como o 'idealismo’, o ‘computacionismo’, o 'psicologismo’ e
o tecnicismo “(Fiorentini, 1989: p. 187).

“A partir de 1984 surgiram as primeiras tentativas brasileiras de teorizagao de
praticas pedagogicas e de estudos mais criticos sobre o ensino da Matematica. Isto
se da concomitantemente a ampliagdo da concepcdo de Educacdo Matematica,
concepcao esta que a situa como &rea interdisciplinar envolvendo, além dos
conteados matematicos historicamente produzidos e organizados, aspectos
filosoficos, psicoldgicos, sociais, politicos e antropolégicos.

Com isso a percepcao da problemética do ensino da Matemética também se
transformou. Novas formas igualmente surgem para atacar os problemas. Aos
poucos a abordagem qualitativa , mais apropriada para as investigacdes em ciéncias
humanas , passa a ser a maneira mais usual nas pesquisas. Esta mudanca foi tida
como drastica , como atestou o 'lll Simpdsio de Iniciacdo Cientifica em Educacéo
Matematica' realizado em Rio Clar,o em abril de 1989 , onde a abordagem
qualitativa foi hegemonica.

Se antes as pesquisas se assentavam epistemologicamente no positivismo,
passa-se a perceber um ecletismo metodoldgico. Entretanto, algumas pesquisas ja
procuram articular uma abordagem que se orienta epistemologicamente na
fenomenologia ou no materialismo-histérico-dialético” (Fiorentini, 1989: p.189).

O enfoque fenomenoldgico-hermenéutico somente viria a ocorrer a partir da
dissertacdo de Mestrado de Medeiros (1985) apud Fiorentini (1989): Educacéo
Matematica: Discurso Ideoldgico que a sustenta, em que ele procurou, a partir da
andlise de depoimentos de professores-pesquisadores em Educacdo Matematica de

varios niveis, desvendar o significado de o que é Educacdo Matematica. E no
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Mestrado em Ensino de Matematica da UNESP, Rio Claro, que esta abordagem
comecou a consolidar-se.

As dissertacdes sobre Educacdo Matematica estudadas e que se aproximam da
abordagem histérico-dialética expressam um interesse transformador. A maioria
destes trabalhos foi produzida no curso de pos-graduacdo em Metodologia do
Ensino da FE-UNICAMP.

O autor afirmou ter percebido que muitas dissertacdes constantes de pesquisa
qualitativa, dependendo das condi¢des tedrico-metodolégicas do pesquisador, ndo
ultrapassaram o nivel do senso comum, reduzindo-se, muitas vezes, a meras
narracdes de fatos ou descri¢cdes superficiais de experiéncias, sem trazer, portanto,
contribuicdes significativas para o avanco do conhecimento da area de Educacéo
Matematica.

Fiorentini (1989) observou ainda que varias dissertacbes ou teses
permaneciam arquivadas nas instituicbes em que foram produzidas, desconhecidas
para a maioria dos pesquisadores em Educacdo Matematica. Talvez por isso as
pesquisas em Educacdo Mateméatica ndo mostravam em geral uma continuidade, a
nao ser em raros casos, inviabilizando assim a formacgédo de linhas ou areas de
pesquisa em Educacdo Matemética.

Fiorentini concluiu que até 1989 havia poucas pesquisas transformadas em
dissertacdes ou teses cujo objeto era pratica escolar, 0 que realmente acontecia na
sala de aula. E estas limitavam-se a denunciar as deficiéncias de formac¢éo ou de
atuacao do professor, sem apresentar qualquer aspecto positivo, o qual poderia se
constituir no nucleo transformador e superador dessa realidade. Concluiu também
que apenas trés dissertacdes, dentre as mais de 120 produzidas até outubro/1989

discutiam, e mesmo assim parcialmente, o livro didatico de Matematica no Brasil.
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O autor chegou também a concluséo de que o estudo da evolucéo historica do
ensino da Matematica no Brasil recebeu atencdo especial de apenas duas
dissertacdes. Isto parecia apontar um paradoxo : como é possivel tratar e propor
solucbes aos problemas do ensino da Matematica no Brasil sem situa-los
historicamente? Sem captar o movimento histérico do ensino da Matematica e

identificar sua relacdo com o desenvolvimento da sociedade brasileira?

A contribuicdo deste artigo (Fiorentini, 1989) foi auxiliar-me a compreender a
situacdo das pesquisas na area de Educacao Matematica no Brasil e quais foram as
influéncias externas que trouxeram mudancas nesta area.

Destaco fatos importantes como a implantacdo da Matematica Moderna no
Brasil, da pdés-graduacdo e a preocupacdo de estudar o problema do fracasso do
ensino da Matematica. Para este ultimo item é relatada a concentracdo de esforcos
na atuacao do professor e no modo como ele ensina. Varios trabalhos cientificos na
época propuseram-se a validar novos métodos e téecnicas de ensino, treinar
professores nestas inovacdes e desenvolver recursos didaticos.

Outro ponto é o fato de que até 1989 havia poucas dissertacfes ou teses que
tinham como objeto a pratica escolar, o que realmente acontecia na sala de aula.

Pode-se concluir nitidamente, com os trés artigos apresentados anteriormente,
as influéncias e mudancas sofridas na area de Educacdo Matemética; e o que elas
representam para as pesquisas realizadas nesta area. Como meu objetivo € ir em
direcdo as pesquisa em Educacdo Matematica sobre o ensino-aprendizagem da

Algebra Linear, analisarei o artigo de Jean Luc Dorier (1998), o qual permitira ver
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nuances das pesquisas mundiais na area de ensino-aprendizagem da Algebra

Linear.

3.2 — As Pesquisas sobre Didatica da Algebra Linear na Franca e nos

Estados Unidos

Passo a apresentar a sintese do artigo : Etat de l'art de la recherche en
didactique — A propos de I'enseignement de l'algébre linéaire de Jean Luc Dorier,
publicado em 1998.

Dorier (1998) constatou que nos Ultimos anos a Algebra Linear vem
despertando um interesse crescente de pesquisadores em didatica, tanto na Franca
como no exterior, pesquisas que geralmente enfocam o ensino do primeiro ano das
universidades cientificas onde a disciplina, em geral, € ministrada.

O autor afirma que, apos quinze anos de programas de pesquisas sobre o
ensino de Algebra Linear, percebe-se que o interesse por pesquisas nesta area, vem
aumentando rapidamente. Isto faz com que atualmente se disponha de varios
trabalhos que, gracas as trocas internacionais, mostram um panorama dos
diferentes problemas e da problemética de varias pesquisas complementares,
levando a resultados parciais encorajadores.

Jean Luc Dorier se prop0s a fornecer este panorama, sem entrar nos detalhes
de todos os trabalhos, mas clareando suas grandes linhas, suas interacbes e suas

complemetaridades, na tentativa de apresentar um equilibrio global de aquisi¢cées ao
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ensino e caminhos que se abriram.

Os trabalhos mostram uma rica contribuicdo dada pela analise didatica no
contexto da Algebra Linear e também algumas dificuldades encontradas pelos
estudantes nessa area.

Os trabalhos de Guerson Harel comecaram nos anos 80, em Israel. Em 1985
defendeu sua tese de doutorado e depois foi aos Estados Unidos, onde publicou
muitos artigos. Em 1990 fez parte do grupo norte-americano LACSG (Linear Algebra
Curriculum Study Group) que tinha como incumbéncia estudar as dificuldades
ligadas ao ensino e a aprendizagem da Algebra Linear. Este grupo produziu um
documento em forma de recomendacdo que se articulava em quatro eixos:
demonstracdo: um curso deve ser um desafio intelectual, dai a importancia da
demonstracdo propria para aumentar a compreensdo; duracdo suficiente para o
ensino de Algebra Linear: aconselha-se um curriculo suficientemente longo para
comportar um segundo curso de Algebra Linear, centrado na teoria matricial; as
novas tecnologias educativas: outra recomendacdo € introduzir no ensino
tecnologias como o MATLAB ou um software similar; conteddo: conceitos devem
limitar-se ao R", por exemplo: um vetor, antes de tudo, € uma cole¢do ordenada de
reais, e uma transformacdo linear é uma matriz, o programa deve englobar os
valores e vetores préprios e a estrutura euclidiana de R".

Harel, por meio de suas pesquisas, prop6s um quadro tedrico que consistia
de trés principios: concretizacdo: procedimento pelo qual os alunos tomam uma
entidade conceitual e sdo capazes de aplica-la em um contexto (geométrico) que é
“concreto” para eles, o0 que servira de ancora para eles construirem
conceitos-imagens que servirdo de apoio a abstracdo que deve ocorrer

posteriormente; necessidade: leva o aluno a ter contato com outros contextos, nos
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quais ele sente a necessidade de utilizar o conceito ja apreendido e/ou um novo
conceito para a resolucdo de uma determinada questdo; € a busca de novas
concepcdes que se fazem necessarias com a desestabilizacdo; generalidade: o
principio que procura desenvolver no estudante a capacidade de abstrair o que ele
aprendeu em um contexto particular; € um principio necessario e dificil de alcancar,
uma vez que no ensino da Algebra Linear, muitas vezes, ndo se separa o objeto de
suas representacoes, o que dificulta uma possivel generalizacao.

Dorier (1998) comentou que o trabalho de Harel leva & construcdo dos R, R? e
R3, apoiando-se na nocéo de coordenadas e valendo-se de problemas geométricos
para a introducdo de conceitos como o de dependéncia e independéncia linear,
combinacdao linear, base e dimensao, nos espagcos geomeétricos da reta, do plano e
depois do espaco. Porém, Dorier afirma que Harel se omitiu sobre a possivel
confusdo entre vetor e sua representacao analitica .

Em outra etapa, Dorier (1998) aborda as pesquisas sobre a “flexibilidade
cognitiva'El, gue se da por meio das mudancas de registros, de quadros, de niveis
de descricdo, de pontos de vista e de formas de raciocinio.

A nocdo de espaco vetorial € central em Algebra Linear, seus elementos, 0s
vetores, podem representar diferentes objetos matematicos, de naturezas diferentes:
funcdo, matriz, etc. Assim, um curso deve abordar a generalidade desse tipo de
representagcdo, entretanto, deve fazé-lo de maneira gradual, e n&o dar
imediatamente a estrutura axiomatica. Um primeiro curso deve limitar-se aos
espacos R? R® ou R" e até as matrizes. Nesses diferentes quadros é preciso
introduzir os conceitos fundamentais de operagéo, espacos, subespacos, geradores,

dependéncia linear, independéncia linear, base, dimensdo, etc. Na Franca, a

2 detalhes sobre a terminologia (Dias, 1995)
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tradicdo impbe que se introduza a teoria axiomatica desde cedo, com forte
fundamento nos exemplos geométricos, enquanto na América do Norte ou no Brasil,
o quadro das n-uplas e das matrizes € predominante no comeco do ensino da
Algebra Linear. Entretanto, todos os estudos realizados mostraram problemas em
desenvolver tanto a generalidade dos objetos quanto o carater formal e abstrato das
novas noc¢odes. A algebra aparece para os alunos como uma nova linguagem no qual
interagem os quadros e registros de representacdo semidtica.

O trabalho da Kallia Pavlopoulou baseou-se na coordenacéo dos registros de
representacdo semiotica (teoria de R. Duval) e foi uma das pesquisas que observou
a “flexibilidade cognitiva”.

Neste trabalho ao imbricar atividades cognitivas e semiose, Paviopoulou
distingue trés tipos de atividades: (1) a formacéo de uma representacao identificavel
como pertencendo a um determinado registro, (2) o tratamento e a transformacao de
uma representacédo dentro do registro no qual foi criado, e (3) a conversao que € a
transformacdo de uma representacdo semidtica de um registro em outro. Ela
também distingue trés tipos de representacdo semiotica: o registro grafico, o registro
da escrita simbdlica e o registro de tabelas.

Dorier (1998) descreve que na analise dos livros didaticos pode-se ver que a
maioria privilegia o registro simbodlico por questbes de economia, logo, as
conversdes nunca sao explicitadas (cf. Pavlopoulou, 1994) apud Dorier (1998).
Observando os alunos da Universidade de Estrasburgo, Pavlopoulou percebeu que
0s estudantes tém dificuldade em fazer a conversao de um registro a outro, sendo
que a confusdo entre vetor e sua representacdo geométrica foi a principal fonte de

problemas. E salientou que “[...] a dificuldade encontrada na converséo de registros
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nao € igual em um sentido e no outro” (Dorier, 1998: p. 202)'3; ela entdo sugeriu
que se examinassem aspectos epistemolégicos da histéria da Algebra Linear
baseada nos registros de representacao semiotica.

Pavlopoulou verificou que o nivel de competéncia espontanea dos alunos nas
conversdes é muito fraco. Ainda com base em um pré-teste com uma classe de
controle, a autora prop6s um ensino centrado em diferentes registros, e 0s
resultados obtidos mostraram melhoria, porém, ainda faz-se necessario buscar a
melhoria do desempenho dos alunos em conversao de registros.

Outro tipo de investigacéao ligada a flexibilidade cognitiva foi feito no trabalho
de Joel Hillel e Anna Sierpinska sobre os niveis de descricdo e o problema da
representacdo. Dorier afirma que “para esses autores, compreender Algebra Linear
exige gue os estudantes comecem a pensar sobre os objetos e os operadores da
Algebra ndo em termos de relacdes entre matrizes, vetores ou operadores
particulares, mas em termos de estruturas inteiras de objetos tais como: espagos
vetoriais sobre corpos, algebras, classes de operadores lineares, que podem ser
transformados, representados de diferentes maneiras e considerados como sendo
ou ndo isomorfos” (Dorier, 1989: p. 203)@.

Para explicar algumas dificuldades do ensino-aprendizagem da Algebra
Linear, Hillel e Sierpinska classificam a linguagem em trés tipos: “a linguagem da
teoria geral (espaco vetorial, subespaco, dimensdo, operadores, nucleo, etc.)
denominada linguagem abstrata; a linguagem da teoria mais especifica do R"
(n-uplas, matrizes, posto, solucdes de um sistema de equacdes, etc ) denominada
linguagem algébrica e a linguagem geométrica do R?, R® (vetor geométrico, pontos,

retas, planos e transformacdes geométricas) denominada linguagem geométrica”

B [Traducédo do autor — ver original no anexo, nota 13]
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(Dorier, 1989: p 203)13
bd

Essas linguagens coexistem e as vezes sao “intercambiaveis” —, mas ndo séo
equivalentes. A linguagem geométrica € utilizada de forma metaférica na teoria.
Saber quando e em que contexto usar determinada linguagem € uma das
dificuldades dos alunos.

A origem das confusdes dos alunos estd na passagem da representacao

[

figural para a representacao algébrica™, quando o espaco vetorial de referéncia € o
R"; apesar disso, os professores ndo tém por habito enfatizar as mudancas de
registros que efetuam no decorrer de suas aulas.

Quando os alunos encontram o0s vetores pela primeira vez, estes sao
identificados como uma lista de nimeros. Entretanto, quando séo escritos em bases
diferentes, essa identificacéo fica fortemente abalada. Outro problema é encontrar as
coordenadas de um vetor e a representacdo matricial de um operador linear em
relacdo a uma base, assim como as rela¢gdes entre duas matrizes representando um
mesmo operador linear. Muitos alunos sdo capazes de efetuar a mudanca de
registros em um unico sentido.

Hillel e Sierspinska salientaram que as nogdes do R" sdo apreendidas porque
permitem resolver problemas que estéo direta ou indiretamente ligados a sistemas
lineares. Mas esse nivel de descricdo torna-se um obstaculo a aceitacdo de outras
categorias de objetos, tais como fung¢des, polindbmios como vetores. Os alunos ficam

presos a idéia de n-upla como vetor e ndo abandonam essa idéia. Mudar as

coordenadas de um vetor em relagdo a uma base é também um problema.

“[Traducédo do autor — ver original no ANEXO, NOTA 14]
> [Traducéo do autor — ver original no ANEXO, NOTA 15]
®original - interchangeables
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Em suas andlises, Hillel e Sierspinska mostram que, para ser bem-sucedidos,
os alunos devem ndo somente ter adquirido capacidade de conversédo, mas tambéem
ter uma atitude reflexiva sobre os instrumentos.

Outro trabalho, nesta linha da flexibilidade cognitiva, € de Anna Sierpinska,
Asrtrid Defence, Tsolaire Khatcherian e Luis Saldanha. “Os autores distinguem trés
modos de raciocinio (ou de pensamento) para o trabalho conjunto em Algebra
Linear: o sintético geométrico, o analitico geométrico e o0 analitico estrutural.
Segundo eles, a Algebra Linear pode ser vista como o resultado da ultrapassagem
de dois obstaculos ou de duas posi¢cdes dogméticas : uma recusando aos nimeros o
direito de entrar na geometria, e a outra recusando a intuicdo geomeétrica, o direito
de intervir no dominio puro da aritmética” (Dorier, 1989: p.ZOG)E].

Os autores nao consideraram os modos de pensamento como fases, mas sim
como formas de raciocinar e ver o que esta acontecendo. A principal diferenca entre
o modo sintético e os modos analiticos € que, no primeiro, 0s objetos sdo dados
fornecidos diretamente para descricdo, enquanto no segundo os objetos sdo dados
indiretamente, construidos por definicbes e propriedades dos seus elementos. Por
exemplo, no sintético a reta € um objeto preexistente. No analitico € uma relacao
entre pontos, ou coordenadas de um vetor. De acordo com esses autores, a Algebra
Linear pode ser vista como um pensar analiticamente sobre o espa¢co geométrico.

Segundo Hillel e Sierpinska, “cada um dos trés modos de pensamento utiliza
um sistema especifico de representacao” (Dorier, 1989: p.207jﬁ. O modo sintético

geométrico serve-se da linguagem das figuras geométricas (linhas, planos,

7 Original — “Le cas qui est & l'origine du maximum de confusions de la part de étudiants est
celui du passage de la représentation abstraite a la représentation algebrique, quand
I'espace vectoriel de réference est déja R" (Dorier, 1998: p.204).
8 [Traducédo do autor — ver original no anexo, nota 18]
¥ [Traducédo do autor — ver original no anexo, nota 19]
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intersecdes) e de suas representacdes graficas usuais. No modo analitico as figuras
geomeétricas sdo n-uplas, satisfazendo condi¢des escritas, por exemplo, sob a forma
de sistemas de equacdes ou de desigualdades. “Em principio os argumentos
sintéticos-geométricos n&o pertencem a Algebra Linear, propriamente dita. Mas eles
sdo usados a partir das ferramentas heuristicas, e, também no ensino, porque
permitem uma visualizagdo, uma grande abreviagcdo de argumentos, ou um acesso a
esséncia do que esta acontecendo” (Dorier, 1989: p.207)m.

Cada um dos trés modos de pensamento em Algebra Linear leva a sentidos
diferentes das nocbGes que estdo implicitas porque cada um deles € ligado a
perspectivas tedricas diferentes. Os alunos utilizam diferentes modos de raciocinio
dos quais alguns séo intermediarios entre os modos diferenciados por Hillel e
Sierpinska; ainda segundo eles, por parecer mais conveniente e sensato € que 0s
alunos recorrem a formas mistas de pensamento.

O dultimo trabalho abordado por Dorier (1998) € o de Marlene Alves Dias, no
qual trata das mudancas de quadros, de registros e de pontos de vista na questao
de representacdo de subespacos. Em sua tese de doutorado, Marlene Alves Dias
aborda a flexibilidade cognitiva.

N&o descreverei tal trabalho neste item, uma vez que farei posteriormente

uma analise mais aprofundada de cada um dos trabalhos de Marlene Alves Dias.

Observo que Dorier (1998) ndao faz mencdo a resultados de pesquisas
brasileiras sobre ensino e aprendizagem da Algebra Linear. O Unico pesquisador

brasileiro citado por Dorier foi Marlene Alves Dias, mas vale ressaltar que sua

®[Traducédo do autor — ver original no anexo, nota 20]
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pesquisa foi realizada principalmente na Franca, como trabalho de D.E.A. e de
doutorado.

Este artigo de Dorier (1998), fornece elementos para que se possa saber em
que patamar encontram-se as pesquisas em nivel mundial, mesmo que ele ainda

tenha feito um recorte sobre ensino-aprendizagem da Algebra Linear.

Observando estes artigos escritos por Niss (1999), Kilpatrick (1981), Fiorentini
(1989) e Dorier (1998), procurei 0s pontos comuns e hdo comuns mais relevantes,
meu intuito é de evidenciar os caminhos da area de Educacdo Matematica, e
também a situacéo atual da Educacdo Matematica no Brasil.

Nos artigos de Kilpatrick (1981) e Fiorentini (1989) pode-se ver que ambos
falam sobre movimentos na area educacional; observamos que, nos anos sessenta,
os Estados Unidos estavam preocupados com a melhoria do curriculo e do ensino
de Matematica, ndés aqui, no Brasil, estavamos envolvidos com modificacbes na
forma de ensino da Matematica (Matematica Moderna). De certa forma, também
passavamos por uma mudanca curricular.

Ja nos anos 70 a preocupacdo nos Estados Unidos era com o suprimento da
necessidade de méo de obra, enquanto que no Brasil a producao cientifica passou
para as universidades, nos programas de pos-graduagdo. As pesquisas comecaram
a estudar o fracasso do ensino de matematica; o professor e 0 modo como ensinava
era objeto de estudo e havia, também, a busca por novas técnicas e recursos de
ensino.

Analisando o artigo de Niss (1999), no qual ele afirma que o foco das
pesquisas na area de Educacdo Matematica tem sido a aprendizagem e aquisi¢do

de competéncias matematicas pelos estudantes, pode-se ver que houve uma
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mudanca significativa ao longo do tempo na diretriz das pesquisas na area de
Educacdo Matematica. Se antes elas procuravam fornecer elementos para uma
reestruturacao curricular, ou observavam o professor como grande responsavel pelo
processo de ensino-aprendizagem da Matematica — visdo que Fiorentini (1989)
também mostrou ter ocorrido no Brasil — hoje as pesquisas em Didatica da
Matematica consideram o estudante ndo como elemento principal, mas como
alguém que igualmente tem um lugar importante neste processo (cf. Niss, 1999).
Outros fatores analisados (epistemoldgicos, psicoloégicos, etc) interferem no
processo de ensino-aprendizagem. Niss lembra que hoje sabe-se muito sobre o
processo de ensino aprendizagem da Matematica, justamente pelos avancos
significativos nas pesquisas, em que a interferéncia no processo de
ensino-aprendizagem, com caracteristicas epistemoldgicas, entre outras, €
estudada.

Veremos que as pesquisas brasileiras na década de 90, sobre o
ensino-aprendizagem da Algebra Linear apresentam os aspectos descritos no
paragrafo anterior.

Na década de 80, nos Estados Unidos, a Resolucéo de Problemas passou a
ser a diretriz das pesquisas em Educacdo Matematica (cf. Kilpatrick, 1981), e no
Brasil srgem as primeiras tentativas de teorizagdo das praticas pedagdgicas
(cf. Fiorentini, 1989), embora ele mesmo ressalte que muitas pesquisas nao
ultrapassavam o0 senso comum e nao traziam contribuicdes significativas a area de
Educacédo Matematica.

No cenario internacional, analisando o artigo de Dorier (1998), podemos ver
que j& havia uma teorizacdo na area de Educacdo Matematica que fornecia os

referenciais teéricos para as pesquisas na area.
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Nesta mesma época, nos anos 80, Harel (cf. Dorier, 1998) iniciou trabalhos de
pesquisa em Israel, que foram aprofundados na década seguinte, nos Estados
Unidos, quando ele comecou a participar do grupo de pesquisa em Algebra Linear,
estudando as dificuldades ligadas ao ensino e a aprendizagem dessa disciplina.

Acredito que com a analise dos artigos apresentados até este momento,
pode-se ver em que patamar encontra-se a Educacdo Matematica com relacdo as
suas fundamentacOes tedricas e a metodologia de pesquisa, particularmente no
contexto brasileiro.

Uma vez que meu objetivo € apresentar um panorama das pesquisas
brasileiras da década de 90 sobre ensino-aprendizagem da Algebra Linear, tenho
certeza de que o caminhar cientifico reconstituido com os artigos aqui analisados
nos torna participantes do contexto mundial das pesquisas nesta area, bem como
permite analisar os trabalhos de autores brasileiros nesta época, sabendo que € na
década de 90 que pesquisadores brasileiros iniciam seus trabalhos sobre
ensino-aprendizagem da Algebra Linear.

No tdpico seguinte iniciarei a apresentacao dos trabalhos brasileiros por mim
analisados e que compdem o panorama das pesquisas em ensino-aprendizagem da
Algebra Linear da década de 90. Em seguida, passarei aos meus apontamentos

sobre os trabalhos, com o intuito de fornecer um panorama destas pesquisas.
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4. Producédo Cientifica na Area de ensino-aprendizagem da Algebra Linear

Solicitei a diversos pesquisadores em Educacdo Matematica, ligados a
diferentes universidades, que me indicassem trabalhos sobre ensino-aprendizagem
da Algebra Linear de seus centros de pesquisa. N&o recebi resposta alguma, apesar
de minha insisténcia. Deduzi, entdo, que esses trabalhos inexistiam.

ApOs analise de artigos, dissertacOes e teses coletados, verifiquei que apenas
seis deles se caracterizavam como pesquisa em ensino-aprendizagem da Algebra
Linear.

As dificuldades encontradas durante a selecdo da producdo foram muitas,
primeiramente porque nem sempre o titulo expressava o que de fato havia sido
pesquisado, por exemplo, na dissertacdo de mestrado de Clarice Z. Sanches de
Brito Silva denominada "O ensino da Algebra Linear |I: Uma experiéncia na
Universidade do Amazonas", defendida na Universidade Santa Ursula (1995),
embora o titulo sugira que o0 assuntotrata de questbes relativas ao ensino e
aprendizagem da Algebra Linear, o trabalho dedica-se principalmente a problemas
do ensino e aprendizagem da Geometria Analitica. Outro caso foi o resumo de
comunicacao cientifica de Andrzej Solecki, professor da UFSC, intitulado “Algebra
Linear no 2° e 3° graus — Como devolvé-la a Geometria?”, apresentado no Il ENEM
(1990) cuja classificagdo como comunicacao cientifica e titulo sugeriam tratar-se de
resultado de pesquisa; porém, ao entrar em contato com o autor, a fim de solicitar o
envio de seu artigo integral para andlise, surpreendeu-me sua informacdo de que
nao se tratava de resultado de uma pesquisa, mas apenas de um “relato de
experiéncia”.

A seguir, apresento a descrigao das seis producdes analisadas.
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4.1 - Amarildo Melchiades da Silva (1997)

Titulo: “Uma Analise da Producdo de Significados para a Nocdo de Base em
Algebra Linear”

Tipo de producdo: Dissertacdo de mestrado defendida na Universidade Santa
Ursula do Rio de Janeiro em 1997.

Objetivo: Investigar a producéo de significados, pelos alunos, para a no¢ao de base
em Algebra Linear.

Metodologia: Pesquisa diagnostico, empirica.

Fundamentacéo tedrica: Modelo Tedrico dos Campos SemélnticosIZI de Rémulo

Lins.

O autor, por meio de um estudo historico epistemoldgico, descreveu como 0s
matematicos dos seculos XVIII e XIX operavam com a nocéo de base e que campos
semanticos eles construiram. A seguir analisou frases que ele mesmo construiu a
fim de classificar alguns dos campos semanticos nos quais os livros didaticos do
assunto abordariam a nocao de base; em terceiro lugar o autor realizou um estudo
de caso sobre a nogdo de base construida por dois estudantes que finalizavam um
primeiro curso de Algebra Linear.

No estudo epistemoldgico, Amarildo Silva buscou elementos que permitissem
“especular” sobre os significados produzidos, bem como em quais campos
semanticos a nogao de base foi operada. Frobenius utilizou-a em solugdes de
sistemas homogéneos, Hamiltom, nos quatérnios; Grassmann nas grandezas

derivaveis e elementares; Peano, no estudo de objetos geométricos e Euler, na

2! terminol ogia apresentada em nota no final deste topico
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solucdo de uma equacao diferencial (cf. Silva, A.; 1997: p.56). Assim como 0s
matematicos produziram significados a nocdo de base operando em campos
semanticos distintos, da mesma forma, os autores de livros didaticos, em suas
justificativas, mostram que véem a noc¢ao de base, por meio de campos semanticos
também distintos.

Amarildo Silva analisa como é desenvolvida a nocédo de base em alguns livros
didaticos, e elaborou frases que procuram mostrar como essa noc¢ao € apresentada
por esses autores.

Da como exemplo as seguintes definicdes:

— “Base de um espacgo vetorial € um conjunto ordenado de vetores que possui as
propriedades de gerar o espago e ser linearmente independente” - Gongalves
(1978). (Silva,A.; 1997:p 64)

— “Uma base de um espaco vetorial € um conjunto de vetores geradores de espago
tal que o numero de vetores desse conjunto € igual a dimenséo do espa¢o” e “Uma
base é um conjunto de vetores linearmente independente de um espaco vetorial tal
que o0 numero de vetores desse conjunto € igual a dimenséo do espaco” - Birkhoff e
Maclane (1980). (Silva, A.; 1997: p. 65)

— “Uma base de um espaco vetorial V € um conjunto gerador sem vetores supérfluos
ou um conjunto gerador minimal” - Steinbruch e Winterle (1987), (Silva, A.; 1997: p.
71)

O autor, entdo, procura discutir como cada frase traz consigo a caracterizacao
de campos semanticos distintos. Para tanto, apresenta uma situagao ficcional em
que diferentes pessoas procuram produzir significado para o texto: “Sejam o espaco
vetorial [° e A= { u=(1, 0, 0), v= (0, -1, 1), w= (0, O, 2)}, A é uma base de [7°?"
(Silva, A.; 1997: p.72).
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Considerando algumas justificacdes, dentre varias possiveis, Amarildo Silva
nomeia alguns campos semanticos segundo o ndcleo mencionado na justificativa.
Cito alguns destes campos semanticos, lembrando que Amarildo Silva deixa claro
gue outros podem ser gerados:

campo semantico usual — na producao de significado usam-se as nocdes de
espaco vetorial, de vetor (como elemento de um espaco vetorial), de conjunto
linearmente independente, de geracdo de espaco vetorial. (“O conjunto A é
linearmente independente pois nenhum dos vetores de A podem ser escritos
como combinacdo linear dos outros vetores do conjunto. Além disso, 0 conjunto
A é gerador do espaco vetorial [J°. Portanto, A é uma base de ()
(Silva, A.; 1997: p.72)

campo semantico linear-geométrico — na producéo de significado usam-se as
justificacbes geométricas [nocdes de espaco, vetores (como segmentos
orientados), sistemas de coordenadas]. Base é associada a sistema de
coordenadas. (“O 0% é o espaco tridimensional, os vetores de A ndo s&o
coplanares, eles tém direcbes diferentes. Eu tenho, entdo, trés direcbes
diferentes. Assim, A representa um sistema de coordenadas obliquas de O°
determinado pelos vetores u, v e w. “) (Silva, A.; 1997:p. 72)

campo semantico dimensional-gerador — na producao de significado usa-se a
nocado de dimens&o. (“Todo vetor do [7° pode ser escrito como combinacéo linear
dos vetores de u, v e w, isto é, A gera o [J°. Assim, como a dimens&o de [° é 3
entdo A é base de [7*") (Silva, A.; 1997: p.72)

campo semantico dimensional-independente — na producdo de significado

usam-se as nogdes de dimenséo, espaco vetorial, vetores na forma escalonada,

conjunto linearmente independente. (“O J° é um espaco vetorial e dim ° = 3.
55



Como os vetores do conjunto A estdo na forma escalonada, o conjunto A é

linearmente independente. Portanto, A é uma base de [7° “)(Silva, A.; 1997:p.72).

Amarildo Silva considera que, sob a ética do MTCS (Modelo Tedrico dos Campos
Semanticos), cada justificativa mostra diferentes nucleos em que a nocdo de base
pode ser construida. "Assim, para o pesquisador que se apodia no MTCS, os
significados que podem ser produzidos a partir daquelas frases constituirdo [...]
nacleos distintos e que caracterizam diferentes campos semanticos. Outro ponto
importante se refere ao fato de que se ao caracterizar 0s campos semanticos [...] a
partir dos significados matematicos, podemos estar indicando 0s possiveis campos
semanticos preferenciais (no sentido de ser privilegiado pelo professor) de um
professor e evidenciando, assim, que significados ele (professor) espera que seus
alunos venham a produzir para a nocdo de base. Entretanto, seriam esses 0s
significados produzidos por um aluno ao final de um curso de Algebra Linear?”
(Silva, A.; 1997: p.75).

Para obter algumas informacbes sobre os significados produzidos pelos
alunos para a nogcédo de base, Amarildo Silva fez um estudo preliminar em que
aplicou um teste a alguns alunos, a fim de obter elementos para um posterior estudo
de caso, em que observaria dois alunos que tivessem sido aprovados em Algebra
Linear a primeira vez em que cursaram a disciplina.

Neste teste preliminar, as questbes escolhidas foram aquelas “padrdes”, ou
seja, que se encontram nos livros-textos, cujas solucdes eram satisfatérias para a
discusséo.

Uma questdo apresentada foi: “Seja W = { (x, y, z, ) O O0*/ x=y=0e
z =2t } um subespaco de [J* (a) encontre uma base e a dimenséo de W. (b) a partir

da base encontrada em (a) determine, se possivel, uma base de [7* (justifique sua
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resposta)” (Silva, A.; 1997: p.77). Amarildo Silva analisa as justificativas dos alunos
para ver em torno de quais nucleos eles estdo construindo a nogcéo de base, e diz
ser dificil tirar qualquer conclusao apenas analisando o teste escrito, logo, decide no
estudo de caso valer-se de informacdes registradas em videoteipe e entrevistas. As
questbes utilizadas no estudo de caso eram de dois tipos: (1) Dado um espaco
vetorial, extrair dele uma base; (2) Dado um subconjunto de vetores de um espaco
vetorial, decidir se ele é base ou ndo desse espaco. Os espacos vetoriais
considerados eram o C, 0% e O° por permitirem ao estudante produzir significados
geométricos.

Ao final do estudo de caso, Amarildo Silva conclui que os significados
produzidos pelos alunos séo diferentes dos significados matematicos que ele
(pesquisador) descreveu, baseado na forma como a nocdo de base é construida
pelos livros didaticos. As questdes apresentadas no estudo de caso foram lidas e
interpretadas em relacdo aos nucleos que os estudantes constituiram e ndo em
relacdo a um nucleo “preferencial” (aquele que pressupde constituidas todas as
nogcdes que compdem a nocao de base). Amarildo Silva diz que no estudo de caso
em questdo, os alunos “ndo internalizaram o0s possiveis campos semanticos
preferenciais colocados a disposicdo durante o curso e os significados produzidos
por eles sdo em relacdo aos nucleos que eles proprios constituiram. Assim, eles nos
revelam que a questdo ndo passa, muitas vezes, por ndo saber, mas sim, por néo

falar como o professor” (Silva, A.; 1997: p. 113)
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Conclusdo do autor : (1) As pessoas produzem seus significados a partir de
campos semanticos por elas desenvolvidos. E por isso que, embora o0 professor
opere em sala de aula fazendo a passagem de um campo semantico para outro, 0s
estudantes ndo se atém a essa articulacdo e parecem sempre operar em um mesmo
campo semantico independente da tarefa proposta, apenas incorporando novos
objetos ao nucleo (Silva, A.; 1997: p. 117). (2) “E preciso que, na sala de aula, os
diferentes modos de produzir significado sejam explicitados, e que se tornem objeto
de atencao dos alunos” (Silva, A.; 1997: p. 118).

Sugestdo do autor : O autor deixa como questdo se ndo seria mais efetiva uma
abordagem da Algebra Linear em diferentes contextos, como a geometria analitica,
estudo das equacOes diferenciais, programacdo linear, em vez de apresenta-la

dentro de uma teoria axiomatico-dedutiva no primeiro ano da universidade.

(NOTA) Campo semantico: O modelo teérico dos campos semanticos, foi
desenvolvido por ROmulo Lins, “¢ um modelo epistemologico que permite
compreender alguns aspectos do processo de producdo de significados em
matematica”. Neste modelo, o conhecimento € entendido como crencga, levando-
se em conta 0 que o sujeito afirma e como justifica sua crenca, logo, justificativas
diferentes implicam conhecimentos também diferentes. Outra no¢cado importante € a
de significado (aquilo que o sujeito pode e efetivamente diz sobre o objeto numa
dada atividade), pois ele € produzido pelo sujeito, quando o mesmo justifica a sua
crenca. Quando o sujeito faz uma afirmacado, que acredita ndo ser necessaria uma
justificativa, diz-se que esta é uma afirmagdo local, e ao conjunto delas da-se o

nome de nucleo. Justificativas diferentes constituem conhecimentos diferentes. E o

58



sujeito opera no campo semantico sempre que produz significado em relagdo a um
nacleo dado (lins, 1993) apud (Silva, A.; 1997). Mais detalhes sobre o Modelo Tebrico
dos Campos Semanticos (MTCS) podem ser obtidos na tese de doutorado de Lins

(1992), embora o0 MTSC néo apareca explicitamente no corpo da tese.

4.2 - Rute Henrique da Silva (1999)

Titulo: Algebra Linear como curso de servico para a Computacao
Tipo de producéao : Tese de mestrado defendida na UNESP, Rio Claro, em 1999

Objetivo: Como projetar, executar e avaliar uma disciplina de Algebra Linear
(diferente da forma usual) que atenda as expectativas de um curso de
Computagao.

Metodologia: Entrevistas, analise de livros didaticos e acompanhamento de um
grupo "controlado”.

Fundamentacéo tedrica: Assimilacao Solidélria{3 - Baldino (1994, 1996, 1998) e

Pensamento Matematico Avancado (Tall, 1992)

Rute Silva entrevistou o coordenador do curso de Bacharelado em Ciéncias
da Computacdo da UNESP de Rio Claro, e também outros professores que
trabalham nesse curso e utilizam a Algebra Linear como ferramenta. Em seguida,
com base nas expectativas levantadas nas entrevistas e na andlise de livros
didaticos, nos quais buscou autores que reforcassem a importancia de Algebra
Linear para os alunos de Computacao, a autora passou a discutir, em reunides de

um grupo formado por ela, pelo o coordenador do curso e por membros do GPA

? Terminologia apresentada em NOTA no final deste topico
59



(Grupo de Pesquisa - Acdo em Educacdo Matematica) os tipos de atividades
adequadas ao curso de Algebra Linear. As atividades foram separadas de acordo
com a énfase que seria dada na disciplina, os exercicios foram classificados em
conceituais e calculatérios, sendo que todos os calculatérios foram cobrados com
énfase, enquanto os exercicios conceituais foram cobrados apenas aqueles que
seriam importantes ao longo da disciplina.

Aos exercicios conceituais que envolviam demonstracdo, esta era pedida
para algum caso especificado, como o R? R>. O livro-texto adotado foi o livro da
Colecdo Shaum (edicdo de 1972) e os capitulos a serem abordados foram:
Equacbes Lineares, Matrizes, Espacos Vetoriais e Subespacos, Bases e Dimenséo,
TransformacfOes Lineares, Matrizes e Operadores Lineares, Autovetores e
Autovalores, Espacos com Produto Interno.

Uma das preocupacOes reveladas nas entrevistas foi a importancia de se
trabalhar com as nogbes de Algebra Linear abordando, “sempre que possivel, as
partes algébrica, geométrica e matricial” (Silva, 1999: p:30).

A pesquisadora entdo elaborava a(s) atividade(s) que e apresentava-a(s) ao
grupo que sugeria(m) a(s) modificacdo(6es). Depois disso, essas atividades eram
aplicadas aos estudantes por meio da metodologia da Assimilagdo Solidaria. Vale
enfatizar que apos a aplicagdo da(s) atividade(s) em aula, a autora analisava 0s
resultados locais, 0os quais eram avaliados pelo grupo e indicavam o(s) caminho(s) a
seguir na(s) préxima(s) atividade(s).

A distribuicdo dos assuntos era feita por aula, sendo uma aula semanal com

4 horas de duragdo, e seguiu o0 seguinte planejamento: 12 aula - Atividade
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manipulativa — “Bagual” IZ; 22 aula - Sistemas Lineares — Método de Gauss; 32 aula -
Sistemas Lineares — Abordagem geométrica e matricial; 42 aula - Matriz Inversa;
52 aula - Espacos Vetoriais e Subespacos; 62 aula - Espacos Vetoriais e
Subespacos; 72 aula - Dimensao; 82 aula - Avaliacdo — seis questdes individuais e
duas em grupo — prova com consulta; 92 aula - Transformacédo Linear; 102 aula -
Transformacdo Linear; 112 aula - Exposicdo de sistema linear 2x2 no contexto
algébrico, matricial e vetorial e definicdo de Nucleo; 122 aula - Mudanca de base;
132 aula - Ortogonalizacdo; 142 aula - Diagonalizacdo de Operadores Lineares;
152 aula - Processamento de Imagens; 162 aula - Avaliacdo — seis questbes
individuais e duas em grupo — prova com consulta; 172 aula - Discussdo sobre as
provas .

Rute Silva descartou o uso de softwares em sala de aula, ja que: “(1) néao
havia a infra-estrutura necesséria para esse tipo de trabalho e devido as limitagdes,
tanto nossas (autora) como do professor da turma, que néo era especialista em
Computacgéao [...] (2) o uso de computador em sala de aula como instrumento para
introducéo de conceitos mateméaticos ndo foi mencionado pelos professores durante
as entrevistas e [...] (3) porque a diferenca entre a disciplina que foi programada em
relacdo as semelhantes, ministradas no ensino tradicional vigente, ficaria atribuida
ao computador e ndo a pedagogia e a didatica usadas. Com isso se perderia a

oportunidade de mostrar um caminho ao alcance de todos os professores para uma

transicdo entre as disciplinas tradicionais e as alternativas possiveis” (Silva, 1999:

p.9).

3 Atividade que visa a resolucdo de sistemas lineares 2x2. Os alunos que quisessem,
deveriam apresentar, até o final do semestre, um programa que resolvesse o “bagual”
(ver Silva, 1999: pp 40 e 41).
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Apos esse curso de Algebra Linear, Rute Silva registrou as opinides dos
alunos e dos professores do grupo a respeito, principalmente, da dinamica adotada
e das atividades aplicadas, e da qualidade do desempenho dos alunos atingidos por
esse curso nas matérias que utlizavam a Algebra Linear como ferramenta. As
opinibes dos alunos foram obtidas por meio de depoimentos prestados a
pesquisadora e também dos professores pelas respostas a um questionario
elaborado pela autora.

Conclus&o da autora: A autora concluiu que “ensinar Algebra Linear para o
curso de Computacdo, partindo de um referencial matematico”, € problematico
porque seus alunos de computacdo ndo viam necessidade em compreender 0s
conceitos envolvidos, eles se interessavam mais pela parte de “célculo”, que a qual
desenvolviam bem, e “ficavam a desejar na conceituacao” (Silva,1999: p.153).

Questdo em aberto: “E adequado, no inicio de um curso de Algebra Linear,
colocar a ‘definicdo conceitual’ logo como objeto e tentar, a partir dela, obter as

‘imagens conceituais’'?" (Silva, 1999: p.151)

(NOTA) Assimilacdo Solidaria (AS) - "E uma pedagogia em intervencéo diferencial
no sistema de ensino tradicional vigente, que visa a introducdo do valor ideoldgico
trabalho em substituicio a competéncia, como fundamento do critério de
promocao/selecao...." (SILVA, 1999: pp. 17).

O trabalho produtino em sala de aula é privilegiado nesta pedagogia. O
contrato didatico € ampla e explicitamente negociado.

Mais detalhes sobre a Assimilacdo Solidaria podem ser obtidos em Baldino,

1997; Baldino, 1998.
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4.3 - Marlene Alves Dias (1993)

Titulo: “Contribution a I'analyse d’'un enseignement expérimental d’algebre linéaire
en DEUG A premiére année.” (Contribuicdo para a analise de um ensino
experimental de Algebra Linear no primeiro ano do DEUG A)

Tipo de producao: Mémoire de DEA (equivalente a dissertacdo de mestrado),
Paris: Université de Paris 7 — 1993

Objetivo: ... “avaliar por meio provas escritas dos alunos de 1992/1993, que tratam
de assuntos semelhantes aqueles de 1990/1991 e 1991/1992, o desempenho
construido dos alunos (do primeiro ano universitario (DEUG A) em relacdo as
nogdes centrais do ensino, isto é, as nocdes de independéncia linear e de
posto no R", e a ligacdo entre o implicito e o paramétrico. A autora quis ainda
avaliar... "por meio das noc¢des centrais, qual € a utilizacdo do método de
Gauss? E também qual a articulacdo feita entre 0 método de Gauss como
técnica e as nogbes de Algebra Linear (em particular as nogdes de subespaco
gerado e de sistemas de equacdes lineares — possiveis confusdes — de
dimensao de um subespaco gerado)?” bd ( Dias, 1993: p.10).

Metodologia : Engenharia Didatica

Fundamentagdo tedrica : Didatica da Matemética Francesa

A autora descreve o0 tipo de experimento (curso) em relagdo ao
ensino-aprendizagem da Algebra Linear que Marc Rogalski vem fazendo desde
1990. Esse curso experimental foi realizado com turmas de Algebra Linear nas

classes do 1° ano da faculdade de Lille, Franca, no qual Rogalski era professor. Ela

24 ITraducéo do autor — original ver anexo, nota 24]
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descreve também que a fundamentacéao tedrica de tal experimento foi a teoria das
situacdes de Guy Brousseau e a de Jogo de Quadros, de Régine Douady; e a seguir
ela estabelece seu obijetivo.

A autora, apos relatar as analises feitas nos testes aplicados as turmas de
1990/1991 e de 1991/1992, passa a descrever sua analise dos testes de 1992/1993.

O teste analisado por Marlene Dias, que se encontra entre 0s anexos de sua
dissertacdo, constava de duas questbes: (1) averiguar o desempenho dos
estudantes em relacéo as nogdes centrais do ensino de Algebra Linear e como o
método de Gauss é utilizado nessas noc¢des; (2) qual articulacdo € feita entre o
método de Gauss como técnica e nocdes de Algebra Linear (subespaco gerado,
sistemas de equacdes lineares e dimensao de um subespaco gerado). A autora se
limitou a analisar a segunda questado que subdividiu em quatro itens. Ela empregou
alguns principios da metodologia da Engenharia Didatica, isto €, fez uma analise a
priori de cada item da questéo e depois descreveu os resultados. Por meio de uma
analise a posteriori chegou a algumas conclusdes sobre o que se dispds a observar.
Conclusao da autora: Marlene Dias observou que alunos de um mesmo grupo
usaram varios (e diferentes) procedimentos. Além disso, notou que, embora fosse
especificado no enunciado do exercicio que a solugéo deveria ser justificada sem o
uso de célculos, alguns estudantes utilizaram o método de Gauss para a sua
resolucgéo .

A autora chegou a conclusao de que os estudantes dominavam bem a técnica
da determinacdo do posto e que para eles o conceito de posto representava
claramente o maior niumero possivel de vetores linearmente independentes; quanto
ao conceito de dependéncia linear n&o ficou claro se ele foi bem compreendido, pois

quando tinham de usar a nogédo de dependéncia linear como meio para “controlar”

64



as respostas encontradas, os estudantes ndo o faziam ou desenvolviam algum outro
procedimento. Isto fez com que a autora concluisse que os estudantes tém uma
nocédo de dependéncia linear, porém, encontram dificuldades para aplica-la quando
o problema proposto nédo traz este conceito explicito no enunciado.

A frase utilizada para verificar se vetores sdo linearmente independentes
pareceu mal compreendida, pois quando se pediu para determinar X, y, z, t tendo
xatyb+zc+td = 0, os alunos escreveram freqlientemente que o conjunto é
linearmente independente porque x =y =z =t = 0, sem explicitar a questdo da
condicdo necessaria e suficiente.

Outra conclusédo da autora foi que houve confusdo dos alunos ao utilizarem
alguns teoremas, devido a dificuldade em demonstrar a igualdade entre dois
conjuntos. Em geral, para demonstrar a igualdade de dois conjuntos, os estudantes
mostravam uma das inclusdes e deduziam a igualdade dos conjuntos abusivamente.

Marlene Dias concluiu que os estudantes tiveram bom desempenho em
questdes que utilizavam técnicas, porém tiveram um mau desempenho quando foi
necessario utilizar teoremas .

Especificamente quanto ao método de Gauss, a autora notou que embora ele
seja um algoritmo muito eficaz, € também uma arma de dois gumes, pois: (1) os
estudantes o utilizaram para triangularizar um sistema de equagdes ou para verificar
a independéncia linear de alguns vetores, o que Ihes permitiu responder facilmente
as perguntas de posto (posto 3 ou 4 em R?% ; (2) os estudantes o utilizaram para
triangularizar uma tabela de nimeros (matriz), eles fizeram isso automaticamente e
acabaram perdendo dados importantes com isso.

Finalmente, a autora afirmou que os estudantes consideram a Matematica

como um conjunto de “receitas” que permitia resolver problemas.
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4.4- Marlene Alves Dias (1995)

Titulo: “Articulation Problems between different systems of symbolic
representations in linear algebra”

Tipo de producdo: Artigo nos anais do 19" PME (Psychology of Mathematics
Education) .

Objetivo: Analisar a flexibilidade entre diferentes pontos de vista: cartesiano e
paramétrico em Algebra Linear.

Metodologia : Analises Preliminares de uma Engenharia Didatica.

Fundamentacéo teorica: Jogo de quadros de Régine Douady e Registros de

representacdo de Raymond Duval , e flexibilidade n&o-hierarquica.

Esta pesquisa visou analisar os problemas de articulagdo entre diferentes
sistemas de representacdo simbdlica em Algebra Linear no quadro do estudo global
da flexibilidade entre dois pontos de vista paramétrico e cartesiano.

Em sua investigacdo, Marlene Dias considerou dois quadros: o algébrico e o
geomeétrico. Em relacdo aos registros ela considerou as representacfes simbdlicas
intrinsecas, as representacfes por coordenadas, as representacdes por equacoes e
a representacdo matricial. No entanto, para a sua hipotese de pesquisa necessitou
também da nocao de flexibilidade de pontos de vista que envolvem por exemplo, a
idéia de dualidade, da qual as conversdes semibticas ndo dao conta.

A pesquisadora partiu do fato de que a nocao de posto foi um dos conceitos
centrais no cursolzﬂj de Marc Rogalski de Algebra Linear; Marlene tomou-o como

referéncia em sua dissertagcdo de mestrado na qual estudou outros aspectos, mas

»[Ver no anexo, nota 25 citacao referente a afirmatival
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neste artigo enfocou as dificuldades dos alunos com a articulacdo entre pontos de
vista cartesiano e parameétrico, exigida na resolucdo de problemas de determinados
sistemas vetoriais e representacfes espaciais de vetores.

A autora elaborou uma tabela de analise que foi uma ferramenta atil para a
analise do resultado das provas de 113 estudantes de um curso experimental de
Lille, na Franca.

Durante a analise dos dados obtidos, foram identificados 34 procedimentos
diferentes. Desses, foram enfocados dois que sdo considerados procedimentos
errbneos tipicos e que correspondem a 38% das respostas. sao eles:

(1°) Escrever a matriz cujas linhas sdo determinadas pelas coordenadas a, b, c, d;
(um outro procedimento semelhante a este usa colunas em vez de linhas);

(2°) Escrever o sistema linear associado {-y +z=0,2x+y+z=0,3z+t=0,2x -2z -
t = 0}, visto como uma representacao cartesiana do subespaco, em que a aplicacéo
do método de Gauss para resolucdo deste sistema conduz a uma representacao

paramétrica que depende de uma variavel, fornecendo infinitas solucdes.

Conclusao da autora: Com a analise dos resultados obtidos, Marlene Dias pode
confirmar sua convicgao de que a flexibilidade entre as representacdes cartesiana e
paramétrica tem um papel fundamental na aprendizagem de Algebra Linear.

A autora conclui que esta flexibilidade n&o pode ser reduzida a habilidades
meramente semidticas, pois ela tem componentes conceituais e técnicos que se
entrelacam no processo de resolugao.

Marlene Dias também conclui que esta flexibilidade ndo é de facil acesso e
gue os estudantes, na sua maioria, tendem a reduzi-la a aspectos algoritmicos e,

como consequéncia, sdo apanhados por todos os tipos possiveis de deslize formal.
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Segundo a autora, as competéncias de flexibilidade ndo podem ser atingidas pelo
estudante apenas com esforco pessoal; eles tém de ser levados em conta

explicitamente no processo pedagdgico.

4.5 - Marlene Alves Dias e Michéle Artique (1998)

Titulo: "Articulacéo de pontos de vista em Algebra Linear: caso da representacdo de
subespacos vetoriais”

Tipo de producdao: Artigo nos Anais do VI ENEM ( Encontro Nacional de Educacéo

Matematica)

Objetivos: Estudar o fendmeno da articulacdo de pontos de vista cartesiano e
paramétrico no tratamento das representacdes de subespacos vetoriais.
Metodologia: Engenharia Didatica

Fundamentacdo tedrica: Nocdes de "quadro" e de "registro" desenvolvidas por

R. Douady (1992) e R. Duval (1995)

Marlene Dias fez uma “analise Matematica da articulacdo, considerando o seu
desenvolvimento histérico, e procurou estabelecer os sistemas de conhecimentos
(técnicos, tecnologicos e tedricos) nos quais esta articulacdo é a priori suscetivel de
se inscrever” (Dias, 1998).

Mediante a analise das diferentes tarefas que intervém num primeiro curso de
Algebra Linear, tendo em vista suas solu¢cdes em funcédo das variaveis da tarefa,
Dias observa as necessidades de articulacdo entre os pontos de vista cartesiano e

paramétrico. A autora analisa livros didaticos para averiguar como esta articulagcéo é
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gerada institucionalmente nesses livros. Ela estudou as regularidades e diferencas
entre os relatdrios institucionais franceses e brasileiros.

Em outra etapa, Marlene Dias analisou questionarios, entrevistas e exames de
DEUG, com a finalidade de compreender como estudantes franceses e brasileiros,
de diferentes niveis, construiam a articulacdo entre os pontos de vista cartesiano e

bd

paramétrico em relacdo aos “manuais didaticos” = existentes e quais dificuldades
eles apresentavam.

Marlene Dias apresentou, neste artigo, algumas consideracdes importantes das
quais destacamos algumas: (1) uma organizacdo complexa da articulacdo de pontos
de vista cartesiano (quando o subespaco vetorial € concebido como o conjunto de
vetores-solucbes de uma equacdo, ou de um sistema de equacOes lineares) e
paramétrico (quando o subespaco € concebido como subespago gerado por um
conjunto de vetores) mobiliza varios quadros e registros; (2) por meio da analise
matematica da articulacdo, na qual foi considerado seu desenvolvimento historico,
evidencia-se a diferenca entre os dois sentidos da articulacéo; (3) a capacidade de
considerar uma equacdo como vetor desempenha um papel importante no
desenvolvimento da articulacdo; (4) os diferentes niveis de expressdo desta
articulacdo e a introducdo tardia do quadro tedrico que lhe € associado: o quadro da
dualidade. A diferenca entre a solucdo técnica da articulagdo por meio do quadro
dos sistemas lineares e sua solucdo tedrica pode conduzir a hipéteses de
dificuldades didaticas sérias, se nao se considerar um nivel tecnoldgico
(intermediario) adequado; (5) a analise de livros didaticos permitiu verificar que

k4

parece existir uma diversidade de “manuais didaticos” ", porém, em todos 0s casos

analisados a gestédo da articulagdo entre pontos de vista cartesiano e paramétrico é

% (Original) “rapports” institucionais
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quase inexistente, mesmo quando o0s elementos tedricos e técnicos estdo presentes.
Ha uma fraca utilizacdo do espaco de tarefas necessitando desta articulagdo A
autora aponta, ainda, a auséncia de desenvolvimento de um nivel intermediario
tecnoldgico que atenue a diferenca entre 0s niveis técnico e teorico.

Conclusdo da autora: Os resultados encontrados, segundo Marlene Dias,
confirmam sua convicgéo de que “a articulagdo entre os pontos de vista cartesiano e
paramétrico desempenha um papel fundamental na aprendizagem de Algebra
Linear, e que esta articulacdo ndo pode se reduzir a conversdes de tipo semidtico”
(Dias, 1998).

Marlene Dias conclui que a articulacdo nao é facilmente acessivel e que os
estudantes tendem a reduzi-la aos seus aspectos algoritmicos, o que os conduz a
todos os tipos de "derrapagens” formais. Isto indica que para os estudantes
adquirirem as competéncias necessarias desta articulacdo € preciso que ela seja

considerada de forma explicita no processo de ensino.

" No original, “rapports" institucionais
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4.6 - Marlene Alves Dias (1998a)

Titulo: "Les probléemes darticulation entre points de vue “cartésien” et
“paramétrique” dans I'enseignement de I'algebre linéaire.”

Tipo de producédo: Tese de Doutorado defendida no IREM de Paris VIl da
Universidade de Paris, em 1998

Objetivo: Estudar o fendbmeno de articulacdo entre os pontos de vista cartesiano e
paramétrico na representacao de espacos vetoriais.

Metodologia : Engenharia Didatica

Fundamentacéao tedrica: Jogo de quadros de Régine Douady (1992) e registros de
representacdes de Raymond Duval (1995) e articulacdo de Ponto de Vista de

Rogalski.

Primeiramente Marlene Dias desenvolveu um estudo sobre um quadro de
modelos cognitivos hierarquizados e nao-hierarquizados. Neste ultimo encontram-se
as nocoes de jogo de quadros, de registros, de pontos de vista.

A seguir, a autora fez um estudo sobre a relagdo entre pontos de vista
paramétrico e cartesiano sob uma visao algoritmica e, depois por meio da nocao de
dualidade. Em seguida ela apresentou resumidamente, como a flexibilidade na
articulacdo do ponto de vista paramétrico e cartesiano evoluiu ao longo da historia.

Marlene Dias analisou também alguns livros didaticos franceses e brasileiros,
verificou os registros utilizados e as variaveis apresentadas nas tarefas propostas,
além disso fez um estudo sobre o funcionamento institucional da articulagédo. Esta

andlise permitiu evidenciar algumas caracteristicas importantes dos manuais
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didaticos sobre a articulacdo, a qual sugeriu a questao sobre a existéncia ou ndo da
influéncia de tais relatorios sobre a producéao dos estudantes.

A autora elaborou um questionario com o objetivo de verificar essa articulacéo e
aplicou-o a alunos do ensino superior francés e brasileiro. Os alunos franceses, além
de responder ao questionario individualmente, passaram, conforme o caso, por
entrevistas para esclarecer as suas respostas. Os alunos brasileiros responderam ao
questionario, tanto em grupos quanto individualmente, e também passaram por
entrevistas conforme a necessidade.

Considerando-os dados obtidos, a autora pbde observar dificuldades

importantes e resistentes encontradas pelos estudantes de ambos os paises em
relacdo aos itens abordados.
Conclusdo da autora: A articulagdo entre os pontos de vista cartesiano e
paramétrico, tem um papel importante na aprendizagem de Algebra Linear. Essa
articulacéo é importante, porém apresenta dificuldade, pois as técnicas de passagem
de um para outro ndo sdo simétricas. Além disso, ha um desnivel entre as técnicas
algoritmicas de passagem e o quadro teorico no qual se inscreve essa articulacao de
pontos de vista, isto €, a dualidade.

A analise do desenvolvimento histérico mostrou claramente a diferenca entre os
dois sentidos da articulag&o. A histéria mostrou que técnicas como a estabelecida no
quadro da teoria dos determinantes podem frear o desenvolvimento da articulacao.
Esse estudo levou a autora a distinguir cinco quadros em que a articulagédo se
expressa: quadro dos sistemas lineares, quadro da geometria, quadro da Algebra
Linear, quadro das matrizes e o0 quadro dos determinantes, mesmo que esses

altimos ndo tenham existéncia autbnoma em relagéo a articulacéo.
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A anadlise dos manuais didaticos permitiu a autora a concluir que havia “pouca
sensibilidade com as questdes de articulagdo que apareciam frequentemente de
forma implicita e eram raramente trabalhadas como articulacéo” 5‘. Além disso, a
articulacdo, quando aparece, se “organiza em torno de dois pélos: de um lado
aquele técnico da resolucdo de sistemas lineares e de outro aquele tedrico da
dualidade. Mas a organizacdo entre os quadros € raramente levada em conta.
Segundo a obra, € um polo ou outro que domina e a tecnologia presente é relativa a
esse pélo”E(Dias, 1998a: p. 446).

No caso em que € o polo técnico domina, a tecnologia € essencialmente
descritiva. No que concerne aos exercicios propostos, a analise mostra, com
algumas excecdes, que o espaco disponivel é pouco explorado. Os exercicios que
necessitam de articulacdo de pontos de vista ficam realmente marginais e se situam,
majoritariamente, no sentido do cartesiano para o paramétrico e estao associados de
forma privilegiada a resolucao de sistemas.

Os resultados apresentados pelos estudantes brasileiros e franceses mostram as
“....dificuldades resistentes encontradas por eles na elaboracdo de justificativas
pessoais eficazes e flexiveis aos dois pontos de vista considerados”. Além disso, 0s
erros mostram que, "majoritariamente, as dificuldades se encontram nas articulagdes
e que os estudantes se encontram bloqueados ou produzem resultados incoerentes
em relacéo as articulacdes” lﬂ( Dias, 1998a: p. 447).

Outro problema evidenciado pela analise é a falta de validacdo pelos estudantes,

gue néo existe localmente nem relacionada a teoria envolvida, como teoremas, etc.

%8 ITraducao do autor — original ver anexo, nota 28]
9 [Traducg&o do autor — original ver anexo, nota 29]
%0 ITraducao do autor — original ver anexo, nota 30]
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O recurso ao quadro geométrico € pouco presente e pouco operatc')rioE. @)

estudante que tentou utiliza-lo foi freqientemente induzido a erro, seja por nao
distinguir o quadro afim e vetorial, seja porque quis generalizar os invariantes a
dimensdes superiores a trés, sem saber como fazé-lo.

Marlene Dias afirma que se deve fazer uso da articulacdo (ponto de vista
cartesiano e paramétrico), pois ao se trabalhar com esta dualidade o aluno pode
perceber a diferenca entre a solucdo técnica da articulagdo por meio do quadro dos
sistemas lineares e sua solugéo tedrica. No entanto, quando Marlene Dias analisou
as tarefas apresentadas aos alunos, viu que o0 espaco para a introducdo desta
articulacéo é limitado e a utilizacdo de tarefas que necessitem da articulagcdo € muito
restrita.

A autora diz ainda que, em todos os casos analisados, a gestdo da articulacao
entre 0os pontos de vista cartesiano e paramétrico € quase inexistente, mesmo
guando os elementos tedricos e técnicos estdo presentes.

Segundo Marlene Dias, pode-se notar que a articulacdo ndo é facilmente
acessivel, além disso, os estudantes tendem a reduzi-la aos seus aspectos
algoritmicos, tornando a conceitualizacdo restrita a certos dominios. Para que 0s
estudantes adquiram as competéncias necessarias desta articulagédo, é preciso que

ela seja considerada de forma explicita no processo de ensino.

31 Nas conclusdes comentarei esta afirmacéo de Marlene Dias
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5- Andlise da Producéao

Minha proposta, neste trabalho é analisar as producdes cientificas brasileiras
(artigos, dissertacdes e teses) na década de 90, e verificar, baseado em artigos
apresentados anteriormente, como se tem dado especificamente as pesquisas em
ensino-aprendizagem da Algebra Linear nesta ultima década. Meu objetivo também
€ analisar tanto os aportes que possam contribuir para um ensino mais eficiente
quanto os problemas que devem ser pesquisados para provocar uma mudanca no
ensino e, mais especificamente, perceber qual é a direcdo e o foco dessas
pesquisas, assim como conhecer as bases teoricas que as tém fundamentado.

Passarei a apresentar os pontos relevantes, a meu ver, de cada uma das
pesquisas brasileiras que compdem o panorama que elaborei.

Amarildo Melchiades da Silva faz um estudo historico epistemoldgico que
evidencia como varios matematicos construiram a nocdo de base a partir de
referenciais distintos (como o0s mencionados nos apontamentos sobre
Silva, A.; 1997); os livros didaticos, estudados por Amarildo Silva, também
apresentam formas distintas de direcionar os alunos a nocédo de base assim como
diferentes definicdes para a nocdo de base, definicdbes que de alguma maneira,
explicita ou implicitamente, mostram alguns dos campos semanticos nos quais a
nocao de base é apresentada pelos autores.

Por meio de um estudo de caso, Amarildo Silva verificou que os alunos
desenvolviam outros campos semanticos, diferente daquele campo semantico
preferencial do professor, para trabalhar com a nocgédo de base, e este campo
semantico era utilizado para executar qualquer tarefa, apenas incorporando-se

outros objetos ao nucleo.
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E interessante ressaltar a seguinte afirmacéo de Amarildo Silva: “Notamos que
0s textos matematicos apresentados a nossos informantes (os alunos) foram lidos e
interpretados em relagdo aos nucleos que eles construiram e ndo em relagdo a um
nucleo 'preferencial' que pressupde constituidas todas as no¢des que constituem a
nocao de base. Isto nos sugere que as possiveis expectativas de um professor que
espera que seus alunos falem e operem de maneira efetiv,a a partir dos textos
matematicos, considerando, por exemplo, as noc¢des de independéncia linear e de
geracdo como 'coisas’' de mesmo status, possivelmente ndo irdo obter isto como
resposta” (Silva, A.; 1997: p. 113). Amarildo Silva, neste trecho, mostra que o aluno
nem sempre da 0 mesmo estatuto a objetos matematicos que o seu professor. Além
disso, em outra passagem, ele acrescenta que aquele professor de Algebra Linear
cuja expectativa é a de que seu aluno adote os mesmos procedimentos e escolhas
que ele (professor) faria, ao lidar com Algebra Linear, provavelmente ficara frustrado,
pois o0 aluno néo internaliza a maneira de abordar e interpretar problemas como o
seu professor, seguindo procedimentos metodologicos apresentados no livro-texto.

A citacdo de Amarildo Silva me faz lembrar o obstaculo do formalismo
mencionado por Sierpinska (Sierpinska, 1999), pois me pergunto se 0S Nnovos
campos semanticos criados pelos alunos ndo podem ser uma forma, encontrada por
eles, também para atenuar o obstaculo que encontram com o formalismo préprio da
linguagem axiomética-dedutiva?

Outro ponto que esta afirmacdo de Amarildo Silva permite-me levantar é sua
oposicdo ao que Dorier escreve em L' Enseignement de l'Algebre Linéaire en
Question, em que diz: “Naquilo que diz respeito as evolucdes individuais dos
estudantes, nossa apreciacdo do problema pode se esclarecer. Nos limitamos mais

particularmente em alguns tipos de comportamentos, mas também €& mais facil
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prever com bastante certeza, sobre tarefas precisas, os procedimentos que tém mais
chance de ser colocados em obra pelos estudantes, em funcdo de seus
conhecimentos anteriores. Este ponto permanece ainda nebuloso; no entanto, esta
andlise, reforcada por uma reflexdo epistemologica e didatica, pode permitir, em
pequena escala, controlar de maneira mais eficaz os efeitos de um ensino” E
(Dorier, 1997: p. 121).

Penso que o trabalho de Amarildo Silva contrasta com o que diz Dorier, no que
se diz refere a construcéo, pelos alunos, da nocédo de base em diferentes campos
semanticos, parece dificil prever quais seriam seus procedimentos e escolhas em
determinada tarefa. Pergunto-me se € possivel prever os procedimentos dos alunos,
considerando que eles operam em campos semanticos distintos, o que corrobora
para permitir a “limitacdo” de variedade de possibilidades a serem trabalhadas pelo
aluno? Com certeza, pode ser uma questdo Iimportante na area do
ensino-aprendizagem da Algebra Linear que merece ser melhor estudada.

Rute Silva (1999) buscou apresentar elementos que diferenciassem um curso
de Algebra Linear que procura atender as expectativas de um curso de Computacao.
Penso que a principal contribuicdo do trabalho de Rute Silva foi evidenciar o grau de
liberdade do professor na escolha da metodologia e na forma de abordar o seu
curso. O que vem corroborar com as conclusdes apresentadas por Behaj e Arsac
(Behaj, A. and Arsac, G., 1998) descritas no artigo La conception d'un cours
d’algebre linéaire.

Neste artigo, Behaj e Arsac fizeram um estudo com cinco professores de
Algebra Linear do primeiro ano de uma Universidade em Marrocos, o objetivo do

estudo era de analisar em qué se deve apoiar um professor para preparar as aulas

%2 [Traducéo do autor — original ver anexo, nota 32]
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de um curso de Algebra Linear e verificar qual é o papel do professor na
organizac&o do curso de Algebra Linear.

Behaj e Arsac entrevistaram individualmente cada professor e as questdes
feitas diretas e gerais, visaram conhecer as escolhas do professor ao preparar a
aula. Partindo das declaracdes dos professores, 0os autores analisaram os resultados
obtidos usando a teoria da transposicdo didatica; deste modo, examinaram quais
sdo as obrigacbes do sistema de ensino que leva em conta os docentes e como
suas idéias pessoais sobre a Matematica e seu ensino induzem variacfes entre 0s
mesmos. Behaj e Arsac observaram que o0s professores se sentem relativamente
livres quanto a ordem de apresentacdo do curso sugerido pelo programa e pelos
livros, geralmente eles estruturam o curso segundo suas préprias idéias sobre a
aprendizagem, e estas sdo muito pessoais, diferem de um professor a outro e séo
determinantes no processo de ensino; os pesquisadores também observaram que os
fatores que devem ser considerados sdo muito mais complexos do que 0s previstos
pela teoria da transposicao didatica, pois, segundo Chevallard, a importancia da
acao do professor sobre o “saber ensinado” é secundaria, e a margem de liberdade
do professor no “saber ensinado” € pequena, pois o professor ndo tem o poder da
escolha.

Valendo-se da conclusao do trabalho de Behaj e Arsac, que mostra que o
grau de liberdade do professor € muito maior do que o previsto por Chevallard na
sua teoria da transposicdo didatica, a possibilidade de utilizar diferentes
metodologias no ensino-aprendizagem de Algebra Linear fica clara, uma vez que o
professor, tendo um papel fundamental na transposicdo didatica e possuindo
liberdade para interferir nesta transposi¢céo, pode com suas escolhas direcionar a

metodologia de ensino no rumo que decidir tomar.

78



Rute Silva falou, em seu estudo, sobre a Assimilacdo Solidaria, metodologia
empregada pelo professor Roberto Ribeiro Baldino. Porém, ha outras metodologias,
dentre as quais cito o Principle of Multiple Embodiments (Principio de Incorporacdes
Multiplas) utilizada por Guershon Harel em sua investigacdo sobre a producao de
significado para a no¢édo de base em Algebra Linear, descrita no seu artigo Applying
the Principle of Multiple Embodiments in Teaching Linear Algebra: Aspects of
Familiarity and Mode of Representation, publicado em 1989 (Harel, G.; 1989). Até o
momento, ndo temos resultados de pesquisas que mostrem que alguma metodologia
tenha sido eficaz no processo de ensino-aprendizagem.

Foram quatro os textos cientificos de Marlene Alves Dias apresentados em
minha pesquisa. Trés deles abordaram a flexibilidade entre os pontos de vista
cartesiano e paramétrico e o quarto texto averiguou a utilizacdo do método de Gauss
(1993).

Dentre as conclusbes que Marlene Dias apresenta em seus trabalhos,
evidencio:

(Dias, 1993)

- Em um mesmo grupo havia diferentes modos de resolucdo e procedimentos
utilizados pelos alunos. Constato conclusdo semelhante no trabalho de Amarildo
Silva, posteriormente comentarei esta semelhanca.

- A utilizacédo de calculos nas justificativas, mesmo quando isto ndo era permitido;
agui observo Marlene Dias mostrando o aspecto do obstaculo do formalismo,
também apontado por Sierpinska, que diz: “O obstaculo do formalismo faz os
estudantes produzirem um discurso que tem a forma externa do discurso usado

pelo professor ou pelo livro didatico. Para ser eficientes como estudantes, eles
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desenvolveram comportamentos automaticos” & (Sierpinska, 1999: p.12), outra
caracteristica deste obstaculo é “... confundir categorias de objetos matematicos,
por exemplo, [...] tratar transformagdes como vetores, relacdes como equacoes,
vetores como seqUéncia de numeros” [ad (Sierpinska, 1999: p.12). Os
comportamentos automaticos mencionados por Sierpinska fala, referem-se a
procedimentos que, independentemente da pergunta feita, o aluno adota por
julgar cabiveis a atividade, ele entdo os executara até obter algo significativo .

Isto mostra a “mecanizacdo” de algoritmos que sdo utilizados

independentemente do que se coloca como questdo. Esta “mecanizacao” pode ser

vista também em outro ponto ressaltado por Marlene quanto a utilizacdo do método

de Gauss, que era bem utilizado para verificar a independéncia linear, mas quando

era utilizado para triangularizar uma matriz os estudantes acabavam perdendo

dados importantes.

Os alunos tém dominio do conceito de posto, mas ndo tém clareza ao usar a
nocdo de dependéncia linear. Noto aqui que a nocdo de dependéncia linear
ainda se encontra presa a determinados pressupostos que ndo permitiram sua
generalizacdo e aplicacdo em outros contextos. Este fenbmeno de validagcéo
local é apontado em outras pesquisas em Educacdo Matematica.

Dificuldade dos alunos em mostrar a igualdade de conjuntos, em geral eles
demonstram apenas uma inclusdo, assumindo a outra como consequéncia.
Neste item aponto uma das questdes que o0s grupos de pesquisas ligados a
prova e demonstracdo mateméatica procuram analisar. O aluno parece nao
entender a necessidade da demonstracdo, cabe ao professor problematizar a

demonstracdo para o aluno, caso contrario ele far4 a demonstracdo por efeito de

% [Traducao do autor — original ver anexo, nota 33]
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contrato, uma vez que € “isso que o professor espera que ele faca”. O aluno nao
vé valor na demonstracdo uma vez que, para ele, a “autoridade” do professor
garante que ele aceite determinada propriedade, e mesmo alguns resultados
importantes passam para o lado da evidéncia, o que € evidente para o aluno nao
precisa ser demonstrado, ndo existe uma problematica em torno da evidéncia
que garanta a necessidade da demonstracdo. A “prova’, segundo Hillel, € uma
das dificuldades apontadas pelos estudantes, eles ndo entendem a necessidade
dela, nem a necessidade de varias técnicas para a “prova” (Hillel, 1994).

- Bom desempenho no uso de técnicas, mas mau desempenho quando foi
necessario utilizar teoremas. Acredito que o mau desempenho no uso de
teoremas deve-se ao fato de a linguagem axiomatica utilizada na Algebra Linear,
segundo Sierpinska (Sierpinska, 1999: p.38), ser um obstaculo para o aluno que
toma contato com esta disciplina em um primeiro momento, o desafio parece
assumir a linguagem axiomatica-dedutiva como uma linguagem clara e
necessaria em Algebra Linear.

Nos artigos de 1995 e 1998, Marlene Dias mostra respectivamente a
flexibilidade cognitiva e o fenbmeno da articulacdo dos pontos de vista cartesiano e
paramétrico no tratamento das representacdes, especificamente sobre o conceito de
subespacos vetoriais, como foco dessas pesquisas. Nas suas conclusdes, Marlene
Dias aponta a importancia da flexibilidade e ratifica que a articulagao entre os pontos
de vista cartesiano e paramétrico desempenha um papel fundamental na
aprendizagem de Algebra Linear, e que esta articulacdo nio pode se reduzir a

aptidées do tipo semidtico.

3 ITraducao do autor — original ver anexo, nota 34]
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Varios trabalhos de Duval (alguns citados na bibliografia e/ou nas referéncias
bibliograficas) apontam a necessidade desta flexibilidade (articulacdo) defendida no
trabalho de Marlene Dias. Em um de seus artigos, Duval diz que o objeto néo se
distingue de sua representacdo; na verdade, o objeto e sua representacdo se
confundem, mas € preciso reconhecer que diferentes representacdes apontam para
um unico objeto, e apenas ao se articular estas diferentes representacdes é que se
pode obter uma melhor concepcdo do objeto em questdo (Duval, 1998). Podemos
entdo ver que a flexibilidade entre diferentes pontos de vista, ou a articulacdo entre
diferentes representacbes de um mesmo objeto, € essencial para que a concepcao
sobre este objeto seja mais integral, uma vez que € necessario levar-se em conta
que diferentes representacdes evidenciam diferentes aspectos de um mesmo objeto,
e possivelmente em diferentes linguagens matematicas (como a geométrica, a
matricial, etc.). Os trabalhos de Marlene Dias ecoam junto aos trabalhos de Duval,
salientando que um objeto sera mais bem apreendido se for feito uso da converséo
(mudancas de registro) e do tratamento (transformac¢des no interior de um mesmo
registro) com a finalidade de observar os diferentes aspectos evidenciados em suas
diferentes representacodes.

Por fim, em sua tese de doutorado, Marlene Dias estuda o fendmeno de
articulacdo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico na representacdo de
espacos vetoriais. Marlene Dias desenvolveu um estudo sobre um quadro de
modelos cognitivos hierarquizados e ndo-hierarquizados.

Como o estudo é semelhante ao analisado anteriormente, é natural que a
articulacdo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico seja apontada como
um fator importante na aprendizagem de Algebra Linear, assim como € apontado o

desnivel entre as técnicas algoritmicas de passagem de um ponto de vista a outro e
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0 quadro tedrico no qual se inscreve essa articulagdo; mesmo assim, Marlene Dias
afirma que se deve fazer uso da articulagéo, pois ao trabalhar com esta dualidade o
aluno pode perceber a diferenca entre a solucao técnica da articulagdo por meio do
quadro dos sistemas lineares e sua solucdo tedrica. Fora isto, na tese aparece o fato
de as técnicas de passagem do ponto de vista cartesiano para o0 paramétrico nao
serem simétricas as utilizadas do ponto de vista paramétrico para o cartesiano.

Um ponto que destaco nas conclusdes de Marlene Dias € a dificuldade dos
alunos para elaborar as justificativas para dois pontos de vistas utilizados, ha
dificuldades na articulacdo na sua maioria; ha também dificuldade na utilizacdo do
quadro geométrico, que se torna pouco operatorio. Quero aqui recordar o paradoxo
mencionado no artigo Evaluation of a teaching design in linear algebra: The case of
linear transformations (Sierpinska et al., 1999); neste artigo os autores falam sobre
as “ajudas visuais” e escrevem: “Este é o famoso paradoxo do uso das chamadas
‘ajudas visuais’ no ensino de matematica: a interpretacdo do modo pelo qual as
ajudas visuais representam objetos matematicos requer o0 mesmo conhecimento que
se suple, ajudam os estudantes a construir. Se 0s estudantes ndo possuem este
conhecimento, as representacfes visuais sdo matematicamente sem sentido para
eles e consequientemente elas ndo podem ser considerados como ‘ajudas’, e se 0s
estudantes ja possuem este conhecimento, eles ndo precisam das ‘ajudas’. Em
ambos os casos, as 'ajudas' assumidas ndo auxiliam e podem ser dispensadas” bl
(Sierpinska, 1999: p.19).

Levando em consideracao a afirmacgéo de Marlene Dias de que 0 recurso ao
gquadro geométrico é pouco presente e pouco operatdrio, e considerando o

paradoxo acima citado, acredito que isto se deve ao fato de os estudantes nao

% [Traducéo do autor — original ver anexo, nota 35]
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trabalharem bem com o registro geométrico. E se ndo operam bem neste tipo de
registro, entdo valer-se dele como “instrumento facilitador”, em que as nocdes de
Algebra Linear podem ser vistas “concretamente”, parece ser, se ndo infrutifero,
pouco eficaz o seu uso como “ajuda visual”. Quando o quadro geométrico é utilizado
como “ajuda visual” pressupde-se que os alunos disponham de conhecimentos que
estariam sendo construidos com seu auxilio.

Ainda analisando os textos cientificos pertencentes ao panorama que fiz das
pesquisas brasileiras sobre ensino-aprendizagem da Algebra Linear, pude observar
imbricacfes entre os trabalhos, que passo a apresentar.

Marlene Dias e Amarildo Silva apresentam o fato de os estudantes de uma
mesma turma apresentarem diferentes modos de resolucdo e procedimentos na
resolucdo de suas atividades. Esta diversidade de resolucfes apuradas por Marlene
Dias corrobora com a conclusédo de Amarildo Silva sobre o fato de os alunos, ao final
do curso de Algebra Linear, operarem em campos semanticos por eles mesmos
constituidos.

O obstaculo do formalismo é outro ponto que vemos tanto no trabalho de
Marlene Dias como no de Amarildo Silva, cada um deles apresenta um aspecto
diferente deste obstaculo no decorrer de suas pesquisas. Marlene Dias, como
vimos, mostra o aspecto da mecanizac¢do, enquanto Silva apresenta o fato de que o
aluno podera perder-se na resolucdo de sua atividade se procurar reproduzir o
campo semantico prefencial do professor, ou seja, quando o aluno se vé obrigado a
reproduzir a mesma forma de abordagem que seu professor costuma fazer, isto

acaba levando-o ao erro.

84



Temos também a validacdo parcial de conceitos apontados por Marlene Dias
e Amarildo Silva. Marlene Dias apontou a falta de clareza no uso da nocédo de
dependéncia linear, o que mostra, segundo Amarildo Silva, a validacdo local de uma
nocdo, ou seja, a nocdo de dependéncia linear ainda se encontra presa a
determinados pressupostos que nao permitem sua generalizacdo e aplicagcdo em
outros contextos. Varias pesquisas em Educacdo Matematica mostram esta
validacéo parcial que os alunos costumam fazer com 0s conceitos que estdo sendo
apreendidos, ndo podemos deixar de lembrar que varios didatas apontam a
necessidade de apresentar um conceito em diferentes contextos para que o aluno

possa construir uma boa imagem conceitual do mesmo.

Marlene Dias e Rute Silva evidenciam o bom desempenho no uso de técnicas
mas um mau desempenho quando foi necessario utilizar teoremas. Rute Silva diz
gue, como consequéncia disto, a matematica € vista como um conjunto de “receitas”
que permite resolver problemas. Se considerarmos que Rute Silva trabalha com
alunos de um curso de computacdo e Marlene Dias, ndo, podemos ver indicios de
gue ha uma tendéncia de que os estudantes valorizem a algoritmizacdo inerente a

matematica.

Passo a apresentar algumas sugestdes para 0 ensino-aprendizagem de
Algebra Linear, advindas dos trabalhos que analisei de diferentes pesquisadores da
area.

Amarildo Silva sugere uma abordagem de Algebra Linear em diferentes

contextos, como a da geometria analitica, em vez de apresenta-la com uma teoria

85



axiomatico-dedutiva no primeiro ano da universidade; acredito que temos aqui uma
boa questdo para um estudo posterior uma vez que, segundo Sierpinska, uma das
dificuldades dos estudantes com os conceitos da Algebra Linear é de origem
epistemoldgica que esta relacionada ao uso de definicbes axiomaticas (Sierpinska,
1999: p.38). E ser interessante observarmos que ha possibilidade de amenizar, se
nao evitar, o obstaculo do formalismo se como professores, tivermos o cuidado de
ndo esperarmos que nossos alunos reproduzam 0s mesmos procedimentos e
escolhas que nés, em determinada atividade.

Rute Silva mostrou, em seu trabalho, a possibilidade de adequar o programa
de Algebra Linear a outros que a utilizem como ferramenta, por meio de uma
mudanca na didatica e na busca por aplicacdes de Algebra Linear. Sierpisnka, em
seu artigo Evaluation of a teaching design in Linear Algebra: The case of linear
transformations (Sierpinska, 1999) diz que “na América do Norte ha, pelo menos,
duas tendéncias que vém reformando os cursos de Algebra Linear e s&o
evidenciadas nos livros didaticos. Em uma delas, a idéia principal € ilustrar as idéias
matematicas abstratas por meio de aplicagbes (e.g. Lay, 1994) . Na outra, a
geometria vetorial é considerada uma fonte de significado intuitivo para os conceitos
basicos de Algebra Linear (e.g. Ouelley, 1994). A maioria das propostas de reforma
faz uso da tecnologia de informatica, especialmente de Sistemas Algébricos
Computacionais. O software € usado principalmente como uma ferramenta para
fazer matematica e ndo tanto como uma ajuda pedagogica”’(Sierpinska, 1999: p. 9)@
Acredito que a busca por novas metolodogias de ensino e por aplicacbes possa ser
uma maneira, mas ndo a Unica, de adequar o curso de Algebra Linear a um publico

que a utilizard como ferramenta.

% [Traducao do autor — original ver anexo, nota 36]
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Em seu trabalho sobre a importancia da flexibilidade, Marlene Alves Dias
deixa claro que a articulacdo entre os pontos de vista cartesiano e paramétrico
desempenha um papel fundamental na aprendizagem de Algebra Linear. Ja citamos
que Duval (Duval, 1998) é arauto na defesa do tratamento e da conversado dos
registros utilizados nas atividades matematicas, uma vez que, segundo o préprio
Duval, uma melhor concepcdo de um objeto € obtida na articulagdo dessas
representacoes.

Temos aqui a sugestdo, resultado da analise dos trabalhos de Duval e de
Marlene Dias, para valer-se da articulacdo entre as diferentes formas de registro

durante o processo do ensino-aprendizagem de Algebra Linear.

Finalmente, aponto algumas diretrizes para futuros trabalhos, embora esteja
certo de que ndo esgotarei, nem € este meu obijetivo, tais diretrizes.

Da andlise do trabalho de Amarildo Silva, mediante as semelhancas com
trabalhos de Sierpinska, levanto duas questfes: (12) o obstaculo do formalismo néo
se da pelo fato de os alunos procurarem transpor suas dificuldades no uso da
linguagem axiomatica-dedutiva? (2%) em relacdo a construcdo de novos campos
semanticos pelos alunos, seria a tentativa de fugir do formalismo um fator que
colabora com a busca de novos campos semanticos?

A preocupacdo de Rute Silva em “adequar” o curso de Algebra Linear a um
publico que a utilizard como ferramenta teve como norte a busca por aplicacdes.
Rute Silva mostrou a possibilidade de usar uma metodologia diferenciada e néo faz,
como ela afirma no inicio de seu trabalho, uso da informética. A preocupagdo em
buscar alternativas para atender as expectativas de outros "cursos como de

servigos" (estou empregando a mesma terminologia de Rute Silva) parece ser uma
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preocupacao de outros pesquisadores estrangeiros, como é o0 caso da Sierpinska.
Acredito ser interessante pensarmos neste outro aspecto, que € 0 uso de
informatica; Sierpinska (Sierpinska, 1999) apontou o uso de computador como uma
das tendéncias que estdo reformulando o curso de Algebra Linear, valeria a pena
abordar este aspecto para se verificar qual seria a contribuicdo da informatica no
ensino-aprendizagem da Algebra Linear.

O fato de alunos operarem em campos semanticos distintos dos campos
semanticos “preferenciais”, resultado que pdde ser visto no trabalho de Amarildo
Silva e que também aparece implicitamente em um dos trabalhos de Marlene Dias,
deve e pode ser mais explorado em outras pesquisas. Acredito ser interessante
analisar o por qué deste “"fenbmeno” e como usar isto como ponto favoravel no

processo do ensino-aprendizagem de Algebra Linear.
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6- CONCLUSAO

A andlise feita no capitulo anterior trazia em seu bojo implicitamente as
conclusbes que ora passo a apresentar .

Algumas pesquisas desta area procuram levantar 0s obstaculos
epistemoldgicos e/ou sugerem uma abordagem alternativa, visando facilitar a
construcdo e apreensdo de conceitos pelo estudante de Algebra Linear. A maioria
das obras relacionadas, tém estas propostas.

O problema relativo as dificuldades dos alunos em Algebra Linear vem sendo
detectado ha tempos por meio dos resultados obtidos pelos estudantes em suas
avaliacdes. No entanto, as pesquisas em ensino-aprendizagem de disciplinas de
cursos superiores, no mundo todo, sdo relativamente recentes e no inicio se
concentravam na area de calculo diferencial e integral. Nos Estados Unidos, por
exemplo, as investigacdes sobre o ensino-aprendizagem de Algebra Linear tomaram
félego a partir da criacdo do Linear Algebra Curriculum Study Group (LACSG) em
1990. Na Franca, as pesquisas sobre didatica da Algebra Linear comecaram a
aparecer também a partir de 1990, a tese de Jean Luc Dorier sobre o assunto é do
inicio da década de 1990. No Brasil, a pesquisa sobre as disciplinas-problemas,
efetuadas pela equipe de Campinas, conforme consta da problematica, foi divulgada
em 1997. Assim, pelo exposto, constata-se que a preocupacdo com a pesquisa
sobre o ensino-aprendizagem da Algebra Linear, no Brasil, € muito recente.

Com o levantamento das pesquisas brasileiras em ensino-aprendizagem da
Algebra Linear, a relacéo de autores se restringe a trés que, de fato, realizaram suas

pesquisas com esta tematica. Dos artigos analisados, quatro deles pertencem a uma
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mesma autora (Marlene Alves Dias) que 0s escreve em um contexto francés
(a maior parte de sua pesquisa é realizada na Franca).

O inicio das producdes cientificas de Marlene Dias, sobre
ensino- aprendizagem da Algebra Linear, ocorreu no ano de 1993, enquanto as
pesquisas realizadas no Brasil tém inicio em 1997. Se observarmos o artigo de
Dorier, vemos que G. Harel ja possui trabalhos com este tema datados de 1980.

Portanto, pode-se ver que as pesquisas brasileiras na area de
ensino-aprendizagem da Algebra Linear é bem recente e apresenta um caminhar
timido, devido a pequena quantidade de pesquisas na area; porém, ha contribuicdes
de pesquisas brasileiras nesta area que corroboram a melhoria e o entendimento do
processo de ensino-aprendizagem.

Para facilitar o acompanhamento das conclusGes, apresento um quadro
comparativo entre os principais resultados das obras de autores brasileiros e os

resultados de autores estrangeiros sobre temas analogos.

Amarildo Melchiades da Silva (1997)

Pontos importantes: Trabalhos estrangeiros mostram:

Verificou que o0s alunos desenvolviam |« Obstaculo do formalismo
outros campos semanticos, diferentes| (Sierpinska, 1999)

daquele campo semantico preferencial| « Previsdo em pequena escala dos
do professor, para trabalhar com a procedimentos e escolhas que os
nocéo de base. E este campo semantico estudantes farao [Dorier:
constituido era utilizado para executar L’Enseignement de  ['Algébre
qualquer tarefa, apenas incorporando-se Linéaire en Question]

outros objetos ao nucleo.
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Rute Silva (1999)

Pontos importantes:

Buscou apresentar elementos que

diferenciassem um curso de Algebra

Linear que procura atender as
expectativas de um curso de
computacao.

* A principal contribuicdo do trabalho de

Rute Silva foi evidenciar o grau de
liberdade do professor na escolha da
metodologia e na forma de abordar o

Seu Curso.

Trabalhos estrangeiros mostram:

* O grau de liberdade do professor &

muito maior do que o previsto por

Chevallard na sua teoria da
transposicao didatica.
e Ha possibilidade de utilizar

diferentes metodologias no ensino-
aprendizagem de Algebra Linear. O
professor  pode, com  suas
escolhas, direcionar a metodologia
de ensino no rumo que decidir
tomar (Behaj, A. and Arsac, G.,

1998).

Marlene Alves Dias (1993)

Pontos importantes:

Em um mesmo grupo havia diferentes
modos de resolucdo e procedimentos
utilizados  pelos  alunos. Vejo
conclusdo semelhante no trabalho de
Amarildo Silva, posteriormente
comentarei esta semelhanca.

A de

justificativas, mesmo quando isto nao

utilizacao calculos nas
era permitido.
Dificuldade

demonstracao

dos alunos com

Boa utilizagdo do método de Gauss, 0

método era bem utilizado para

Trabalhos estrangeiros mostram:

e Um aspecto do obstaculo do
formalismo € o desenvolvimento de
comportamentos automaticos

(Sierpinska, 1999). Isto mostra a

“mecanizacdo” de algoritmos que

sdo utilizados independentemente

do que se coloca como questao.

* A “prova”’, segundo Hillel, &€ uma
das dificuldades apontadas pelos
estudantes, eles ndo entendem a

dela,

necessidade nem a
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verificar independéncia linear, mas

quando era utilizado para

triangularizar uma matriz 0s

estudantes acabavam  perdendo
dados importantes.

Bom desempenho no uso de técnicas,
mas mau desempenho na utilizagdo

de teoremas.

necessidade de varias técnicas

para a “prova” .

* A linguagem axiomatica utilizada na

Algebra Linear, segundo Sierpinska
(Sierpinska, 1999), € um obstaculo
para o aluno que toma contato com
esta disciplina em um primeiro
momento, o desafio parece ser
assumir a linguagem axiomatica-
dedutiva como wuma linguagem
clara e necessaria na Algebra

Linear.

Marlene Alves Dias (1995 /1998)

Pontos importantes:

da flexibilidade
articulagdo entre os pontos de vista

Importancia na

cartesiano e paramétrico, pois
desempenha um papel fundamental
na aprendizagem de Algebra Linear

Dificuldade

articulacdo e

dos alunos com a
na elaboracdo de
justificativas para os dois pontos de

vistas utilizados.

Dificuldade na utilizacdo do quadro

geométrico que se torna pouco

operataorio.

Trabalhos estrangeiros mostram:

» Varios trabalhos de Duval apontam
a necessidade desta flexibilidade
na articulagdo. Os trabalhos de
Duval salientam que um objeto
sera mais bem apreendido se for
feito uso da conversdo e do
tratamento com a finalidade de
observar os diferentes aspectos
evidenciados em suas diferentes
representacoes.

* Recordo o paradoxo sobre as

"ajudas visuais" (Sierpinska,1999).
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Com a analise das obras dos autores brasileiros que compdem este trabalho,
pude notar muitos pontos comuns e também alguns contrapontos entre as obras de
autores brasileiros e autores estrangeiros. O quadro comparativo apresentado
anteriormente permite verificar as imbricacdes entre as obras dos autores nacionais
e dos autores estrangeiros.

Logo, pode-se notar que as pesquisas brasileiras inserem-se no quadro
mundial das pesquisas sobre ensino-aprendizagem de Algebra Linear, e que
reforcam ou apresentam conclusdes relevantes nesta area de pesquisa.

Finalizo meu trabalho, acreditando que este estado da arte permitiu situar as
pesquisas de autores brasileiros na éarea de Educacdo Matematica e mais
especificamente, no contexto das pesquisas sobre ensino-aprendizagem de Algebra
Linear.

Este trabalho ainda permite observar, nas obras dos autores analisados, suas
sugestdes explicitas ou implicitas para melhor o processo de ensino-aprendizagem
de Algebra Linear. Além disso, aponta linhas ou areas de pesquisas no ensino-
aprendizagem da Algebra Linear, e possilita que outros pesquisadores, com base
nos resultados aqui apontados, possam implementar novos estudos que déem
continuidade e/ou aprofundamento a resultados ja obtidos em outros trabalhos.

Concluo observando um caminhar timido, uma vez que cataloguei apenas seis
trabalhos sobre ensino-aprendizagem da Algebra Linear de autores brasileiros, na
década de 90. Porém, este caminhar leva a apontamentos importantes e
elucidatérios sobre o ensino-aprendizagem de Algebra Linear. Pode-se somar a isto
as questdes em aberto e as sugestdes para outros trabalhos deixados por esses

pesquisadores e em minha conclusdo final, o que sem duvida alguma, virdo a
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acrescentar mais elementos ao campo do conhecimento em Educacdo Matematica,

mais especificamente ao ensino-aprendizagem da Algebra Linear.
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ANEXO



Citacdes no idioma original

[ NOTA 1 - “ll est vrai que ce dernier cours représente une part généralement plus
importante de I'enseignement de mathématiques en début d’université scientifique,
mais l'algébre lineaire est reconnue comme tout a fait fondamentale par la quasi
totalité des mathématicies ainsi que par la plupart des autres scientifiques qui
utilisent des mathématiques. Par ailleurs, les difficultés des étudiants en algebre

linéaire semblent tout aussi importantes et visibles qu’est en analyse”. ]

[ NOTA 2 — “In former times, say thirty-forty years ago, the situation was more or less
the following (in condensed and simplistic terms). University students of
mathematical topics were expected to assume all responsability for their own studies
and for their sucess or failure. Students who passed the exams had ‘it' (i.e.
necessary prerequisites, mathematical talent, and diligence), and those who failed
lacked ‘it’, and apart from working hard there wasn’t much one could do about that.
Universities mainly had to pay attention to the former category, except that they also
had a task in identifying members of the latter at an early stage and in pointing the
exit from mathematics out to them. This implied that lecturers of mathematics could
concentrate on the delivery of their teaching, whereas the individual student” learning
of what was taught was not the business of the lecturers but entirely of the student

him/herself .]
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[NOTA 3 — “[...] to be specify and characterise desirable or satisfactory learning of
mathematics, including the mathematical competencies we should like to see

different categories of individuals possessing”. |

[NOTA 4 — “The concept images are generated by previous notions and experiences
as well as by the examples against which the concept definitions have been tested.
Several attempts have been made to construct general theoretical frameworks to
elucidate these findings.One notable example is Vergnaud’s notion of ‘conceptual
field’ (Vergnaud, 1990) [...] The danger of forming too restricted images of general
concepts seems to be particularly manifest in domains — such as arithmetic, calculus,
linear algebra, statistics [...] In such domains, algorithmic manipulations — procedures
— tend to attract the main part of students’ attention so as to create a ‘concept filter”
Only those instances (and aspects) of a general concept that are digestible by and
relevant in the context of the ‘calculus’ are preserved in students’ minds. In severe
cases an over-emphasis in instruction on procedures may even prevent students
from developing further understanding of the concepts they experience through

manipulations only (Hiebert and Carpenter, 1992).”]

[NOTA 5 — “There is no automatic transfer from a solid knowledge of mathematical
theory to the ability to solve non-routine mathematical problems, or the ability to apply
mathematics and perform mathematical modeling in complex, extra-mathematical
contexts [...] For this to happen both problem solving and modeling have to be made

object of explicit teaching and learning ..."]
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[NOTA 6 — “Many of the assessment modes and instruments in current use in
mathematics education fail to provide valid insight into what students know,
understand, and can achieve, in particular as far as higher order knowledge, insight
and ability are concerned.”]

[NOTA 7 —“... like all educational research, research in mathematics education has a

political function...”]

[NOTA 8 — “A study ought to be designed to accomplish some well-defined purpose,
using techniques that others might follow and allowing for the cross-validation of
findings. The report of a rigorous study should contain a clear indication of the
assumptions made, both at the beginning and at the end of the study. The researcher
should specify the questions under investigation, lay out the evidence pertaining to
each guestion, suggest some plausible alternative explanations for the findings, and
suggest, if possible, which alternatives are most likely and which are least likely. The
report of the study should contain as much detail about the procedures used and the
information gathered as space will permit, and, if possible, the interested reader

should be given the opportunity to obtain additional details elsewhere. |

[NOTA 9 — “A significant study gives us new insight into what we are about, whether
that is teaching or research [...] a significant research study is embedded in a network

of theorical constructs, it resonates beyond the specifics of times and circunstance.” |

[NOTA 10 - “Although the profession of mathematics education seems to have
convinced itself that problem solving is important, little has been done to clarify what

the term means in different contexts,. It is not clear that the public, mathematics
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teachers, and researchers in mathematics educations are referring to the same thing
when they applaud a greater emphasis on problem solving in school mathematics.
Researchers argue that more studies are needed to understand how children solve
mathematical problems...”]

[NOTA 11- “No theorist has arisen within US mathematics education to offer a
framework within which research on mathematical problem solving might be
conducted. Researchers sometimes invoke the name of Polya in support of their
work, but although Polya has written many worthy pages about problem solving, he
does not claim to have developed a psychology of the topic, and he has outlined only

a sketchy theorical view of how it might be taught in the mathematics classroom.”]

[NOTA 13 - “[...] la difficulté de conversion n’est pas identique dans un sens et dans

l'autre.”]

[NOTA 14 — “Pour ces auteurs, comprendre l'algebre linéaire demande que les
étudiants commencent a penser sur les objets et les opérateurs de l'algébre non pas
en termes de relations entre des matrices, des vecteurs ou des opérateurs
particuliers, mais en termes de structures entieres d’objets tels que: des espaces
vectoriels sur des corps, des algebres, et des classes d’opérateurs linéaires, qui
peuvent étre transformes, représentés de fifférentes maniéres, et considérés comme

étant ou non isomorphes”.]

[NOTA 15 — “...le langage de la théorie générale (espace vectoriel, sous-espace,
dimension, opérateurs, noyau, etc.) dénommé langage abstrait ; le langage de la
théorie plus spécifique de [J" (n-uplet, matrice, rang, solutions d'un systéme
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d’équations, etc.) dénommé langage algébrique; le langage géométrique de I'espace
a deux ou trois dimensions (vecteur géométrique, points, droites, plans, et

transformations géométrigues) dénommé langage géométrique.”]

[NOTA 18 — “Ces distinguent trois modes de raisonnement (ou pensée) l'ouvre
conjointement en algebre linéaire: ils les qualifient de synthétique-géométrique,
analytique-arithmétique et analytique-structurel. Selon eux, l'algébre linéaire peut
étre vue comme le résultat d'un dépassement de deux obstacles ou de deux
positions dogmatiques: l'une refusant aux nombres le droit d’entrer dans la
géométrie, et autre refusant a lintuition géométrique le droit d'intervenir dans le

domaine pur de l'arithmétique”.]

[NOTA 19 — “...chacun des trois modes de pensée en algébre linéaire utilize un

systéme spécifique de représentations.”]

[NOTA 20 — “En principe, les arguments synthétiques-géométriques n’appartiennent
pas a l'algebre linéaire proprement dite.Mais ils sont utilisés comme des outils
heuristiques, et, dans I'enseignement, parce qu’ils permettent une visualisation, une

plus grande brieveté de 'argument, ou un acces a “I'essence” d'un énonce.”]

[NOTA 24 — “.... travers linterrogation écrite de I'année 1992/93, Qui porte sur un
sujet semblable a celles de 1990/91 et 1991/92, les performances construites par les
étudiants par rappot aux notions centrales de I'enseignement, c’est a dire les notions
d'indépendance linéaire et de rang dans R" et le lien entre implicite et paramétrique.

[...] travers ces notions centrales quelle utilisation de la méthode de Gauss est faite?
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Et encore quelle articulation est faire entre la méthode de Gauus comme techinique
et notions d’algebre linéaire (en particulier les notions de sous-espace engendré, de
systéme d’équations linéaires (confusions possibles), de dimension d'un sous-
espace engendré)?”]

[NOTA 25 - “Our evaluation was focused on the central notion of the experimental

teaching: the rank notion” (Dias, 1995: p.37)]

[NOTA 28 —“...faible sensibilité aux questions d’articulation Qui apparaissent souvent

de facon implicite et sint trés rarement travaillées en tant que tells.” ]

[NOTA 29 — “...s'organise autour de deux poles: d’'une part celui technique de la
résolution des systémes linéaires, d’'autre part celui théorique de la dualité. Mais
I'organisation entre cadres est rarement prise en charge. Suivant les ouvrages, c’est

un péle ou l'autre Qui domine et la tecnhologie présente est relative a ce pble.”]

[NOTA 30 - *“.. difficultés résistantes rencontrées par les étudiants dans
I'elaborations d’'un rapport personnel efficace et flexible aux deux points de vue
considérés.[...] majoritairement des difficultés qui mettent ... l'articulation [...] que les
étudiants se trouvent en situation de blocage ou qu’ils produisent des résultats

incohérents avec ceux liés a l'articulation. ]

[NOTA 32— “Pour ce qui touche aux évolutions individuelles de étudiants notre
appréciation du probleme a pu s’éclaircir . Nous cernons mieux en particulier certains
types de comportements, mais aussi il nous est plus facile de “prevoir” avec assez de

certitude, sur des taches précises, les procédures qui ont le plus de chance d’'étre
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mises en oevre par les étudiants, en fonction de leurs connaissances antérieures. Ce
point reste bien sir encore flou, cependant cette analyse, doublée d’'une réflexion
épistémologique et didactique, peut permettre, a petite échelle, d’espérer mieux

contrbler les effets d’'un enseignement.”]

[NOTA 33 - “The obstacle of formalism makes students produce a discource that
has the esternal form of the discourse used by the teacher or the textbook. In order to

be efficient as students, they developed automatic behaviors.”]

[NOTA 34 — “ ... confusion between categories of mathematical objects, for example,

[...] transformations as vectors, relations as equations, vectors as numbers.”]

[NOTA 35 — “Here is the well-known paradox of the use of so-called “visual aids” in
the teaching of mathematics: The interpretation of the way in which visual aids
represent mathematical objects requires the very knowledge that they are, in fact,
supposed to help the students construct. If the students do not possess this
knowledge, the visual representations are mathematically meaningless for them and
hence they cannot be regarded as "aids", and if the students already possess this
knowledge, they do not need the "aids". In either case, the assumed "aids" are not

aids and can be disposed of”.]

[ NOTA 36 — “In North America at least two trends in the reforming of linear algebra
courses are apparent in the textbooks and materials. In one of them, the main idea is

to illustrate the abstract mathematical ideas by applications (e.g. Lay, 1994). In the
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other, vector geometry is regarded as a source of intuitive meaning for the basic
linear concepts (e.g. Oullet, 1994). Most of the reform proposals make use of
computer technology, especially of Computer Algebra Systems. The software is used

mainly as a tool to do mathematics and not so much as a pedagogical aid.”]
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