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RESUMO

O objetivo deste trabalho € criar uma sequéncia didatica, ou seja, propor
uma série de atividades, para que os alunos entrem em contato com o0s
nameros complexos da maneira como eles surgiram na Historia, e também

para que operem com esses numeros.

Essa maneira de introduzir os numeros complexos surgiu, quando
analisando alguns livros didaticos, observamos que a maioria, propunha uma
equacao do 2° grau para ser resolvida, como por exemplo x2 + 1 = 0, e davam
como solucdo um numero i tal que i2 = -1. Essa maneira de abordar esses
nameros da - nos a impressao de que na Matematica, tudo surge da inspiracao
de algumas pessoas que “inventam” os conceitos. Além disso, as equacdes do
segundo grau ndo motivaram o0 surgimento dos complexos, uma vez que
quando a resolucdo de uma equacdo do segundo grau, proveniente de um
problema, apresentava um discriminante negativo, isso apenas indicava que tal

problema néo tinha solugéo.

Nesta sequéncia didatica que criamos, pretendemos que o0s alunos
sintam a necessidade da extracdo da raiz quadrada de um numero negativo, e
gue operando com esses nuameros, eles cheguem a respostas reais de

problemas concretos.

Para validar esse trabalho, aplicamos um teste em alunos que ja haviam
estudado os numeros complexos de maneira diferente daquela por nos
proposta; e o mesmo teste, para alunos que haviam realizado nossa sequéncia
didatica, dois meses depois desse fato. Os resultados mostraram que as
nossas atividades foram bem mais eficazes que outras maneiras de ensinar.
Os alunos que ja haviam estudados os numeros complexos, eram do 1° ano de
Engenharia Mecéanica da Universidade de Mogi das Cruzes, portanto vindos de
colégios diferentes, com ensinamentos diferentes, mas, por uma das respostas

dadas, concluimos que nenhum estudou como estamos propondo
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INTRODUCAO

Este trabalho visa organizar uma série de atividades para que os alunos
consigam operar com numeros complexos, ndo como se fossem apenas
simbolos matematicos, mas como nameros mesmo, com 0s quais se chega em
respostas reais de problemas. A idéia é propor a resolucdo de equacdes do 3°
grau, para os alunos resolverem pelo método de Cardano-Tartaglia. Ao tentar
encontrar as solugbes de uma dessas equacglOes, eles se defrontardo com a
raiz quadrada de um numero negativo, mas, por uma analise prévia,
descobrirdo que a equacdo tem solucbes, e este € o motivo para que
continuem com essa resolugdo, desde que suponham a existéncia da raiz

quadrada de um numero negativo.

No capitulo I, O Objeto Matematico, mostramos a constru¢cdo do
sistema de nameros complexos, por uma extensdo do sistema de numeros
reais, incluindo neste dltimo, nimeros de um tipo tal, que toda equacédo do
segundo grau tivesse uma solucéo, independente do valor do seu
discriminante. Deduzimos as regras para operar com esses novos numeros;

fizemos a representacdo grafica e os escrevemos na forma trigonométrica.

No capitulo Il, Probleméatica e Metodologia da Pesquisa, nos
referimos aos problemas encontrados no ensino-aprendizagem dos nameros
complexos, e a teoria sobre a qual vamos nos fundamentar com o intuito de
elaborarmos uma série de atividades que facam com que os alunos adquiram o
conceito desses numeros. Utilizamos uma metodologia fundamentada na linha
francesa da Didatica da Matematica, que consiste de um estudo historico e
epistemologico do conceito de nimeros complexos, da transposi¢do didatica
desse conceito e da elaboracao, aplicacdo e analise da série de atividades que

os alunos deverado efetuar.



No capitulo Ill: Estudo Histérico e Epistemolégico dos Numeros
Complexos, estudamos a origem e a evolucao desse conceito, bem como os
obstaculos epistemoldgicos referentes a ele. Esse estudo, contribuird para a
elaboracdo das atividades propostas aos alunos, para que eles sintam a
necessidade de se extrair raiz quadrada de nimero negativo, como a sentiram

0S matematicos que descobriram os complexos.

No capitulo IV: Estudo da Transposicdo Didatica dos Numeros
Complexos, procuramos saber quais as adaptagbes e transformagdes que o
conceito dos numeros complexos sofreu para ser ensinado. Para tanto,
fizemos uma analise da Proposta Curricular Para o Ensino da Matematica do 2°
Grau (atualmente designado de ensino médio) do Estado de S&o Paulo e
também de alguns livros didaticos. Através de um questionario procuramos
saber qual a concepc¢éo dos alunos sobre o conceito de nimeros complexos e
esses dados foram analisados através de dois softwares: o CHIC e o CHADOC
(Ag. Almouloud. S. 1992 ).

No capitulo V: Seqiéncia Didéatica, elaboramos as atividades
juntamente com uma analise que faz a previsdo dos possiveis comportamentos

dos alunos frente a elas. Descrevemos

No capitulo VI, Realizacdo da Sequéncia e Analise a Posteriori,
descrevemos como transcorreu a aplicacdo da nossa sequéncia didatica e

fizemos uma analise a posteriori dessa aplicacao.

No capitulo VII, Concluses, apresentamos o0s resultados do teste que
aplicamos, dois meses depois, com o0s alunos que efetuaram as atividades da
sequéncia didatica. Esses resultados comparados com 0s que obtivemos com
os alunos que haviam estudado os complexos de maneira diferente da nossa,

parece nos mostrar o sucesso deste trabalho.



CAPITULO |
O OBJETO MATEMATICO

Vamos descrever, neste capitulo a formacdo de um novo sistema de
nameros, que chamaremos de sistema dos numeros complexos. Este trabalho
pretende apresentar uma proposta de ensino para esse objeto matematico,

através de atividades a serem realizadas pelos alunos.

Sabemos que uma equacdo da forma ax? + bx + ¢ = 0, possui duas
solucdes reais diferentes, se b2 - 4ac > 0, duas solucdes iguais se b2- 4ac = 0
e ndo possui solugdes reais se b? - 4ac < 0.

O sistema de numeros complexos é uma extensdo do sistema de
nameros reais, no qual toda equacao quadratica com coeficientes reais possui
solucéo, independente do valor de b? - 4ac. Alias esse sistema, nos da as
solucdes de todas equacdes polinomiais de qualquer grau com coeficientes
reais.

Sempre que na Aritmética estendemos um sistema numérico, 0 novo

sistema deve:

1. conservar todas as propriedades algébricas do sistema antigo.

2. incluir todos os numeros do sistema antigo, de tal maneira, que as
operacdes algébricas novas e antigas, quando aplicadas aos numeros do
sistema antigo sejam as mesmas.

3. conter novos numeros, do tipo que necessitamos.

Entdo descobrimos as regras para operar com 0S novos nimeros como

consequéncias légicas das propriedades admitidas.

Designaremos esse novo sistema com a letra C, e suas propriedades

especificas sao:



Conjunto de propriedades C-1.

(i) O sistema dos numeros complexos é fechado em relacédo as operagcdes
de adicéo (+) e multiplicacéo ( .).

(i) A adicdo é associativa e comutativa.

(iif) C possui um, e somente um, elemento neutro para a adicao.

(iv) Cada elemento de C possui um, e somente um, oposto.

(v) A multiplicacdo € associativa e comutativa.

(vi) C possui um, e somente um, elemento neutro para a multiplicacao.

(vii) Cada elemento de C, diferente do elemento neutro da adicdo, possui um
e somente um, inverso.

(viii) A multiplicacao é distributiva em relacéo a adicao.

Conjunto de propriedades C-2

(i) Todo namero real pertence a C.

(i) A soma de dois numeros reais em C € igual a sua soma no sistema de
nameros reais.

(iii) O produto de dois nimeros reais em C € igual ao seu produto no sistema
de numeros reais.

(iv) O elemento neutro da adicdo em C € o numero 0 dos reais.

(v) O elemento neutro da multiplicagcdo em C € o numero 1 dos reais.

Propriedade C-3

(i) O conjunto C possui um elemento especial i 0 qual goza da propriedade

i=ir=-1

Chamamos esse elemento de unidade imaginaria.
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A propriedade C-3 assegura que C contém, no minimo, um elemento
nao pertencente ao conjunto dos nameros reais, porque nenhum numero real

tem o quadrado negativo.

Por C-1, C é fechado em relagdo as operacbes de adicdo e
multiplicacdo, de modo que se a e b forem numeros reais, o produto bi e a
soma a + bi pertencerdo a C, porque i € elemento de C, e por C-2, ae b
também pertencem a C. Vemos entdo que todos os nameros da forma a + bi
nos quais a e b sao reais, pertencem a C. O nimero i e todos 0s nameros
reais podem ser escritos dessa forma. Assim, i = 0 + 1i, ou a = a + 0i, se a for

um namero real qualquer.

Propriedade C-4.

(1) Todo elemento de C pode ser escrito sob a forma a + bi, sendo a e b

ndmeros reais.

O Sistema C gozando as propriedades C-1, C-2, C-3 e C-4 é o sistema

de numeros complexos.

Adicao, Multiplicacao e Subtracéao

As regras para calcular com os numeros complexos, serao vistas agora
através de teoremas que dao férmulas para a soma, produto e diferenca de

dois desses numeros.

Teoremal:(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Demonstracédo: Supondo a + bi e ¢ + di dois niumeros complexos quaisquer
dados, seja a expressao

(@ + bi) + (c + di)

11



Como a adicdo em C é associativa e comutativa ( propriedade (i) de C - 1)

(@+ bi) + (c +di) = (a+c)+ (bi +di)

e como a propriedade distributiva € valida em C - 1, teremos:

(@+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+di

Teorema 2: (a+ bi). (c +di) =(ac + bd) + (ad + bc)i

Demonstracdo: dados os numeros a + bi e ¢ + di consideremos a expressao

(a + bi) . (c + di)

Usando a propriedade distributiva, obtemos:

(@ + bi).(c + di) = a(c + di) + bi(c + di)

Usando novamente a distributiva e a comutativa da multiplicacdo, vem:

(a + bi).(c + di) = ac + adi + bci + bdi?

Como i2= -1, podemos escrever:

(a + bi).(c + di) = ac + adi + bci - bd

Fazendo uso da propriedade comutativa da adicao, e da distributiva, obtemos:

(a + bi).(c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)

12



Teorema 3: Se a + bi € um namero complexo (a, b reais), entédo, seu oposto é

(@ + bi) = -a + (-b)i

Demonstragéo : Consideremos o numero z = a + bi. Vamos chamar o oposto

de z por -z tal que, por definicdo temos: z + (-z) =0

Dado z =a + bi, devemos achar um nimero -z = x +yi tal que

@+bi)+(x+y)=0

Pelo teorema 1 teremos:

(@+bi)+(x+y)=(@a+x)+(b+y)i=0+0i

que sera satisfeita se a+x=0eb+y=0

isto é,sex=-a ey=-b.

Como o oposto de um complexo é unico, (-a) + (-b)i € o oposto de a + bi.

Teorema4. (a+bi)-(c+d)=(a-c)+(b-d)i

Demonstracgao:

(@ +bi)-(c+di)=(a+bi)+[-(c+di] usamos que zi-2zp; =21+ (-22)

= (a + bi) + [(-c) + (-di)] usamos o Teorema 3
=[a+ (-c)] + [b + (-d)]i usamos o Teorema 1
=(a-c)+(b-d

13



Teorema 5. Se a, b, ¢ e d sdo nimeros reais, entdo a + bi = ¢ + di se e

somentesea=ceb=d.
Demonstracgao:

a)Sea=ceb=dentdo a + bi = ¢ + di. Esta parte do teorema €é Obvia, uma

vez que os resultados de adigdo e multiplicagdo sao unicos.
b)Sea+bi=c+dientditoa=ceb=d.
Supondo que a, b, ¢c e d sejam nameros reais e que a + bi = ¢ + di, entdo
(@a-c)+(b-di=0edai, a-c=-(b-d)i
Se b - d n&o for zero podemos escrever,

a- : -Cc_.
——=- ou- =i
b-d —dg

(@]

mas isto implicaria i ser um nimero real, uma vez que a, b, c e d sdo nimeros
reais. Como i ndo € um numero real, concluimos que b - d = 0. Mas se b-d = 0,

entdo -(b - d)i=0, e como (a - c) =-(b - d)i, seque-se que a-c = 0.

Nomenclatura

A representacdo de um numero complexo z, por z=a + biondeaeb
sdo numeros reais, chama-se forma algébrica de z. Note que z é real se, e
somente se, b = 0. Chamaremos portanto a, de parte real de a + bi. O numero
real b chama-se parte imaginaria de a + bi. Assim, um nimero complexo é real
quando sua parte imaginaria for igual a zero. Um numero complexo a + bi no
qual a parte real é igual a zero (a = 0 ) chama-se nimero imaginario puro. Um

namero complexo que nédo é real costumamos chamar de imaginario.

14



Divisao.

Conforme o conjunto de propriedades C-1, todo numero complexo
diferente de zero, tem um, e somente um, inverso. Como no caso dos reais,

representamos o inverso de z por 1/z .

L -

Considerando que —= =7Z,.—, vamos encontrar o inverso de a + bi,

1
Z,
nao nulo.

Devemos encontrar um numero complexo x +yi tal que (a + bi) . (x +yi) =1

Efetuando a multiplicacdo vamos obter: (ax -by) + (bx + ay)i=1

Esta equacéo sera satisfeita se, e somente se,

fax—hby =1
X+ay =0
« : . a -b
A solucéo deste sistemaé X= ——— ey ——
a.2 +b2 a.2+b2
1 a -b

Assim o inverso de a + bi é - = — >t = S
atbi a“ +b a“+b

Vamos nesse momento obter uma formula para o quociente de dois numeros

complexos:

c+di : 1 N0 : a -b O
~7b _(C+d|)'%+bi@_(c+dl)'%2+b2 t +b2|§_
bc ad

__a - - bd _ac+bd+ad—bc_
_aZ +b2 a2 +b2| a2 +b2| a2 +b2 _a2 +b2 a2 +b2|

15



Representacado Grafica:

Conforme a propriedade C-4 e o Teorema 5, cada niumero complexo
pode ser escrito de uma, e somente uma maneira sob a forma algébrica a + bi,
sendo a e b numeros reais. Desta maneira cada numero complexo z
determina, e é determinado por um par ordenado (a,b) de niUmeros reais: a é a
parte real de z, b € a parte imaginaria de z. Considerando que o0s pares
ordenados de numeros reais constituiram o ponto de partida da geometria
com coordenadas, podemos representar 0s nimeros complexos por pontos no
plano xy;. Convencionando associar z ao ponto (a,b) se, e somente se, z=a +
bi, estabelecemos uma forma biunivoca entre os elementos de C e os pontos
do plano xy;, que quando tem essa finalidade, recebe o nome de plano de

Argand-Gauss.

Na figura, temos um plano de Argand-Gauss, mostrando 0s pontos
(0,0), (2,-3) e (-5,2). Os pontos no eixo dos x correspondem a numeros reais e
0S pontos no eixo dos y, correspondem a nUmeros imaginarios puros.

2YVi

*z=-5+2
1z=0+0 ,

* 2=2-3i

Médulo de um numero complexo

Quando um numero real é representado por um ponto na reta real, seu
valor absoluto é igual a distancia do ponto que o representa até a origem.
Analogamente, definimos o valor absoluto |z| do nimero complexo z = a + bi,

como a distancia da origem do sistema de coordenadas, ao ponto (a,b).

Se z = a + bi entdo |z| = Va® +b?

Complexo Conjugado

16



Definicdo: Se z = a + bi, chamamos de conjugado de z, a0 numero

z=a-bi

A formula do inverso de um numero complexo  z=a + bi, que é

1 __a —bi
a+bi  a*+b?> a’+b?’

pode ser escrita usando-se o conjugado de z:

1 z 1 Z
- = —5 ou —
a+bi |

de onde sai que z.E:|z|2

2z &

Pode-se usar esse resultado (z. Z=|z|?) para efetuar divisdo de numeros
complexos, multiplicando-se o numerador e o denominador pelo conjugado do

denominador, obtendo-se um ndmero real neste ultimo.

Teorema: Se z; e z; sdo numeros complexos quaisquer, entao

Vamos provar a): Sejamz;=a+bi e z,=c+di.

z,+z, =a+bi +c +di =(a +c) +(b +d)i =(a ) (b )i =
a-bi+c-di =z +z,

17



A Forma Trigonométrica de Um Numero Complexo

Consideremos 0o numero complexo z = a + bi, representado

geometricamente:

y

A

z=a+hi

z|

Dessa figura temos que: a=|z|.cos® e b =|z|.senO

O angulo 6, 0 < 6 < 360°, que tem como lado inicial, o eixo positivo dos
X, € como lado final, o segmento que liga a origem dos eixos ao ponto que

representa o nimero z, chama-se argumento desse nimero.

Como z = a + bi entdo a forma trigonométrica do nimero z = a + bi sera

z = |z|.(cosB + isen®), na qual |z| = Va® +b?
Vamos multiplicar dois nUmeros complexos dados na forma trigonomeétrica.
Sejam z, =|z].(cos6, +i.senb,) e z, =|z,|.(cosb, +isen6,)

2.2, =|z,|.|z,|.(cosH, .cos6, +i.senf,.cos 6, +i.sen§.cos G —sen §.sen §)

z,.2, =|z||z,|.(cosH,.cos6, - sen6,.senb,) +i(sen § .cos 6§ +sen 6,.cos §)

Da trigonometria temos que:
cos(f, +8,) =(cosf.cosf —senf.seng) e

sen(f, + 8,) =(sen§.cos B, +sen §.cos §)
Portanto  z,.2, =[z|z,[cos(6, +8) +i.sen(g + )]

18



Essa expressao nos mostra que o produto de dois niumeros complexos,
€ um numero complexo, cujo médulo é igual ao produto dos modulos dos

fatores, e cujo argumento é igual a soma dos argumentos dos fatores.

Geometricamente, Zy € representado por um ponto de uma
circunferéncia de centro O e raio |z3|, € z; por um ponto de uma circunferéncia
de centro O e raio |z,|, logo z;.z, sera representado por um ponto de uma
circunferéncia de centro O e raio |z;].|z;| e tera um argumento igual & soma dos

argumentos de z; e de z,.

[z1] [z \[z125] >

Z1.2>

Podemos generalizar o resultado da multiplicagdo de dois, para n

nameros complexos. Vejamos como multiplicar trés desses nimeros:

2.2,2,=(2.2,).2, :|zl|.|22|.|23|[COS[(91 +6) +6] +i.sen[(§ +8) +@]] =

=[z)|z||z,[cos(6, +6, +8) +i.sen(q +8 +8)]

19



Potenciacdo de Niumeros Complexos

Como a poténcia z" é um produto de n fatores iguais a z, teremos:

2" =2/4/Z........... |Z[cos(6+6+6+......... +6) +H.sen(0+0 +0+.......... +9)
logo
" = |z|”.[cos(n.6) +i.sen(n.9)]

Vamos agora encontrar todas as poténcias inteiras positivas de i

. T : .
lj=1e06= > (6 = argumento de i) . Dai
i2=1(cosm+isenm=-1+0i=-1

3 3. 3 L
i~ = 1(005? + |.sen? )=0-1i=-i

i = 1(cos 2rt+isen 2m) =1+ 0i=1 Daqui em diante as poténcias se repetem.

Através do produto de numeros complexos na forma trigonométrica

podemos deduzir identidades como cos 36 = (cose)3 - 3c0s0 (senh)?
Vamos deduzir essa identidade: cos38 + isen36 = (cosd + isend)°® =

= (cos)® + 3(cos)2.isend + 3cosh.(isend)? + (isend)® = (cosb)® - 3cosh.(send)? +

+ i[3(cosB)2zsend - (senb)’]
Igualando as partes real e imaginaria:

cos30 = (cose)3 - 3cosb.(senb)? e

sen36 = 3(cosB)zsend - (send)®

De maneira andloga podemos deduzir férmulas para cos56, sen56, cos66,

sen6o,....cosnb, sennd.

20



Radiciacdo De Numeros Complexos

Define-se raiz enésima do nimero complexo z=|z|.(cos6 +i.sen6),

aos nimeros w =|w|.(cos¢ +i.seng) tal que w" =z

Dado o numero z, queremos encontrar w, e para tanto devemos achar |w| e ¢.

w" =z0 [w".(cosng i.sen ng¥ |2.(cos# i.senB)

dessa igualdadetemosque:  (w|" =20 [wt 3|2
cosng = cosf ] S
sen n :senegm ng 6 k360 (kén°intero)
k.360°
n

portanto ¢ = a +

Vamos atribuir valores a k e observar os valores de ¢.

k=00 ¢= %

k=100 g5 6 360

2.360°

6
k=20 ¢z F\f

Observe que para k = n, teremos cos¢,,, =cos¢, e seng,,, =seng,:

8 n360°
g N30 _6 . .
n n

k=nO ¢.7

Para k = n+1 teremos:
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6 (
—+
n n n

n+1).360° _ 6 N 360°

¢n+2 = T +360° = ¢2 +360° 0

D Cos¢n+2: COS¢2 esen¢n+2= Sen¢2

Portanto teremos n valores diferentes para os argumentos de w e

concluimos que o niUmero z possui n raizes enésimas, todas com médulo igual

a 4|7 e cujos argumentos séo

0
¢1:H
?] 360°
¢2_ﬁ+l n
?) 360°
=242,
s n n
2] 360°
=—+ -1
6= +(-D

: N ) N
Ou seja os argumentos formam uma P.A. de primeiro termo ¢, = o € razéo

360°
o

Do resultado obtido, concluimos que as raizes enésimas de um numero

complexo z, se localizam numa circunferéncia de raio W Se 0 argumento de

. . . R 0 ,
z for 6, entdo a primeira dessas raizes tém argumento o as outras obtém-se

(o)

somando-se a anterior. Para n>2, as n raizes, portanto, representam os
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vértices de um poligono regular de n lados inscritos na circunferéncia de raio

Vz.

Vejamos como ficam representadas graficamente as raizes cubicas, wg, w; €

W», do nimero z = |z|.(cosO + isen#).
A

03 SEALA

Wo

Tendo neste capitulo introduzido o objeto de nosso estudo, vamos nos

capitulos seguintes procurar uma maneira de apresenta-lo aos alunos.
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CAPITULO I
PROBLEMATICA E METODOLOGIA DA PESQUISA

1.PROBLEMATICA

Os Numeros Complexos podem ser introduzidos aos alunos do 3° ano do
segundo grau de diversas maneiras, como é possivel constatar-se nos livros
didaticos. Em alguns, eles séo apresentados como numeros do tipo a + bi, com
a e b sendo nimeros reais e i*= -1, em outros, é proposta a resolugéo de uma
equacao do 2° grau, geralmente x2 + 1 = 0, afirmando-se que a solucédo dessa
equacdo € um numero i, tal que 2 = -1, em outros ainda, eles sdo definidos

como pares ordenados (a ,b).

A professora Nilze Silveira de Almeida, na sua dissertacdo “Uma
Experiéncia Didatica de Formagdo Matemética - Epistemoldgica com
Professores do Segundo Grau” pela PUC-SP, 1992, aborda os numeros
complexos através da sua histéria, como nds, mas o objetivo do seu trabalho é
a formacao de professores, enquanto o do nosso, é propor atividades para que
os alunos construam de maneira significativa o seu conhecimento. Ela enfatiza
0S numeros complexos como vetores e faz aplicacdes resolvendo problemas
geométricos. O nosso trabalho da énfase a mudanca da forma algébrica para a
trigonométrica, para que seja possivel a potenciacao e a radiciacdo, pois assim
pode-se resolver problemas que recaiam em equacgdes do terceiro grau, que

apresentam raizes quadradas de nameros negativos.

Os principais resultados obtidos pela professora Nilze, quando da

aplicacao do seu trabalho foram:
» Todos os professores alteraram sua postura em relacdo ao ensino dos

nameros complexos passando a ver a importdncia de se apresentar a

historia de tal assunto como complemento da aprendizagem.
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* Todos entenderam a importancia de se estender a utilizacdo dos numeros
complexos a outras areas de estudo tais como a Geometria e a

Trigonometria, como instrumento na resolucéo de problemas.

« Todos manifestaram grande interesse em estender 0 uso da epistemologia a

outras areas de estudo, no segundo grau

A professora conclui dizendo-se gratificada por ter contribuido para que
os professores envolvidos se empenhem em fazer uso da epistemologia na

didatica da Matematica.

Estes resultados vem ao encontro do que propomos, ou Seja, uma
abordagem dos numeros complexos, com atividades que fagam com que 0s
alunos se defrontem com esses numeros, como 0S matematicos o fizeram

conforme a Histéria.

N&o afirmamos que os alunos ndo consigam operar com 0S nUmeros
complexos quando abordados das maneiras descritas no inicio desse capitulo,
uma vez que as propriedades operatérias dos reais sdo conservadas nesse
novo campo numeérico. Mas cremos que ndo conseguirdo ver sentido no que
estdo fazendo, ou seja essa aprendizagem nédo sera significativa. Talvez eles
figuem se perguntando qual o motivo para alguém “inventar” um numero i tal
que i2 = -1. Como 0s numeros complexos nao representam uma quantidade,
podem encontrar dificuldade em aceitar esses nimeros como numeros, mas
como representacdes matematicas com as quais se opera, ndo se chegando a
resultado concreto algum, e isso pode desestimular o desenvolvimento das
suas atividades com 0s mesmos.

Uma necessidade é sempre uma manifestacdo de desequilibrio. Na
dindmica de assimilacdo e acomodacéo de Piaget, a nocdo de desequilibrio
cognitivo é fundamental. Como fazer entdo, o aluno sentir a necessidade de

extrair raiz quadrada de numero negativo, se 0s problemas que levam a
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resolucédo de equacdes do 2° grau, ndo o levara a isso, pois quando nessas,
surgir a raiz quadrada de um numero negativo, € porque o problema realmente

nao tem solugao ?

Como leva-lo a operar com 0s numeros complexos de tal maneira que
ele necessite dessas operacdes, uma vez que as aplicacbes desses numeros
s6 aparecem no terceiro grau, nos cursos de Engenharia, Matematica e Fisica
em problemas de conducao de calor, de potencial eletrostatico, de escoamento
de fluidos, etc.? Como justificar a passagem da representacao algébrica para a
representacdo trigonométrica, como fazer com que o aluno sinta essa

necessidade ?

Dada essa problemética, desenvolvemos esse trabalho no sentido de
apresentarmos uma proposta para um ensino significativo dos numeros

complexos

Nossa hipotese é a seguinte: para que os alunos vejam sentido nas
operacfes com 0s numeros complexos, € necessario coloca-los numa situacéo
na qual se deparam com um problema que tenha solugbes reais, mas para
chegar a essas solucbes devem trabalhar com raizes quadradas de numeros

negativos.

As questdes que pretendemos responder nesse trabalho séo:

A nossa sequéncia didatica possibilitara que os alunos participem

ativamente da aquisicdo do conceito de niumero complexo?

Acreditamos que sim, uma vez gque estamos propondo situacdes onde
eles, em duplas, procurem resolvé-las, sem que assistam uma aula expositiva

antes.

ApOs a aplicacdo da sequéncia, os alunos conseguirdo efetuar
operac¢des com numeros complexos, como potenciacdo e radiciacdo?
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Como as situacOes enfrentadas pelos alunos na nossa sequéncia, dao
sentido as operagdes com esses numeros, esperamos que eles encarem com
mais naturalidade a existéncia dos mesmos, e operem com eles, assim como

operam com 0S nUmeros reais.

A seguir vamos descrever alguns aspectos da teoria que fundamenta

nossa pesquisa.

2.FUNDAMENTACAO TEORICA
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Este trabalho sobre os nimeros complexos se baseia na linha francesa
da Didatica da Matematica e em algumas teorias da Psicologia Cognitiva de
PIAGET.

Na teoria construtivista piagetiana, a construgdo do conhecimento
resulta de processos de interacdo entre o sujeito e o seu ambiente, visando
uma adaptacao do sujeito ao seu ambiente. Esta adaptacdo se produz pelo
duplo jogo de mecanismos de assimilacado e de acomodacéao, assimilacao se o
sujeito pode adquirir diretamente novas estruturas, incorporando-as aquelas ja
existentes, acomodacado se 0 sujeito muda as estruturas que ja existem, no

sentido de adicionar as novas caracteristicas do objeto ou evento.

Nesta dinamica entre assimilagdo e acomodacdo, a nogdo de
desequilibrio cognitivo € uma noc¢ao essencial. Uma necessidade é sempre a
manifestacdo de desequilibrio. As transformages que aparecem no mundo,
exterior ou interior, motivam desequilibrios e cada nova conduta vai funcionar
nao so para restabelecer o equilibrio, como também para torna-lo mais estavel

que o do estagio anterior.

No caso dos numeros complexos, nos parece que uma equacao do
segundo grau ndo devera provocar nenhum desequilibrio cognitivo, pois se na
sua resolucdo surgir uma raiz quadrada de numero negativo € porque 0
problema que originou essa equacao ndo tem solucdo. Dai porque questionar

se existe ou ndo raiz quadrada de um numero negativo ?

Para nés, o que vai provocar um desequilibrio € a resolucdo de uma
equacao do terceiro grau que sabemos ter solugdes reais, mas quando de sua

resolucado nos deparamos com a raiz quadrada de um numero negativo.

Da linha francesa da Didatica da Matematica, usamos alguns conceitos
descritos no Caderno de Educagdo Matematica, Volume III, “Fundamentos da
Didatica da Matematica e Metodologia de Pesquisa” de Saddo Ag Almouloud -
PUC-SP - 1997, que vamos comentar a seguir:
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Segundo Régine Douady (1986), uma nocao tem estatuto de
ferramenta, quando ela intervém na resolucdo de problemas, e tem estatuto

de objeto quando, identificada, ela é o objeto da aprendizagem.

Como pode-se constatar no capitulo Ill do nosso trabalho, os niumeros
complexos surgem historicamente como ferramenta de calculo para justificar

algoritmos de resolucdo, como num problema de Cardano (Ars Magna, 1545):

“Como dividir um bastdo de comprimento 10 para que o retangulo

construido sobre seus dois pedacos resultem numa éarea de 40?” Uma das

respostas € 5 ++/-15, e aoutra €5 - +/-15. Parece entretanto arriscado dizer
que essas quantidades possam ser consideradas como solugdes para esse
problema real. Assim o resultado justifica o algoritmo de resolu¢cdo mas néo é

0 objeto de estudo.

A distincdo entre ferramenta e objeto é feita por Régine Douady (1986),

da seguinte forma:

“Assim, dizemos que um conceito é ferramenta quando focalizamos
Nosso interesse sobre o uso que esta sendo feito para resolver um problema.
Uma mesma ferramenta pode ser adaptada para numerosos problemas. Por
objeto, entendemos o objeto cultural tendo sua colocacdo num edificio mais
i

largo que é o saber sabio™~ num dado momento reconhecido socialmente.”
Régine Douady propde considerando a dialética ferramenta - objeto,
uma organizacdo do ensino em varias etapas:
a) Antigo: escolher um problema cujo enunciado tem um sentido para todos
os alunos os quais podem mobilizar os objetos conhecidos de saber como

ferramenta explicita para resolver total ou parcialmente o problema.

! Saber sabio é o conjunto de conhecimentos socialmente disponiveis, que foram objetos de publicactes
cientificas, ou de comunicac6es reconhecidas como validas pela comunidade cientifica.
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b) Pesquisa - novo implicito : os alunos ndo podem resolver totalmente o
problema proposto. O objeto de ensino é a ferramenta adequada para

resolver o problema.

c) Explicitagéo - institucionalizagéo local : o objetivo é dar um estatuto de

objetos aos conhecimentos utilizados como ferramentas.

d) Institucionalizagédo - estatuto do objeto: o professor seleciona alguns
conhecimentos explicitados na fase acima para descontextualizar e que 0s

alunos deveréo reter e poderéo usar na resolucéao de outros problemas.

e) Familiarizacdo - reutilizacdo numa situacdo nova: o professor propde
aos alunos varios exercicios pedindo como ferramenta explicita o que foi
institucionalizado. O novo objeto se torna conhecimento “antigo” para ser

utilizado num novo ciclo da dialética ferramenta-objeto.

f) Maior complexidade da tarefa ou novo problema : o professor apresenta
situagcdes mais complexas nas quais 0s alunos poderdo testar ou

desenvolver 0s novos conhecimentos adquiridos.

Os numeros complexos surgem como ferramentas para justificar
algoritmos de calculos, depois entdo sao objetos de estudo. Assim, n0O NOSSO
trabalho, elaboramos atividades nas quais os alunos irdo se deparar com
esses numeros como ferramentas, para depois entdo estuda-los como objeto,
diferentemente do modo usual, no qual o professor define, demonstra
teoremas, e resolve exercicios-modelos, propondo entdo exercicios parecidos

para os alunos resolverem.

Outro conceito utilizado em nosso trabalho foi a nogéo de quadro.

Esta nocdo foi introduzida na Didatica da Matematica por Régine

Douady (1986) para diferenciar os dominios de funcionamento, ou ambiente
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de um mesmo saber matematico. E cada um dos quadros nos quais se situa o

conceito matematico, dispde de registros para representar esses conceitos.

Ela caracteriza um quadro do seguinte modo: “Um quadro € constituido
de ferramentas de uma parte da matematica, de relacdes entre os objetos, das
formulacdes eventualmente diferentes dessas relacdes, e de imagens mentais
associadas a essas ferramentas e relagdes. Dois quadros podem ter 0s
mesmos objetos e serem diferentes por causa das imagens mentais e da

problematica desenvolvida”

Nos numeros complexos vamos utilizar o quadro algébrico quando
estivermos utilizando a notacdo a + bi, e equacdes, incognitas, solucbes de
uma equacao, serdo ferramentas para formulagdo de problemas. Ja& no quadro
geométrico usaremos a notacgdo trigonométrica z = |z|(cosB + isenB) e vamos

utilizar distancias entre dois pontos e angulos, como ferramentas.

Para estudarmos a potenciacao e a radiciagdo dos numeros complexos,
€ necessario passarmos do quadro algébrico para o geométrico. Essa

passagem de um quadro para outro, € chamada de “jogo de quadros”.

Segundo R. Douady e Marie - Jeanne Perrin - Glorian ( 1989 ) “A
mudanca de quadros é um meio de obter formulacbes diferentes de um
problema, sem serem necessariamente equivalentes, permitindo um novo
acesso as dificuldades encontradas e o desenvolvimento de ferramentas e

técnicas que ndo surgem na primeira formulagédo.” ([17], p.389)

“Os jogos de quadros sdo mudancas de quadros provocados pela
iniciativa do professor, na ocasido de problemas convenientemente
escolhidos, para fazer avancar as fases de pesquisa e evoluir as concepg¢des
dos alunos. ([17], p. 389)
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Andlises realizadas por Regine Douady (1986) sobre a dialética
ferramenta-objeto e os jogos de quadros, mostram que em didatica essas
nogcbes podem ser ferramentas poderosas, para a construcdo e gestdo de
sequéncias didaticas, pois permitem uma certa leitura da evolucdo de nocdes
mateméaticas e sdo também instrumentos de analise da aprendizagem

efetivamente existente.

Os numeros complexos surgem como ferramentas de calculos para
justificar o algoritmo da resolucdo de equacdes do terceiro grau. Raphael
Bombelli (1526 - 1573), ao resolver a equacéao x* = 15x + 4 através do
método de Cardano - Tartaglia (p. 48), se deparou com a raiz quadrada de um
namero negativo. Como ele percebeu que 4 era raiz da equacao proposta,
resolveu continuar os calculos, supondo a existéncia desse tipo de raiz
quadrada. Ele ndo conseguiu com isso chegar a solucdo da equacéo, porém a
partir dai os matematicos comecaram a operar com esses novos numeros,
sem reconhecé-los como tal, mas apenas como simbolos matematicos, uma
vez gque eles ndo representavam quantidades. Trezentos anos depois, quando
Gauss da uma representacdo geométrica para esses numeros, equacdes
como a que Bombelli tentou solucionar, séo finalmente resolvidas, chegando-
se a resultados que sdo numeros reais, apesar de as operacdes serem
efetuadas com raizes quadradas de numeros negativos. A partir desse
momento, eles sdo considerados como objetos do saber matematico e

estudados por eles mesmos.

No desenvolvimento da nossa sequéncia didatica, utilizamos também a
nocéo de registro de representacao.

O registro de representacdo € uma noc¢do introduzida por R.Duval
para analisar a influéncia das representacdes dos objetos matematicos sobre

ensino/aprendizagem da Matematica.

Um registro € uma maneira tipica de representar um objeto matematico
ou um problema ou uma técnica. Segundo Duval ndo existe conhecimento que
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possa ser mobilizado por uma pessoa sem uma atividade de representacao.
As representacfes graficas sdo representacdes semioticas da mesma forma
que a escrita algébrica ou as linguas. As representacdes semioticas tém dois
aspectos: a forma ( ou o representante ) e o contetdo ( ou o representado). A
forma muda conforme o sistema semidtico usado: h4 assim varios registros
possiveis de representacdo para um mesmo objeto, cada um correspondendo

a um tipo diferente de tratamento cognitivo.

Para representar um numero complexo (conteddo), podemos usar a
representacdo algébrica (forma) ou a representacdo trigonométrica (forma).
Com a representacao trigpnométrica podemos desenvolver a potenciacdo e a
radiciacdo dos numeros complexos. Sobre a dualidade forma/contetddo das
representacfes semidticas e a variedade dos registros de representacdo que
se utiliza, Duval afirma: “um objeto matematico ndo deve ser confundido com a
representacao que se faz dele, € o contetudo representado que € importante e
nao a forma como € representado. As representacdes semidticas, que se
consideram como representacdes “materiais”, S80 um suporte para as
representacdes mentais, porém ndo podemos nos esquecer que é a forma de

representacdo que comanda o tipo de tratamento que se pode dar.”

No presente trabalho realizamos uma mudancga de quadro e de registro
de representacdo, quando, na impossibilidade da extracdo de raiz cubica de
nameros complexos, no quadro algébrico, com registro de representacdo
Z = a + bi, mudamos para o quadro geométrico para obtermos no registro das
férmulas a representacéo trigopnométrica, que é z = [z[J(cos O + isen 6). Uma
das atividades propostas era resolver uma equacgao do terceiro grau usando a
férmula de Cardano-Tartaglia. Para tal precisavamos extrair a raiz cubica de
um numero complexo, mas quando dessa operacao, recaiamos num sistema
de equacdes do terceiro grau, impossibilitando sua resolugdo. Para
conseguirmos extrair essa raiz cubica, propusemos atividades nas quais 0s
alunos descobrissem a forma trigonométrica, dai entdo foi possivel a

potenciacéo e a radiciagdo dos complexos.
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Outro importante fator a ser observado na elaboracdo de uma

sequéncia didatica € a nocado de obstaculos desenvolvida por Bachelard.

Dos estudos da nocdo de obstaculo é importante ressaltar uma

caracterizacao formulada por Duroux (1983) e retomada por G.Brousseau:

a) Um obstaculo é um conhecimento, uma concepcéo, ndo uma dificuldade ou

uma falta de conhecimento

b) Este conhecimento produz respostas adaptadas num certo contexto,
freqientemente encontrado, mas produz respostas falsas fora desse

contexto

c) Além disso, este conhecimento resiste as contradicbes com as quais ele é
confrontado e ao estabelecimento de um conhecimento melhor. Nao basta

possuir um conhecimento melhor para que o precedente desapareca.

d) Depois da tomada de consciéncia de sua inexatiddo, ele continua a

manifestar-se de modo intempestivo e obstinado.

G. Brousseau desde 1976, distingue varias origens para os obstaculos
identificados em didatica, que correspondem a maneiras diferentes de serem

tratados no plano didatico.

1) Obstaculos epistemoldgicos: sao inerentes ao saber e
identificaveis pelas dificuldades encontradas pelos matematicos para 0s

superar, conforme a histéria.

Com o0s numeros complexos podemos perceber um obstaculo
epistemologico quando os matematicos utilizam esses numeros como
ferramenta de célculo por aproximadamente trezentos anos, até que com sua
representacdo no quadro geométrico eles adquirem o estatuto de numeros.
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Quando do surgimento dos numeros complexos, eles eram tidos apenas
como formas algébricas, incapazes de representar alguma quantidade real e
efetiva, e que serviam apenas para justificar algoritmos de calculos. Por esse
motivo, propusemos na nossa seqiéncia, a resolucdo de uma equacdo do
terceiro grau, na qual se operando com raizes quadradas de numeros

negativos, chegamos a solu¢des que sdo nameros reais.

2) Obstaculos didaticos: os obstaculos didaticos nascem da escolha
das estratégias do ensino, deixando-se formar, no momento da aprendizagem,
conhecimentos errbneos ou incompletos que se revelardo mais tarde como
obstaculos ao desenvolvimento da conceituacdo. Reconhecer um obstéaculo
permite ao professor rever sua primeira apresentacao do conceito em questao,

para explicitar melhor a dificuldade vivida pelo aluno.

Até o0 3° ano do segundo grau, 0os alunos na maioria das vezes, através
do professor, ou dos livros didaticos sé@o levados a crer que ndo existe raiz
qguadrada de numeros negativos. Quando no 3° ano, elas sdo estudadas,
acreditamos que fica no aluno a impressédo de que elas de nada valem, foi
apenas uma invencao de algum matematico para justificar um algoritmo de
calculo, pois € muito forte a idéia que raiz quadrada de niamero negativo nao
existe. Assim 0 ensino dos numeros reais se constitui num obstaculo a
aprendizagem dos numeros complexos. No nosso trabalho procuramos dar
significado a essa existéncia a fim de supera-lo. Uma outra maneira de fazer
com que os complexos fossem encarados com mais naturalidade, talvez fosse
introduzir tal conceito no 1° ano do segundo grau, trabalhando com vetores,
resolvendo-se problemas geométricos e deduzindo-se férmulas da

trigonometria.

Os obstaculos didaticos sao inevitaveis, inerentes a necessidade da

transposicao didatica.
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Transposicdo didatica segundo Guy Brousseau (1986) sdo as
adaptacoes e transformacfes que o0 saber “sabio” deve sofrer para torna-lo

ensinavel .

Guy Brousseau critica a metodologia do ensino da Matematica apoiada
na apresentacdo axiomatica, e observa que “essa apresentacdo esconde
completamente a histéria desses saberes, isto €, a sucessao das dificuldades
e questdes que provocaram a aparicdo dos conceitos fundamentais, seu uso
na criagdo de novos problemas, a introducdo de técnicas e questdes nascidas
do progresso de outros setores, a rejeicao de certos pontos de vista julgados

falsos ou improéprios, e as numerosas alteragdes que esse saber sofreu.” [10].

Para Guy Brousseau o professor deve construir situagcdes-problema nas
quais o0 conhecimento matematico utilizado seja recontextualizado e
repersonalizado em vista de se tornar um conhecimento do aluno, quer dizer,
uma resposta mais natural, as condicbes particulares, condicbes

indispensaveis para que esse conhecimento tenha um sentido.

SituagOes-problema sao questdes que permitem ao aluno agir, formular,

provar, construir modelos, etc.

Essa metodologia de criar situacdes-problema, permite o
desenvolvimento de uma situacdo a-didatica que segundo Guy Brousseau €
uma situacdo na qual desaparece a intencao de ensinar, mas é especifica do
saber. Ela se caracteriza por:

* O problema matematico é escolhido de modo que possa fazer o aluno agir,

falar, refletir, evoluir por iniciativa propria.

e O professor recusa intervir como aquele que propde os conhecimentos que

ele gostaria de provocar.
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e O problema é escolhido para fazer adquirir pelo aluno novos
conhecimentos, inteiramente justificados pela I6gica interna da situacdo e
que ele pode construir sem apelo as razfes didaticas.

Nosso trabalho € constituido de situacBes-problema que seréao
propostos aos alunos numa situacdo a-didatica. Segundo Michel Henry (1991),
uma situacéo problema € a escolha de questdes abertas numa situacdo mais
ou menos matematizada envolvendo um campo de problemas colocando-se

num ou em varios quadros.

A funcado principal de uma situacao-problema € a utilizacdo implicita
depois explicita de novas ferramentas matematicas, através de questbes que

o aluno se coloca no momento de sua pesquisa.

Os didatas definiram as condi¢cdes para que uma situacao-problema

conduza a aquisi¢cao de novas ferramentas:

1 - Os alunos compreendem facilmente os dados e podem engajar-se na
exploracdo desses dados com o0s conhecimentos disponiveis. Podem
conceber claramente o0 que é uma resposta possivel e pertinente a

questao colocada.

2 - Os conhecimentos antigos dos alunos séo insuficientes para a resolucao

imediata do problema.

3 - Os conhecimentos. objetos da aprendizagem. fornecem as ferramentas

mais bem adaptadas para obter a solucéo.

4 - A questdo pode ser formulada em varios quadros: quadro algébrico,

geomeétrico, grafico, numérico...
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Esta maneira, diferente da usual de se introduzir um conceito, esta
diretamente relacionada com a no¢do de contrato didéatico, introduzida por
Guy Brousseau (1988) que define: “contrato didatico € o conjunto de regras
que determinam, explicitamente, e sobretudo implicitamente, o que cada
parceiro da relacdo didatica vai ter que administrar e que sera, de uma
maneira ou de outra, responsavel perante o outro”. Este contrato € o conjunto

de comportamentos do professor esperados pelos alunos e vice-versa.

Quando no nosso trabalho, elaboramos atividades para que os alunos
as realizem em duplas, sem antes termos exposto um conceito, estamos
propondo uma mudanca no contrato didatico que os alunos tem, em geral no
Brasil, com seus professores, que € o da aula expositiva: o professor expde,

efetua alguns exercicios e propde exercicios parecidos para os alunos.

Tendo em vista a nogdo de transposicdo didatica, fizemos neste
trabalho, no Cap. IV, um estudo da Proposta Curricular do segundo grau e a
andlise de alguns livros didaticos para sabermos quais as transformacgfes que

0 saber sabio sofreu para ser ensinado.

3.METODOLOGIA

O nosso objetivo com esse trabalho € fazer com que os alunos operem
com 0S numeros complexos, e adquiram 0 seu conceito de maneira
significativa, compreendendo que essas operacdes podem resolver problemas

concretos chegando a solu¢des que sdo numeros reais.
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Para tanto vamos elaborar uma sequéncia didatica que sera aplicada a
alunos do terceiro ano do segundo grau, e sua validade sera confirmada ou
nao, pelo confronto entre os resultados de testes que aplicaremos a esses

alunos, e a outros, que nao estudaram através dessa sequéncia.

Para a elaboracédo das atividades, sera necessario um estudo historico
e epistemoldgico dos niumeros complexos, para sabermos como eles surgiram
e tentarmos descobrir os obstaculos epistemolégicos ligados a esse conceito.
Serd necesséario também que facamos uma andlise da atual Proposta
Curricular para o Ensino de Matematica do 2° grau, e de livros didaticos para
sabermos quais as adaptacdes e transformacdes que o saber sabio sofreu
para ser ensinado e precisamos levantar qual € a concepc¢ao dos alunos sobre
0 conceito dos numeros complexos, para descobrirmos possiveis dificuldades

que eles sintam sobre o assunto.

Na analise a priori, que € uma analise que fazemos antes da aplicacéo
da seqUéncia didatica, procuramos prever 0os comportamentos dos alunos
frente as atividades, quais suas dificuldades, quais as variaveis didaticas
sobre as quais poderiamos atuar, como o0s coeficientes das equacdes
propostas, 0s quais procuramos escolher de tal modo que facilitem os

calculos, pois o importante € o conceito dos nameros complexos e nao

calculos trabalhosos que poderiam monopolizar a atengcdo dos mesmos.

ApoOs a andlise a priori da sequéncia, passaremos a experimentacao,
que € a sua aplicagdo. Em seguida faremos uma andlise que chamamos de

analise a posteriori da sequéncia didatica.

A andlise a posteriori de uma sequéncia didatica € o conjunto de
resultados que se pode ressaltar de sua exploragdo, que contribuem a
melhoria dos conhecimentos didaticos que se tem sobre as condi¢cbes da
transmisséo do saber em jogo. Ela tem por objetivo relacionar as observacoes
com os objetivos definidos a priori e estimar a reprodutividade dos fenbmenos
didaticos. Nessa andlise a posteriori, faremos uma:
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» apresentacdo dos fatos observados.
» analise dos fendmenos observados.

» analise dos erros e comportamentos dos alunos.
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CAPITULO 1lI
ESTUDO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

1. Estudo Histérico e Epistemoldgico dos NiUmeros Complexos

Neste capitulo faremos um estudo histérico, procurando levantar como
surgiram 0s numeros complexos, e quais 0s obstaculos epistemoldgicos

ligados a esse conceito.

Normalmente o estudante ouve falar em numeros complexos pela
primeira vez, quando na oitava série do primeiro grau, ao resolver uma
equacado do segundo grau, o discriminante resulta um niamero negativo. Nesse
caso, talvez o professor diga que esta equacdo nao tem solu¢gdes no conjunto
dos numeros reais, mas gque existe um conjunto de numeros no qual as
solucdes existem, que é chamado de conjunto dos numeros complexos, ou
simplesmente que ndo existem raizes reais para tal equacdo. Esse fato cria a
falsa impressdo que os numeros complexos surgiram quando da resolucéao de
uma equacdo do segundo grau, e nos veremos, tendo como referéncias,
artigos de César Polcino Milies [23] e [24] e de Michele Artigue [6], que os

nameros complexos surgem de equacdes do terceiro e ndo do segundo grau.

As equacdes do segundo grau apareceram na Mateméatica
aproximadamente 1700 anos antes de Cristo nas tabuletas de argila da
Suméria, e em alguns casos levaram a raizes quadradas de numeros
negativos ; porém nao foram elas em nenhum momento que sugeriram 0 USO

dos nimeros complexos.

Uma equagdo nunca era vista isoladamente, mas sim como a

formulacdo matematica de um problema concreto. O fato de uma equacao
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apresentar raiz quadrada de um numero negativo, era apenas o indicativo de

gue o problema proposto nao tinha solucéo.

Vejamos alguns exemplos de raizes quadradas de numeros negativos,

antes do surgimento dos niumeros complexos:

O primeiro exemplo de raiz quadrada de niumero negativo, encontramos
na Estereometria de Heron, matematico grego do periodo alexandrino ,

publicada aproximadamente em 75 d.C. . Num calculo sobre o desenho de

uma piramide surge a necessidade de avaliar +81-144 . Essa questao parece
nao ter provocado maiores problemas pois mais a frente a ordem dos

nameros, provavelmente por um erro de calculo, é trocada e € calculado

144 -81.

Podemos dizer que realmente o primeiro exemplo de uma atitude frente
a esse tipo de raiz, surge na Arithmética de Diophanto. Aproximadamente no

ano de 275 d.C., ele considera o seguinte problema:

Um triangulo retangulo tem area igual a 7 e seu perimetro é de 12 unidades.

Encontre o comprimento dos lados.

Chamando de x e y o comprimento dos catetos desse triangulo, temos,

na nossa notacgéao atual:

%WZ? X ryt =(12-x-y)
Isolando y na 12 equacdo e substituindo esse valor na 22, teremos:
=+ A —
24x2 -172x + 336 =0, cujasraizessdo: x= %
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Neste ponto Diophanto observa que a equacdo sO teria solugcdo se
72 . ~ C s x s
> >24%x 336 (A =0 ). Como isso ndo acontece, € logico que ndo ha

necessidade alguma de se dar sentido para a expressao —167

Na Matematica indiana encontramos novas referéncias a questdo das

raizes quadradas de numeros negativos.

Aproximadamente 850 anos d.C. , o0 matemético indiano Mahavira afirma:

... COMo na natureza das coisas um negativo ndo é um quadrado, ele nédo

tem , portanto, raiz quadrada.
O famoso matematico Bhaskara Il (1114 - 1185 aprox.) afirma:

O quadrado de um afirmativo € um afirmativo; e a raiz quadrada de um
afirmativo € dupla: positiva e negativa. Ndo ha raiz quadrada de um

negativo; pois ele ndo é um quadrado.

Na Matematica européia também aparecem observacdes dessa
natureza quando o frade Luca Paccioli (1445 - 1514 ) na sua Summa de

arithmética, geométrica, proportioni et proportionalita, publicada em 1494
~ . . 1., .
escreve que a equacao x2 + ¢ = bx é soluvel se Zb >C, € 0 matematico

francés Nicolas Chuquet ( 1445 - 1500 aprox.) faz observagfes semelhantes

sobre “solugdes impossiveis “ num manuscrito ndo publicado de 1484.

Gerbénimo Cardano ( 1501 - 1576 ) também se deparou com esse tipo
de questado, e também considerava que o surgimento de raizes quadradas de
nameros negativos na resolugcdo de um problema, apenas indicava que o
mesmo nao tinha solugc&o. Apesar disso resolveu seguir mais adiante com o0s

calculos, e no capitulo 37 do Ars Magna, ele resolve um problema que consiste
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em dividir um segmento de comprimento 10 em duas partes tal que o produto

delas seja 40, da seguinte maneira:
X(10 - x) =40 e dai vem a equacgao
X?-10x+40 = 0

cujas solugcbes sdo: x=5% J-15

Cardano reconhece que o problema nao tem solucdo, mas observa que se

somarmos as duas raizes, obteremos o valor 10 e se as multiplicarmos,
) 2
considerando que (\/—15) = -15, teremos como resultado 40. Ele chama

esses resultados de raizes sofisticas da equacao e diz que elas sao tao sutis

quanto inuteis.

Cardano ndo usava a notagdo +-15 . Ele utilizava “Ry.m”, isto &, “radix minus”

para raiz quadrada de niumero negativo

Os numeros complexos ndo surgem da resolu¢cdo da equacdo do
segundo grau como ja foi dito, mas da resolugcdo da equacao do terceiro grau.

Assim vamos fazer um histérico sobre a resolugdo destas equacoes.
RESOLUCAO DA EQUACAO DO TERCEIRO GRAU

Em 1545 no Ars Magna, Cardano publicou uma férmula para resolver
equacdes do terceiro grau, que ficou conhecida por “ Formula de Cardano”.
Deve-se ressaltar porém que o proprio Cardano admite francamente que nao
foi ele o descobridor original da mesma, pois Niccolo Tartaglia ( 1500 - 1557

aprox. ) que lhe deu a sugestéo para a resolucéo de tais equacoes.



O METODO QUE TARTAGLIA ENSINOU A CARDANO

Na época em que Tartaglia ensinou a Cardano, a féormula de resolugéo
de uma equacdo do terceiro grau, os matematicos nao dispunham de uma
notacdo para tratar as equacgfes, e ndo podiam expressar seus meétodos
resumidamente através de férmulas como fazemos agora. Portanto ndo é tao
estranho que Tartaglia comunicasse a Cardano o segredo de sua descoberta

atravées de versos. Traduzidos para o Portugués esses versos que se

Bl

encontram na pagina 120 da edi¢do de 1554 dos Quesiti“ sdo os seguintes:

1. Quando o cubo com a coisa em apreco
Se igualam a qualquer nimero discreto
Acha dois outros diferentes nisso

2. Depois teras isto por consenso
Que seu produto seja sempre igual
Ao cubo do terco da coisa certa

3. Depois, o residuo geral
Das raizes cubicas subtraidas
Sera tua coisa principal

4. Na segunda destas operacdes,
Quando o cubo estiver sozinho
Observaras estas outras reducdes

5. Do nimero faras dois, de tal forma
Que um e outro produzam exatamente
O cubo da terca parte da coisa

6. Depois, por um preceito comum
Toma o lado dos cubos juntos
E tal soma sera teu conceito

7. Depois, a terceira destas nossas contas
Se resolve como a segunda, se observas bem
Que suas naturezas sdo quase idénticas

8. Isto eu achei, e ndo com passo tardo
No mil quinhentos e trinta e quatro
Com fundamentos bem firmes e rigorosos
Na cidade cingida pelo mar.

Vamos analisar esses versos huma linguagem atual. Antes de tudo é
bom lembrar que Tartaglia e Cardano ndo usam coeficientes negativos em ?

2 Quesiti et inventioni diverse, livro escrito por Tartaglia, que teve, em 1959, na Brescia, uma publicaczo
comemorativado IV centendrio de sua morte
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suas equacoes e portanto em vez de uma equacao do terceiro grau eles tém
que analisar trés casos possiveis. Tartaglia chama cada um desses casos de

operagoes. Os casos séo:
x> +ax=b citado no primeiro verso “cubo e coisa igual a numero”

3 —_ H 11 H H ”
X" =ax + b citado no quarto verso “quando o cubo estiver sozinho

3 _ . L.
X~ +b =ax citado no sétimo verso
Vamos analisar nesse trabalho somente o primeiro dos casos
O numero a que se refere o primeiro verso € o termo independente que nos
estamos chamando de b . Quando Tartaglia diz “acha dois outros diferentes
nisso”, esta sugerindo que se tome duas novas variaveis cuja diferenca seja b.
Assim chamando de U e V essas novas variaveis teremos:

U-vV=>b

Depois a frase “que seu produto seja sempre igual ao cubo da terca parte da

coisa certa” quer dizer que

UV = %g

E na frase “o residuo geral das raizes cubicas subtraidas serd tua coisa

principal” quer dizer que a solucéo sera do tipo

x=3U - W
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A JUSTIFICATIVA PARA A FORMULA DE TARTAGLIA

Nesta justificativa vamos usar métodos e notacfes modernas, o que nos

dard uma exposicédo mais simples,

Seja a equacédo do terceiro grau x> + ax = b , e vamos lembrar a

férmula do cubo de um binémio:
(u-v)®=u®-3u2v +3uv2 -\
Pondo em evidéncia o produto uv teremos:
(u-v)3=-3uvu-v) + U°- V),
ou seja,
(u-v)>+3uvu-v)=u®-v*
Se obtivermos u e v tais que
uv = a/3 e W-vi=b
a expressado acima ficara :
(u-v)*+au-v)=b
e comparando-a com a expressao inicial x°>+ax =b percebemos que X

= u - v sera uma solucao desta equacao. Portanto para resolvermos a equacéo

proposta devemos resolver o sistema

Hv=2
0 3

EJE}_VC% =b

pois achando u e v teremos X , uma vez que X =U - V.
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Para resolver o sistema, elevamos na primeira equagao os dois termos

ao cubo e teremos:

2y = %g
O
HJB —v3 =b

fazendo u*=U e Vv?=V teremos:

V-2

-V =b

R

Dessa forma U e -V sé&o as raizes da equacao

X2-bX + (-a/3)®=0 que sdo:

N

Uma dessas raizes é Ueaoutraé-Vecomou=3U , v=3V e x=u-v

teremos a solugao enunciada por Tartaglia:

x= U -V

Finalmente substituindo U e V pelos seus respectivos valores chegaremos a

férmula de Cardano ou de Tartaglia

{2 B B
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Esta formula resolve as equacgfes do terceiro grau do tipo X>+ax=bh e
para resolver as equacdes gerais do terceiro grau X2+ ax2 + aXx +az=0

devemos substituir x por y - a1/3.
Vejamos esse caso :
Consideremos a equacéo: X2 +ap@+ax+az=0
fazendo x=y-a;/3 vem:
(v-au/3)* +ai(y - a/3)2 + @z (y -au/3) + as = 0.
y® - 3y2a4/3 + 3y(a1/3)? - (a1/3) ® + a2 -2 ya,2/3 + a,°/32 + apy - a1a,/3 + az3 = 0
y? +3((a1/3)2- 2 a12/3 + a, )y = (a1/3) ® - a,%/32 - a3 e esta equacdo é 0 mesmo
que: y’+ay=b
O SURGIMENTO DOS NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos comecam a surgir com Raphael Bombelli
(1526 - 1573 ) um admirador da Ars Magna de Cardano, mas que achava
que seu estilo de exposicdo nédo era claro. Decidiu entdo escrever um livro
falando sobre os mesmos assuntos mas de maneira mais clara, tal que um
principiante pudesse entendé-los sem necessidade de outras referéncias.
Publicou entdo I'Algebra, em trés volumes em 1572, em Veneza. No capitulo I
dessa obra, ele estuda a resolugcdo de equacdes de grau n&o superior a

quatro. Uma dessas equacodes é x> = 15x + 4 que ele resolve aplicando a

férmula de Cardano e encontra a raiz:

x = 32+/—121 +3/2 -/ =121
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Assim como Cardano, ele chama essa solucéo de sofistica mas percebe que

X = 4 é de fato uma solucdo da equacédo proposta.

Surge entdo, provavelmente, pela primeira vez, uma situacdo na qual
apesar do resultado da equacgdo apresentar raizes quadradas de numeros
negativos, existe verdadeiramente uma solucdo para ela. Esse fato faz com

gue Bombelli comece a tentar compreender o que esta acontecendo.

Ele admite a possibilidade de que exista uma expressao da forma
a+~-b que seja raiz cubica de 2 + V=121, ou seja (a+ \/—_b)3: 2+ /-121.
Para calcular essa raiz, ele supde que a raiz cubica de 2-+-121 seja a - J-b
e pelo fato de que 4 deve ser raiz da equagcdo, necessariamente a +/-b + a
- J-b =4 e dai a =2, uma vez gue os radicais se anulam. Tendo esse

resultado, voltou a equacédo (a + +/-b )3 = 2 + 4/-121 e encontrou b da

seguinte maneira

2+ -b)= 2+ +-121.
8+12y-b-6b-b +v-b =2+ J-121

8 +12+b+/-1-6b-bvb -1 =2+114-1

[8-6b=2

%12\/5 -bvb =11
Dessa maneira Bombelli obtém que 3/2++/-121 =2 ++/-1 e analogamente:
J2-4-121=2-VJ1 ex=2++-1+ 2-+-1=4 & uma solucdo da

equacao dada.

e dai, b=1
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Apods essa descoberta Bombelli diz:

Eu achei uma espécie de raiz cubica muito diferente das outras, que aparece
no capitulo sobre o cubo igual a uma quantidade e um nimero.

....A principio, a coisa toda me pareceu mais baseada em sofismas que na
verdade, mas eu procurei até que achei uma prova....

Isto pode parecer muito sofisticado mas, na realidade, eu tinha essa opinido, e
ndo pude achar a demonstracdo por meio de linhas [i.6. geometricamente],

assim, tratarei da multiplicacdo dando as regras para mais e menos.

Ele utiliza a expressdo piu di meno para se referir ao que nés
denotariamos como +i e meno di meno para -i. Ele entdo enuncia sua regra

do produto, que citamos junto com seu significado na nossa simbologia:
Piu via piu di meno fa piu di meno +(+i)=+i
Meno via piu di meno famenodimeno - (+i)=- i
Piu via meno di meno famenodimeno +.(-i)=- i
Meno via meno de meno fa piudimeno - (-i)=+i
Piu di meno via piu di meno fa meno (+i).(+i)=-
Meno di meno via piu di meno fa piu (-i).(+i)=+

Meno di meno via meno di meno fameno (-i).(-i )=-

Bombelli se deparava com uma dificuldade maior por nao dispor de
uma boa notacédo. Para o nosso sinal de + ele usava p ( piu ), para 0 N0SSO
sinal de - ele usava m (minus ); R (radix) para raiz quadrada e R® para raiz
cubica. Ndo havia parénteses e sublinhava expressdes para indicar quais

estavam afetados por um radical.

A expressdo 32 ++/—121 eraescritanaforma R’

2pRI0 ~121)
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Como naquela época ndo se escreviam diretamente numeros
negativos, ele escreveu -121 como O - 121. A solugcao da equacéo x> = 15x +

4 era escrita da seguinte maneira:

RS

2pRO-121 | pR’l2mR0 ~121|

Com seu engenhoso raciocinio Bombelli mostrou o papel importante
gue 0s numeros imaginarios conjugados iriam desempenhar no futuro; mas na
época a observacdo nao ajudou na operacdo efetiva de resolver equacdes
cubicas, pois Bombelli precisava saber antecipadamente o valor de uma de
suas raizes. Mas ai a equacédo ja estaria resolvida, e ndo se precisaria da
férmula; sem o conhecimento de uma das raizes o0 método de Bombelli falha.
Qualqguer tentativa para achar algebricamente as raizes cubicas dos nameros
imaginarios na regra de Cardano leva a propria equacdo cubica, em cuja
resolucdo as raizes cubicas apareceram, de modo que se volta ao ponto de
partida. Porque esse impasse surge sempre que as trés raizes sejam reais,
esse caso é conhecido como “caso irredutivel”. Aqui uma expressao para a
incognita é de fato fornecida pela formula, mas a forma em que aparece é

inutil para quase todos os fins.

OS PROGRESSOS DOS NUMEROS COMPLEXOS

Vamos primeiramente citar os progressos obtidos na notacdo dos

nlmeros complexos :
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O simbolo /-1 foi introduzido em 1629 por Albert Girard. (1590 - 1633)
em Invention nouvelle en l'algebre, quando enuncia claramente as relacdes

entre raizes e coeficientes de uma equacéao .

O simbolo i foi usado pela primeira vez para representar ~/—1por
Leonhard Euler em 1777, apareceu impresso pela primeira vez em 1794 e se

tornou amplamente aceito apds seu uso por Gauss em 1801.

Os termos real e imaginario foram empregados pela primeira vez por

René Descartes em 1637.

A expressdo numero complexo foi introduzida por Carl Friederich Gauss
em 1832

A partir do trabalho de Bombelli os nimeros complexos comegcam a ser
usados devido a sua Obvia utilidade para resolver equa¢des do terceiro grau,
mas ao mesmo tempo, duvidava-se que tais numeros pudessem existir.
Progressivamente contudo a confianga nesses novos objetos vdo aumentando
a medida que sua manipulacdo ndo conduz a contradi¢des. Essa manipulacao
€ gerada pelo principio da permanéncia, enunciado por Leibniz que consiste
em aplicar simplesmente a essas representacdes, as mesmas regras de
calculo usadas para as quantidades ordinarias. A primeira tentativa de dar um
significado concreto aos numeros complexos através de uma “interpretacao
geométrica” é devida a John Wallis (1616- 1703 ), professor da Universidade
de Oxford. Em 1673 ele publicou um tratado intitulado Algebra, em cujo
capitulo LXVI discute a impossibilidade da existéncia de quantidades
imaginarias e compara essa questdo com a da existéncia de quantidades

negativas.

Estas quantidades imaginarias (como séo freqlientemente chamadas)

surgem das supostas raizes de um quadrado negativo (quando
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aparecem) e se considera que implicam que 0 caso proposto é

impossivel.

E assim é , de fato, no sentido estrito do que foi proposto. Pois ndo é
possivel que qualquer nimero (negativo ou afirmativo ), multiplicado por
si mesmo, possa produzir (por exemplo) -4 . Pois sinais iguais (tanto +

guanto - ) produziréo +; e portanto n&o -4.

Mas também é impossivel que qualquer quantidade ( embora nao um
suposto quadrado ) possa ser negativa. Pois ndo é possivel que
qualquer magnitude possa ser menos que nada, ou qualquer ndmero

menor que nada.

Porém, néo é esta suposicao (das quantidades negativas) nem indutil
nem absurda, quando corretamente compreendida. E, embora para a
simples notacdo algébrica representa uma quantidade menor do que
nada, quando se trata de uma aplicacgao fisica, denota uma quantidade

tdo real como se o sinal fosse +; mas interpretada no sentido contrario.

Para as quantidades imaginarias Wallis tenta uma interpretacédo que € a

seguinte:

Suponhamos que num local ganhamos do mar 30 acres, mas perdemos
em outro local 20 acres: se agora formos perguntados quantos acres
ganhamos ao todo, a resposta € 10 acres, ou + 10 ( pois 30 - 20 = 10)
...Mas se num terceiro local perdemos mais 20 acres, a resposta deve
ser - 10 ( pois 30 - 20 - 20 = -10) ....Mas agora, supondo que esta
planicie de -1600 square perches [ 20 acres correspondem a 1600
squares perches, uma outra medida inglesa da época] tem a forma de
um quadrado, ndo devemos supor que este quadrado tem um lado? E

assim qual sera esse lado?
N&o podemos dizer que € 40 nem - 40 ...Mas sim que é +—1600 ( a

suposta raiz de um quadrado negativo ) ou 10+/=16 ou 20+/-4 ou

40+/-1.



Essa interpretacdo nao teve uma grande acolhida entre seus contemporaneos

e nenhuma repercussao posterior.

O interesse por essas quantidades imaginarias vao se afirmar também
em razao dos resultados unificadores que eles permitem obter. Nesse caso,
um aspecto da historia rico do ponto de vista epistemoldgico € o encontro dos
angulos e dos logaritmos com os numeros complexos, que aparece com a
extensdo aos numeros negativos e imaginarios da nocdo de logaritmo, e das

relacbes entre angulos e quantidades imaginarias, gracas a exponencial

complexa.
O logaritmo das quantidades negativas e imaginarias

dz _ dz N dz o
1+2° 2(1+z/-1) 21-z/-1

Em 1702 Jean Bernoulli observa que

conclui que existe uma relacédo entre uma quantidade ligada ao circulo (1 5
+z

cuja “soma”’ contém o numero 1) e um logaritmo ( soma de quantidades

. C 1 ~ . ~ .
ligadas a hipérbole —). Ele realmente nao efetua a integragao, se o fizesse,
X

poderia ter obtido que:

1 J-1-z
2J-1 “-1+z

log V-1 = 7—2Tx/—_1 e log(-1) = log(+/-1)2 = mv/-1

arctgz =

log

1 .
eparaz=1, %T— logv/-1 dai

PNE

N&o tendo efetuado essa integracdo, Bernoulli sustenta que um namero
e seu oposto tem o mesmo logaritmo. Ele pretende por exemplo que o
logaritmo de -1 seja nulo e entre varias argumentacdes a mais forte parece ser

a seguinte:

Para todo numero positivo a, tem-se que :
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(-a)2 = (a)?, e portanto

In(-a)2 = In(a)?

2.In(-a) = 2In(a)

de onde In(-a) = In(a) , e em particular In(-1) = In(1) = 0

Esse fato intrigava os matematicos no comego do século dezoito, mas
em 1747 Euler escreveu a d’Alembert explicando corretamente a questdo dos

nameros negativos (pg. 63).

Roger Cotes (1682 - 1716), jovem professor do Trinity College de
Cambridge, obteve em 1714 um importante resultado, relacionado com a
obtencdo de raizes enésimas de numeros complexos. Roger morreu
prematuramente e dele, disse Newton: Se Cotes tivesse vivido, teriamos

aprendido alguma coisa. O resultado a que Cotes chegou foi :
loge(cos @+ i.sen @) =i.@
Com essa férmula ele poderia ter chegado em

cos@ +isenp= e*

e finalmente na chamada formula de Moivre:
(cosgp +isen@ " =cos(ng ) +isen(ng)

Porém o caminho foi outro . Abraham De Moivre (1667-1754) nasceu na
Franca, mas viveu na Inglaterra a partir dos dezoito anos, ou seja a partir de
1685, quando o Edito de Nantes, que protegia os huguenotes, foi revogado.

Estudou Matematica sozinho, apés ler os Principia de Newton, chegando a se
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tornar membro da Royal Society e das academias de Paris e Berlim. Em 1722,
utilizando fatos que ja havia publicado em 1707, ele obteve um resultado que
implicou a féormula que leva seu nome, embora tenha se limitado a casos
particulares e nunca tenha chegado a enunciar ou demonstrar a formula no

caso geral.

Comentéarios Epistemologicos

Quando Bernoulli afirmou que o logaritmo de -1 era nulo, ele nada mais
fez que aplicar algumas regras do célculo cujo validade ninguém punha em

davida

a=b 0O In(a)=In(b)

IN(x2) = 2In(x)

2a=2b 0 a=b

Atualmente diriamos que Bernoulli ndo chegou a um resultado correto
porque a funcado logaritmica ndo esta definida para um namero negativo. Mas
justamente o que estavam procurando Bernoulli e Leibniz, era definir In(x) para
X negativo ( ou mesmo imaginario). Eles aplicam portanto as regras habituais
do calculo para encontrar o valor do logaritmo que seja compativel com esses
calculos. Assim Leibniz chegou a uma conclusdo diferente pela seguinte
argumentagao:

1) _ o In(®)

Se tivéssemos In(-1) = In(1), entdo teriamos e e portanto

-1 =1 o que é um absurdo.

Portanto, para eles, como para todos os matematicos apos eles, as

regras do calculo algébrico sdo efetivamente invariaveis. Inicialmente
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verificadas sobre os numeros naturais, seu dominio de aplicagdo deve-se
estender naturalmente a todos os novos objetos originados pelo jogo das

operacoes.

Angulos e quantidades imaginarias

Em 1707 Moivre publica a solucdo de equagfes de grau impar, por um

meétodo analogo ao de Cardano :

Para n impar, a equacdo :

n-1 ., n’-1n*-9 .
ny? + . ny’+..=a
2.3 2.3 45

ny +

tem por solucdo y=£\”/a+\/a2 +1 - !
2 Ra++va® +1

Como exemplo ele resolveu, para n =5, a equacao 5y + 20y3 +

16y5 = 4 e usou uma tabua de logaritmos para estimar as raizes quintas.

Por outro lado se os termos da equacdo sao alternativamente positivos

e negativos, a solucéo é :

61

Como exemplo ele resolveu, paran =5, a equacédo 5y - 20y3 + 16y5 = a

Moivre diz que se os calculos forem dificeis, mesmo com uma tabela de

logaritmos, entdo pode-se usar uma tabela de senos fazendo-se o seguinte:
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a= % =0,953125 € o0 seno de 72° 23’ , portanto a sua quinta parte € 14°28’

e 0 seno de 14°28' é 0,24982 que é aproximadamente Y4 , que é
exatamente a solucdo da equacéo .
Mas ele nada esclarece sobre a enigmética troca da tabela de logaritmos pela
tabela de senos, nem sobre a divisdo do argumento por cinco.
Em 1722 ele revela o artificio utilizado para descobrir a forma da solucéo:

Se X=cos@ e t=cosng

Nesse caso existe z verificando simultaneamente:

A-2tz" +z*" =0
5[—2xz+z2 =0

Resolvendo z°-2xz+1=0 :

= = cos @+isen @

2 —
(Se x = cos @ entdo sen = V1-x*)

Resolvendo 1-2tz"+z*"=0 vem:

2—
7" = 2+va -4 “4t4=t ++/t2 -1

5 = cosS h@+ isen n@

Este resultado mostra efetivamente o que hoje nés chamamos de férmula de

Moivre

(cos @+ isen @" = cos np+ isen ng
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Em 1730 Moivre enuncia o seguinte lema :

A -
Set=C0SA e x=cos— , entao

Com efeito colocando-se z =R/t ++t* =1 =(cos A +isen A )l’n , tem-se

A z+7?
X = COS— =
n

e portanto, 1-2xz+2z2=0 de onde

A . A
z=x+/x?>-1 =cos— +isen—, domesmomodo1l-2tz"+z""=0
n n

implicaque t=cos A= Zn+—22_n

Moivre ndo provou esses resultados de maneira genérica, quem
realizou isto foi Leonhard Euler (1707 - 1754 ), considerado o mais prolifico
matematico de todos os tempos. Numa carta enderecada a Jean Bernoulli, em
18 de outubro de 1740, ele afirmaquey =2cosp ey= e” + e™ eram ambas
solugcbes da mesma equacao diferencial ( o que reconheceu através do
desenvolvimento em série das solu¢des) e que, portanto, deviam ser iguais.
Em 1743 publicou:

ei(p+e—i(p ei(p_e—iqo
cosp=—— e seng-=

Em 1748 ele redescobriu a formula de Cotes, demonstrou a de De

Moivre e estendeu sua validade para todo expoente n real. Com isso, a
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existéncia de raizes no campo complexo ficou definitivamente estabelecida.

Eis o0 que Euler publicou em Introduction a I'analyse infinitésimale - 1748

A partir da decomposigcédo em fatores complexos

(senz)? + (cosz)? = (cosz + v-1senz)( cosz - v-1senz) =1

ele tem a idéia de desenvolver

(cosz + \/—_lsenz)( cosy + x/—_lseny) e obtém

COSz CcOosy - senz seny + ~/—1(senz cosy + seny cosz) e dai:

cos (z+y)+ +/-1sen(z +y)

depois faz

(cos z + \/-1senz)2=cos 2z + J/-1sen 2z e

(cosz + +/-1senz)" = cosnz + +/-1sennz faz ainda

(cosz - J-1senz)" = cos nz - v-1sen nz

Finalmente por combinacgéo tem :

(cosz++/-1senz)" +(cosz —+/-1senz)"
2

Cos nz

(cosz++/-1senz)" +(cosz -/ -1senz)"

27-1

séen nz =
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Para obter a maneira classica de suas férmulas, Euler introduziu entdo

a exponencial por um argumento de analise infinitesimal do qual ele mantinha
sigilo. Eis como ele fez:

138. Supondo agora nas férmulas precedentes o arco z infinitamente
pequeno, e n um nuamero infinitamente grande i, afim de obter para i.z um
valor finito v; nds teremos portanto

\ .
nz=v,e z= —, e por consequéncia
|

senz = X e cosz=1 substituindo-se nas formulas

cos 7 = (cosz++/-1senz)" +(cosz —/ -1senz)"

2
con = (COSZ J-1senz)" +(cosz -/ -1senz)"
2-1
obteremos :
a7y @ Wy
cos v = I '
2
senv =
27-1

. . ., . z[
Nesse ponto Euler diz que do capitulo anterior € sabido que @H _—@ =¢’
i

onde sendo e é a base dos logaritmos hiperbdlicos; e dai

e+V\/jl + e—V\/Tl
COsv = # e
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e+V\/jl _ e—v«ﬁl
senv= —————
V-1
compreende-se por ai como as quantidades imaginarias se reconduzem a dos

senos e a dos cossenos de arcos reais:

e™ = cosv ++/-1senv

e = cosv - v —lsenv

Com a formula €® =cos® +isen® ( como escrevemos atualmente)
Euler explicou a d’Alembert que Bernoulli estava errado quando dizia que

nameros opostos tem 0 mesmo logaritmo. Ele disse que:

€® = cos® +isen® vale para todos o0s angulos medidos em radianos, e em
particular para @=Tt,

€™ = cosrT+isen 1 ou seja, €®=-1 edai In(-1) =i

Dessa maneira Euler mostra que os logaritmos dos nameros negativos

nao sao reais como supunham Bernoulli e d’Alembert , mas imaginarios puros.

Euler chama a atencéo para outro fato que resulta da sua formula .
Qualguer numero, positivo ou negativo, ndo tem apenas um unico logaritmo,

mas uma infinidade. Para mostrar isso faz:

Darelacdo €**" =cosp+iseng Vvé-se que se Ina=c entdo

¢ + 2kri

Ina=c+2km pois e = e°.e"?"

=e°(cosO+isen0) =e° = a
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Euler compreendia e utilizava muito bem os nimeros complexos, mas
tinha também grandes duavidas sobre a sua legitimidade. Em Vollstandige
Anleitung zur Algebra, publicada primeiro em Russo, em 1768-69, e depois em

alemao, em 1770, ele escreve:

Uma vez que todos 0s numeros concebiveis sao maiores do
que 0, ou menores do que 0 ou iguais a 0, é claro que a raiz quadrada
de um numero negativo ndo pode ser incluida entre os numeros
possiveis. Consequentemente, devemos dizer que estes sao ndmeros
impossiveis. E esta circunstancia nos conduz a tais niameros, que por
sua natureza sao impossiveis, e que sdo chamados costumeiramente

imaginarios, pois eles s6 existem na imaginacao.

Como consequéncia, ao fim do seéculo dezoito as quantidades
imaginarias sao desprovidas de sentido, tanto que De la Chapelle escreveu no

seu Tratado das secfes conicas publicada em 1765 :

Veja bem que had uma grande diferenca entre uma grandeza
imaginaria e uma grandeza igual a nada ou a zero; parece que uma
grandeza igual a nada ndo é um absurdo; ela é possivel quando uma
guantidade é cancelada por uma outra, enquanto que uma quantidade
imaginaria € uma quantidade absurda, ou que implica contradicéo.
Vocé nao podera dizer que uma quantidade imaginaria possa ser

considerada como zero, isto é algo pior.

A REPRESENTACAO GRAFICA

O inicio do século XIX vai se constituir um momento importante da
histéria dos numeros complexos, uma vez que com o0s trabalhos
independentes de Wessel (1797), 'Abbé Buée (1805), Argand (1806), Mourey
(1828), Warren (1828) e Gauss (1831), as quantidades imaginarias vao enfim
ganhar um sentido e encontrar uma outra forma de legitimacédo, que néo a
simples utilidade matemética. Esta tomada de sentido vai se efetuar no quadro

geomeétrico, e sera agora descrita.



J.Wallis (1616-1703), propde uma construcdo geométrica das raizes
imaginarias de uma equacao do segundo grau, através da situacdo na qual se
deseja determinar a base AB de um triangulo APB, conhecendo-se os
comprimentos de AP e PB e a altura PC. Se por exemplo tem-se PA = 20,
PB =15e PC =12, o tamanho AB é obtido como solu¢cédo de uma equagéo do
segundo grau e dai B tera duas posicoes, B; e B,, correspondentes as duas

raizes reais desta equacao.

BC2 = PB2 - PC?
BC2 =225 - 144 =81 portanto BC=%9

P

20 15
15 12

B1 C B2 . , .
Inveriendo-se us valc de PB e PC, a equagdo nédo mais tera

A

solucdes reais, e isto Wallis interpreta dizendo que o ponto B ndo pode mais
pertencer a reta AC. Admitindo-se sair dessa reta, pode-se encontrar duas
posicoes para B, conforme o desenho abaixo ( ho qual o angulo reto situa-se

em B e ndoem C.)

Ele generaliza em seguida a construcédo para uma equacédo do segundo grau

qgualquer
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x2+bx+c2=0, b,c=0

cujas raizes s8o  x = -b++/b”> —c* que sdo reais quando b2 > c2.

Nesse caso as raizes podem ser representadas por pontos P1 e P2 na reta
dos numeros reais que sdo determinadas pela construgdo geométrica da

figura:

ml \ R
Q'F;l‘ndo b < c‘_b“nhas de com;,é‘menb‘ b saindo de Q nédo alcancam a reta

numerada, assim os pontos P; e P, ndo podem estar na reta e Wallis

procurou-os entdo “fora da reta...no mesmo plano).” Dessa maneira a

representacdo de Pl = -b + ivc®-b*> e de P2 = -b - ivc*-b® seria

conforme a figura abaixo:

P2 c P1

\ 4

-b 0

Vejamos atualmente, para compararmos, como representamos P1 e P2

P1
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\ 4

P2

Em 1798 Caspar Wessel (1745 - 1818), um agrimensor noruegués,
autodidata, publica um artigo intitulado Sobre a representacdo analitica da
direcdo: uma tentativa, e da sua contribuicdo para o0 entendimento dos
nameros complexos através de representacfes graficas quando publica o

seguinte:

Designemos por +1 a unidade positiva retilinea e + € uma certa
outra unidade perpendicular a unidade positiva e tendo a mesma origem;
entdo o angulo de direcdo de +1 seraigual a 0°, o de -1 a 180° o de + ¢
a90°e o de - €a-90°ou 270° . Pela regra de que o angulo de direcdo do

produto é igual a soma dos angulos dos fatores, temos:

(+1).(+1) = (+1)

(+1).(-1) = (-1)

(-1).(-1) = (+1)

(+1).(+ &) = (+¢)

(+1).(- &) = (-¢)

(+e).(+ &) = (-1)

(-1).(- &) = (+¢)

(+e).(- &) = (+1)

(-8).(-8) =(-1)

A partir disso vé-se que € = \/—_1

Do mesmo modo como fazemos hoje em dia, Wessel representa o
complexo a + bi pelo vetor do plano com origem O - a origem do sistema de
eixos coordenados - e com ponto extremo no ponto P de coordenadas (a,b).
Depois da uma representacdo geomeétrica da soma de dois complexos a + bi e
c + di, representando-os pelos vetores OP e OQ, respectivamente, e
observando que a soma estara representada pela diagonal do paralelogramo
construido sobre OP e OQ.
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De forma analoga o produto desses complexos estara representado por
um vetor OR tal que o comprimento de OR é o produto dos comprimentos de
OP e 0OQ, e o0 angulo que OR forma com o eixo Ox é igual a soma dos angulos

formados por OP e OQ com esse eixo.

Em 1806, um bibliotecario suico, Jean Robert Argand (1768 - 1822 )
autodidata, da também uma contribuicdo significativa para a compreensao
geométrica dos numeros complexos através de representacdes graficas,
quando publica um pequeno livro intitulado Ensaio sobre a maneira de
representar as quantidades imaginarias nas constru¢cdes geomeétricas. Ele
observa que se multiplicamos +1 por i obtemos i e se multiplicarmos esse
resultado por i obtemos -1. Ele pensa entdo em representar i por uma rotacao

de 90° no sentido anti-horéario

Esses trabalhos quase nao tiveram efeito sobre os matematicos da
época; a memoria de Wessel sO foi notada quando publicada em traducéo
francesa em 1897, e o livro de Argand, embora causasse uma certa
controvérsia, teve pouco impacto, talvez por ter sido a Unica contribuicdo dele
a Matematica. Quem verdadeiramente tornou a interpretacdo geomeétrica

amplamente aceita foi Carl Friderich Gauss (1777-1855).

Tendo em vista suas demonstracbes do teorema fundamental da
algebra, ele ja conhecia a interpretacdo grafica dos niameros complexos em
torno de 1815. E em 1831 ele escreveu um artigo muito explicito sobre a

questao. Diz na introducao :

O autor tem considerado ha varios anos esta parte importante da
matematica sob um ponto de vista diferente, que permite conferir as

guantidades imaginarias, como as negativas, uma existéncia objetiva.

68



O significado intuitivo dos nimeros complexos fica completamente
estabelecido e ndo se precisa mais para admitir estas quantidades no

dominio da aritmética.

Ele observa também que se as unidades 1, -1, J-1 nado fossem
chamadas de positiva, negativa e imaginaria, mas direta, inversa e lateral, as
pessoas nao teriam tido a impressdo de que ha algo de misterioso nesses

ndmeros.

A observacdo de Gauss a respeito da existéncia objetiva dos niumeros
complexos ilustra a visdo da Mateméatica na época. Parece que o fato de
esses numeros poderem ser representados geometricamente |hes da essa
existéncia. Assim parece que para 0os matematicos daquele periodo, os entes

geomeétricos tinham um tipo de realidade que faltava aos objetos da aritmética.

Finalmente a formalizacdo completa dos numeros complexos como
pares ordenados de numeros reais serd desenvolvida por William Rowan
Hamilton (1805-1865) em1833, e ainda Augustin Cauchy (1789-1857) daria
outro tipo de formalizagdo em 1847.
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2.COMENTARIO EPISTEMOLOGICO

Michele Artigue no seu artigo “Quatre etapes dans [Ihistoire des
nombres complexes: quelques commentaires epistemologiques et didatiques”,
faz comentarios didaticos e epistemoldgicos sobre o surgimento dos nimeros
complexos. A seguir, até a pagina 73, transcreveremos seus comentarios

epistemoldgicos.

Quando se comeca a falar em nidmeros complexos pensa-se que vao
aparecer novos numeros, mas pode-se ver pela histéria, que ndo sao novos

ndmeros que surgem, mas sim novos operadores.

O fenbmeno é, para efeito de calculos, analogo ao que vai se passar
com 0s numeros negativos: ou seja, 0s sinais + e - designam as operagdes  (
a adicdo e a subtracdo) e os numeros a+b e a-b sdo quantidades bem
definidas quando a é maior que b. Calcula-se portanto tranquilamente, por

exemplo:

(4+1)+(4-1)=8 (somou-se 1l ao 4 e tirou-se 1 do 4, a soma das duas

parcelas seraigual a 4 + 4.

Entretanto quando se deparacom (4+6)+ (4 -6) (somou-se 6 ao 4
e tirou-se 6 do 4, a soma das duas parcelas sera igual a 4 + 4), confirmando-

se a permanéncia do algoritmo das opera¢des obter-se-a ainda o resultado 8

Mas em nenhum momento alguém teve a necessidade de ver o nimero
(4-6), isto é, para nés, 0 numero negativo -2. Este desejo de nao se introduzir
0 objeto isolado ( ndo se pode escrever o simbolo -6, sem que o simbolo +6
esteja também presente noutra parte, afim de assegurar o significado do
resultado) vai perdurar por muito tempo, tendo em vista o que diz Carnot ( em

La geometrie de position-1803):
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Eu conclui que:

1°) Toda quantidade negativa isolada é um ser da razdo, e aquelas que se
encontram no calculo ndo sdo mais que simples formas algébricas,

incapazes de representar qualquer quantidade real e efetiva.

2°9) Cada uma dessas formas algébricas sdo consideradas, com excecao do seu
sinal, como a diferenca de duas quantidades absolutas, que é obtida

fazendo-se a maior menos a menor.

No estudo da resolucdo das equacgdes do terceiro grau, depara-se com
uma situacdo parecida com a dos nameros negativos uma vez que chega-se

a:

(4+4J-1)+( 4-J-1)

e as regras de calculo vao assegurar a eliminacéo de +v-1 e -+/-1.

Ao fim do século XVI, portanto, enquanto as quantidades imaginarias
nao eram ainda, nada mais do que simbolos para se efetuar calculos, nenhum
objeto novo apareceu, a equacdo problema a resolver esta inteiramente no
campo real e a solucdo encontrada € também real. A novidade consiste
precisamente em fazer funcionar um método conhecido, forgcando as

condicBes de sua aplicacdo a circunstancias nédo habituais. Por exemplo:

Poderia se interpretar diferentemente uma passagem como essa, ha
gual Cardano (Ars Magna,1545) coloca o seguinte problema : “Como dividir

um bastdo de comprimento 10 para que o retangulo construido sobre seus

dois pedacos resultem numa area de 40?” Uma resposta é 5 ++/-15 e a outra

7

e 5-4/-15. Parece entretanto arriscado dizer que essas quantidades possam
ser consideradas como solucdes para esse problema real. O contexto desta

passagem que explicita o paralelismo dos calculos com o caso real, incita de
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preferéncia a se considerar esse resultado como uma justificativa do algoritmo

das operacoes.

Constata-se no caso dos numeros complexos a presenca da operagao
sobre os objetos, da funcdo sobre a acgado, da transformacdo sobre os
elementos transformados. Dentro de uma perspectiva historica, no jogo da
dialética ferramenta/objeto, € a ferramenta que funciona quase sempre
primeiro; ela parece mesmo ser a origem da criacdo do objeto, o qual se

construira pedaco a pedaco pela soma das ac¢des que a utilizam.

3.COMENTARIO DIDATICO
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Transcrevemos a seguir, até a pagina 76, os comentarios didaticos que
Michele Artigue (1992) tece, no seu artigo, sobre o surgimento dos niumeros

complexos.

Para a didatica, esta primeira fase da historia dos nimeros complexos é
de certa maneira tranquilizadora, em particular porque ela coloca em evidéncia

a pertinéncia epistemoldgica de certas ferramentas ou apoios didaticos.

Nesta analise didatica dois pontos serdo destacados:

» 0 papel motor dos desequilibrios cognitivos

» adistingdo entre os polos ferramenta e objeto de um conceito matematico

O PAPEL MOTOR DOS DESEQUILIBRIOS COGNITIVOS

No quadro da resolugédo de equacgdes, ndo € o grau 2 que vai motivar o
surgimento das quantidades imaginarias, mas sim o grau 3. A resolucéo das
equacOes do segundo grau nao levantam nenhum problema cognitivo nem

criam qualquer desequilibrio.

O desequilibrio nasce com a equacdo do terceiro grau, ele surge
quando tentando-se resolver uma equacdo desse tipo, com a férmula de
Cardano e sabendo-se que ela tem solucédo real, depara-se com uma raiz
quadrada de numero negativo. A certeza da existéncia da solugéo real ( que
nao ocorria nas equacodes do 2° grau ) € que encoraja alguns matematicos a

extrairem raizes quadradas de niUmeros negativos

De mais, a solucao desse desequilibrio, ndo passa pela constru¢do dos
nameros complexos, mas por acdes mais modestas: a introducdo de uma
nova representacdo e a adaptacdo conveniente a esta representacdo das

regras de calculo usuais, obedecendo o principio de permanéncia do calculo.

74



A DIFERENCA ENTRE OS POLOS FERRAMENTA E OBJETO DE UM
CONCEITO MATEMATICO.

O que aparece no cenario matematico com os trabalhos dos algebristas
italianos ndo é um objeto matemético constituido, claramente definido e
legitimo. E uma representacéo, e a adaptacdo de uma técnica existente para

essa representacdo. As quantidades imaginarias vao se constituir em torno da

notacdo +-1 e funcionar de inicio, essencialmente como as ferramentas da

atividade matematica

Eles terdo assim, durante muito tempo, a finalidade de resolver

problemas reais sem contudo chegar a um resultado definitivo.

Este fenbmeno ndo € privilégio apenas dos numeros complexos. Ele
origina numerosos conceitos matematicos, que sado usados como ferramentas
da atividade matematica num certo niumero de problemas, antes de serem
identificados como objetos do saber matematico e como tal estudados por

eles mesmos.

Na teoria das situagfes didaticas elaboradas por G.Brousseau (1986),
cada conhecimento nasce da adaptacdo a uma situacdo especifica e, em
sentido inverso, “cada conhecimento pode se caracterizar por uma situagcédo a-
didatica na qual preservam-se 0s sentidos”. Ainda assim o conhecimento
visado é de inicio chamado a funcionar como ferramenta de resolugcdo de
problema dentro da adaptacao.

Depois entdo, progressivamente, através de um processo de
institucionalizacdo ele vai se tornar um objeto legitimo e reconhecido. R.
Douady centra agora de maneira mais fundamental a teoria que ela

desenvolveu sobre certas distingdes entre os polos objeto e ferramenta
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dos conceitos mateméaticos por meio da nogéo da “dialética ferramenta-

objeto”
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CAPITULO IV
ESTUDO DA TRANSPOSICAO DIDATICA DOS NUMEROS COMPLEXOS

Neste capitulo faremos um estudo da transposicao didatica do conceito
de numeros complexos, visando verificar o conjunto de adaptacdes e
transformacfes que o saber sabio sofre para ser ensinado, bem como os
obstaculos que estas transformacdes provocam nos alunos. Para tanto vamos
analisar a Proposta Curricular para o Ensino da Matematica do Estado de Sao
Paulo, livros didaticos, e vamos também levantar as concepcdes dos alunos

sobre o conceito dos niumeros complexos, através de um questionario.

1.ANALISE DA PROPOSTA CURRICULAR PARA O ENSINO DA
MATEMATICA DO 2° GRAU.

Segundo a Proposta Curricular para o ensino da Matematica -2° grau -
publicada pela Secretaria da Educacdo do Estado de Sao Paulo em 1994, a
participacdo do aluno na elaboracdo de seu conhecimento € um dos pontos
fundamentais da concepcéo atual de aprendizagem. Esta participacdo deve
porém ser orientada tendo em vista 0s conceitos a serem construidos, bem

como as tarefas a serem realizadas para que esta construcao se efetive .

Para tanto, a funcdo do professor deve ser a de orientador de
aprendizagem, isto €, a de instigador de idéias, de orientador de rumos, num
trabalho com erros e acertos. Assim a proposta de desenvolvimento de um
tema, com os alunos, pode ter como ponto de partida a colocacdo de um
problema, a partir do qual se iniciara a discussao das idéias centrais do tema

em questao, levando em conta os objetivos que se quer atingir.
Por problema, entende-se uma situacéo que desafie o aluno a refletir, a

levantar hipoteses, a procurar caminhos para soluciona-la, a buscar novas

aplicacdes de conceitos e a aprofundar a compreensdo dos mesmos, a
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exercitar a criatividade, a generalizar propriedades, a descobrir outras

solucdes e a discuti-las, verificando as condicdes para que elas sejam validas.

E importante um trabalho construtivo com os erros, encarando-0os como
parte integrante da elaboragdo do saber matematico, o qual necessita passar
por fases de ensaios e erros, por confrontacdes e por justificacbes que levam

a reformulagéo do raciocinio e do processo de resolucgéo feitos.

Deve-se procurar propor ao aluno, problemas abertos que dependendo
da interpretacdo ou da imposicdo de determinadas condi¢cbes, poderao
apresentar diferentes solugbes. Os problemas que n&o tém solucao, e os que
tém mais de uma, contribuem para que nédo se instale no estudante a crenca

de que todo problema tem uma e uma so solucao.

A discussao do porqué desta ou daquela solucéo, da possibilidade ou
ndo de solucdes, leva a reflexdo sobre os dados e as condi¢des impostas pelo
problema, necessarios a escolha dos procedimentos que levam a soluciona-lo,
bem como a compreensdo da linguagem em que estdo expressos e a uma

certa desenvoltura na utilizacdo da mesma.

Ainda segundo a Proposta Curricular € conveniente que a introducéo
dos numeros complexos seja feita a partir de problemas significativos para o
aluno do ponto de vista tanto da Matematica quanto do seu dia-a-dia. Contar
um pouco da histéria dos numeros complexos também pode ser bastante
motivador. Relacionar a radiciacdo de numeros complexos com elementos dos
poligonos regulares € um trabalho de aplicacdo desse contetdo, bastante
interessante para o aluno, que, a esta altura, tem a oportunidade de tratar

nameros e geometria entrosadamente.

Tendo em vista essas consideragcdes da Proposta Curricular e
entendendo que realmente o ensino deva se processar dessa maneira,
cremos que deveriamos fazer com que 0 ensino da Matematica se

aproximasse cada vez mais da sua histéria, pois os alunos poderiam saber
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guais as necessidades que fizeram surgir determinados conceitos, como
logaritmos, numeros complexos etc., levando-os a ndo achar a Matematica

uma disciplina na qual os conceitos sao “inventados”.

Apesar de a Proposta Curricular sugerir situagOes-problema para se
introduzir varios conceitos matematicos, ndo sugere nenhuma para se

introduzir o conceito de nimero complexo.

Mas como € introduzido o conceito de Numeros Complexos em nossas

escolas?

2.ANALISE DE LIVROS DIDATICOS

Analisando alguns livros didaticos, que citaremos em seguida, pudemos
constatar que atualmente nenhum deles aborda os numeros complexos

através de uma equacao do terceiro grau.

Alguns os abordam a partir de pares ordenados de numeros reais, para
0s quais se definem a adicdo e a multiplicacdo de modos determinados. S&o

os livros:

Dante/Giovanni - Editora - FTD -1995, Paulo Boulos/Renate Watanabe -
Editora Nacional - 1979.

Outros simplesmente apresentam 0s numeros complexos como
nameros da forma a+bi, com a e b pertencentes a R e i2 = -1 e em seguida

comecam a operar com eles. S&o os seguintes :
Vitor Setani - Editora Atica - 1984, Bezerra - Editora Scipione - 1994, Nilton

Lapa/Sidney Luiz Cavalcante - 1984, Bianchini/Paccola - Editora Moderna -
1990
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Outros ainda introduzem os numeros complexos como sendo as
solucdes de equacdes do segundo grau que nao admitem solucdes reais,

como x2+ 1 =0 . Esses sao dos seguintes :

Signorelli- Editora Atica - 1992, Bongiovanni /Visoto/Laureano - Editora
Atica -1993, José Ruy Giovanni / José Roberto Bonjorno / José Ruy Giovanni
Jr.- Editora FTD-1988, Roku/ Carlo/ Kazuhito - Editora Saraiva - 1991, Antonio
dos Santos Machado - Editora Atual 1995, Gentil / Marcondes / Grecco / Sérgio
- Editora Atica - 1989, Paulo Bucchi - Editora Moderna - 1995.

Dois desses livros citam a formula de Cardano-Tartaglia: o de
Bongiovanni/Visoto/Laureano no qual ele conta um pouco da histéria do

surgimento dos numeros complexos e o de Bianchini/Paccola.

Somente em dois livros analisados, encontra-se uma abordagem dos
nameros complexos de acordo com a historia. Neles o leitor vai
acompanhando as principais motivacdes e davidas através das quais esses
nameros foram desenvolvidos. Um desses livios € chamado Matematica
Aplicada, dos autores Trotta, Imenes e Jakubovic publicado pela Editora
Moderna em 1979. Na época um livro bastante inovador, mas que pelo
fracasso de vendas, logo deixou de ser publicado. O outro livro é de Lishoa e
chama-se Conceitos Fundamentais da Matematica, foi escrito em 1941 pelo

professor Bento de Jesus Caraga.

Com relacdo a sequéncia didatica, quase todos os livros analisados
apresentam o0s numeros complexos e em seguida as equac¢des polinomiais.
Apenas o “Matemética Aplicada” apresenta em primeiro lugar as equacgdes
polinomiais, faz pesquisas de raizes inteiras, racionais e reais, introduz e
desenvolve o conceito de numeros complexos e volta as equacdes

polinomiais trabalhando agora com as raizes complexas.

Pode-se concluir que os livros didaticos analisados, nao dao
importancia a historia do surgimento dos numeros complexos.
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Os autores que abordam o conceito de nimeros complexos propondo a
resolucdo de uma equacéo do 2° grau : x?>+ 1 =0, prosseguem dizendo que
essa equacao nao tem solucédo no conjunto dos numeros reais, mas que existe
um conjunto numérico mais amplo chamado de conjunto dos numeros
complexos simbolizados com a letra C, no qual h4 nameros cujos quadrados
sdo negativos. Basta para tanto considerar uma unidade imaginaria i com a

propriedade i2 =-1.

Em seguida eles dizem que um numero complexo pode ser escrito na
forma a + bi e que o conjunto C pode ser representado num sistema de
coordenadas cartesianas, no qual coloca-se o a no eixo horizontal, e 0 b no
eixo vertical. Dai definem igualdade de numeros complexos e as operacdes

adicao, subtracdo, multiplicacédo e divisao.

Esses autores ndo seguem a histéria do surgimento dos ndmeros
complexos, pois esses se originam numa equacao do terceiro e ndo do
segundo grau. Eles nao introduzem esse novo conceito como uma

ferramenta, mas sim como objeto de estudo.

As concepcgdes que essa abordagem pode desenvolver nos alunos:

Esse tipo de abordagem faz parecer que a Matematica é magica, e que
nunca havera obstaculos para a mesma, pois qualquer que seja a dificuldade
pode-se inventar algum conceito, ou alguma operacdo ou alguma definicao
qgue supere essa dificuldade. Parece que as coisas caem do céu, ou seja
alguém decidiu que era momento de “inventar os numeros complexos” e
simplesmente diz que 2 = -1, e que um nimero complexo é da forma a + bi. A
partir desse momento estamos prontos para definir as operacbes e fazer
milhares de exercicios. O aluno consegue fazer os exercicios mas nao sabe
qual a necessidade desse novo conjunto de numeros. Sera que € sO para
fazer exercicios de Matematica ? Quanto a seqiiéncia podemos observar que
historicamente os numeros complexos surgem quando da resolucdo de
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equacgdes polinomiais do terceiro grau ( e ndo do segundo grau) e os autores
invertem tudo, quando colocam os numeros complexos antes das equacdes

polinomiais

Uma amostra de exercicios:

Em todos os livros analisados os exercicios sdo do mesmo tipo, séo
feitos para o aluno treinar as operacdes definidas com numeros complexos.

Por exemplo:

1) Dados z;=3+6i, z,=2+5i calcule z; +z;.

Pode-se resolver algébrica ou graficamente. Algebricamente o aluno sé
precisa do conceito de soma de numeros reais e graficamente ele necessita
entender o nUmero complexo como um par ordenado, este como um vetor e

saber soma de vetores. Ndo ha ferramentas implicitas.

Existe uma possibilidade de mudanca de quadro, do algébrico para o
geométrico, mas essa mudanca nao é sugerida pelo texto do problema e

provavelmente ndo sera efetuada por iniciativa do aluno.

\ 4

A resposta é sugerida, e também o método de resolucéo.

2) Calcular as raizes quadradas de z =1 +i+/3

Pode-se resolver esse exercicio descobrindo-se o numero complexo a + bi tal

qgue (a+hbi)z=1+ i+/3 ou entdo aplicando-se a formula de Moivre. No
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primeiro caso basta saber elevar um nimero complexo ao quadrado e no
segundo caso deve-se ter um conhecimento das fungdes trigopnométricas seno

€ cosseno.

- Nao da para estabelecer um resultado geral.

- Nao ha necessidade de mudanca de quadro.

- A resposta e 0 método sdo sugeridos pelo enunciado.

Acreditamos que esse tipo de abordagem provoca nos alunos a idéia
que a Matematica € uma disciplina desinteressante, dificil, repleta de regras a
serem decoradas. Essa abordagem os obriga a fazerem exercicios parecidos
com os que o professor fez, e dai a Matematica se torna uma disciplina
apenas voltada para ela mesma, com o objetivo de se resolverem exercicios,

que néo se sabe para que servem.

3. CONCEPCOES INICIAIS DOS ALUNOS SOBRE O CONCEITO DE
NUMEROS COMPLEXOS

Quando estudamos o desenvolvimento histérico dos numeros
complexos percebemos que a principio estes nUmeros ndo eram aceitos como
tal, mas apenas como um simbolo matematico, pois eles ndo indicavam
quantidades. Pelo mesmo motivo, suspeitamos que os alunos também nao
devam aceita-los como numeros, e isso podera ser um obstaculo
epistemologico. Por outro lado a representacdo geomeétrica dos nuameros
complexos, que demorou segundo a histdria, trezentos anos para surgir, nao
acreditamos que possa se constituir num obstaculo epistemoldgico, pois 0s
alunos, no terceiro ano do 2° grau, ja trabalham ha bastante tempo com o

sistema de coordenadas ortogonais.

Para nos certificarmos que realmente os alunos nao consideram 0s
nameros complexos como nimeros com 0sS quais pode-se operar, e chegar a
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solugdes reais de problemas, que eles julgam a Matematica uma disciplina na
qual os conceitos surgem do nada, simplesmente da invencdo de algumas
pessoas, e que a representacdo geomeétrica ndo se constitui num obstaculo
epistemologico para eles, aplicamos os testes abaixo, em 31 alunos do 1° ano
de Engenharia Mecéanica da Universidade de Mogi da Cruzes, que haviam
estudado, no 2° grau, os numeros complexos ( os outros 29 alunos dessa
classe nunca haviam visto tal assunto). Os resultados obtidos seguem apés

cada teste.
Questionario e analise dos resultados.

1- Assinale as alternativas que mais se aproximam da sua idéia a respeito da

Matemaética.

a) A Matematica é uma disciplina dificil, pois os conceitos sdo inventados por
pessoas em momento de inspiracdo, de maneira tedrica, nada tendo a ver
com fatos concretos da nossa vida, como numeros complexos, logaritmos, etc.
Grande parte dos conceitos matematicos sao dados na escola somente para o
aluno fazer exercicios que nada tém a ver com a realidade e depois fazer uma

prova.
b) Os conceitos matematicos nasceram de situacdes concretas do dia a dia.

Esta questao resultou em 24 respostas b) e 7 respostas a) dando a
entender que esses alunos que responderam b) devam ter aprendido os
conceitos matematicos através de problemas concretos, mas pelas outras
respostas pode-se concluir que eles apenas acreditam nessa op¢ao, mas nao

aprenderam dessa maneira.

2) Numeros complexos, sdo aqueles do tipo a + bi onde a e b sdo niameros

reaise v—-1=iou i2=-1. Vocé ja estudou esse tipo de nimeros?
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a) sim b) ndo

De 60 alunos na classe, 31 haviam estudado os numeros complexos, e
29 ndo, apesar de constar nos programas dos vestibulares das nossas
principais Universidades. Colocamos essa pergunta para distribuir o
questionario para todos, sem ficar perguntando quem ja havia estudado,

depois s6 consideramos quem ja havia visto 0s numeros complexos.

3) Como vocé acha que os numeros complexos foram descobertos?

a) Quando um matematico ao resolver uma equacdo do segundo grau se
deparou com um discriminante negativo( A= b2 - 4ac ), e para continuar a

resolucéo ele resolveu criar um namero i tal que i2 = -1

b) Os nimeros complexos foram descobertos quando um matematico tentava

resolver uma equacdao do terceiro grau.

Todos os alunos colocaram opcao a) nessa pergunta, evidenciando que
eles ndo se depararam com o conceito de nimeros complexos através de um
problema, como na historia, resolvendo uma equacao do terceiro grau, que
provoca a necessidade da extracdo da raiz quadrada de um numero negativo,
mas sim através de uma equacao do 2° grau onde simplesmente os autores

dos livros criam um numero i tal que i2 = -1.

4) Vocé ja resolveu algum problema concreto, do dia-a-dia, que apesar de na
sua resolucdo aparecer raiz quadrada de um numero negativo, o resultado
final foi um ndmero real, como R$2,00, 5metros, enfim ndmeros que
representavam uma quantidade?

a) sim b) ndo

Se vocé respondeu sim, como era esse problema?

85



Todos os alunos responderam ndo a essa pergunta, reforcando a

analise feita no teste anterior.

5) Um dos itens abaixo é verdadeiro e o outro é falso. Baseado no seu

conhecimento de niumeros complexos, coloque V no verdadeiro e F no falso.

DOS nameros complexos, como por exemplo 2+ 3i, na realidade ndo séo
nameros, sdo apenas representacdes matematicas, pois nao representam

uma quantidade, uma vez que ninguém diz: “ganho (2 + 3i) reais de salario”.

D Os numeros complexos sdo nimeros sim, pois com eles podemos resolver

problemas do dia-a-dia e chegar a respostas que representam quantidades.

21 alunos responderam ( V ) na 22 alternativa, mostrando que eles néao
julgam que o0s conceitos matematicos sao estudados sem finalidade e sim que
devem ser conceitos Uteis e talvez estejam esperando que mais tarde saberédo para
gue serve, como alguns professores respondem quando questionados sobre a
aplicacdo dos conceitos matematicos. O restante dos alunos julgam que os

nameros complexos sdo apenas simbolos matematicos distantes da realidade.

6) Um namero real ndés podemos representar geometricamente na reta real. E um
namero complexo, é possivel ser representado geometricamente?

a) sim b) ndo

Se vocé respondeu sim, tente no espaco abaixo, representar geometricamente o

namero 2 + 3i.
Apenas trés alunos responderam corretamente esta questéo, contrariando a
nossa previsdo de que eles ndo encontrariam dificuldades para representar

geometricamente um nimero complexo.

O numero 3 + 2i ( forma algébrica) também pode ser representado pelo par

ordenado ( 3, 2), tente realizar as operacfdes abaixo com nimeros complexos.
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7)(2+3i)+(5+2i)=

19 alunos acertaram e 12 erraram, sendo que desses 12, 7 deixaram a questao

em branco.

8)(4,5)+(2,6)=

17 acertos e 14 erros, sendo que desses 14, 8 deixaram em branco.
9)(2+3i).(5+2i)=

7 acertos e 24 erros sendo que a maior parte dos que erraram encontraram 10 + 6i
10)(4,5).(2,6) =

Nesta questdo todos erraram, sendo que 15 alunos encontraram (8,30) como

resposta
11) (2+3i)2 =

Apenas um aluno acertou sendo que 17 alunos colocaram como resposta
4 + 9i2, ou seja, eles ndo sabiam como elevar (a + b )?, fazendo (a + b)2 = a2 + b?

12) (2+2i)° =

Todos erraram e 0s mesmos alunos que cometeram o0 erro na questao

anterior, fizeram o mesmo aqui, dando como resposta 32 + 32i°
13) Raiz quadrada de 5 - 12i
Todos erraram, sendo que 16 deixaram em branco. Dos que tentaram

resolver esta questdo, a resposta mais encontrada foi /5-12(-1) = V17
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Feitos esses comentarios sobre o questionario aplicado, passemos a
andlise dos dados através dos softwares CHIC (Classificacdo Hierarquica,
Implicativa e Coesitiva) ( Ag. Almouloud S. 1992) e CHADOC (Ag. Almouloud
S. 1992).

Essa andlise é feita através de graficos que o computador constroi,
guando fornecemos os dados. Neste trabalho nos interessam os resultados
obtidos através desses programas, dos quais a teoria completa, encontra-se
no Caderno de Educacdo Matematica - Volume Il - PUC - SP 1997, de autoria
do Prof. Dr. Saddo Ag. Almouloud
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a) ANALISE DE SIMILARIDADE

Colocados os dados da pesquisa no programa CHIC (Classificacao
Hierarquica, Implicativa e Coesitiva) (Ag. Almouloud S. 1992), obtivemos o
grafico de similaridades abaixo. Este grafico enumera as questdes, néo
imprimindo seus codigos, por esse motivo colocamos a seguir oS numeros
impressos no grafico com um resumo das respectivas questdes as quais eles

estao relacionados.

ACO1 - 1 - Os conceitos matematicos nascem de situacdes concretas.
EROL1 - 2 - Os conceitos matematicos sé@o inventados.

ACO5 - 3 - Os n® complexos sdo nimeros sim

ERO5 - 4 - Os n°° complexos sdo apenas representacbes matematicas
ACO06 - 5 - Um n® complexo pode ser representado geométricamente
ERO06 - 6 - Um n°® complexo ndo pode ser representado geométricamente
ACQ7 -7 - Acertou (2 + 3i) + (5 + 2i)

ERO7 - 8 - Errou (2 + 3i) + (5 + 2i)

ACO08 - 9 - Acertou (4,5) + (2,6)

ERO8 -10 -Errou (4,5) + (2,6)

ACOQ9 -11 -Acertou (2 + 3i)(5+2i)

ERQ9 -12 -Errou (2 + 3i)( 5 + 2i)

ACO01 ACO05 ERO7 ER08 ER0O6 ER0Y9 ERO1 ER05 AC06 ACO7 AC08 ACO09
1 2

3 8 10 6 12 4 9 11

j L
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Quando da construgdo da tabela de varidveis para aplicacdo no

programa CHIC, verificamos que algumas questdes poderiam ser descartadas.

Somente um aluno acertou (2 + 3i )2, nenhum aluno acertou os calculos
de(2+3i)5,da raiz quadrada de 5 - 12i e do produto (4,5).(2,6).
Todos responderam que 0S numeros complexos surgiram quando um
matemaético ao tentar resolver uma equacdo do segundo grau se deparou com
a raiz quadrada de um numero negativo. Isso parece mostrar que os alunos
ndo conseguem efetuar potenciagcdo e radiciacdo de niumeros complexos e &
justamente através dessas operacOes que poderemos dar um significado para

0S mesmos.

A similaridade mais forte é a que existe entre as variaveis 8 e 10, erro na
soma(2+3i)+ (5+2i)eerronasoma(4,5)+(2,6) indicando que o
namero de alunos comuns a estas duas variaveis € o maior dentre todas as
intersecdes de duas variaveis. Isto significa que muitos alunos, parece que
tiveram um comportamento semelhante quando abordaram a questéao (2 + 3i)
+(5+2i),eaquestdo (4,5)+(2,6). Talvez esses alunos por s6 operarem
com numeros reais ndo compreendam que pode-se somar pares ordenados e
inclusive alguns deles somaram 4,5 com 2,6 apesar da questao esclarecer que

se tratava de pares ordenados.

As variaveis 1 e 3, apresentam um nivel de similaridade que parece
mostrar que muitos alunos tem um comportamento semelhante em relacao a
crer que 0s conceitos matematicos nascem de situagdes concretas e que 0s
nameros complexos sdo numeros sim e nao apenas simbolos matematicos.
As variaveis 1 e 3 estao ligadas as variaveis 8 e 10, erro na soma (2 + 3i) +
(5+2i)e erronasoma(4,5)+ (2, 6), porum indice de similaridade
parecendo indicar que o fato dos alunos conhecerem que 0s conceitos
matematicos surgem de situacdes concretas e que 0s numeros complexos sao
realmente nimeros, nao significa que eles saibam operar com esses numeros.
E muito comum nos dias de hoje os livros didaticos contarem a histéria da

matemética, dizerem que o0s conceitos mateméaticos surgem de situacdes
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concretas, mas quando introduzem um conceito matematico o fazem na

maioria das vezes sem seguir a Historia.

A seguir vem a similaridade entre a questdo 2 e a 4 ou seja, muitos
alunos apresentam um comportamento semelhante quanto a ter a concepgéo
que o0s numeros complexos foram simplesmente inventados num dia de
inspiragcdo de um matematico, sem um motivo aparente, e a concep¢ao de que
0S numeros complexos sdo apenas simbolos matematicos, na realidade néo
sdo numeros, pois ndo expressam uma quantidade. A similaridade entre as
questbes 2, 4 e 5 ( um numero complexo pode ser representado
geometricamente), parece mostrar que muitos dos alunos acima, responderam
que 0s numeros complexos podem ser representados geometricamente,
permitindo-nos deduzir que apesar deles ndo reconhecerem um numero
complexo como um numero propriamente dito, mas apenas como uma
representacdo simbdlica, e acharem também que os conceitos matematicos
sdo simplesmente inventados, isso nao impede que eles possam ser

representado geometricamente.

O gréafico nos mostra um alto indice de similaridade entre a questdo 7 e
a 9 o que parece indicar que muitos alunos acertaram simultaneamente a
soma(2+3i)+(5+2)easoma(4,5)+ (2, 6). Essas duas variaveis
estdo ligadas por um nivel de similaridade mais fraco a variavel 11 que é o
produto ( 2 + 3i).(5 + 2i ), parecendo indicar um comportamento diferente dos
alunos em relacéo as operacoes de adicdo e de multiplicacdo. Isto talvez deva-
se ao fato de que a multiplicacdo € uma operagcdo mais complexa que a

adicao.

Existe um nivel de similaridade muito fraco entre as variaveis 6 e 12 que
parece nos dizer que a maioria dos alunos apresenta um comportamento
diferente em relacdo a ter a concepcao de que um numero complexo néo
pode ser representado geometricamente, e errar a multiplicacéo
(2 + 3i).(5 + 2i).

O grupo de comportamentos indicados por ( | ) no grafico de

similaridades reune as variaveis que indicam erros nas questbes de soma e
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produto de numeros complexos, “gue um numero complexo ndo pode ser
representado geometricamente” que 0s conceitos matematicos surgem de
problemas concretos e que 0S numeros complexos ndo sao apenas

representacdes simbdlicas.

O grupo de comportamentos ( Il ), redne as variaveis que indicam
acertos nas questdes de soma e produto de numeros complexos, que um
namero complexo pode ser representado geometricamente, gque 0S nUmeros
complexos sdo apenas representacdes simbodlicas e que o0s conceitos

matematicos séo inventados e ndo surgem de situacdes reais.

Podemos perceber por essa andlise, que o fato de os alunos néao
conhecerem a histéria da matematica, e pensarem que um nimero complexo
€ apenas um simbolo matematico, ndo o impede de realizar operacdes e
representa-los geometricamente. Acreditamos em vista disso que os alunos
operem com o0s complexos, sem perceber o significado desses numeros,
julgando que eles sirvam apenas para fazer exercicios sem maiores

consequéncias.

Por outro lado, o fato deles saberem que a matematica surge de
situacbes reais e que um numero complexo € um numero sim, ndo faz com
que eles acertem as operacdes com 0s complexos. Provavelmente esses
alunos devam achar que tudo deve ter um significado que n&o se ensinaria
nameros complexos se nao tivesse utilidade futura, mas acreditamos que o
ensino que eles tiveram, ndo os levou a ver esse significado. Afirmamos isso
baseados também numa pergunta, explicitada a seguir, que foi descartada da

analise no CHIC, pois todos os alunos responderam igualmente.

Os alunos foram questionados se 0s numeros complexos surgiram
quando da resolucdo de uma equacéao do segundo ou do terceiro grau. Todos
responderam que foi a equacgéo do 2° grau que originou 0s complexos e isso
parece indicar que nenhum deles teve contato com esses numeros da maneira

como surgiram na historia, quando da resolu¢do de uma equacgéo do terceiro
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grau. Esse fato talvez seja a explicagdo para que eles operem sem ver

significado nas operacoes.

Esse trabalho tem por objetivo dar um significado as operacdes com 0s
nameros complexos, chegando-se a respostas reais de uma equagdo, mesmo

trabalhando-se com raizes quadradas de nimeros negativos.

b)ANALISE IMPLICATIVA
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O programa CHIC nos d& um grafico de implicacdo entre cada dupla de
variaveis com uma medida que é o grau de implicacdo entre elas. Abaixo

temos o grafico e vamos fazer uma analise sobre ele.

(1)
(1) (1)
ACO09
/m
0,79
0,74 Nao
3o ACO1
0,83
,83
3o ACO1
(V) 0,74
0,73
0,79
ACO01 09
Obs: Quando na implicag 5 escrevemos “N&o
ACO01”, queremos dizer que ACO6| implica em ERO05, implica em ACOQ7, mas

nao implica em ACO1. Entre ERO5 e ACO7 o “ndo ACOL1” quer dizer que ERO5
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implica em ACO7 mas nédo implica em ACO1l. Assim, ERO1 ndo implica em
ACOQ7, ERO7 n&o implica em AC01 e ERO1 n&o implica em ACO5.

Dividimos o gréafico implicativo em quatro grupos de variaveis:

O grupo | € o grupo dos acertos, que parece indicar que os alunos que
acertaram o produto ( 2 + 3i ).( 5 + 2i ) acertaram as somas de numeros
complexos tanto na forma algébrica, como na de pares ordenados e afirmaram
gue os conceitos matematicos surgem de problemas concretos e ndao foram
simplesmente inventados. Esse grupo talvez tenha uma justificativa no fato de
que a operacdo de multiplicar seja mais complexa que a de somar e por sua
vez a soma na forma algébrica teve um maior nimero de acertadores que a
soma na forma de pares ordenados, provavelmente por ser a primeira, mais

familiar ao aluno.

O grupo (Il) é o grupo dos erros, que parece nos indicar que a maioria
dos alunos que julgam que os numeros complexos foram inventados, erraram
as somas de numeros complexos representados na forma cartesiana e na
forma de pares ordenados e também erraram a multiplicagdo de numeros
complexos. Isto parece indicar que os alunos que julgam que 0s conceitos
matematicos sdo simplesmente inventados tem grande dificuldade para

aprenderem Matematica.

O grupo (Il1') parece nos mostrar que muitos dos alunos que afirmaram
gue 0s numeros complexos podem ser representados geometricamente, e
realmente os representaram, também afirmaram que os numeros complexos
sdo apenas representacdes mateméaticas sem significado. Este fato parece
evidenciar que o tipo de ensino recebido por esses alunos os fazem
representar corretamente um numero complexo no plano cartesiano, porém
nao da significado a esses numeros fazendo com que o aluno acredite que

eles sejam apenas simbolos matematicos.

Finalmente o grupo ( IV) parece indicar que a maioria do alunos que

afirmaram que os numeros complexos sdo numeros realmente e nao apenas
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representacfes matematicas sem significado, afirmaram que um ndamero
complexo ndo pode ser representado geometricamente. Isto parece nos dizer
qgue o fato de um aluno julgar que os nimeros complexos ndo sejam apenas
simbolos matematicos, ndo € suficiente para que ele tenha conhecimento

sobre as operagOes com esses nameros.

Vamos analisar agora as implicacdes entre as variaveis duas a duas:

ACO09

v

ACO08

O grafico nos revela que provavelmente a maioria dos alunos que
acertou ACQ9, (2+3i).(5+ 2i) também acertou ACO08, (4,5)+(2,6).
De fato a primeira operagédo sendo uma multiplicacéo oferece mais dificuldades
gue a segunda que é uma soma, e é de se esperar que quem acerte a primeira
também acerte a segunda. Além disso na primeira operacdo o aluno devera
trabalhar com i 0 que pode complicar um pouco mais a operagao por ser esse

um elemento novo nos seus estudos.

ACO09 » ACO7

Esta implicacdo revela que a maioria dos alunos que acertou AC09, (
2 + 3i).(5 + 2i) também acertou ACO07,(2+3i)+(5+2i).
Normalmente uma multiplicacdo é uma operacdo mais complexa que uma
soma e neste caso isso acontece, além disso o aluno tera que substituit i2 por
-1 o que talvez seja uma dificuldade maior. Dessa maneira é de se esperar que
quem acerte o produto também acerte a soma que e uma operagdo menos
complexa.

ACO09 ACO1

\4

Provavelmente a maioria dos alunos que acertaram o produto dos
nameros complexos afirmaram que 0s conceitos matematicos surgem de
situacdes reais
ACO08 » ACO7
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Talvez a maioria dos alunos que acertou (4 ,5) + (2, 6 ), também
acertou (2+3i)+(5+2i)uma vez que na segunda operacao devem ter
feito o mesmo que fizeram na primeira, ou Seja, somaram 0S primeiros
elementos de cada namero e depois somaram o0s segundos elementos de
cada numero. A soma como pares ordenados apresentou um grau de
dificuldade maior talvez pelo fato dos alunos néo estarem acostumados a
operar com esses valores. A outra notacdo deve ser mais familiar ao aluno por
parecer -secom (2 +3x)+ (5+2x).

ACO08 ACO1

\4

Os alunos que acertaram (4 ,5) + (2, 6 ) provavelmente afirmaram

gue 0s conceitos matematicos surgiram de situacfes concretas.

ACO7 » ACO1

Esta implicacdo nos revela que muito provavelmente a maior parte dos
alunos que acertaram a soma (2 + 3i ) + ( 5 + 2i ) afirmaram que os conceitos

matematicos surgiram de situagfes concretas.

ACO06 ERO5

v

Os alunos que conseguem representar geometricamente um numero
complexo provavelmente também afirmaram que os nimeros complexos séo
apenas simbolos mateméaticos sem significado. Isto parece mostrar que o fato
de os alunos julgarem que os complexos sdo apenas simbolos sem significado

nao impede que eles sejam representados geometricamente.

ACO06 » ACO7

Os alunos que sabem representar geometricamente um numero
complexo provavelmente acertaram a soma (2 + 3i) + (5 + 2i ) O que parece

nos mostrar que € mais complexo representar um ndmero complexo

geometricamente do que somar esse numeros na forma cartesiana.
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EROS5 ACO7

\4

Esta parte da andlise nos indica que provavelmente os alunos que
afirmaram que os nimeros complexos sao apenas simbolos acertaram a soma
(2+3i)+ (5 + 2i ) mostrando que o fato deles acharem que os numeros

complexos néo tem significado ndo impede que eles saibam operar com eles.

ERO1

v

ERO5

Os alunos que afirmaram que os nameros complexos sé@o invencdes de
matematicos, e que nada tem a ver com a realidade, também afirmaram que
0S numeros complexos sdo apenas simbolos matematicos sem significado.
Esse é um resultado esperado e coerente, pois uma vez que algo € inventado
sem necessidade, ele ndo deve ter significado, sendo apenas simbolos com os
quais se opera.

ERO1 ERO7

\4

A maior parte dos alunos que afirmaram que 0s conceitos matematicos
sdo inventados por algum matematico em dia de inspiracdo Provavelmente
erraram a soma na forma cartesiana, indicando que quem tem esse conceito
da mateméatica tem maior dificuldade nas operacoes.

ERO1 » ERO08

E possivel que a maior parte dos alunos que julgam que o0s conceitos

matematicos foram inventados, erraram a soma de nameros complexos como

pares ordenados evidenciando a analise do item anterior

ERO1 ERO09

v

Muito provavelmente grande parte dos alunos que afirmaram que o0s
nameros complexos séo inventados erraram o produto de nimeros complexos

na forma cartesiana, o que vai de encontro a analise anterior.
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ERO7 » ERO08

A maioria dos alunos que erraram a soma na forma cartesiana, também
erraram na forma de par ordenado, talvez devido ao fato de operacbes com

par ordenado ndo ser muito comum para eles.

ERO7 » ERO09

Muitos dos alunos que erraram a soma ( 2 + 3i ) + ( 5 + 2i)
provavelmente também erraram o produto (2 + 3i).(5 + 2i ). De fato o produto

apresenta um nivel de complexidade maior que a soma.

ERO7 » ACO05

Muitos dos alunos que erraram (2 + 3i) + (5 + 2i ) afirmaram que os
nameros complexos séo realmente nimeros e ndo apenas simbolos. O que
parece mostrar que apesar dos alunos nao saberem operar com numeros

complexos eles tem consciéncia que eles devam ter significado.

ERO7 » ERO6

Oerrodasoma (2 + 3i)+ (5 + 2i)implicou no erro de se afirmar que
um numero complexo ndo pode ser representado geometricamente O que
parece mostrar que o aluno que nao consegue efetuar essa operacdo tem

poucos conhecimentos sobre nimero complexo

ERO8 » ERO09
Grande parte dos alunos que erraram a operagao (4 ,5)+(2,6)

provavelmente também erraram (2 + 3i). (5 + 2i ) . De fato a multiplicacao

sempre apresenta um grau de complexidade maior que a soma
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C) HIERARQUIA IMPLICATIVA

ACO01 - 1 - Os conceitos matematicos nascem de situacfes concretas.
ERO1 - 2 - Os conceitos matematicos sdo inventados.

ACO5 - 3 - Os n® complexos s&o nimeros sim

ERO5 - 4 - Os n°®° complexos sdo apenas representa¢cdes matematicas
ACO06 - 5 - Um n°® complexo pode ser representado geométricamente
ERO06 - 6 - Um n°® complexo ndo pode ser representado geométricamente
ACOQ7 - 7 - Acertou (2 + 3i) + (5 + 2i)

ERO7 - 8 - Errou (2 + 3i) + (5 + 2i)

ACO08 - 9 - Acertou (4,5) + (2,6)

ERO08 -10 -Errou (4,5) + (2,6)

ACOQ09 -11 -Acertou (2 + 3i)(5+2i)

ER09 -12 -Errou (2 + 3i)( 5 + 2i)

ERO1 EROS ACO5 AC01 ACO6 AC09 AC08 ACO7 ERO7 ER08 ER09 ERO06

L]

——

Este grafico nos permite descobrir que a variavel 2 implica na variavel

4, ou seja quem afirma que os conceitos matematicos sao inventados afirma
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também que 0s numeros complexos sao apenas representacdes simbdlicas

sem significado.

Quem afirmou que o0s numeros complexos sdo realmente nameros,
afirmou também que o0s conceitos matematicos nascem de situagles

concretas.

Os alunos que sabiam representar geometricamente um numero
complexo , acertaram (2 + 3i) .(5+2i), (4,5 +(2,6)e(2+3i)+(5+2i)
mostrando ao que parece que quem conhece a representacdo geomeétrica
dos numeros complexos, tem maior conhecimento sobre as operagfes com

nameros complexos.

No dltimo grupo do grafico, podemos perceber que quem errou
(2 + 3i) + (5 + 2i), também errou (4,5) + (2, 6 ) e muitos dos que erraram
as duas operacdes também erraram ( 2 + 3i ).( 5 + 2i ). Por sua vez esses
trés erros implicaram no erro de que 0os numeros complexos ndo podem ser

representados geometricamente.
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d) ANALISE FATORIAL DE CORRESPONDENCIAS MULTIPLAS

Colocados os dados da pesquisa no programa CHADOC conseguimos

os valores das contribuicdes em cada eixo. Abaixo temos os dados no eixo 1.

Em negrito estdo as varidveis cuja soma das contribuicbes chegou & 92,59 %,

com as quais fizemos o grafico :

EIXO1 CTR1
ACO1 -0,06 0,40
ERO1 0,21 1,37
ACO05 0,15 2,25
ERO5 -0,32 4,73
ACO06 -0,71 6,87
ERO6 0,08 0,74
ACO7 -0,43 15,90
ERO7 0,68 25,18
ACO08 -0,43 14,28
ERO8 0,52 17,35
ACO09 -0,51 8,28
ERO9 0,15 2,42
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O eixo 1 nos da o conjunto de acertos e erros. Assim acertos nas
operacfes de soma e produto de n°s complexos se opOe a erros dessas
operacdes, pois no grafico eles se encontram distantes. Por outro lado os erros
da soma e do produto estdo relativamente proximos, como também estéo
proximos o0s acertos dessas operagfes. Proximos aos acertos, estdo as
variaveis : “0s numeros complexos sao apenas simbolos” e “0os complexos
podem ser representados geometricamente.” Isto tende a provar que 0s
acertos nas operacdes de soma e multiplicacéo, se dao independentemente do
conceito que se tenha dos numeros complexos, reforcando a nossa hipotese
de que o fato de se julgar os numeros complexos sem significado, ndo é

impedimento para se efetuar operacdes corretas entre eles.

EIXO 2: A seguir estdo as contribuicbes das variaveis com relagdo ao eixo 2, e
o respectivo grafico, formado pelas variaveis cuja soma das contribuicdes
chegou a 93,26%.

EIXO2 |CTR2
ACO01 0,20 9,49
ERO1 -0,68 32,55
ACO05 0,24 11,84
ERO5 -0,50 24,87
ACO06 -0,70 14,51
ERO6 0,07 1,55
ACO7 0,04 0,27
ERO7 -0,06 0,42
ACO08 0,11 1,87
ERO8 -0,13 2,27
ACO09 0,05 0,21
ERO9 -0,02 0,06
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As variaveis “Os conceitos matematicos sao inventados”, “0s n°s
complexos sdo apenas simbolos matematicos” e “um n® complexo pode ser
representado geometricamente”, estdo proximos, e se opdem a “Os n°
complexos sdo numeros sim” e “os n° complexos nascem de situacdes
concretas” que por sua vez estdo proximos. Este fato era esperado, pois quem
julga que os conceitos sao inventados deve julgar que os nameros complexos

sejam apenas simbolos sem nada ter a ver com a realidade.
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EIXO 3: O Grafico foi construido com as variaveis cuja contribuicdo somaram

94.16%.
EIXO3 |CTR3
ACOL 003 057
EROL _ |-011 |19
ACO5  |-002  |014
ERO5 _ |003 0.29
ACO6 0,05 015
ERO6  |0,00 0,02
ACO7 _ |-006  |157
ERO7 0,09 248
ACO8  |-012  |647
EROS |05 7.36
AC09 0,60 61,80
ERO9  |-018  |1803
= &
n of =
=4 - T
S = o
& 5 < .
=B = £
[ LT (=] ik}
I & 4
02 01 a1 02 03 04 a5 0g

O grafico nos mostra que as variaveis “erro em (2+3i).(5+2i)"é oposta a

variavel erro em (4,5) + (2,6) parecendo evidenciar o fato dessas operacdes

terem um grau de dificuldade diferente, com a multiplicacdo sendo mais

complexa. Dessa forma € de se esperar que 0s acertos também sejam opostos

e € 0 que acontece no grafico.
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EIXO 4 : O grafico foi construido com as variaveis cujas contribuicdes

somaram 89,7%.

EIXO4 [CTR4
ACO1 0,07 3,55
ERO1 -0,25 12,16
ACO05 0,05 1,75
ERO5 -0,12 3,67
ACO06 0,87 63,51
ERO06 -0,09 6,81
ACO7 -0,01 0,05
ERO7 0,01 0,07
ACO8 -0,07 2,58
EROS 0,09 3,13
ACO09 -0,13 3,14
ER09 0,04 0,01
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As variaveis “0s conceitos matematicos sdo inventados”, “0s nameros
complexos sdo apenas simbolos” e “um numero complexo ndo pode ser
representado geometricamente”, se opde as varidveis “0s conceitos
matematicos nascem de situacbes concretas” e “0s numeros complexos

podem ser representados geometricamente”. Na Histéria os numeros
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complexos sO foram realmente aceitos ap0s sua representacdo geomeétrica.

Aqui isto parece se repetir quando ficam proximas estas duas ultimas variaveis.

GRAFICO DE VARIAVEIS X VARIAVEIS (EIXO1X EIXO2) CHADOC

0,6

04

0,2

0,0

-1,0

-1,2

4

A

EIXO2
8,22 11,15,17
20,21,24
29
| acos Vv
AC 01
ACO8
ER06
ACO09
ACO7 ER09 .
19 12 g
14 ERO7 E'XO
ERO08
30
T 5
27
16,26
ERO5 Vi1
ACO6 EROL
3.9
10
1l
VI
7
v
10 0.8 0,6 0.4 0.2 0.2 0.4 06 08 1.0

Na analise desse grafico podemos observar que os alunos dos grupos I,

I, Il e IV se encontram préximos as variaveis AC07, (acerto na soma com 0s

nameros complexos dados na forma algébrica ), ACO8 ( acerto na soma com

pares ordenados), AC09 ( acerto na multiplicacdo com os numeros dados na

108



formas algébrica), AC06 ( um numero complexo pode ser representado
geomeétricamente) e ERO5 ( os nUmeros complexos sao apenas simbolos sem
significado) . Isto parece mostrar que esses alunos provavelmente operaram
com 0s nimeros complexos como se opera com 0S hUmeros reais, na soma e
no produto. Na multiplicacdo além da distributiva fizeram i2 = -1. Eles muito
provavelmente acertaram essas operacdes mas nao véem sentido para isso,
pois a0 mesmo tempo estdo préximo a variavel que diz que os ndameros

complexos séo apenas simbolos matematicos, sem significado.

Por outro lado, os alunos dos grupos V, VI, VIl e VIII estdo préximos as
variaveis que sdo ERO7 (erro nas soma de numeros complexos, dados na
forma algébrica) e ER08 (erro na soma de niumeros complexos dados na forma
de pares ordenados). Como essas sédo operacdes bastante elementares esse
resultado parece mostrar que o fato dos numeros complexos terem sido vistos
sem um significado, pode ter levado esses alunos a nao reterem suas

operacoes.

Com relacdo ao eixo 2 podemos perceber que os alunos dos grupos lll,
VII e VIII estdo préximos as variaveis ERO1 (os conceitos matematicos sao
inventados), ERO5 (os numeros complexos sdo apenas representacdes
matematicas, e AC06 (um numero complexo pode ser representado
geometricamente), 0 que parece mostrar que esses alunos conseguem
representar geometricamente um namero complexo, mas talvez julguem que
isso ndo tem aplicagdo nem significado, pois esses numeros Sao apenas

simbolos inventados por matematicos.

Em oposicdo a esse grupo de alunos e varidveis temos os alunos dos
grupos I, V, e VI que estdo proximos as variaveis AC01 (os conceitos
mateméticos nasceram de situagbes concretas) e ACO05 ( os numeros
complexos sdo numeros sim). Talvez possa-se concluir que esses alunos
tenham ouvido esses argumentos em suas aulas de Matematica, pois existe
uma tendéncia a se valorizar a Historia da Matematica, e geralmente os livros
didaticos contam  histérias sobre algum conceito matematico, mas no
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momento da aprendizagem propriamente dita, esta se da de forma tradicional.

No caso dos numeros complexos todos se depararam com 0S numeros

complexos através de uma equacdo do segundo grau e ndo atraves de uma

equacdao do terceiro grau como aconteceu na historia.

GRAFICO DE VARIAVEIS X VARIAVEIS (EIXO1X EIXO3) CHADOC

1,0

0,8

0,6

04

0,2

0,0

C1XO 3
30
27
ACO09
Il ERO8 i
4,6,12 5 7
13,25,28 ERO5 AC |01
ACO5 EIXD
ACO07 18 16,26
31
ACO08 ERO1
23
11,15,17
20,21,24
29 Vv
-1,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
No eixo 3 os alunos do grupo I, Il e lll encontram-se proximos da

variavel AC09, que € acertar o produto (2 +3i).(5 +2i) e da variavel ER08 que é
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errar a soma (4,5) + (2,6) o que parece evidenciar que esses alunos nao véem
pares ordenados como numeros complexos, mas como algo desconhecido

sendo que inclusive alguns alunos somaram 4,5 com 2,6.

Por outro lado os alunos dos grupos IV e V estao préximos as variaveis
ACO08 que € acertar (4,5) + (2,6) e ER09 que é errar (2 + 3i).( 5 + 2i). Mais uma
vez esse fato parece reforcar que esses alunos ndo véem o0s numeros

complexos como pares ordenados.

GRAFICO DE VARIAVEIS x VARIAVEIS (EIXO1 x EIX04) CHADOC

EIf<O4
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1,2
10
1,0
19
ACO06
0,8
0,6
7
0,4
T 4,6,12,13
25,28
0,2 31
AC 01 ACO05 ERO8
ER09
0,0 ACO7 11,1517 ERQ? g
ACO8 20,2124 23 5 EIxol
29 FRO6
AC09 16,26
-0,2 8,22 30
14 ERO1
27
18
-0,4 1,2 Y
1
-1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

No eixo 4 os alunos dos grupos | e Il estédo proximos da variavel
que diz que um numero complexo pode ser representado geometricamente e
gue 0s numeros complexos nascem de situacdes concretas. Ja os alunos do
grupo Il e IV, tiveram o mesmo tipo de comportamento em relagdo a crer que
0S conceitos matematicos sdo inventados, que 0s numeros complexos séo
apenas simbolos sem significado, e que um numero complexo ndo pode ser

representado geometricamente.
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Conclusao:

Analisando as respostas dos alunos pudemos constatar que nenhum
deles teve contato com os numeros complexos da maneira como estamos
sugerindo nesse trabalho, ou seja através de uma equacdo do 3° grau.
Nenhum deles conseguiu extrair raizes de niumeros complexos nem efetuar
potenciacdo e uma pequena minoria conseguiu efetuar o produto de nameros
complexos. A maioria dos alunos acha que os conceitos Matematicos surgem
de situacOes reais, mas eles ndo se depararam com esses conceitos através
de situacdes concretas, e este € um bom motivo para introduzir-se 0s
conceitos como eles surgiram na histéria. Os alunos que julgam que os
conceitos mateméaticos sdo inventados erraram as operacdes mais simples
com nameros complexos, 0 que parece evidenciar que se um conceito €
simplesmente inventado, n&o deve ter aplicagdo nem importancia, o que faz

com que os alunos néo se interessem por ele.
Com o objetivo de dar significado aos niameros complexos e fazer com

que os alunos retenham mais as operagfes com esses numeros, elaboramos

uma sequéncia didatica atraves de atividades.

113



CAPITULO V
A SEQUENCIA DIDATICA

Introducéo

Baseados nos capitulos I, Ill e IV deste trabalho, elaboramos uma
sequéncia didatica composta por atividades, e baseada na Historia da
Matematica para que os alunos pudessem dar significado as opera¢des com
esses numeros, e para que pudessem entender como surgem 0S conceitos

matematicos.

Historicamente os numeros complexos surgiram quando Bombelli, ao
tentar resolver uma equacao do terceiro grau usando a formula de Cardano -
Tartaglia, depara-se com a raiz quadrada de um nimero negativo. Como ele
sabia a priori que esta equacéo tinha solucéo, € levado a pensar que existe a
raiz quadrada de um numero negativo e comega a operar com essas raizes,
nao considerando-as como numeros, mas Sim como uma representacao, uma
ferramenta, para dar solugbes as equacOes, solucdes que ele mesmo

classifica de “tdo sutis quanto inuteis”.

Para responder as questdes propostas no capitulo que se refere a
problematica, neste trabalho, acreditamos que uma sequéncia didatica que
tenha forte conotacdo historica, onde o aluno acompanhe as motivacbes e
davidas que acompanharam o desenvolvimento dos nimeros complexos seja
bastante oportuna. A idéia é propor aos alunos que resolvam uma equacéao do
terceiro grau, pelo método de Cardano-Tartaglia. Ao resolvé-la eles poderéo se
deparar com a raiz quadrada de um numero negativo, mas analisando a
equacao analitica ou geometricamente, talvez percebam que ela tem solucgéo,
e nesse momento, cabe a pergunta: serad que existe raiz quadrada de namero
negativo? Segundo a Historia da Matematica, o fato da equacéo ter solucdo
real, motivou o0s matematicos a extrairem raiz quadrada de um numero

negativo sem saber ao certo o que seriam esses novos hameros. Ou seja, 0S
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nameros complexos surgem como ferramentas de calculos algébricos e nao

como objetos de estudo ( Régine Douady, 1986) .

Tendo o aluno sentido a necessidade da extracdo da raiz quadrada de

ndameros negativos, serd sugerido que ele efetue essa operacdo, supondo

J=1=i, e tente encontrar as solucdes da equacdo proposta. Nesse momento

ele vai se deparar com numeros do tipo a + bi .

Atividades nas quais seja necessario operar com esses numeros, serao
propostas aos alunos, até que extraiam raizes quadradas de numeros do tipo
a + bi. Mas para resolver a equacdo proposta eles deverdo extrair raizes
cubicas de numeros complexos, e ai estd uma grande dificuldade, pois para
extrair raiz cubica desses numeros, depara-se com um sistema de equacdes
do terceiro grau, que mesmo sem ser impossivel € muito trabalhosa. Segundo
a Histéria da Matematica demorou aproximadamente 300 anos para que esse

impasse fosse superado.

Nesse ponto sera necessario que se faca uma mudanca de quadro
(Régine Douady 1986) passando-se do quadro algébrico para o geomeétrico
para mudar-se do registro de representacdo (R. Duval 1988) das formulas no
quadro algébrico (a + bi), para o registro de representacdo das formulas no
quadro trigonométrico de um numero complexo ( |z| (cos6 + isen®) ), para que
se consiga finalmente desenvolver a potenciacdo e a radiciacdo nesse novo
campo. Os alunos poderao finalmente resolver a equagao proposta e chegar,
nao a uma solucdo, mas gracas a existéncia dos numeros complexos, a trés
raizes reais, e poderdao concluir que apesar de um numero complexo nao
representar uma quantidade, operando-se com ele pode-se chegar a solugdes

reais de problemas reais.

E bom ressaltar a importancia da mudanca de quadro e do registro de
representacdo nesse trabalho, pois no quadro algébrico ndo é possivel

desenvolver a radiciacdo. Somente quando mudamos para o0 quadro

115



geométrico e obtivemos o registro de representacdo de um nimero complexo

nesse quadro, € que conseguimos desenvolver a potenciacdo e a radiciacao.

Cremos que esta maneira de apresentar 0s numeros complexos leve os
alunos a encararem com mais naturalidade a existéncia da raiz quadrada de
um ndamero negativo, ao contrario das outras maneiras em que acreditamos

gue ele encare com descrédito essa existéncia.

Essas atividades, em nimero de 14, estdo previstas para acontecer em
trés sessdes de 2 horas cada uma, aos alunos do terceiro ano do segundo
grau do Colégio Sdo Marcos de Mogi das Cruzes. Pretendemos mostrar que
esses alunos terdo um aproveitamento superior aqueles aos quais aplicamos

os testes.

A seguir descreveremos cada atividade, da sequéncia, com as devidas
analises, as quais constam de uma andlise matematica e de uma analise
didatica, tendo por objetivo prever o possivel comportamento dos alunos
durante sua execuc¢do, para depois podermos comparar com 0 comportamento
gue realmente eles tiveram. Com essa analise, poderemos atuar sobre as
variaveis didaticas como os coeficientes das equacdes propostas visando que

os célculos se tornem mais simples.

Atividade 0. Considere trés cubos: um de aresta u, um de aresta v e um de

aresta u + v. Considere também um retangulo de lados u e v.

a) Tente expressar o volume do cubo de aresta u + v, em funcédo do volume

dos outros dois cubos, da &rea e do semi-perimetro do retangulo.

b) Tente encontrar u e v tal que o semi-perimetro do retangulo seja 7 e a sua

area seja 12.

c) Tente encontrar valores de u e v tal que o volume do cubo de aresta u + v

seja igual a trés vezes o0 semi - perimetro do retdngulo mais dois.
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Objetivo: O objetivo desta atividade, € que os alunos tenham menores
dificuldades ao resolverem uma equacdo do terceiro grau pelo método de

Cardano - Tartaglia, na qual substituirdo x por u + v.
Analise matematica e didéatica
Variaveis didéticas:

Os valores no item b e ¢ foram escolhidos de tal maneira que os
calculos se tornassem simples pois o0 objetivo é que o aluno se familiarize com

o procedimento e ndo com os calculos, pelo menos nessa atividade.

No item a), esperamos que os alunos facam: (u + v )3 = u® + 3uzv +
3uv2 + V2. Depois, para que apareca a area uv e o semi-perimetro (u + v ) do
retdngulo, esperamos que eles cologuem 3uv em evidéncia, obtendo:

u+v)y=uP+3uvUu+v)+Vv
Para o item b pretendemos que fagam:

u+v=7
O =
u.v=12

Provavelmente os alunos resolverdo este sistema, por substituicao, e se
assim o fizerem, deverdo ser alertados para o fato de que as solugdes
procuradas, sdo as da equacgao x2 - 7x + 12 = 0. Esse alerta é necessario uma
vez que durante o desenvolvimento das atividades, eles precisardo resolver

sistemas idénticos a esse, por varias vezes.
Para o item c), o desenvolvimento por nés esperado, é:

(u+v)3:3(u+v)+2
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u + 3uv(u +v) + V= 3(utv) + 2
Para que esta igualdade se verifigue devemos ter u e v tais que:

[U° +v? =2 [ +v* =2
B3uv=3 Eu3.v3:1

Nesse sistema, os alunos terdo a oportunidade de construirem diretamente a
equacao que da suas solugdes, que sao u® e V3, sem gue precisem resolvé-lo

por substituicdo. A equacgao sera X2-2X+1=0.
Assimu’=1lev®=1edai u=lev=1
Uma vez que esta seqiiéncia sera apresentada logo apos o capitulo de

equacdes polinomiais, para introduzir-se o conceito de niumeros complexos, €
oportuno propor aos alunos que resolvam uma equacao polinomial e analisem
0 numero de solugbes da mesma.
Atividade 1. Seja a equacao x3-6x-9=0
a) Resolva a equacédo por pesquisa de raizes inteiras. Se vocé encontrar uma

raiz, use o Teorema de D’Alembert para achar as outras . Quantas solugcdes

tem a equacao? Explique.

b) Escrevendo a equacdo como uma igualdade entre duas fun¢des, uma do

terceiro grau, e uma do 1°, resolvé-la graficamente.

c) Identifique sobre o grafico a(s) solugdo(des) da equacdo dada. Sera que a

equacao tem mais de uma solucdo? Explique.
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d) Supondo x = u + v, resolvé-la. Quantos valores de x achou com essa

estratégia?

Objetivo: O objetivo é que os alunos encontrem uma solucdo dessa equagao
por processos que eles ja conhecem e verifiquem que a maneira de resolver,
agindo como Cardano e Tartaglia, que € a efetuada no item d), também leva a

mesma solucdo, dando credibilidade a esta ultima.
Anélise matematica e didatica:

Variaveis didaticas: Os coeficientes sdo escolhidos com o objetivo de os
alunos resolverem a equacao por pesquisa de raizes inteiras, e que nao haja
maiores dificuldades com os calculos durante a resolugdo com o método de
Cardano-Tartaglia, para que eles possam constatar que este método leva a

mesma solugéo.

Lembrando que esta sequéncia deva ser aplicada apés o capitulo de
equacdes polinomiais, onde o0s alunos muito provavelmente, estudaram
pesquisa de raizes inteiras, racionais e reais, eles poderdo resolver a equacao
dada, pesquisando as possiveis raizes inteiras, que se existirem, seréo
divisores de 9: %1, +3 e 9. Descobrindo que 3 é solucéo, pelo teorema de
D’Alembert, o polinbmio P(x) = x> - 6x - 9 sera divisivel por x - 3. Fazendo

essa divisao por Briot-Ruffini, por exemplo, encontrarao:

X-6x-9= (x-3).0¢+3x+3)=0
X2+ 3x+3=0 O A=-3

Como A < 0 a equacdo tem apenas uma raiz real: x = 3.
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Os alunos deverdo também, fazer os graficos de y; = x> e de Yo = 6X + 9 no
mesmo sistema de coordenadas cartesianas e verificar que eles se
interceptam em um Gnico ponto, portanto a equacdo tem um Unico valor de X
que faz com que y; =y, . Se eles construirem estes graficos com medidas
corretas, poderdo descobrir que a solucdo da equacao € x = 3. O professor
pode também propor que eles construam os graficos no computador, no

aplicativo Excel, como o que foi feito abaixo.

y1l=x3 y2=6x+9

50 ]

20

40 +

30 +

E de se esperar que num primeiro momento, os alunos sintam
dificuldades para desenvolver esse algoritmo descoberto por Cardano-
Tartaglia, por ser algo completamente novo para eles. Porém apds essa
primeira equacao, deverao estar mais a vontade para resolverem outras.

3 -
X -6x-9=0
X=U+Vv

(u+v)3-6(u+v)-9=0

u3+3u2v+3uv2+v3-6(u+v)-9:0
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Acreditamos que este ser& um momento de dificuldade, pois os alunos néo
estando acostumados a resolver esse tipo de problema, talvez ndo percebam

gue devem colocar 3uv em evidéncia, para que surja outravez u +v.
u3+3uv(u+v)+v3-6(u+v)-9:O

Como no passo acima foi feita uma fatoracdo, talvez eles percebam que

podem fatorar novamente, mesmo sem saber ao certo onde isso podera levar.
3 3 _
u+@Buv-6)(u+tv)+v' -9=0

Outro ponto de dificuldade pode estar aqui, pela falta de pratica nesta situacéo,

na qual, eles precisardo pensar: “para que u e v esta equacgao é verdadeira?”

W +v3=9 . EU3+V3=9 - AP +v®=9
%Suv—G:O fuv =2 Eﬁv3:8

Os alunos trabalharam com as propriedades de soma e produto das
raizes de uma equacdo do segundo grau na 82 série e no primeiro colegial,
mas normalmente n&o utilizam essas propriedades fora desse contexto, por
isso acreditamos que aqui terdo alguma dificuldade. No entanto, sera
importante eles perceberem que as mesmas podem ser bastante usadas nesta
sequéncia facilitando a resolucédo das nossas atividades. O fato de os alunos
ndo utilizarem as relagbes entre a soma e o produto das raizes de uma
equacdo do segundo grau e os seus coeficientes, fora do capitulo que as
estudam especificamente, podera provocar um obstaculo didatico, quando eles

forem utiliza-las, na presente atividade.

Outro aspecto a considerar € que normalmente fica implicito um contrato
didatico entre os alunos e o professor de tal maneira que este ultimo sé exige
nas avaliacfes, o assunto dado no bimestre em sala de aula. Se o assunto ndo

mais aparecer nas aulas de outro bimestre, ele sera entao esquecido.
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u® eVv®sio solucbes da equacdo X2-9X +8 =0, ou seja

e finalmente x=2+1=3

Neste momento os alunos poderdo comparar este resultado com aquele
que ja possuem e confiarem que este método leva a resolucéo de equacgdes
do terceiro grau, ou seja que eles conheceram uma nova maneira de resolver
essas equacdes. Por esse método os alunos poderdo concluir que eles

encontram apenas uma solucao da equacéo do terceiro grau.

Obs: Uma maneira que encontramos para amenizar as dificuldades descritas

na atividade 1, foi elaborar a atividade O.
Atividade 2: Seja aequacdo X°-6x+4 =0

a) Escrevendo a equacdo como uma igualdade entre duas fung¢des, uma do

terceiro grau, e uma do 1°, resolvé-la graficamente.

b) Identifigue sobre o grafico a(s) solu¢do(bes) da equagdo dada. Seréa que a
equacao tem mais de uma solucdo? Explique.

c) Resolva a equacao por pesquisa de raizes inteiras. Se vocé encontrar uma
raiz, use Briot-Ruffini para encontrar outras, se houver. Quantas solucdes

tem a equagcao? Explique.

e) Supondo x = u + v resolvé-la. Quantos valores de x vocé achou com essa
estratégia? Vocé aprendeu a extrair raiz quadrada de um numero positivo, e
que nao faz sentido tentar no conjunto dos numeros reais, extrair raiz

quadrada de um numero negativo. Mesmo sabendo disso vamos supor que
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V-1 =iou seja iz = - 1. Com essa suposicdo tente calcular u®, V*, u, v,

X=U+V, L13'+'V3 e U3.V3

Objetivo: O objetivo desta equacdo € provocar um desequilibrio, pois ao
resolverem por pesquisa de raizes inteiras, os alunos deverdo encontrar as trés
raizes da equacdo, analisando graficamente, também poderdo encontrar as
trés raizes, porém quando tentarem resolver por Cardano-Tartaglia deverdo se
deparar com a raiz quadrada de um numero negativo tornando inviavel sua
resolucdo por esse meétodo. Serd que o meétodo falhou, apesar de ter
funcionado tdo bem na primeira equacéao, ou sera que existe raiz quadrada de
ndamero negativo e pelo fato de s6 conhecermos os numeros reais e sabermos
gue nenhum numero real ao quadrado resulta negativo, desconhecemos essa
existéncia? A idéia é entdo trabalhar com as raizes de numeros negativos
como se elas existissem, operar com 0s novos numeros descobertos, como
ferramenta, mesmo que seja para justificar o algoritmo de resolucdo da
equacao proposta, e tentar ap0s operar com esses Nnovos numeros, resolvé-la

finalmente.
Analise matematica e didatica:

Variaveis didaticas: Os coeficientes foram escolhidos de tal modo que a
equacado tenha uma raiz inteira, para que os alunos possam resolvé-la por
pesquisa de raizes, e quando da sua resolugdo pelo método de Cardano-
Tartaglia, para se extrair uma das raizes cubicas de um numero complexo,
deva-se calcular o seno e o cosseno de um angulo de 45° Para os outro

angulos sera necessario o uso das férmulas de cos (a+b) e sen(a+b).
Resolucao da equacéo X-6x+4=0 por pesquisa de raizes.

Os alunos poderéo encontrar a solucdo x = 2 pesquisando as raizes inteiras, e
aplicando Briot-Ruffini ou o método das chaves efetuar a divisdo de X2 - 6X + 4

por x- 2.
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x3-6x+4:(x-2).(x2+2x-2):O

X2+2x-2=0

A=12

x; =-1++/3 00,73

X, = -1-+/3 0-1,73

Eles poderao fazer os graficos de y; = x> e y» = 6X + 4 e encontrar:

—y1=x3
——Yy2=6x-4

dai poderdo concluir a existéncia de trés raizes reais.

Os alunos operando como Cardano-Tartaglia vao obter a seguinte solugéo:
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X=u+v

u+v)® -6(u+v) + 4=0
wW+3uv+3uv2+Vv -6 U+Vv) + 4=0
W+3uwu+v)+Vv: -6 U+Vv) + 4=0
W+@Buv-6)u+v)+Vv: + 4=0

e +v:=—4 e +vi=-4 A +ve =4
%su O O 0 3,,3
v-6=0 uv =2 EJV =8

u® e v’ sdo solucdes da equacdo X2+ 4X + 8 = 0.

Na resolucdo dessa equacao deveremoster A=-16

E de se esperar que os alunos respondam que a equacgdo ndo tem
solucdo, mas dai estardo diante de um impasse, eles sabem que a equacao
tem solugbes, inclusive ja as encontraram por outros meétodos, mas para
encontra-las pelo método de Cardano - Tartaglia estdo se deparando com a
raiz quadrada de um numero negativo. O fato de os alunos saberem que a
equacado tem solugdes é motivo para que eles tentem considerar a existéncia
de raizes quadradas de numeros negativos e a questdo que eles estédo
respondendo, sugere 0s proximos passos. Assim eles poderdo se deparar com
nameros do tipo a + bi e operar com eles, e provavelmente o fardo como se

operassem com numeros reais.

Os alunos continuando os calculos como se a raiz de um numero negativo

existisse deverdo chegar a:

3 ~4+V-16

> gue por sugestdo da questao proposta deve ficar
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e —4+./16.(-1)

2

—4+4J-1  -4+4i

depois u®=
epois u > >

Provavelmente neste ponto os alunos devam simplificar esse valor e
com isso intuitivamente ja estardo operando com esse novos nUmeros, pois
estdo fazendo a divisdo por um numero real. Finalmente, deverdo chegar em

w=-2+2 e

Vi=-2-2

Dai x=3%-2+2 +3/-2 -2

Talvez aqui eles concluam que de nada adiantou prosseguir com a
resolucdo, mas o professor deve intervir dizendo a eles que realmente a
equacado nao foi resolvida, mas que um novo tipo de namero foi descoberto e
que ndo se consegue resolvé-la, porque ndo se conhecem ainda esses

nameros, portanto deve-se estuda-los melhor, para entdo voltar a referida

equacao.

Prosseguindo na resolucao eles poderéo fazer:

W+V=(-2+42)+(2-21)=-2+2-2-2 = -4

WA= (-2+20).(-2-20) = (-22-(2)2=4-(4i)=4-[4(-1)]=4-(-4) =8
Acreditamos que ndo havera dificuldades para essas operacfes uma

vez que elas conservam as propriedades das operacfes com nuameros reais,

apenas devendo-se considerar que i2 = 1.
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Institucionalizacédo da definicdo dos numeros complexos:

Nesse momento o professor institucionaliza a definicdo de numero
complexo, como sendo um numero do tipo a + bi com a e b sendo nimeros
reais, tal que i2 = -1 e que esses numeros geralmente sdo nomeados na
Matematica com a letra z, assim z = a + bi. O nimero a chama-se parte real de
Z e 0 numero b chama-se parte imaginaria de z. Se a parte imaginaria de um
namero complexo é diferente de zero chamamos o numero complexo de
imaginario. Se o nimero tiver a parte real igual a zero ele serd chamado de

namero imaginario puro.

As operacdes entre os nimeros complexos.

A adicédo sera definida como:

(@+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i eamultiplicacdo por
(@+bi). (c+di)y=(ac-bd)+(ad+bc)i
Aigualdade:a+bi=c+di = a=ceb=d

O conjugado de a + bi=a - bi

___a+bi _(a+hi).(c—di) _(ac+bd) +(bc —ad)
advIsao " i = (crdi).(c—di) @ +d?

Atividade 3:

a) Chama-se conjugado do numero complexo a + bi ao niumero a - bi. Efetue o

produto de a + bi pelo seu conjugado. De que tipo de niumero é o resultado?

b) Efetue (2 + 3i ).(2 - 3i)
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c) Efetue

d) Efetue ——

e) Determine 0s numeros reais a e btaisque (a+bi)(1-2i)=8-i.0 que
essa operagcao tem em comum com a operacao do item d) ?

f) Como ja foi dito, i2 = -1. Nesse caso calcule i, i*, i%, i, i%, i°, i°, i’ i, i%,i**?

Objetivo: Esta atividade foi introduzida apds aplicarmos a seqiiéncia para uma
dupla de alunos, e verificarmos que havia necessidade de que eles
adquirissem mais habilidades com as operacbes com numeros complexos,
principalmente na parte de igualdade e poténcias de i. O objetivo é que nas
proximas atividades eles ndo encontrassem maiores dificuldades nos calculos,
e desviassem a atencao daquilo que era realmente importante na questéo

formulada.
Analise matemética e didatica:

Procuramos no item e) mostrar que podiamos fazer uma divisdo usando
apenas a multiplicacdo, porém acreditamos que os alunos realizem os calculos
dos itens d) e ) sem notarem que se trata da mesma operacao, uma vez que
€ muito comum eles realizarem os calculos e ndo analisarem o que foi feito,

ficando satisfeitos por terem obtido a solucéo final.

a) (a + bi).(a - bi) = (a2 - (bi)?)=az + b2 O resultado € um namero real.
b) (2 +3i).(2-3))=4+9=13

4+8 ,

C) =2+4i

d) 8—i. _ (8—i.).(1+2i.) :8—i +16i -2i° :10+15i —043
1-2i (1-2).(1+2i) 1+4 5
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Mm+2b=8

e) (a+bi).(1-2i)=8-i O a-2ai+hi-2bi2=8-i 0 Er o b= €Uaia=2eb=3
f)

i°=1

=i P=iti =i i®= ()i =i*=-i
i2=-1 i°=itiz=-1 i ==

=2 = i i"=i* =

it =j2jz=1 i°=i%i'=1

Atividade 4: Existe um numero do tipo a + bi tal que (a + bi)2=3 + 4i ?

Objetivos: Um dos obijetivos desta atividade é que os alunos desenvolvam um
algoritmo para extrair raizes quadradas de um nimero complexo, e que mais a
frente eles tentem fazer o mesmo com uma raiz cubica, deparando-se entéao
com a impossibilidade desta Ultima operacdo. Esta impossibilidade sera a
motivacdo para que mudemos o nosso estudo, do quadro algébrico para o
geométrico. Outro objetivo € que eles trabalnem com esses novos numeros

para que adquiram habilidades nas operacoes.

Analise matemética e didatica:

variaveis didéaticas: Tendo em vista que para se desenvolver esta atividade,
os alunos deverdo resolver uma equacao bi-quadrada, é importante escolher-
se um numero complexo de tal modo que a equacdo do segundo grau que
resulta da bi-quadrada, tenha uma raiz que seja um quadrado perfeito para
simplificar os calculos.

(@a+bi)2=3+4i

az + 2abi -b2 = 3 + 4i
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& -b? = 3

2
b= =

a

4
a2—¥:3
a’-3a2-4=0

az=k O numero escolhido ( 3 + 4i) faz resultar um valor de k que seja um

quadrado perfeito

k2-3k-4=0

ko =-1 ndo convém, pois a deve ser real

Sea=2entdo b=1 eumaraizquadradade 3 +4i sera 2+

Sea=-2 entdiob=-1e aoutraraizde 3 +4i sera -2-i

Assim os numeros que elevados ao quadrado resultam em 3 + 4i sdo £ (2 +i).
Portanto as raizes quadradas de 3 +4i serdo (2 +1).

Atividade 5 : Existe um numero do tipo a + bi tal que (a+bi)3: -2 + 2i ? Qual?
Objetivo: O objetivo desta atividade € que o aluno ao tentar encontrar a raiz
cubica de um numero complexo, como ele ja fizera com a raiz quadrada, se

depare com uma impossibilidade, pois para consegui-lo precisara resolver uma
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equacdo do terceiro grau. Em vista disso, havera a necessidade de uma

mudanca de quadro, e do registro de representacdo de um nimero complexo.
Andlise matematica e didatica:

Para extrair a raiz cubica de -2 +2i, os alunos baseados na raiz quadrada,

talvez fagam:
(a+bi)® =-2+2i

Eles devem encontrar o nimero a + bi tal que (a+bi)®> = -2 +2i

a3 +3a%i +3ab%i2 +b3i3 = 2 +2i

a3 +3a2bi —3ab2 -bS = 2 +2i O %3 3abé ~
§3a2b b° =2

Os alunos poderédo perceber que para extrairem a raiz cubica de um
namero complexo, deverao resolver um sistema de equacdes do terceiro grau,
que sem ser impossivel, € no entanto muito trabalhoso e por consequéncia
improprio para o calculo da raiz. Além disso como fazer para extrair uma raiz
de indice maior? Na impossibilidade desse calculo com os conhecimentos
obtidos até este momento, surge um impasse. O professor propora entéo
novas atividades para que os alunos adquiram os conhecimentos necessarios

para finalmente resolverem a equacéao pedida.

Atividade 6:

a) Represente o numero complexo z = a + bi, a > 0 e b >0 através de um
ponto, num sistema de coordenadas cartesianas, tomando o eixo horizontal

para situar o valor de a ( parte real do numero complexo) e o eixo vertical

para situar o valor de b  ( parte imaginaria do nimero complexo).
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b) Calcule o comprimento do vetor que vai de (0,0) até (a,b). Chame esse

comprimento de |z |. (€ o moédulo do numero complexo dado)

c) Seja 6 o angulo formado, supondo-se 0 eixo x girando no sentido anti-
horério, até se sobrepor ao vetor citado no item anterior. ( Esse angulo é
chamado de argumento do niumero complexo). Escreva em fungdo de 6 e

de |z | o numero complexo z = a + hi.

Objetivo: O objetivo é que os alunos mudem do quadro algébrico para o
geomeétrico, para mudar da representacdo cartesiana para a trigonométrica

para que consiga efetuar potenciacao e radiciacdo de numeros complexos.

Anélise matematica e didatica: Apesar de na Historia passarem-se 300 anos
desde o surgimento dos numeros complexos até sua representacdo
geométrica, atualmente, como os alunos trabalham com o sistema de
coordenadas desde a 82 série do 1° grau, eles poderdo desenvolver essa

tarefa sem dificuldades.

Variaveis didéaticas: a e b foram escolhidos positivos para sua facil

representacao no sistema de coordenadas, podendo-se depois generalizar.

Eis 0 que os alunos poderao fazer:

b (ab)

) >
(0,0 X
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b) |z |= va®+b’

b a

c)senfb = — e cosO = —

) E E
d)a = [z[l.cosH e b= [k[senB® portanto:

z=a+ bi =[z[cosO + ((Iz[l senb) .i = [Z[l(cosO +i.senb)

Atividade 7: Sejam os nimeros complexos 1+ +/3i e 243 +2i:
a) Encontre seus modulos e seus argumentos.
b) Represente-os como vetores em dois sistemas de coordenadas cartesianas.

c) Efetue o produto desses nimeros e represente o resultado como um vetor

no sistema de coordenadas cartesianas.

d) Existe uma relacdo entre o médulo do produto e o médulo dos fatores?

Qual? E entre os argumentos? Qual?

e) Tendo em vista os resultados acima, qual seria o resultado do produto
2(cos 40° + isen40°).5(cos 20° + isen20°)?

f) Sabendo que cos(a + b)=cosa.cosb - sena.senb e que sen(atb) =
sena.cosb+senb.cosa prove as relagbes obtidas no item d efetuando o

produto z;.z, sendo:

z1= |zi|(<:osel +isenf)) e zx= |zz|(<:ose2 +isend,)

g) Expliqgue como vocé poderia efetuar mais facilmente (1 + +/3i)°. Efetue.
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Objetivo: O objetivo desta atividade é que o aluno descubra que o mddulo do
produto de dois nameros complexos é igual ao produto dos médulos desses
nameros, o argumento do produto é a soma dos argumentos e dai que eles
percebam que a potenciacdo fica bem mais simples quando € usada a
representacao trigonometrica.

Analise matematica e didatica.

Variaveis didaticas: Os numeros acima foram escolhidos de tal forma que
seus argumentos tenham seno e cosseno conhecidos e no item g, a forma
trigonométrica ja tenha sido estabelecida no item a. Foram dadas as formulas
de cos(a+b) e sen(a+b) pois os alunos normalmente operam poucas vezes

com elas no curso secundario.

a)
2| =12 443 =2 t
2
O
senezg 60°
1 0o & 60 >
_=- 0O
cosé?—2 5
b)
A
4

2| =V(2V3)? +2° =4 N

\ 4

c) (1++/3).(23+2i)= 2J/3+2i +6i —24/3 =0 +8i
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8

d) n%)aulo do produto € igual ao produto dos modulos dos fatores e o

Frgumento do pr5duto é igual a soma dos argumentos dos fatores.

e) 2(cos40° + i sen40°).5(cos20° + isen20°) = 10(cos 60° + i sen 60°)
f)z,.2, =|z|(cos6, +isenf) |z,|(cos6, +isen6,)=

:|zl|.|22|(cost91.cose2 -senf.sen§,) +i(sen §.cosg +sen §.cos g) =
=|z|[z].((cos(6, +6,) +isen(g +8))

9)
(1++/3)° = 2°(c0s560°+ sen560°) =

1 43
= 32(cos300°+ 5en300°) = 32(; —%i) =16 -16v/3

Desde que os alunos percebam que para multiplicar dois numeros
complexos basta multiplicar seus moédulos e somar seus argumentos eles

deverdo estar prontos para efetuar a potenciacao.

Institucionalizacdo da representacéo grafica, da forma trigonométrica, do

produto e da poténcia de numeros complexos.

Vamos representar um numero complexo, num sistema de coordenadas

cartesianas. Representaremos cada numero complexo z = a + bi pelo ponto
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do plano de coordenadas (a,b). Dessa forma o numero complexo z = 3 + 2i

sera representado pelo ponto P(3,2)

Forma trigonométrica de um niimero complexo.

Vamos localizar um nimero complexo na sua representacdo geomeétrica por:

A

N

b P(a,b)

O a

a) A distancia OP deste ponto até a origem do sistema cartesiano ortogonal é

chamada mddulo de z e representada por |7 .

b) O angulo 8,0 < 6 < 2m que se obtém, supondo-se 0 eixo X girando
no sentido anti- horario em torno de O até se superpor ao segmento OP.

Esse angulo 6 é chamado argumento de z e € representado por Arg(z).

Calculo do modulo de z onde z =a + bi

Pelo Teorema de Pitdgoras temos  |z2=a2+b2 [ |7 = =+/a2+b?
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0s0=20 a |7.cos6
O éangulo 8 éta que [ |Z|

I]sene—— Ob |Z.senb

2

Assmonumero z = a + bi pode ser representado por
=|z].cosB +i|4sen6 ou z = |z(cosO+isené)

que é sua forma trigonométrica.

Potenciacdo na forma trigonométrica

Sejam z =|z,|.(cos6, +i.sen6,) e z, =|z,|.(cosh, +isen®,)

Vamos efetuar o produto z1 zp

2.2, =|z,|.|z,|.(cosH,.cos6, +i.senf,.cos 6, +i.sen§.cos G —sen §.sen §)

z,.2, =|z||z,|.(cosH,.cos6, - sen6,.senb,) +i(sen § .cos 6 +sen 6,.cos §)
Da trigonometria temos que:

cos(f, +6,) =(cosf.cosB, -senfg.seng) e

sen(f, +6,) =(senf.cosg +sen §.cosq)

Portanto  z,.z, =|zi|.|zz|[cos(61 +6,) +i.sen(g +@)]

2.2,2,=(2.2,).2, =[z)|z||z[cod (6, +6,) +8] +i.sen((q +8) +4]| =

=|z/|z,||z[cos(6, + 6, +8) +i.sen(g +@ +8)]
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Como apoténcia z" € um produto de n fatoresiguaisa z, vem:

2" =|2.|4/2.......... |4[cos(8+6+6+.......+6) +H.sen(6+60 +6+........... +9)
logo
2" =|2" [cos(n.8) +i.sen(n.6)]

Assim se quisermos calcular (\/§ + )9 podemos usar o Bindmio de Newton, ou
. . . . T
escrever esse numero na forma trigonométrica que é Z(COSE +i .sen—g[)e efetuar
a poténcia.
: T ~
Assimse z= 2(cosg +|.sen—g) entao

2 = 29(0059.g+i .sen9.—g) :512(cos%n+i .sen%I)T =512(0 i) = 512i

Atividade 8: Efetuar
a)(v2 +/2i)®
b)(1+i )%

\/§ 1 12
C)(—+Zi
) (S +50)
Objetivo: Esta atividade também foi introduzida ap6s a aplicagdo da
seqUéncia, inicialmente para apenas uma dupla de alunos. Percebemos que
os alunos precisavam de maior habilidade com os céalculos e este € o objetivo

dessa atividade.
Analise matemética e didatica.
Variaveis didaticas:

Procuramos elaborar exercicios de tal modo que o seno e o cosseno dos
argumentos permitissem o célculo dos mesmos sem 0 uso de calculadoras.
N&o esperamos que os alunos encontrem dificuldades nessa atividade pois se

tratam apenas de exercicios de fixagdo da teoria.
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Atividade 9:
a) Represente os numeros abaixo pela sua forma algébrica e graficamente.

Existe uma relacéo entre eles? qual ? Explique.

8(cos90° + isen9QP)
8(cos450° + isen450°)
8(c0s810° + isen810°)
8cos(1170°+isen117Q°)

b) Encontre os numeros complexos que elevados ao cubo sejam iguais a cada
um dos numeros acima. Com esses resultados e a conclusdo do item
anterior, quais sao as raizes cubicas de 8.(cos90° + isen90°? Qual a

diferenca entre seus argumentos? E a relagdo entre seus modulos?

c) Represente-0os geometricamente num mesmo sistema de coordenadas. Que

figura eles formam?

Objetivo: O objetivo é que os alunos extraiam a raiz cubica de um numero
complexo, fazendo as operagdes inversas da potenciacdo, que eles percebam
que um numero complexo tem trés raizes cubicas, que todas tém o mesmo
modulo e os argumentos estdo em uma Progressao Aritmética de razdo 120°.
Anélise matematica e didatica.

Variaveis didaticas: Os numeros foram escolhidos de tal forma que seus
argumentos fossem multiplos de 3, que o médulo tivesse uma raiz cubica exata

e que sua representacdo geométrica fosse simples de ser encontrada.

a) Todos os numeros sao iguais a 8i, portanto sao iguais entre si.
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u .

b)O nimero ao cubo igual a 8(cos90° + isen90°) é 2(cos 30° + isen30°).

O namero que elevado ao cubo é igual a 8(cos450° + isen450°) é 2(cos
150° + i sen 150°), o numero ao cubo igual a 8(cos 810° + i sen 810°) é 2(cos
270° + isen270°) e o numero ao cubo igual a 8(cos1170° + isen1170°) é 2(cos

390° + isen390°) que por sua vez é igual a 2(cos 30° + i sen30°).

Tendo no item a) concluido que os numeros dados, sao todos iguais
entre si, 0os alunos poderdo perceber que os trés valores encontrados sdo as

raizes de 8(cos 90° + i sen90°), que a diferenca entre seus argumentos é de

(¢]

3

e gque todos tem 0 mesmo modulo.

c) Como as raizes tem 0 mesmo moédulo e seus argumentos formam uma P.A.
elas se localizam sobre uma circunferéncia de raio 2, sendo vértices de um
triangulo equilatero.

Atividade 10:

a) Encontre as raizes quartas de -8 - 8+/3i e represente-as geometricamente

num mesmo sistema de coordenadas cartesianas.

b) Determine as raizes cubicas de 1 e represente-as geometricamente no

mesmo sistema de coordenadas cartesianas.

c) Calcule as raizes quadradas de i e represente-as geometricamente num

mesmo sistema de coordenadas cartesianas.

Objetivo: Também introduzida apds o teste inicial da seqiéncia para uma

dupla de alunos, esta atividade tem por objetivo que os alunos adquiram
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habilidade na radiciacdo de numeros complexos e que eles consigam

representar graficamente as raizes.
Andlise matematica e didatica:

Variaveis didaticas: Os numeros foram escolhidos de tal maneira que os
argumentos fossem angulos de seno e cosseno conhecidos e também
pedimos a raiz cubica de um numero real para que os alunos o tratasse como
um numero complexo obtendo trés raizes cubicas. acreditamos que os alunos

respondam a essa atividade sem dificuldades.

Atividade 11:

a) Represente 0 numero 1 + J3i geometricamente e escreva sua forma

trigonométrica

b) Represente geometricamente e escreva a forma trigonométrica de 1 - J3i,

conjugado de 1 +/3i, em funcd@o do argumento deste Ultimo nimero.

c) Se a forma trigonométricade z=a+ bi é z = |7.(cos® + i senb), qual é a

forma trigonométrica de z = a - bi em funcédo do angulo 6.

Objetivo: O objetivo desta atividade é que os alunos descubram que sendo a
forma trigonométrica de um nimero complexo, z = |Z(cosf +isenf) entdo a
forma trigonométrica do seu conjugado serd z=|7(cos® —isen6), de tal modo

gue isso seja utilizado na atividade seguinte, onde vao extrair raizes cubicas de

um numero, e de seu conjugado.
Analise matematica e didéatica
Variaveis didaticas: Os numeros foram escolhidos de tal forma que os alunos

ja o representaram antes facilitando esta parte da atividade.
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Uma das dificuldades ao desenvolvimento dessa tarefa talvez seja o aluno
descobrir o angulo de 300° uma vez que normalmente os alunos sentem
dificuldades de transferir os conhecimentos e eles estdo acostumados a
trabalharem com esses valores somente quando estdo estudando
trigonometria e fazem a reducdo ao primeiro quadrante. Para que eles
descubram esse angulo e percebam as relacbes entre as funcdes

trigonométricas de 60° e de 300° serd importante que facam a representacao

graficade 1 - V3 tendo em vista a representacao grafica de 1 +/3 .

300 | 7\ 8%
N

1+ +/3i= 2(cos60° + isen60°)

1- 4/3i= 2(cos300° + isen300°) = 2(cos60° - isen60°)

a - bi = |7.(cos® - i send)

Atividade 12 : Agora que vocé ja sabe extrair raizes cubicas de um numero

complexo resolva a equacao x> - 6x +4=0do ponto onde haviamos parado.

Objetivo: Finalmente os alunos operando com raizes quadradas de numeros
negativos, poderao resolver a equagao o que a principio eles ndo conseguiram,

por ndo conhecerem 0s numeros complexos.
Andlise matematica e didatica

Variaveis didaticas: Como ja foi dito anteriormente a equacéao foi escolhida de

tal forma que neste momento sua representacdo geomeétrica fosse simples e
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gue os angulos resultassem em valores cujos senos e cossenos fossem

conhecidos podendo-se calcula-los sem o uso de uma calculadora.

Xx=3-2+2i +3/-2 -2

Os alunos deverdo extrair as raizes cubicas de -2 + 2i e de -2 - 2i Para
isso deverdo escrever esses numeros nas suas formas trigonomeétricas e para
tanto achar seus médulos e argumentos. Eles poderao trabalhar com -2 + 2i e
depois baseados na atividade anterior transferir os resultados para o

conjugado desse numero

Z1=-2+2i
lz|=Va+a =18

Eles poderdo representar o0 numero geometricamente para determinar o

argumento ou entdo calcula-lo através do seno e do cosseno.

135°
™

2

z,= /8(cos135° + isen135°) e as raizes clbicas de z; s3o:
up= Q/? .(c0s45° + isen45°) = V2 (cos45° + isen45°)

U, =+/2 (cos165° + isen165°)

143



us =+/2 (cos285° + isen285°)

Tendo escrito 0 numero na forma trigonométrica e achado suas raizes eles

deverao operar com o conjugado.
z,= /8 (cos135° - isen135°)

vy =+/2 .(cos45° - isen45°)

Vs = +/2 (cOs165° - isen165°)

V3 =+/2 (c0s285° - isen285°)

comox=u+v
2
x1:u1+v1=2\/§cos45°:2\/§.§ =2

X2 = Up + Vo = 24/2 c0S165° 0-2,73  (c0S165° = cos(45° + 120°) )
X3 = Us + V3 = 2+/2 c05285° 10,732 ( cos 285° = cos(45° + 240°))

Nesta Ultima passagem os alunos talvez questionem se ndo deveriamos
ter 9 solugcbes uma vez que temos trés raizes cubicas de cada numero
complexo. Porque somar somente as conjugadas? A resposta é que o produto
de u.v deve ser 2 e somente as raizes conjugadas, neste caso, quando
multiplicadas resultam em 2.

E finalmente a equacdo foi resolvida chegando-se a solucdes reais,
embora trabalhando-se com raizes quadradas de numeros negativos. Com
essa resolucéo espera-se que os alunos vejam significado no uso dos numeros
complexos que apesar de ndo representarem quantidades, operando-se com
eles podemos chegar a resultados que sao nameros reais, negando-se a idéia
de que sempre que um problema apresenta raiz quadrada de um numero

negativo na sua resolucéo, € porque ele nao tem solucao.
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Institucionalizac&o da radiciagdo de nUmeros complexos
Define-se raiz enésima do numero complexo

z=|2].(cosB +i.send),

aos nimeros w =|w|.(cos¢ +i.sen¢) tal que w" =z

w" =z0 [wW".(cosng i.sen ng¥ |2.(cos# i.senB)

dessa igualdadetemosque:  [w|" =14 0 [wt %/|2
cos ng = cosf[] o
sen ng =senGED ng 6 k360 (kene intero)
k.360°
n

6
portanto ¢ = n +

Vamos atribuir valores a k e observar os valores de ¢.

k=00 ¢z o
n
k=10 ¢z & 3
n n
(=20 p= O 2300
n

Observe que para k = n, teremos cosg,,, =cosg, e seng, ., =seng,:
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6 n360°_ 6
= — +360°
n n

k=nl ¢.7

Para k = n+1 teremos:

8 (n+1)360° O 360°
Brp =~ +- =+
n n n n

[ cosg,z cosp, esend, .z send,

+360°= ¢, +360°0

Portanto teremos n valores diferentes para os argumentos de w e

concluimos que o niUmero z possui n raizes enésimas, todas com médulo igual

a 4|7 e cujos argumentos séo

¢1:_
5, =0 41360
n n
7] .360°
=—+2
b, = o
6 360°
=—+(n-1
#,="+(-1=

Ou seja os argumentos formam uma P.A. de

360°
o

o 2}
primeiro termo ¢, = n

e razao
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Atividade 13: Qual € o niumero que elevado ao cubo € igual ao seu triplo mais
1? Dados: cos20° [10,94 cos140° J-0,77 cos260° J-0,17

Objetivo: O objetivo desta atividade é que os alunos apliquem os
conhecimentos adquiridos durante as atividades anteriores, analisem por
pesquisa de raizes e graficamente o niumero de solucdes de uma equacao do
terceiro grau, que é x> = 3x + 1 e a resolvam pelo método de Cardano-

Tartaglia.
Andalise matematica e didatica.

Variaveis didaticas: Os coeficientes foram escolhidos de tal maneira que o
argumento do nimero complexo do qual vai-se extrair raiz cubica, seja um
angulo conhecido, no caso 60°. Porém eles precisardo do cosseno de 20°, de

140° e de 260° que serdo fornecidos.

Apés escreverem a equacdo do problema proposto, x> - 3x -1 = 0, e efetuarem
a pesquisa de raizes inteiras, os alunos deverédo descobrir que ela ndo possui
esse tipo de raizes. Analisando graficamente poderdo constatar que ela possui
trés raizes reais, as quais tentardo encontrar pelo método de Cardano-
Tartaglia.

(u+v)®=3(u+v)+1

wW+3uv(u+v)+v¥=3(u+v)+1

I:u3+v3=1 - @3+V3=1
%J.V=l Eﬁ.v3=1

u® e V® sdo as raizes da equacdo X2- X +1=0

RG] /1 V3 EJz V3. J&ﬁ
2t 2 o 2 T
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1 3
§+§i =1(cos60’ +isen60°)

As raizes cubicas desse nimeros sao:

u; = 1(cos20° + isen20°) v1 = 1(cos20° - isen20°)
u, = 1(cos140° + isen140°) Vo = 1(c0s140°- isen140°)
uz = 1(cos260° + isen260°) vz = 1(c0s260° - isen260°)
e dai:

X1= Uz + Vi =2c0s20° [12x0,94 =1,88
X2 = Uz + Vo = 2€c0s140° [02x(-0,77) = -1,54
X3 = Uz + V3 = 2c0s260° [12x (-0,17)=-0,34
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Capitulo VI

REALIZACAO DA SEQUENCIA E ANALISE A POSTERIORI

Para testar a seqiiéncia, n0s a aplicamos, nos dias 26, 27 e 28 de julho
de 1997 das 14:00 as 16:00 horas, a uma dupla de alunos do terceiro ano do
segundo grau do Colégio Sdo Marcos, em Mogi das Cruzes, com objetivo de
verificar possiveis falhas das atividades, e 0 tempo necessario para 0 seu

desenvolvimento.

Desta aplicacdo surgiram mudancas em algumas atividades, como a
colocacdo de um quadriculado para a construcdo de graficos, quando da
analise das solu¢cdes de uma equacao pelo método grafico, e o fornecimento
de alguns valores de seno e cosseno pois a obtengdo dos mesmos através das
férmulas da trigonometria estavam dificultando muito a realizacdo das
atividades e desviando a atencdo dos alunos para trabalhosos calculos que
poderiam ser evitados. Estimamos o tempo em trés sessbes de duas horas
cada, e com as modificagBes realizadas, concluimos que esse tempo seria

suficiente.

ApoOs o teste feito com a referida dupla e efetuadas as modificacfes
necessarias, marcamos com 18 alunos do terceiro colegial do Sdo Marcos, a
primeira sessao, que ocorreu no dia 11/09/97 as 14:00 horas, fora do horario

das aulas.
Primeira Sessao

Os 18 alunos compareceram, e apés as explicacbes de que essas
atividades faziam parte de uma dissertacdo de Mestrado, que deveriam ser
realizadas em duplas, e que nao seriam dadas aulas expositivas, mas
apresentadas situacbes para que eles resolvessem, com o objetivo que

adquirissem o conceito de numeros complexos, foram iniciados os trabalhos.
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Nesta sessao foram realizadas as quatro primeiras atividades (0, 1, 2,e
3). As intervencdes por nos realizadas foram por dupla, ndo na lousa, mesmo
porque os alunos durante o desenvolvimento das atividades, ndo se encontram

todos no mesmo ponto.

Vamos passar a analise do que foi efetuado:

Atividade 0. Considere trés cubos: um de aresta u, um de aresta v e um de

aresta u + v. Considere também um retangulo de lados u e v.

a) Tente expressar o volume do cubo de aresta u + v, em funcdo do volume

dos outros dois cubos, da area e do semi-perimetro do retangulo.

b) Tente encontrar u e v tal que o semi-perimetro do retangulo seja 7 e a sua

area seja 12.

c) Tente encontrar valores de u e v para 0s quais o volume do cubo de aresta

u + v, sejaigual a trés vezes o semi - perimetro do retangulo mais dois.

De inicio alguns alunos disseram que nao saberiam resolver as
situacbes propostas, que eram muito dificeis, que eles ndo se lembravam do

conteudo daquilo que estava sendo pedido.

Dai a nossa primeira intervencdo, comentando que isso ja era esperado,
pois eles estavam acostumados a assistirem a exposi¢do do professor, para
entdo trabalharem, realizando o que o professor fez, apenas utilizando outros
nameros. Que a nossa proposta era diferente, criamos situacdes para que
eles participassem ativamente do conhecimento que fossem construir, que
eram capazes de fazer, era apenas uma questao de iniciar, e estariamos ali

para orienta-los.

Convencidos de que poderiam realizar as atividades eles as iniciaram

ainda um pouco inseguros.
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O que nos fizemos foi romper o contrato didatico tradicional existente
entre os professores e alunos nas escolas brasileiras, no qual o professor
expOe e faz alguns exercicios sobre um assunto, propondo outros semelhantes

para os alunos.

O objetivo do item a) nesta atividade, era que os alunos percebessem
que a expressao u® + 3uzv + 3uv2 + VvV poderia ser escrita na forma
u® + 3uv (u+tv)+ V. Para surpresa deles mesmos, todos conseguiram essa
igualdade e ficaram satisfeitos por estarem realizando algo ndo efetuado
anteriormente pelo professor. Tivemos o cuidado de dizer que cada atividade
tinha como objetivo chegar a um numero chamado complexo, através de uma

caminhada natural.

No item b) as 9 duplas resolveram o sistema por substituicdo, como
haviamos previsto, chegando aos resultados corretos. Tivemos que intervir
para mostrar que a equacao que fornece as solugbes, poderia ser obtida
diretamente, usando as relacfes entre soma e produto das raizes de uma
equacado do segundo grau. Esta intervencao, havia sido prevista, pois como ja
dissemos, existe um contrato didatico entre os professores e alunos da
maioria das escolas brasileiras, no qual s6 se exige do aluno, aquilo que esta

sendo estudado no momento, e dentro do contexto abordado.

No item c) duas duplas conseguiram chegar ao sistema de equacoes,
mas nao conseguiram encontrar os valores de u e v. Nossa intervencao foi
perguntar: “quanto deve valer u*+ V2 e 3uy, para que u® + 3uv(u +v) + Ve
seja igual a 3( u + v) + 2?” Com isso 0s alunos construiram o sistema de
equacdes. Tivemos que intervir novamente para que elevassem uv = 1 ao
cubo, para poderem perceber que estavam procurando u® e v, conhecendo
sua soma e seu produto. Alertados novamente que as atividades eram passos,
e que cada item procurava facilitar a realizacdo do seguinte, voltando ao item

b), todos conseguiram encontrar os valores de uwedevie depoisosdeue v.
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Esta atividade se desenvolveu de acordo com o esperado, primeiro pela
reacdo do aluno esperando uma aula expositiva, depois por ndo estarem
usando algo especifico que eles acabaram de ver, mas tendo que se reportar
a fatos com os quais ndo estavam trabalhando no momento, como encontrar
dois numeros, conhecidos a sua soma e 0 seu produto, escrevendo
diretamente a equacgédo que possibilita encontra-los. E notdrio que esse novo
contrato didatico é de dificil assimilagdo pelos alunos, que sempre assistiram
a aula expositiva e jamais participaram ativamente da construgcdo dos seus

conhecimentos.

Atividadel: Seja a equagao x3-6x-9=0

a) Resolva a equacgdo por pesquisa de raizes inteiras. Se vocé encontrar uma
raiz, use o Teorema de D’Alembert para achar as outras. Quantas solucdes

tem a equagcao? Explique.

b) Escrevendo a equacdo como uma igualdade entre duas fungdes, uma do

terceiro grau, e uma do 1°, resolvé-la graficamente.

c) ldentifique no o grafico a(s) solucdo(fes) da equacédo dada. Sera que a

equacao tem mais de uma solugao? Explique.

d) Supondo x = u + v, resolvé-la. Quantos valores de x achou com essa

estratégia?

Apesar de ja terem estudado resolucdo de equacdes polinomiais o0s
alunos nao entenderam a expressao “pesquisa de raizes inteiras”, o que
parece comprovar que, fora do contexto em que estudam certo assunto,
sentem enormes dificuldades. Se esta pergunta fosse feita durante uma aula
de equacdes polinomiais, provavelmente seria respondida, o que parece

mostrar que as aulas expositivas fazem com que o aluno apenas reproduza o
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gue esta sendo estudado no momento. Tivemos que lembra-los também, do
teorema de D’Alembert para encontrar as outras raizes da equacéao, dai entéo

conseguiram resolvé-la.

Quanto "a resolucao grafica, nenhuma dupla havia alguma vez utilizado
esse processo para identificar solucdbes de uma equacdo, 0 que parece
evidenciar quao pouco se trabalha graficamente com os alunos no primeiro e
segundo graus, e isto quer dizer que provavelmente os professores ndo fazem
mudanca de quadro e de registro de representacao, durante suas aulas.
Tivemos que orienta-los no sentido de encarar uma equagcdo como uma
igualdade entre duas funcdes, o que foi conseguido por quatro duplas, que
construiram os graficos e chegaram ao numero de solucbes da equacédo
proposta. Para as outras duplas tivemos de mostrar quais eram as duas
funcdes. ApOs essa intervencao, construiram os graficos, mas tiveram que ser
orientados a perceberem que a intersecdo entre os mesmos, fornecia 0s
valores de x que eram raizes da equacdo proposta. O comportamento dos
alunos nesta atividade parece nos mostrar a importancia de se trabalhar em
quadros diferentes, em se usar registros de representacéo diferentes para um

mesmo conteludo, sempre que possivel.

Estes dois itens exigiram muita orientagcdo do professor, o que ja era
esperado, uma vez que as atividades propostas exigem varios conceitos de
uma vez, o que normalmente ndo ocorre quando o professor define um
conceito e passa a realizacao de exercicios de fixagcdo. Como todas as duplas
apresentaram duvidas, acreditamos que seja necessario, desde 0 ensino no
primeiro grau, se trabalhar com graficos. Por exemplo, quando da resolucéo de
sistemas lineares na sétima série, o professor deve propor que ela seja feitas
tanto no quadro algébrico, cujos registros de representacdo sdo as
equacdes, quanto no quadro geomeétrico, cujos registros de representacao

sao os graficos.
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No item c) dessa atividade, os alunos deveriam resolver uma equagao
do terceiro grau, usando o método de Cardano-Tartaglia, substituindo x por
u + v. Com a experiéncia obtida na atividade zero, todas as duplas
conseguiram chegar ao resultado final, e alguns alunos comentaram que era
uma resolucao interessante. A atividade zero fora colocada, para que nesse
instante a equacao fosse resolvida de maneira rapida, para nao ficar a

impresséo que esse método fosse muito complicado. O objetivo foi alcangado!
Atividade 2: Seja a equacgao X2-6x+4=0

a) Escrevendo a equacédo como uma igualdade entre duas fung¢des, uma do

terceiro grau, e uma do 1°, resolvé-la graficamente.

b) Identifique sobre o grafico a(s) solucdo(des) da equacédo dada. Sera que a

equacao tem mais de uma solugao? Explique.

c) Resolva a equacao por pesquisa de raizes inteiras. Se vocé encontrar uma
raiz, use Briot-Ruffini para encontrar outras, se houver. Quantas solucdes

tem a equagcao? Explique.

e) Supondo x = u + v resolvé-la. Quantos valores de x vocé achou com essa
estratégia? Vocé aprendeu a extrair raiz quadrada de um numero positivo, e
que nao faz sentido tentar no conjunto dos numeros reais, extrair raiz

quadrada de um numero negativo. Mesmo sabendo disso vamos supor que

V-1 =i ou seja iz = - 1. Com essa suposicdo tente calcular u®, V*, u, v,

X=U+V, L13'+'V3 e U3.V3

Como esta atividade era semelhante a anterior, todos efetuaram os itens
a) e b), descobrindo que a equacéo proposta tinha trés solucdes reais. No item
c) surgiram pela primeira vez, os numeros do tipo a + bi, e pela forma como a
atividade foi enunciada, os alunos conseguiram chegar a uma solucéo real e a

uma soma de duas raizes cubicas de numeros complexos. Nesse momento
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dissemos que um novo tipo de numero havia surgido, e que operando-se com
eles, chegariamos as trés solucdes reais da equacédo proposta, mas para tanto

precisariamos extrair raizes cubicas dos mesmos.
Terminadas as atividades, fizemos a institucionalizacdo do conceito de
nameros complexos, ressaltando que as operacbes obedecem as

propriedades das operagfes com numeros reais, considerando-se que 2 = -1.

Definimos também o conjugado de um numero complexo.
Atividade 3:

a) Chama-se conjugado do numero complexo a + bi ao niumero a - bi. Efetue o

produto de a + bi pelo seu conjugado. De que tipo de niumero € o resultado?

b) Efetue (2 + 3i ).(2 - 3i)

4+8
c) Efetue 5

8-1

d) Efet —

) Efetue 1-2
e) Determine os numeros reaisae btaisque (a+bi)(1-2i)=8-i.0 que

essa operagao tem em comum com a operacao do item d) ?

f) Como ja foi dito, i2 = -1. Nesse caso calcule i, i, i, i%, i*, i°, i, i', i®, i%°,i*%
Para encerrar essa sessdo o0s alunos realizaram a atividade 3, cujo
objetivo era a familiarizacdo com as operacdes de adicdo, multiplicacéo,
divisdo e poténcias de i. Mais uma vez nos pareceu que a sequéncia em que
as atividades foram propostas, propiciou que todos realizassem corretamente
os calculos pedidos, sendo que trés duplas ndo conseguiram descobrir que

para elevar i a 23 deveriam dividir 23 por 4 e tomar o resto. O que fizeram foi
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escrever o numero 23, como o produto de 11 fatores iguais a i2 e o outro fator
igual a i. Houve nossa intervencao no sentido de mostrar que se i* =1 era mais

facil se pensar nessa poténcia.
Segunda Sesséao

Realizada no dia 12/09/97, das 14:30 até as 16:30 horas, a segunda
sessdo contou com a participacdo de todos os alunos do dia anterior. Foram

feitas as atividades 4, 5, 6, 7 e 8.
Atividade 4: Existe um numero do tipo a + bi tal que (a + bi)2=3 + 4i ?

Nenhuma dupla conseguiu realizar totalmente a atividade 4, pois
quando da obtencdo dos valores de a e b, do niumero a + bi, os alunos
tentaram resolver a equagao b? = -1, ndo levando em consideracdo que b
deveria ser um namero real. Depois de perguntarmos: “De que tipo é o numero
b?”, a atividade foi concluida por todos.

Acreditamos que o comportamento dos alunos foi natural, uma vez que
eles sabiam da existéncia da raiz quadrada de namero negativo, por isso é
necessario, quando da definicdo de um conceito, que se dé bastante énfase a

gue conjunto pertencem os numeros envolvidos.
Atividade 5:
Existe um nimero do tipo a + bi tal que (a+bi)®= -2 + 2i ? Qual?

Todas as duplas conseguiram chegar ao sistema com o qual deveriam
encontrar a e b e ai pararam, pois ndo sabiam resolvé-lo. Nossa intervencao foi
no sentido de mostrar que eles haviam chegado a um sistema de equag¢fes do
terceiro grau que mesmo sem ser impossivel, teria uma resolucdo muito
trabalhosa e que eles pensassem se quiséssemos uma raiz quarta ou quinta,

como seria. Nesse momento, colocamos que a impossibilidade de extracdo de
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raizes cubicas, impediu o desenvolvimento dos numeros complexos por
aproximadamente 300 anos, quando entdo o0s matematicos conseguiram
efetuar essa operagdo. Dissemos ainda que 0 nosso objetivo a partir da
proxima atividade seria descobrir uma maneira de extrairmos raiz cubica, ou

qualquer raiz desses numeros.

Atividade 6:

a) Represente o nimero complexo z = a + bi, a > 0 e b > 0 através de um
ponto, num sistema de coordenadas cartesianas, tomando o eixo horizontal
para situar o valor de a ( parte real do nimero complexo) e o eixo vertical

para situar o valor de b ( parte imaginaria do niumero complexo).

b) Calcule o comprimento do vetor que vai de (0,0) até (a,b). Chame esse

comprimento de |z |. ( € o mddulo do nimero complexo dado)

c) Seja 6 o angulo formado, quando o eixo x gira no sentido anti-horario, até
se sobrepor ao vetor citado no item anterior. ( Esse angulo € chamado de
argumento do numero complexo). Escreva em funcdo de 6 ede |z| o

namero complexo z = a + bi.

Pudemos notar uma grande dificuldade por parte de todos os alunos
para iniciar essa atividade. Eles diziam ndo saber fazer o que estava sendo
pedido. Quando desenhamos os eixos x e y eles entenderam do que se
tratava, do que pudemos, talvez, concluir que os alunos néo estao
familiarizados com o termo coordenadas cartesianas. Feita a intervencao todos
conseguiram escrever a forma trigopnométrica de um ndamero complexo.
Explicamos que essa nova maneira de escrever esses numeros, € que
possibilitaria a extracdo de raizes cubicas.

Outra vez, nos parece que faz falta aos alunos o jogo de quadros, eles
sentem dificuldades com o quadro geométrico talvez por nao estarem

acostumados a sair do quadro algébrico.
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Atividade 7. Sejam os numeros complexos 1 + J3i e 243 +2i:
a) Encontre seus modulos e seus argumentos.
b) Represente-os como vetores em dois sistemas de coordenadas cartesianas

c) Efetue o produto desses numeros e represente o resultado como um vetor

no sistema de coordenadas cartesianas.

d) Existe uma relacdo entre o médulo do produto e 0o modulo dos fatores?

Qual? E entre os argumentos? Qual?

e) Tendo em vista os resultados acima, qual seria o resultado do produto
2(cos 40° + isen40°).5(cos 20° + isen20°)?

f) Sabendo que cos(a + b)=cosa.cosb - sena.senb e que sen(a+b) =
sena.cosb+senb.cosa prove as relacdes obtidas no item d efetuando o

produto z;.z, sendo:

z1= |zi|(<:ose1 +isenf)) e zp= |zz|(<:ose2 +isené,)

g) Explique como vocé poderia efetuar mais facilmente (1 + \/§i)5. Efetue.

Quatro duplas chegaram a conclusdo que o modulo do produto de
nameros complexos era igual ao produto dos modulos dos fatores e que o
argumento da soma era igual a soma dos argumentos dos fatores, mas no
momento de efetuar o produto de dois numeros dados na forma
trigonométrica, aplicaram a propriedade distributiva e ndo conseguiram efetuar
o célculo. Foram entdo novamente alertados que as atividades obedeciam uma
ordem e que cada passo levava ao passo seguinte. Ai entdo usaram as

conclusdes dos itens anteriores, chegando finalmente ao resultado correto e
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alguns comentaram que assim era muito facil fazer a multiplicacdo. Desse

ponto em diante as atividades foram concluidas corretamente por todos.

Atividade 8: Efetuar

(2 +/2i)°

b)(1 +i)*

02+ Lz

Essa atividade foi introduzida depois que a sequéncia foi aplicada na
primeira dupla de alunos em julho, pois percebemos que havia necessidade de
alguns exercicios para desenvolver a habilidade nos calculos de potenciagéo.
Todas as duplas conseguiram efetuar esses calculos, quando demonstraram
um bom conhecimento da trigonometria necessaria. Pedimos para que
pensassem como seria complicado efetuar esses calculos, se nao tivéssemos
escrito o numero complexo na forma trigonomeétrica, ou seja se nao tivéssemos

feito uma mudanca de quadro e de registro de representacao.
Terceira Sessao:

Realizada no dia 19/09/97 das 14:30 as 16:30 horas, com as atividades 9,10,
11,12 e 13. Todos os alunos compareceram.
Atividade 9:

a) Represente os numeros abaixo pela sua forma algébrica e graficamente.

Existe uma relacéo entre eles? qual ? Explique.

8(cos90° + isen9QP)
8(cos450° + isen450°)
8(c0s810° + isen810°)
8cos(1170°+isen117Q°)
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b) Encontre os numeros complexos que elevados ao cubo sejam iguais a cada
um dos numeros acima. Com esses resultados e a conclusdo do item
anterior, quais sao as raizes cubicas de 8.(cos90° + isen90°? Qual a

diferenca entre seus argumentos? E a rela¢do entre seus modulos?

c) Represente-os geometricamente num mesmo sistema de coordenadas. Que

figura eles formam?

Todas as duplas responderam corretamente o item a), porém sozinhas
nao conseguiram concluir quais eram as raizes cubicas do numero pedido,
havendo nesse momento nossa intervencdo, para que percebessem quais
eram as raizes e como era calculada a diferenca entre os argumentos dessas
raizes. O item b) dessa atividade foi a que mais necessitou nossa ajuda e o
item c) foi realizado por todos os alunos sem dificuldades.

Acreditamos que mais uma vez o contrato didatico, no qual o professor deduz
e o0 aluno faz exercicios, se tornou um motivo de dificuldade para a realizagdo
desta atividade, pois nos pareceu que os alunos nao sentem confianca no que

estdo fazendo, quando a dificuldade aumenta.

Atividadel0:

a) Encontre as raizes quartas de -8 - 8/3i e represente-as geometricamente

num mesmo sistema de coordenadas cartesianas.

b) Determine as raizes cubicas de 1 e represente-as geometricamente no

mesmo sistema de coordenadas cartesianas.

c) Calcule as raizes quadradas de i e represente-as geometricamente num

mesmo sistema de coordenadas cartesianas.
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Esta atividade foi introduzida apdés a aplicagdo da seqiéncia para a
primeira dupla em julho, pois vimos a necessidade de uma fixacdo dessas
operacdes por parte dos alunos. Todos conseguiram resolver 0s exercicios
propostos, sem maiores dificuldades.

Parece que o bom desempenho dos alunos nessa atividade, demonstra
0 sucesso da nossa sequéncia didatica, uma vez que um dos objetivos da

mesma € que eles operassem corretamente com 0s nimeros complexos.

Atividadell:

a) Represente 0 numero 1 + J3i geometricamente e escreva sua forma

trigonométrica

b) Represente geometricamente e escreva a forma trigonométrica de 1 - J3i,

conjugado de 1 +/3i, em funcd@o do argumento deste Ultimo nimero.

c) Se a forma trigonométricade z=a+ bi é z = |7.(cos® + i senB), qual é a

forma trigonométrica de z = a - bi em funcédo do angulo 6.

Duas duplas conseguiram desenvolver esta atividade sem ajuda, as
outras, chegaram a seno e cosseno de 300° mas ndo perceberam que
c0s300° = cos (-60°) = cos 60° e sen 300° = sen(-60°) =- sen60°. ApGs nossa
orientacdo para esse esclarecimento, todos resolveram corretamente as

questdes propostas.

Neste momento fizemos a institucionalizacdo da potenciacdo e da

radiciacdo dos numeros complexos.

Atividade 12 : Agora que vocé ja sabe extrair raizes cubicas de um numero

complexo, resolva a equacao x> - 6x +4=0do ponto onde haviamos parado.
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Todos os alunos desenvolveram completamente esta atividade, que era
uma aplicacao de tudo que ja fora visto anteriormente

A realizacéo desta atividade, mostrou que os alunos assimilaram bem os
conceitos nela envolvidos, uma vez que extrairam sem dificuldades as raizes

cubicas pedidas.

Atividade 13:

Qual é o numero que elevado ao cubo é igual ao seu triplo mais 1? Dados:
cos20° (10,94 cosl40° [1-0,77 cos260° [1-0,17

A (Ultima atividade, exigia que os alunos passassem por todas as
atividades anteriores, verificando o numero de solu¢cdes da equacao pelo
método grafico, e a obtencao das solugbes pelo método de Cardano-Tartaglia.
Todos a realizaram com rapidez e eficiéncia.

Apés a realizagdo dessa atividade, sentimos que nosso objetivo fora
alcancado; os alunos trabalhavam corretamente com o0s complexos,
representando-os geometricamente, mudando da forma algébrica para a
trigonométrica, extraindo raizes cubicas, dando-nos a impressao que fixaram

de maneira bem fundamentada os conceitos por eles construidos.
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CAPITULO VII

CONCLUSOES

Durante o primeiro, e quase todo o segundo grau, os alunos ficam
sabendo que nédo existe raiz quadrada de numeros negativos, que equacoes
do segundo grau que tenham discriminante negativo ndao tém solucdes reais,
e que os problemas que recaem nessas equacdes, sdo problemas que néo
apresentam solugdes. Acreditamos que no fim do 3° ano do segundo grau,
para que eles passem a extrair raizes quadradas de numeros negativos,

precisam ter algum motivo.

Fazendo um estudo historico e epistemolégico dos numeros
complexos, descobrimos que para a resolucdo de algumas equagbes do
terceiro grau, era preciso extrair a raiz quadrada de um namero negativo, e
analisando algumas dessas equacdes descobrimos que elas possuiam pelo
menos uma raiz real. Este foi 0 motivo que levou os mateméaticos a suporem

a existéncia dessas raizes quadradas.

Pelas analises preliminares efetuadas na nossa pesquisa, pudemos
constatar que os alunos em geral, ndo tiveram contato com 0s numeros
complexos através de uma equacgdo do terceiro grau, mas através de uma
equacdo do segundo grau. Os livros didaticos analisados, na sua grande
maioria introduzem o conceito desses numeros, através de uma equacgao do
segundo grau, o que deve induzir o professor a fazer o mesmo. Portanto os
alunos ndo tem um motivo para extrair raiz quadrada de numero negativo
pois esse tipo de equacado nédo lhes provoca nenhum desequilibrio. Sem um
motivo para trabalhar com essas raizes, e considerando que elas nao
representam uma quantidade, era de se esperar que 0s alunos nao fixassem
as operagbes com esses novos nuameros, que para eles ndo teriam
significado. Pudemos constatar atraves de testes aplicados a alunos que ja

haviam estudado os numeros complexos, que nenhum deles conseguiu
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escreve-los na sua forma trigopnométrica, portanto ndo conseguiram efetuar
potenciacao e radiciacao.

Pensando nessa problematica, resolvemos construir uma sequéncia
didatica, na qual os alunos tivessem motivo para extrair raizes quadradas de
nameros negativos, e operassem com essas raizes, chegando a respostas
gue sdo numeros reais de problemas reais. Com isso esperavamos que eles
percebessem que era importante e Util saber operar com esses numeros.
Para que eles participassem ativamente da aquisicdo do conceito de numero
complexo, os colocamos numa situacdo a-didatica, rompendo um tradicional
contrato didatico no qual o professor expde e o aluno assiste. Procuramos
justificar a necessidade de mudanca da representacdo algébrica para a
trigonométrica, propondo uma situacdo insoluvel, quando trabalhada na

primeira, mas com solugéo quando trabalhada na segunda.

Parece que conseguimos obter alguns aspectos positivos, com a

maior parte dos alunos, quando da aplicacdo da sequéncia didatica:

* Ao trabalharem em duplas, eles participaram ativamente da formacao do
conceito de numero complexo quando discutiam a realizacdo de cada

atividade proposta.

» Tiveram a oportunidade de descobrir qual foi o motivo que levou os
matematicos a extrairem as raizes quadradas de um ndmero negativo,
percebendo que 0s conceitos matematicos ndo sdo simplesmente

inventados, mas surgem, quando da resolucéo de problemas.

» Sentiram a necessidade de mudar do registro de representacdo das
formulas no quadro algébrico, para o geométrico, e efetuaram essa

mudanca.

» Chegaram a solucdes reais de equacdes, operando com raizes quadradas

de numeros negativos. Com isso puderam tomar conhecimento de que
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apesar de um numero complexo ndo representar uma quantidade,
operando-se com ele chega-se a resultados que sdo numeros reais.
« A medida em que as atividades iam se realizando, pudemos notar que 0s

alunos se adaptavam cada vez mais a situacdo a-didatica na qual

estavam, recorrendo cada vez menos ao professor.

Como efeitos negativos surgidos com a mudanca do contrato didatico,
podemos citar que é muito dificil fazer com que os alunos abandonem a
postura de esperar o professor fazer, para depois eles copiarem. Surgida a
primeira dificuldade, eles ja recorrem ao professor, talvez nao por
incompeténcia, mas pela falta de iniciativa e de acreditar que eles possam
realizar as atividades propostas, isso atrapalhou um pouco o inicio dos
trabalhos, mas como dissemos acima, com o tempo eles comecaram a se

adaptar a essa nova situagéo.

Para constatarmos que apo0s a aplicacdo da seqiéncia, os alunos
comecaram a considerar os numeros complexos como nimeros mesmo, nao
como representacdes matematicos sem significado, e em consequéncia
fixaram as operacdes realizadas, dois meses depois da sequéncia,
aplicamos um teste, ao qual compareceram 15 dos alunos aos quais foi

aplicada a sequéncia. O teste com o0s respectivos resultados vem a seguir:

1- Assinale as alternativas que mais se aproximam da sua idéia a respeito

da Matematica.

a) A Matemética € uma disciplina dificil, pois os conceitos sdo inventados por
pessoas em momento de inspiracdo, de maneira tedrica, nada tendo a ver
com fatos concretos da nossa vida, como niameros complexos, logaritmos,
etc. Grande parte dos conceitos matematicos sdo dados na escola
somente para o aluno fazer exercicios que nada tém a ver com a

realidade e depois fazer uma prova.

b) Os conceitos matematicos nasceram de situacdes concretas do dia a dia.
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Como na sequéncia por nos elaborada, os alunos tiveram
oportunidade de ver o surgimento dos numeros complexos quando da

resolucdo de uma equacao do terceiro grau, todos responderam b
3) Como vocé acha que os numeros complexos foram descobertos?

a) Quando um matematico ao resolver uma equacdo do segundo grau se
deparou com delta negativo ( A= b? - 4ac ), e para continuar a resolucéo

ele resolveu criar um namero i tal que i2 =-1

b)Os nameros complexos foram descobertos quando um matematico tentava

resolver uma equacao do terceiro grau.

Novamente todos responderam b), uma vez que nossa sequUéncia

mostrava esse fato.

4) Vocé ja resolveu algum problema, que apesar de na sua resolucéo
aparecer raiz quadrada de um numero negativo, o resultado final foi um

ndmero real ?
a) sim b) ndo

Todos responderam sim, uma vez que era esse 0 objetivo da nossa
sequéncia.

5) Um dos itens abaixo é verdadeiro e o outro é falso. Baseado no seu

conhecimento de nameros complexos, coloque V no verdadeiro e F no

falso.

D Os n° complexos, como por exemplo 2 + 3i, na realidade ndo s&o

nameros, sao apenas representacbes matematicas, pois nao
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representam uma quantidade, uma vez que ninguém diz: “ganho (2 + 3i)
reais de salario”.

D Os numeros complexos sdo numeros sim, pois com eles podemos
resolver problemas do dia-a-dia e chegar a respostas que representam

guantidades.

Mais uma vez o estudo dos numeros complexos tal como foi feito

propiciou que todos os alunos respondessem a alternativa b).

Acreditamos poder concluir, apds as respostas das cinco primeiras
guestdes, que o obstaculo epistemoldgico, de considerar os numeros
complexos como simples representacdes matematicas sem significado de

namero, tenha sido superado com a aplicacdo da nossa sequéncia

6) Um numero real nés podemos representar geometricamente na reta real.

E um nimero complexo, é possivel ser representado geometricamente?
a) sim b) ndo

Se vocé respondeu sim, tente no espaco ao lado, representar

geometricamente o nimero 2 + 3i.

Todos os alunos representaram corretamente esse nimero no sistema
de coordenadas cartesianas, 0 que parece evidenciar que o fato destacado
na sequéncia, que a potenciacdo e radiciacdo sO6 puderam ser realizadas
apos a representacdo geométrica dos numeros complexos, fez com que eles
percebessem a enorme importancia dessa representacdo para um numero

complexo.
O numero 3 + 2i ( forma algébrica) também pode ser representado
pelo par ordenado ( 3, 2), tente realizar as opera¢gfes abaixo com numeros

complexos.
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7)(2+3i)+(5+20i)=
8)(4,5)+(2,6)=

9)(2+3i).(5+2i)=

10)(4,5).(2,6) =

11)Determine os numeros reais x e y de modo que (X +2i)+(3-yi) =5+
Da questdo 7 até a 11 todos os alunos responderam corretamente,

com excecdo de um aluno que errou a questao 11, pois ao invés de somar 0s

dois numeros complexos do primeiro membro da equacéo, ele os multiplicou

12)Calcule i’

Apenas um aluno errou essa questao pois respondeu que i = 33i2. i = -33i.

)32

Parece que ele confundiu (i2 , com 332

4 +19i
5+ 2

13) Efetue a diviséo:

Esse calculo foi realizado corretamente por todos os alunos.

14) Encontre dois numeros que somados resultem 4, e multiplicados,
resultem 13. Apés encontra-los, some-os e multiplique-os para verificar

se realmente resultam nos valores dados.
Apenas um aluno errou esta questao, quando da resolucéo do sistema linear.

Dois utilizaram a soma e o produto das raizes como haviamos feito na

sequéncia, 0s outros resolveram o sistema por substituigao.
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15)Sendoz=1+ \/é i, calcule z°. Déa resposta na forma algébrica

Apenas dois alunos ndo conseguiram efetuar esta poténcia, mesmo assim

chegaram ao resultado, um deles fazendo (1 + J3i )2, depois (1 + J3i Y e
como (1+ +/3i)¥=-8, fez (1++/3)° = (1++/3i)°.(1++/3i)

= 512 . (1 + \/§i ). O outro aluno fez algo semelhante, chegando a

resposta correta. De qualquer maneira pudemos constatar que esses alunos
parece que nao entenderam que a potenciagcdo se torna mais simples,

quando efetuada na forma trigpnométrica.

16) Calcule as raizes quartas de -8 + 8\/§i e represente-as

geometricamente. Dé as respostas na forma algébrica

Os dois alunos que nao usaram a forma trigonométrica na questéo 15,
nao fizeram essa questéo, os demais a efetuaram de maneira correta, o que
parece nos indicar que a sequéncia aplicada, tendo dado significado aos
numeros complexos, fez com que os alunos fixassem mais as operacdes

com esses numeros.

Comparando esses resultados, com os obtidos com os alunos do 1°
ano do curso de Engenharia Mecanica da Universidade de Mogi das Cruzes,
gue ndo estudaram 0s numeros complexos como estamos propondo,

consideramos que a nossa proposta teve pleno éxito.
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