Maria Carolina Cascino da Cunha

AS OPERACOES DE MULTIPLICACAO E DIVISAO
JUNTO A ALUNOS DE 52 e 72 SERIES

Dissertacdo apresentada como exigéncia
parcial para obtencédo do titulo de MESTRE
EM ENSINO DA MATEMATICA a Pontificia
Universidade Catolica de S&o Paulo, sob
orientacdo da Professora Doutora Tania

Maria Mendonca Campos.

PUC - SP
1997



BANCA EXAMINADORA




Resumo

Partindo das hipoteses que os alunos tém as concepc¢fes "multiplicacao
sempre aumenta” e "divisdo sempre diminui”, a pesquisa visa investigar
concepcdes de alunos de 5% e 72 séries sobre multiplicacdo e divisdo e se as
mesmas interferem quando os alunos trabalham com estas operacbes no

dominio dos decimais.

Os resultados, obtidos por meio de um teste diagndstico, indicaram que 0s
alunos tém as concepcdes "multiplicacdo sempre aumenta” e "divisdo sempre

diminui®.

Baseados nesses resultados, construimos uma sequéncia de atividades,
buscando uma mudanca de concepcdes relativa as operacdes de multiplicacéo e

divisao.

Ao término da sequéncia de atividades, elaboramos um teste final e
entrevistas individuais, visando confirmarmos se os alunos haviam mudado as

concepcgoes.

Os resultados apontaram, dentre outras coisas, que as concepcoes
"multiplicacdo sempre aumenta" e "divisdo sempre diminui" estdo muito
interiorizadas pelos alunos e que provavelmente uma mudanca de concepc¢des sO
ocorreria se desde o inicio da vida escolar dos alunos a multiplicacao e a divisdo
fossem introduzidas e trabalhadas por meio de diversas abordagens, nao

somente como adi¢des repetidas e como subtracdes sucessivas.
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INTRODUCAO

Desde o inicio de nossa carreira como docente, temos pensado em como
se d& o processo de ensino/aprendizagem envolvendo a multiplicagdo e a
divisdo. Atuando especialmente no 1° grau, temos refletido sobre as dificuldades
encontradas pelos alunos, na resolucdo de problemas envolvendo estas
operagOes. Talvez ndo possamos definir quando as mesmas se iniciam, mas
podemos dizer, baseados em nossa experiéncia, que elas persistem,
acarretando dificuldades na aquisicdo de outros conceitos relacionados com
estas operagbOes. Parece-nos ainda que as concepcdes de multiplicagdo e

divisdo dos professores podem também interferir neste processo.

Valendo-se disso, faremos um estudo diagnéstico para investigarmos
concepcdes de multiplicacdo e divisdo junto a alunos de 5% e 72 séries,
trabalhando tanto no dominio dos numeros inteiros positivos, quanto no dominio
dos racionais. Em seguida, elaboraremos uma sequéncia de atividades, na
tentativa de superacao das dificuldades entdo detectadas. Finalmente, faremos
um teste final e entrevistas, e em seguida, apresentaremos 0s resultados

obtidos.

O leitor encontrara no capitulo | os principais motivos para a realizacao
desse estudo, a problemética existente ao redor do tema, bem como as

principais pesquisas feitas na area.



No capitulo Il realizaremos um breve estudo de aspectos histéricos da
multiplicacdo e da divisdo, relacionados ao nosso tema. Buscaremos levantar

obstaculos epistemoldgicos.

No capitulo Ill, numa tentativa de conhecermos como o0 saber matematico
chega a sala de aula, analisaremos a Proposta Curricular de Matematica de 1°
grau vigente e alguns dos livros didaticos mais comumente adotados pelas
escolas, enfocando como se da a abordagem de multiplicagéo e de divisdo tanto
nas séries iniciais, quanto no inicio do 1° grau maior. Nesse momento, faremos

um levantamento de obstaculos didaticos.

No capitulo IV apresentaremos o experimento, no qual descreveremos a
metodologia adotada. Esta compor-se-4 por um estudo diagndéstico, uma
sequéncia de atividades, um teste final e entrevistas. Cada uma dessas fases,
por sua vez, sera subdividida em (a) desenho do experimento referente a fase,
(b) sujeitos, (c) material, (d) procedimento e (e) analise e discussdo dos

resultados referente a fase.

Finalmente, no capitulo V apresentaremos as conclusées do nosso

estudo, justificando a sua importancia.

O capitulo VI listara em ordem alfabética nossas referéncias

bibliograficas.



CAP| TULO | :

ESTUDO DO PROBLEMA E
FUNDAMVENTACAO TEORI CA



O objetivo de nossa pesquisa € investigar concepc¢des sobre as operacdes

de multiplicacéo e divisdo em alunos de 52 e 72 séries.

Na busca de nosso objetivo e embasados em nosso referencial teérico,
faremos um levantamento das principais pesquisas que tratam do tema, um breve
estudo de aspectos histéricos da multiplicagdo e da divisdo, um estudo de uma
das fases da transposicdo didatica, para finalmente realizarmos nosso
experimento, e posteriormente apresentarmos as conclusdes de nosso trabalho.
Nosso experimento sera composto de quatro fases: teste diagndstico, sequéncia

de atividades, teste final e entrevista.

1.1. REFERENCIAL TEORICO

Pesquisas sobre o desenvolvimento de conceitos matematicos nas
criancas tém mostrado que os mesmos se desenvolvem de maneira inter-
relacionada. Os estudos de Vergnaud (1983, 1987, 1988, 1990, 1994) mostram
que um conceito ndo se refere apenas a um tipo de situagdo, bem como uma
situacdo ndo pode ser analisada por meio de um Unico conceito. Ou ainda, um
conceito geralmente ndo é desenvolvido de forma isolada, mas em inter-relagédo
com outros conceitos, por meio de uma variedade de problemas e com a ajuda
de simbolismos. Por exemplo, um trabalho com as estruturas aditivas exige o
conceito de medida, de comparacédo, diferenca, o conceito de niumero natural,
dentre outros. Por isso, visando entendermos melhor a aquisicdo e o
desenvolvimento de conceitos, em relacdo a situacbes e problemas,

introduziremos a seguir a nogdo de campo conceitual, segundo Vergnaud (1988).



Assim, um campo conceitual € definido como um conjunto de situacdes e
problemas, cuja apropriacdo requer o dominio de varios conceitos de naturezas
diferentes. Todos os conceitos tém um dominio de validade restrito, que pode
variar de acordo com a experiéncia e com o desenvolvimento cognitivo de cada
individuo. Em especial, nossa pesquisa terA& como suporte tedérico 0 campo
conceitual multiplicativo (sobretudo as operagdes de multiplicacdo e diviséo), o
qual tem como pressuposto a interligagdo entre conceitos, tais como relagdes,
transformacoes, leis de composicdo de operacdes, operacdes envolvendo uma

ou mais multiplicagbes ou divisdes, etc. (Vergnaud, 1983).

O campo conceitual multiplicativo é simultaneamente um aglomerado de
situagcdes e um aglomerado de conceitos. Um conceito adquire significado por
meio de uma variedade de situacdes, e diferentes aspectos de um mesmo
conceito e operacdes estdo envolvidas em diferentes situacbes. E claro que as
estruturas multiplicativas relacionam-se parcialmente com as aditivas, mas elas
também tém a sua propria organizacdo intrinseca, a qual ndo é redutivel aos

aspectos aditivos.

Também visando interpretarmos o comportamento de uma crianga frente a
problemas aritméticos elementares, Vergnaud (1982) acredita ser essencial
distinguir dois tipos de célculo. O “célculo numérico” que significa as operacdes
ordinarias de adicdo, subtragdo, multiplicacdo e divisdo e o “célculo relacional”
que significa as operacdes de pensamento que sado necessdrias para reconhecer
as relacdes envolvidas em uma situacdo. Este célculo pode ser geralmente
expresso por meio de teoremas (quando é valido), ou em termos de falsas

inferéncias (quando ndo é valido). Esses teoremas ou inferéncias ndo sao



necessariamente expressos ou explicados pela crianga; eles podem ser somente
hipotetizados pela observacdo das acbes das criancas. Vergnaud chama-os

teoremas-em-agao.

Em outras palavras, teoremas-em-a¢édo sao relagbes matematicas que os
alunos levam em consideracdo quando escolhem uma operagdo ou uma
sequéncia de operacOes para resolver um dado problema. Eles geralmente n&o
sdo expressados verbalmente, podendo até estarem errados. Eles aparecem
espontaneamente em contextos simples, ndo tendo um valor universal, mas nos

permitem tragcar o conhecimento matematico no nivel de esquemas e acéo.

Tomemos como exemplo: Carla quer comprar 4 carrinhos de plastico. Eles

custam 5 reais cada. Quanto ela precisa ter para pagar? (Vergnaud, 1988).

(8)5+5+5+5=20.
(b) 4.5=20
(€)5.4=20

(d)4+4+4+4+4=20

O procedimento (b) envolve um processo de pensamento que pode ser

expresso como 4 carros custam 4 vezes mais do que 1 carro, ou seja,

o custo (dos 4 carros) = 4 . custo (de 1 carro). Isso pode ser expresso mais

genericamente no simbolismo matematico por meio da aplicacao f: Z - Z tal que

f(n . 1) =n. f(1), para qualquer numero inteiro n, que € um caso especial de uma

afirmacéo ainda mais genérica f(A . 1) = A . f(1), para qualquer namero real A. E a



partir dessa aplicabilidade mais ampla que um teorema-em-ac¢éo atinge sua forca

intelectual.

No procedimento (c) podemos identificar como teorema-em-agao:
“multiplica-se 0 niamero de carros pelo preco de um carro”. O teorema que 0
formaliza é bem diferente, ele pode ser expresso no simbolismo matematico
como f(x) = ax. O procedimento (b) € mais uma concatenacdo significativa do
procedimento (a). O custo de 4 carros € igual ao custo de 1 carro, mais o custo de

1 carro, mais o custo de 1 carro, mais o custo de 1 carro. Quando formalmente

expressotemos: f(1 +1+1+1)="f(1)+f(1)+f(1)+f(1)ouf(4.1)=4.f().

O procedimento (d) ndo € significativo em termos de carros e custos. 20
reais ndo podem ser 5 carros + 5 carros + 5 carros + 5 carros. As criangas
aparentemente estao conscientes disso e quase nunca usam o procedimento (d).
Ha uma forte assimetria entre os procedimentos (b) e (c). Em termos conceituais
eles ndo sdo o mesmo, embora possam ser considerados matematicamente

equivalentes por causa da comutatividade da multiplicagao.

Em resumo, geralmente os alunos usam teoremas-em-acdo em dominios
de contextos faceis e valores numéricos simples. No entanto, eles sdo a primeira
base intuitiva que os professores podem utilizar para estender e formalizar os
conceitos dos alunos. Os professores podem expressar e objetivar os teoremas-
em-acdo, ajudando assim os alunos a estender o uso dessas inter-relacoes para

situacdes mais complexas.



Utilizaremos ainda como referencial tedrico, as no¢des de transposicdo
didatica, obsticulos, concepcdo e variaveis, entre outras. No que segue, elas

serao retomadas.

1.2. A MULTIPLICACAO E A DIVISAO

Parece que, normalmente, a escola explora bastante as continuidades
entre o raciocinio aditivo e multiplicativo, nas quais a multiplicacdo é vista como
um modo mais rapido de fazer adi¢cdes repetidas. Contudo, o trabalho de Piaget
(1977), mostra que a multiplicagdo néo trata somente de um modo mais rapido de
fazer adicOes repetidas, mas de uma operagao que requer um pensamento mais

elaborado.

Ainda segundo Piaget, a adicdo € uma operacao inerente a construgdo de
namero. Multiplicagdo, entretanto, é uma operagdo mais complexa, que é

construida em um nivel maior de abstracdo do que a adicéo.

Sendo assim, Piaget (1987) salienta em seu trabalho, diferencas entre a
adicdo e a multiplicagéo, tais como o numero de niveis de abstracdo e o numero

de relacdes de inclusdo que a crianga faz simultaneamente.

llustrando o que ja foi mencionado, tomemos como exemplo a figura 1la
(Clark & Kamil, 1996). Aqui o pensamento aditivo envolve somente um nivel de
abstracdo, no qual cada unidade de trés que a crianca adiciona € formada por

trés unidades de um. A crianca também faz relacdes de inclusdo em somente um



nivel; ela inclui um em dois, e dois em trés, chegando assim ao doze. Os grupos

sao combinados sucessivamente: 3 + 3, depois 6 + 3, e finalmente 9 + 3.

TT - @ T - G- 25599995

Figura 1(a): pensamento aditivo (3+3+3+3).

Em contrapartida, a multiplicacdo envolve necessariamente dois tipos de
relacbes nao requeridas na adi¢do: (a) a correspondéncia muitas-para-uma entre
unidades de um e uma unidade de trés (ver Nunes & Bryant, 1996); e (b) a

composicédo de relagbes de inclusdo em mais do que um nivel.

PULNN
c_{ﬁ i I

Gy G2 I

Figura 1 (b): pensamento multiplicativo (4 x 3).

A figura 1(b) ilustra que estabelecer correspondéncias entre trés unidades
de um em uma unidade de trés requer um nivel maior de abstracdo do que
pensar somente em unidades de um. Existem relacdes de inclusdo representadas
horizontalmente no nivel de unidades de um, onde um € incluido em dois e dois
em trés, e no nivel de unidades de trés. Relacbes de inclusdo também sao

representadas verticalmente. Na realidade, temos na horizontal, uma unidade de



um contida em uma unidade de um e contida em mais uma unidade de um,
formando uma unidade de trés. Sendo assim, doze (resultado de 4 x 3)
representa um grupo formado de quatro subgrupos, sendo cada um deles
formados de trés unidades cada. As setas apontam em ambas as dire¢cbes para
ilustrar que todas estas relacdes devem ser realizadas simultaneamente. Entao,
quando a crianca se torna capaz de pensar multiplicativamente, ela pode pensar

simultaneamente sobre unidades de um e sobre unidades de mais do que um.

Nesse sentido, com o0 objetivo de explorar as descontinuidades entre o
raciocinio aditivo e o multiplicativo, Hoyles, Noss & Sutherland (1991,1992)
trabalharam com jogos multiplicativos e com problemas de ampliagdo, com

alunos de 13 anos de uma escola publica de Londres.

Uma das tarefas solicitadas era: “ Por exemplo, tomando 13 como ponto
de partida, como fazer para alcancar o numero 100 por meio de sucessivas
multiplicagdes?” A tarefa foi feita em pares e os alunos se revezavam. Cada
rodada (exceto na primeira) envolvia multiplicar o resultado da multiplicacao
precedente por um novo namero que traria o produto seguinte tdo préximo quanto
possivel do alvo. Como os alunos facilmente ultrapassaram o alvo, eles se
colocaram frente a uma questédo: “Como obter um nimero menor que os fatores
utiizando a multiplicagdo?” Ou ainda, a multiplicacdo diminui? Com esta
atividade, os pesquisadores observaram que a idéia dos alunos é que
“multiplicacdo aumenta”, na medida em que ndo se explora continuamente as

descontinuidades entre o raciocinio aditivo e o multiplicativo.
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Inmeras pesquisas tém mostrado que criangas apresentam um fraco
desempenho em problemas relativos a multiplicacdo e a divisdo (Anghileri e
Johnson, 1988; Kouba et al. 1988). Problemas de multiplicagcdo e divisdo nos
niveis elementares usualmente se limitam ao dominio dos inteiros positivos. Esta
situacao néao reflete a realidade, podendo levar as criangas a concluir falsamente

que a “multiplicacdo sempre aumenta” e a “divisdo sempre diminui” (Greer, 1988).

Nessa mesma linha, Harel, Behr, Post e Lesh (1994) em recente esforgo
para um melhor entendimento do campo conceitual multiplicativo, sobretudo a
fase de transicado das estruturas aditivas para as multiplicativas, investigaram a
questdao da incongruéncia. As concepg¢Oes de que “multiplicacdo aumenta” e
“divisdo diminui” tém validade quando se fala no dominio dos numeros inteiros
positivos, mas sdo incongruentes, por exemplo, no dominio dos ndameros
racionais, podendo bloquear as estratégias de sucesso para varios problemas

multiplicativos envolvendo quantidades decimais ou fracoes.

Igualmente Hart (1981), no curso de um vasto trabalho (500 alunos, 13-15
anos), sublinhou, dentre outras coisas, a dificuldade dos alunos em ultrapassar as
estratégias aditivas. Eles insistem também sobre as concepcdes implicitas (em
sua maioria) das generaliza¢gfes tiradas do dominio dos inteiros positivos, como

por exemplo, a “multiplicacdo aumenta” e a “divisdo diminui”.

Além disso, pesquisas também mostram que as solucbes de problemas
multiplicativos podem ser afetadas pelo tipo de multiplicador (Greer, 1988).
Problemas, cujo o multiplicador €& um numero inteiro, podem ser

significativamente mais faceis do que problemas com multiplicadores decimais



11

maiores que 1, e ainda mais faceis do que aqueles cujo o multiplicador é um
decimal positivo menor que 1. Ainda foi mostrado que nao existe diferenca
significativa de dificuldade em problemas cujo o multiplicando € um numero
inteiro, decimal maior ou menor do que 1 (Luke, 1988).

Segundo Fischbein et al. (1985), o modelo associado com problemas de
multiplicacdo é o de adicBes repetidas. Um dos fatores chamado multiplicador,
consiste no niumero de cole¢Bes equivalentes, enquanto o outro fator, chamado
multiplicando, consiste no tamanho de cada colecdo. Estas concepcbes
aparentemente levam o sujeito a intuir a regra que os multiplicadores devem ser
nameros inteiros, resultando em uma outra regra: o produto deve ser maior do
que o multiplicando, ou ainda, a multiplicagdo aumenta (Bell et al., 1984; Hart,

1984; Bell et al., 1981).

Complementando essa idéia, Schwartz (1988) aponta uma série de falhas
em se introduzir a multiplicacgdo como uma maneira eficiente de fazer adicbes
repetidas. Ele da uma abordagem dimensional diferente, a qual focaliza o tipo de
referente em questdo, uma quantidade extensiva ou intensiva. Na adicdo e na
subtracdo trabalhamos com quantidades extensivas, aquelas que podem ser
contadas ou medidas diretamente, como por exemplo, 0 nimero de biscoitos ou a

altura de uma pessoa.

7

Enquanto na quantidade extensiva o referente € uma entidade simples
(unidimensional). Na intensiva o0 referente envolve duas entidades
(bidimensional), isto €, estruturas multiplicativas combinam duas magnitudes com

diferentes referentes para produzir uma quantidade cujo referente ndo é o mesmo
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gue o multiplicando ou que o multiplicador. Por exemplo, ao dizermos 5 balas, o
referente é balas (uma entidade), uma quantidade extensiva, mas ao dizermos 60
quildmetros por hora, a quantidade é intensiva, na medida em que os referentes
sao quildmetros e hora (duas entidades). Ele sugere a possibilidade de se
construir sequencialmente a seguinte tabela de quantidades extensivas.

Por exemplo:

5 balas/pacote x 6 pacotes
5 balas correspondem a 1 pacote
10 balas correspondem a 2 pacotes
15 balas correspondem a 3 pacotes
20 balas correspondem a 4 pacotes
25 balas correspondem a 5 pacotes

30 balas correspondem a 6 pacotes

E importante observar que a multiplicacdo de uma quantidade com o
referente balas/pacote e uma quantidade com o referente pacotes gera uma
quantidade cujo referente ndo € balas/pacote e nem pacotes. No caso seria
balas. Isto depende entdo, de nossa habilidade em traduzir a relacdo expressa
pela quantidade intensiva (5 balas/pacote) em uma associacdo entre duas

quantidades extensivas, balas e pacotes.

Schwartz acrescenta ainda, que também existem falhas em se introduzir a
divisdo como um modo eficiente de solucionar problemas de distribuicdo. Por

exemplo, suponhamos que se tenha 30 balas para serem distribuidas em 6
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pacotes, entdo temos 30 balas/6 pacotes. Note que o0 quociente de uma
guantidade com o referente balas e uma quantidade com o referente pacotes
gera uma quantidade cujo referente ndo € nem balas e nem pacotes. No caso &

balas/pacote.

Podemos dizer que os modelos de multiplicacdo e divisdo acima citados,

aplicados aos numeros inteiros positivos, permitem aos alunos pensar que:

* A multiplicacdo sempre resulta numa nova quantidade que é maior em

magnitude do que os fatores do produto;

» A divisdo sempre resulta num quociente que € menor em magnitude do que o

dividendo.

Essas idéias podem levar os alunos a acreditar que o resultado, obtido por
meio de calculos com quantidades do mesmo tipo, tem sempre 0 mesmo
referente, fato este que ndo corresponde a realidade, como sera discutido a

sequir.

Entendemos que é possivel definir um conjunto basico de operacdes
binarias com quantidades que podem ser medidas ou contadas. Essas operagfes
podem ser usadas para gerar novas quantidades, que podem, ou nao, ter novos
referentes. A composicdo de duas quantidades matematicas para compor uma
terceira quantidade derivada, pode ter duas formas, composi¢cdes que preservam

referente ou composigoes que transformam referente.

Compor duas quantidades para produzir uma terceira quantidade, é,

fundamentalmente, um tipo de composicdo que 0s processos aritméticos da
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adicdo e da subtracdo permitem. Tais composicoes sao denominadas
composi¢cdes que preservam referente. As composi¢des de duas quantidades
iguais ou distintas, para produzir uma terceira, em geral diferente das duas

qguantidades originais, sdo denominadas composi¢des que transformam referente.

E preciso salientar que a multiplicacdo e a divisdo sdo composicdes que
transformam referente, enquanto na adicdo e na subtracdo o referente é

preservado.

Em relacdo a divisdo, Fischbein et al. (1985) sugeriram dois modelos
intuitivos. Um associado a repartir, ou problemas de particdo e outro com medida,

ou problemas de quota.

No modelo de particdo, um objeto, ou cole¢cdo de objetos, & repartido
(particionado) em um numero de fragmentos ou subcole¢Bes equivalentes. O
tamanho do objeto é representado pelo dividendo, o niumero de fragmentos
equivalentes, ou subcolec¢fes, é representado pelo divisor e o tamanho de cada
fragmento, ou subcolecdo, € representado pelo quociente. Como resultado,
certas regras sao intuitivas e tornam-se associadas a esse modelo: (1) O divisor
deve ser um namero inteiro, (2) o divisor deve ser menor que o dividendo e (3) o

guociente deve ser menor que o dividendo, ou divisdo diminui. Em outras

palavras, esta Ultima regra é derivada das duas outras iniciais.

O modelo de quota (medida) é associado com problemas nos quais se
deseja encontrar quantas vezes uma dada quantidade esta contida em uma
outra. Este modelo pode levar o aluno a criar uma concep¢ao que os divisores

sejam menores que os dividendos.
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As criangas sdo competentes e criativas na modelagem de ambos os tipos
de divisédo. Elas representam de maneira diferente os problemas que envolvem

divisao partitiva e os que envolvem divisdo quotitiva (Kouba, 1989). Por exemplo:

* Na resolugcdo de um problema de medida no qual 88 giz de cera devem ser
agrupados 8 em cada caixa, muitas crian¢cas poderdo contar os 88 giz de cera

fazendo grupos de 8, até que os 88 sejam utilizados.

* Na resolucdo de um problema de particdo no qual 88 giz de cera devem ser
colocados igualmente em 11 caixas, as criancas poderdo utilizar estratégia
tentativa-e-erro. Assim, elas contam os 88 giz, em seguida tentam supor o
namero que deve ser colocado em cada caixa, e observam se a suposi¢ao
resultara em 11 grupos. Se ndo resultar, elas tentam outra vez, e assim
sucessivamente. As criancas podem ainda tentar a estratégia de repartir,
colocando um por um nas 11 caixas e contando o numero de caixas até chegar a
resposta. Algumas criancas podem utilizar uma abordagem construtiva em

conjunto com as estratégias de tentativa-e-erro ou de repartir.

Pensando nos aspectos acima mencionados envolvendo a multiplicacédo e
a divisao, foi realizado uma pesquisa com 20 professores das séries iniciais e 20
professores licenciados em Matematica (Campos, T. et al, 1996). Esta pesquisa
constou de dois testes. Um de multiplicacdo, contendo cinco questdes e outro de
divisdo, contendo quatro questbes. As questbes abordadas trataram dos
seguintes conteudos: (a) area de regides retangulares; (b) criacdo de situacdes-
problema envolvendo divisdo de numeros naturais (enfocando tanto o raciocinio

partitivo quanto o quotitivo); (c) divisdo de fracbes, bem como multiplicacdo de
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nameros decimais. Além disso , uma das questdes enfocou dupla-propor¢cédo. As
guestdes foram baseadas nos estudos de Simon (1993), Simon & Blume (1994) e
Thompson & Thompson (1994). Apds uma analise cuidadosa dos dados obtidos,
constatou-se uma grande dificuldade dos professores ao se depararem com
situacdes envolvendo operagbes que transformam referente (mencionadas
anteriormente). Verificou-se ainda que, embora esses professores tenham
conhecimento de algoritmos, eles muitas vezes ndo possuem a compreensao dos

mesmaos.

No Brasil, estudos também tém sido feitos sobre o ensino dessas
operacOes. Por exemplo, o SAEB (1995), Sistema Nacional de Avaliacdo da
Educacéo Basica, realizou um levantamento de informagfes a fim de subsidiar
seus trés eixos de estudo, dos quais nos interessa no momento apenas um deles:

o rendimento do aluno.

Tais testes de rendimento foram elaborados com base nos contetdos
minimos que eram comuns as propostas curriculares dos estados. Foi testado o
desempenho escolar dos alunos das 5% e 72 séries (dentre outras) em algumas
disciplinas, incluindo a Matematica. Algumas questdes do teste exigiam apenas
memorizacdo do contetudo, outras envolviam a compreensdo do que era
solicitado ou a resolugdo de um problema ou de uma situacdo envolvendo a
aplicacdo de algum contetido ja aprendido. Na 52 série, apenas 3,1% dos alunos
obtiveram sucesso entre 50% e 100% das questbes do teste de Matematica. Na
72 série este indice n&o foi muito diferente, 5,9%. O desempenho dos alunos foi

fraco nas questdes relativas a nimeros decimais e fragdes, dentre outros.
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1.3. LEVANTANDO HIPOTESES

Entendemos que os conceitos de multiplicacdo e divisdao envolvidos no
campo conceitual multiplicativo tornam-se essenciais para a formacao
matematica da crianca, constituindo uma das fundamentacdes de todo o

conhecimento matematico subsequente.

Sendo assim, acreditamos que 0s alunos das séries a serem investigadas
tém como concepg¢bes de multiplicagcdo e de divisdo que “multiplicagcdo sempre
aumenta e divisdo sempre diminui”’, sendo estas decorrentes de como este saber
€ ensinado, ou seja, acreditamos que elas sejam decorrentes do modo de como a
escola introduz o conceito para os alunos nas séries iniciais e também como ele é

reforcado durante toda a vida escolar desses alunos.

1.4. CONSIDERACOES IMPORTANTES

Considerando a idéia defendida por Nehring (1996) de que a concepgdo
mateméatica que os professores tém e transmitem por meio de suas aulas,
evidencia uma matemética pronta, definitiva, tedrica e distante da realidade,
revestida de uma abstragcdo e que serve para justificar, muitas vezes, as
dificuldades que os alunos encontram na escola. Considerando ainda, que talvez
esta concepcdo tenha como uma das origens os livros didaticos, podendo ser
observada em situacdes concretas de sala de aula, bem como no didlogo com
professores, elaboraremos um breve estudo de uma das fases da transposicao

didatica, buscando entender como se da a transmissao dos conceitos de
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multiplicacéo e divisdo. Com isso, tentaremos levantar os obstaculos didaticos, as
concepcoes errdneas relativas a estas operagdes, levando em conta as variaveis

envolvidas, pois acreditamos que as mesmas possam interferir no processo.

Segundo Chevallard, uma transposicdo didatica é uma série de
transformacfes e adaptacdes pelo qual passa o0 saber sabio (conjunto de
conhecimentos validos para toda uma comunidade e que estdo publicados nas
revistas cientificas ou apresentados nos meios de comunicacédo) até tornar-se
ensinavel. O saber que encontramos nos livros didaticos é o escolar, sendo o
professor o responsavel pelas adaptacbes que o mesmo sofre até torna-lo
ensinavel, ou seja, o saber ensinado. NOs focalizaremos em nosso trabalho

principalmente essa etapa da transposicao didatica.

Buscando evidenciar a pluralidade dos pontos de vista possiveis num
mesmo objeto matematico, diferenciar as representacdes e 0s modos de
tratamento associados a ele, evidenciar sua adaptacdo a resolucdo de
problemas, bem como diferenciar o saber que o ensino quer transmitir e os
conhecimentos efetivamente construidos pelos alunos, introduziremos a nocao de

concepegao.

Segundo Duroux (1983), no processo de aquisicdo de conhecimentos,
certas situagfes sao privilegiadas em relacdo a outras, permitindo o aparecimento
de conhecimentos locais, operando sobre subconjuntos do campo conceitual.

Esse saber local € chamado de concepgéo.
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As concepcdes na Didéatica da Matematica podem ser vistas como:

* as “concepcdes matematicas” a priori para uma noc¢éo dada;

* as concepcdes desenvolvidas pelos alunos no seu ambiente cultural ou no

guadro de um processo de aprendizagem.

Sendo assim, as concepcdes tornam-se modelos que o pesquisador
constrdi visando analisar as situacfes do ensino e 0s comportamentos cognitivos
dos alunos. Elas permitem interpretacdes, previsdoes e constru¢cdo de modelos,
tendo em vista descrever somente uma parte do comportamento mental do aluno,

ou seja, uma parte de seus conhecimentos em uma dada situagao.

Pela incapacidade de compreender certos problemas ou de resolvé-los
com eficacia ou ainda pelos erros, que para serem superados, deveriam conduzir

a instalagdo de um novo conhecimento, manifesta-se os obstaculos.

Para Brosseau, 0 erro deve ser visto como uma manifestacédo explicita de
concepcdes espontaneas (integradas por meio de representagbes cognitivas),
que pode se tornar um obstaculo a aquisicdo e ao dominio de novos conceitos.
Nesse sentido, a no¢do de obstaculo é necesséaria e muito importante, na medida
em que visa um saber que esta sendo construido pelo aluno, e a construgéo
desse conhecimento passa pelos conhecimentos espontaneos (provisoérios).
Portanto, um obstaculo ndo representa uma dificuldade ou uma falta de
conhecimento, mas sim uma concep¢do ou até um conhecimento que pode

produzir respostas corretas em um dado contexto e respostas falsas fora deste.
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Brosseau (1976) distingue varias origens para os obstaculos identificados

na Didatica. Alguns deles serdo abordados neste trabalho, a saber:

» Obstaculos epistemoldgicos: ligados a construcdo do saber matematico. S&o

resultado de verdadeiras dificuldades conceituais, gerando bloqueios ao
desenvolvimento da aprendizagem. S&o colocados em evidéncia pelas pesquisas
dos historiadores de Matematica, quando estes se colocam sobre o terreno da

Epistemologia.

» Obstaculos didaticos: aqueles que parecem depender apenas de uma escolha

ou de um projeto do sistema educativo, sendo resultados de uma transposicao
didatica que o professor pode dificiimente renegociar no quadro restrito da classe.
Sendo assim, eles estao ligados as condi¢bes nas quais 0s conhecimentos sao
abordados em classe. Eles sdo muito importantes em nossa investigacdo, pois
nascem da escolha de uma ou outra estratégia de ensino, deixando se formar, no
momento da aprendizagem, conhecimentos errados ou incompletos que se

revelardo mais tarde como obstaculo ao desenvolvimento da conceitualizacéo.

Segundo Douady (1986) existe uma distingdo entre ensino e aprendizagem
gue nos permite, independente do ponto de vista, refletirmos sobre a distancia
existente entre 0s objetivos de um ensino e a realidade de aquisi¢ao dos alunos.
Estdo em jogo no funcionamento do processo de aprendizagem, numerosas

variaveis que o condicionam. Elas podem ser variaveis de contexto:
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Do lado do professor: escolha dos objetivos de ensino, concepcbes dos
professores e suas relacbes com a Matematica, escolhas pedagodgicas e a

pratica em sala de aula;

e Do lado do saber: elaboracdo de novas ferramentas conceituais e
diversificacdo do saber matematico (Algebra, Estatistica, Geometria, etc.),

interdisciplinaridade, entre outros;

» Do lado do aluno: a origem e historia do aluno, sua vivéncia das aprendizagens

fundamentais, seu estado socioldgico e psicolégico.

Podem ser ainda, variaveis didaticas, aquelas estdo a disposicdo do
professor e que determinam a situacao didatica. Neste caso, diferentes escolhas
provocam modificacdes no nivel das estratégias a serem utilizadas. Dentre elas,
nos deteremos especialmente nas variaveis de situacdo, nas quais estao
compreendidas: a escolha de atividades, resolucdo de problemas, trabalho

individual ou em grupo, tempo previsto para a aprendizagem, entre outros.

Os conhecimentos colocados em jogo ou elaborados numa situacao
didatica vao depender da escolha das variaveis didaticas. Sua determinagcao € um
ponto importante na teoria. Uma primeira escolha de variavel pode servir, dentre
outras coisas, para 0 encaminhamento da estratégia a ser utilizada, ou seja,
dependendo da escolha das variaveis o aluno pode escolher um ou outro

procedimento diferente para resolver o problema.
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Neste trabalho, a escolha dessas variaveis, bem como a identificagdo dos
obstaculos, terdo papel importante nas atividades didaticas que serdo propostas

adiante.

1.5. SUMARIO

Entdo visando investigarmos concepcdes dos alunos de 5% e 72 séries
relativas as operacbes de multiplicacdo e divisdo, primeiramente elaboraremos
um estudo diagndstico, ou seja, um pré-teste. Com isso, esperamos detectar
algumas dificuldades dos alunos relativas a estas operacdes, analisando o
desempenho dos mesmos. A partir dai, elaboraremos atividades na busca da
superacdo das dificuldades entdo detectadas. Em seguida, faremos um teste
final, em correspondéncia matematica com o teste diagnostico, e entrevistas, a
fim de verificarmos se o0s alunos superaram as dificuldades detectadas
anteriormente. Os dados obtidos serdo analisados de modo quantitativo e

posteriormente, qualitativo.

Para tanto, faremos um breve estudo de aspectos histéricos, buscando
identificar obstaculos epistemolégicos, bem como um breve estudo da
transposicéo didatica, a fim de verificarmos a abordagem da multiplicacdo e da

divisao, e ainda, levantarmos obstaculos didaticos.



CAPlI TULO I | :

UM  BREVE ESTUDO  DE
ASPECTOS HI STORICOS DA
MULTI PLI CACAO E DA DI VI SAO
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Tao cedo quanto o tempo de histéria registrada, desenvolveram-se o

conceito de niUmero e o0 processo de contagem.

Os procedimentos usados para se efetuar calculos mateméticos basicos,
tais como a multiplicacdo e a divisdo, estiveram sempre ligados as limitacdes
implicitamente impostas pelo sistema notacional em uso. Assim, talvez as formas
escritas ou algoritmos foram influenciados pelos materiais de escrita disponiveis
na época. Baseados nisso, vamos contar um pouco da histéria da multiplicagéo e

da divisao.

2.1. SOBRE A DEFINICAO DE MULTIPLICACAO

Uma das melhores definicbes elementares de multiplicacdo refere-se aos
nameros inteiros, sendo igualmente uma das mais velhas em nossa linguagem.
Em The Crafte of Nombrynge (1300) ela aparece como sendo: multiplicacdo é
uma maneira de representar coisas na forma de numeros, na qual um numero
contém tantas vezes um outro escrito numa poténcia de 2. A mesma definicdo &
encontrada na Aritmética de Maximus Planudes (1340), na primeira Aritmética
impressa (1478), na primeira Aritmética comercial notavel (1484), e em outros
inimeros trabalhos. Recorde (1542) estabeleceu o modelo inglés dizendo:
multiplicacdo € uma operacdo i . j , que € uma soma produzida gerando um
terceiro nimero, que representa tantas vezes o0 primeiro numero contém o

segundo.
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Uma definicdo mais refinada incluindo a nogao de razéo, foi estabelecida
para multiplicadores fracionarios aparecendo ocasionalmente nos primeiros livros

impressos, como em Huswirt (1501).

2.2. TERMINOLOGIA DA MULTIPLICACAO

Dos termos aplicados, “multiplicand” é meramente uma contracdo de
numerus multiplicandus (nUmeros que devem ser multiplicados). Na maioria dos
antigos livros de latim impressos, ele aparece de forma integral, mas
ocasionalmente o numerus foi se perdendo, ficando somente multiplicandus, e
isto levou aqueles que ndo eram escritores de latim a usar o termo simples.
Alguns escritores de latim sugeriram “multiplicatus”. Em seus vernaculos, porém,
muitos escritores tendiam a ndo usar termos técnicos, simplesmente falando do

namero multiplicado.

A palavra “multiplier” (multiplicador) teve os mais variados cursos. Tendo
em vista que a palavra numerus freqientemente era abandonada pelos escritores
de latim em suas traducbes, o termo técnico apareceu como uma palavra
simples, com semelhantes invariantes, tais como multiplicans, moltiplicante,

multiplicator, multipliant e multiplier (tendo o mesmo significado que multiplicador).

A palavra produto poderia ter sido usada como o resultado de qualquer
outra operacdo aritmética tanto quanto € para a multiplicacdo. Ela significa

simplesmente um resultado. Contudo, ela foi usada em outras operacgbes por
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muitos escritores, e sua especial aplicabilidade para o resultado da multiplicacao

€ comparativamente recente.

Os autores de antigos livros geralmente aceitavam o sensivel fato de nao
se ter um nome especial para o resultado da multiplicagéo. Alguns deles usavam

soma ou soma produzida, ao passo que outros defendiam “factus” (fator).

Finalmente, porém, o numerus foi deixado de lado de numerus productus,

e produto permaneceu.

2.3. OS PROCESSOS DE MULTIPLICACAO

2.3.1. A Multiplicacédo no Egito

No Egito, a operagcédo fundamental era a adicdo. Por isso, a subtracao era
definida em termos de adicdo, ndo podendo existir sem ela. J& as operacdes de
multiplicacdo e divisdo eram efetuadas no tempo de Ahmes por sucessivas
“duplacbes”, baseados no fato que qualquer numero inteiro pode ser
representado como uma soma de poténcias de 2. Nossa palavra multiplicacéo, na

verdade, sugere 0 processo egipcio.

E possivel que na Antigiiidade, inlmeras pessoas e Seus sucessores por
muitas geracdes, tenham feito uso deste método, pois ele aparece em muitos
livros do Renascimento. O problema 32 do Papirus Rhind mostra o processo
usado pelos egipcios para calcular 12 . 12. Ele esta ilustrado a seguir (a leitura

deve ser feita da direita para a esquerda).
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A ilustracédo corresponde a seguinte: (a leitura deve ser feita da esquerda

para a direita).

1 12
2 24
\ 4 48
\8 96 soma 144

Por exemplo, uma multiplicacédo de 69 por 19 seria efetuada somando 69
com ele mesmo para obter 138, depois adicionando a si préprio para alcancar
276, novamente duplicando para obter 552 e mais uma vez duplicando para obter
1104, que é, naturalmente, 16 vezes 69. Como 19 = 16 + 2 + 1, entdo o resultado
da multiplicacdo de 69 por 19 é 1104 + 138 + 69, ou seja, 1311. Para simplificar,

ao invés de hierdglifos, nés usaremos numerais hindo-arabicos:

#1.69= 69
#2.69=138
4.69 =276
8 .69 =552

#16.69=1104

190 .69 =1311

Nasce uma questao:
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__ Este método sempre pode ser feito?

__Sim, desde que se possa escrever o multiplicador (inteiro) como soma de
poténcias de 2.

__E sempre é possivel fazer isto?

__ Sim. Podemos concluir entdo que o método egipcio é geral.

Para acelerar o processo e reduzir o numero de simbolos que tinham que
ser registrados, a multiplicagdo por 10 também era usada, sendo natural na
notacao hieroglifica decimal. A multiplicacdo por 10, seguida pela divisdo por 2
(mediacdo), aparecia ocasionalmente em registros de multiplicacdo egipcia.
Exemplos de cada uma destas sdo dados a seguir, nos quais o produto de 85 por
21 é retrabalhado pelo método modificado, e o produto de 16 por 41 inclui tanto a

duplacdo quanto a mediagéo.

# 1.85= 85 1.41= 41

10 .85 =850 10.41 =410
#20.85=1700 5.41 =205
soma 1785 soma 656

Existe também um exemplo contemporaneo do uso de duplacdes que
pode ser encontrado hoje entre os camponeses russos. Para multiplicar de 49 por
28, primeiro duplica-se 28 e dividi-se pela metade 49, sucessivamente. Observe a

ilustracao:

49/1 49/2 49/4 49/8 49/16 49/32
49 24 12 6 3 1
1.28 2.28 4.28 8.28 16.28 32.28

Aqui49.28=(32+16+1). 28 =896 + 448 + 28 = 1372 é o produto de 28
por 49.
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2.3.2. A Multiplicacédo na Babildnia

O sistema numeérico posicional babilénico tinha base sexagesimal. Por esta
razdo, suas tabuas de multiplicacdo estendiam-se a 59 x 59. NOs sabemos, por
meio das inumeraveis tabuletas de barro que foram escavadas, que 0s
babildnicos guardaram um conjunto completo de tabuas. Em uma dessas
tabuletas aparece os multiplos de um dos nimeros entre um e cinqiienta e nove,
organizados aqui e ilustrados na tdbua para o sete. Aqui para simplificar,

usaremos numerais hindo-arabicos.

7 vezes 1, 7
vezes 2, 14
vezes 3, 21
....................... Uma tabua de
vezes 19, 133 multiplicacao
vezes 20, 140 babilbnica
vezes 30, 210
vezes 40, 280
vezes 50, 350

A tabua de multiplicacdo completa consiste de cinglienta e nove tabuletas.

2.3.3. Nosso Método de Multiplicacdo

Dos mais de uma duzia de esbocos para a multiplicagdo, que tem sido
usados durante os ultimos séculos, n0s consideraremos somente 0 mais comum
deles. Pacioli chamou a nossa forma comum de multiplicacdo de “Multiplicatio
bericocoli vel scachierij” ou multiplicagcédo por meio do tabuleiro de xadrez, e ela

aparece em seu tratado da seguinte forma:



9 8 7 6
6 7 8 9
8 8 8 8 4 |
7 9 0 0 8
6 9 1 3 3
5 9 2 5 6
6 7 0 4 8 1 | 6 | 4 soma
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Os venezianos chamaram este método de “per scachieri (pelo xadrez),

devido a sua semelhangca com um tabuleiro de xadrez, enquanto os florentinos

chamaram-no “per bericuocolo” (bolinhas vendidas nas feiras de Toscana usadas

nos tabuleiros de xadrez).

Em Verona, ele era chamado “per organetto” (pelo 6rgédo), devido a

semelhanca das linhas com as de um 6rgdo, e “a scaletta” (a escada) era

algumas vezes usado, devido aos seus poucos degraus como aparece na figura

anterior. Este método ndo foi encontrado diretamente em Lilavati (ver Smith,

1958), mas dois semelhantes estéo ilustrados abaixo.

[1] 135

12

12 (1.12)
36 (3. 12)
60 (5. 12)

1620

[2]

135

12
135 (1 . 135)
270 (2 . 135)
1620
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2.3.4. Método Castelo

Em alguns paises da Europa, a multiplicagédo é feita pelo método castelo,
no qual se comeca com o primeiro digito do multiplicador adicionando-se o

namero de zeros necessarios em cada linha, conforme o seguinte exemplo:

4176 0
8732 2
34928000 (4.8732)
873200 (1.8732)
611240 (7.8732)
52392 (6.8732)
36464832 0

2.3.5. Multiplicacdo em Cruz

O quarto método de Pacioli publicado em Suma (1494) recebeu o nome de
“multiplicagdo em cruz”. Ele o chamou de “crocetta” ou “casella”, dizendo ser mais
fantastico e engenhoso que os outros métodos. Sua mais elaborada ilustragédo

esta reproduzida a seguir para o produto de 78 por 9876.

9 8 7 6
0O 0O
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2.3.6. Método do Quadrilatero

Um outro método interessante de multiplicacdo da Antiglidade € o método
do quadrilatero. Ele é praticamente o método do tabuleiro de xadrez mais

compactado.

Observe a localizagcdo do multiplicador e do multiplicando na seguinte

ilustracéo. O resultado final é obtido por meio da adicéo ao longo das diagonais.

8 7 3 2
3 4 9 2 8 4
8 7 3 2 1
6 1 1 2 4 7
5 2 3 9 2 6
3 6 4 6 4 8 3 2

Similarmente ao método do quadrilatero apareceu o método rede ou da

gelosia, que foi usado pelos arabes e hindus.

2.3.7. Método Rede ou da Gelosia

Este método foi talvez o mais popular método de multiplicagdo longa. Por
ter aparecido em um comentario em Lilavati e em outros trabalhos hindus,

acreditamos que seu desenvolvimento provavelmente tenha se iniciado na india.
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Da india ele passou para os trabalhos chineses, arabes e persas. Ele esta

muito bem ilustrado por dois exemplos da Aritmética de Treviso (1478).

Um outro exemplo ilustrando o método aparece a seguir:

9 8 7 6
GJ/S 4 4 3 6

8 2 6
4 4 7

9 2
5 4 8

6 8

6 5
3 4l o
6 4

O multiplicando é colocado acima da rede e o multiplicador ao lado direito.
Cada digito do multiplicador € multiplicado por cada digito do multiplicando e o
produto € registrado nos quadrados apropriados da rede. O produto final é obtido

por meio da soma ao longo das diagonais.

Apesar ter sido bastante popular na Europa, a dificuldade envolvendo a

sua impressao levou as pessoas a abandona-lo.
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2.3.8. As Tabuas de Multiplicacao

As mais antigas organizacdes de tabuas de multiplicacdo conhecidas séo

as por colunas.

il B 1 3 s :

H f 1 - g ®
E. +I Il"‘}? ..'t L] jll . -i '}l‘
L '1'1- I = +1 qgw ?1-1—-
£ - *3. I *+ 3 »e p LR
£« #y . wry +1 Foo wFTe
b T e o T F Rt -3y e iy
T - -7 1= +3 . 48 I 2%a
J o ey ¥ 3 . Joc 1-9e
Je = +|_| P‘]r -+ 7 = ‘Ii“

Tabua de multiplicacdo medieval

Esta tabua foi encontrada sobre os cilindros babildbnicos e comumente
usada pelos escritores italianos na Aritmética Mercantilista. Em geral, o produto
nao aparecia mais do que uma vez; ou seja, depois que 2 x 3 = 6 fosse dado, 3 x
2 era julgado desnecessario, sendo esta uma visdo dos aritméticos japoneses. As
aritméticas mercantilistas italianas elaboraram, visando um facil encaminhamento,
tdabuas com os produtos de todos os primos para 47 x 47, ou freqientemente

para 97 x 97. Os italianos obtiveram a idéia do East, Rhabdas (1341).

A segunda organizacao de tdbua tinha a forma quadrada e era geralmente
usada pelos escritores ndo mercantilistas. Conhecida como a “Tabua pitagérica” ,
da qual, como Hylles observou, “alguns afirmam ser Pitagoras o primeiro autor”.
Ela foi encontrada na Aritmética de Boethius e num trabalho atribuido a Bede
(710). Seu aparecimento era comum nos trabalhos medievais e nos primeiros

livros impressos. Alguns escritores cuidadosamente atribuiram sua elaboracdo a
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Boethius, enquanto outros organizaram tabuas de adicdo, subtracdo e divisdo

sobre o mesmo plano, mas dando a elas o nome de Pitagoras.

Bl I HEAToT 6T
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%} et s
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Tabuas de multiplicacdo em formato triangular e quadrado.

A terceira forma de tabua tinha uma disposigéo triangular.

Widman (1489) fala dela como um esquema hebraico, censurando o fato

dela provavelmente ser arabe.

Ela ndo era tdo popular como as organiza¢gGes de colunas e quadrados,
embora ela tenha sido usada por escritores como Widman (1489), Gemma Frisus

(1540), Recorde (1542), Baker (1568), e Trenchant (1566).
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2.4. SOBRE A DEFINICAO DE DIVISAO

A divisdo era geralmente considerada como uma das quatro operacoes
fundamentais (Aritmética de Treviso, 1478), a quinta quando a numeracdo era
incluida e a sétima quando a duplagcdo ou a mediacdo eram consideradas

separadamente.

Em geral, a operacdo era conhecida como divisdo (Fibonacci, 1202) ou
como particdo (Huswirt, 1501; Galileu, 1521; Stifel, 1544; Scheubel, 1545;
Cataldi, 1602; Ortega, 1512; Savonne, 1563 e Santa-Cruz, 1594), mas muitos
escritores usavam ambos os termos (Pacioli, 1494; Tartaglia, 1556; Trenchant,
1566 e Clavius, 1583). Assim Baker (1568) fala de “deuision or partition” (divisdo
ou particdo), e Digges (1572) diz “to deuide or parte” (dividir ou repartir). Dizendo
gue “diuision sheweth onlely howe often the lesse summe is conteyned in the
bigger”, (a divisdo mostra somente quantas vezes a soma menor esta contida na

maior, Digges, 1572 ) ou que

Diuision doth search how oft the divisor
In Diuidend may be quoted or found

Whereof the quotient is the decidor,

(a divisao procura quantas vezes o divisor pode ser fracionado ou encontrado no

dividendo, sendo o quociente aquele que vai decidir, Digges, 1600).

Uma segunda definicdo que teve alguma sanc¢ao trata de “encontrar um
namero que esta contido um certo nimero de vezes no dividendo”. Ela pode ser

encontrada em Maximus Planudes (1340) e na Aritmética de Treviso.
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2.5. TERMINOLOGIA DA DIVISAO

Os escritores antigos geralmente davam nomes para somente dois dos
nameros usados na divisdo, o “numerus dividendus” (nimero que deve ser
dividido) e o “numerus divisor” (nimero que divide), sendo que nenhum nome
especifico foi dado ao quociente e ao resto. Estes ndo sdo, € claro, termos
técnicos, e eles aparecem como meras expressdes coloquiais em varios
trabalhos medievais. Gradualmente, entretanto, o numerus foi deixado de lado e
dividendus vem sendo usado como nome técnico, até o momento. Nomes como

“resposta” ou “resultado” eram comumente usados para quociente.

Os nomes dos termos sofreram inimeras mudancas. O divisor era
frequentemente chamado de “parter” (partidor) ou *“dividens” (dividindo). O
dividendo tem sido comumente chamado por este nome, embora tenha existido
termos equivalentes como “partend” (partindo). O quociente era freqientemente
chamado o “produto” (Frisius, 1540), a “parte” (Aritmética de Treviso, 1478) e o

resultado.

2.6. OS PROCESSOS DE DIVISAO

A operagdo de divisdo era considerada uma das mais dificeis no século
XV. Pacioli (1494) afirmou que “se um homem pode dividir bem, tudo mais torna-
se facil”. Gebert (980) deu ndo menos do que dez etapas de resolucéo,
comecando pelo calculo com unidades por unidades, tratadas por subtracdes

continuas.
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2.6.1. A Divisao no Egito

Provavelmente, uma das mais antigas formas de divisdo era usada pelos
egipcios. Ela era baseada sobre o processo de duplacdo e mediacdo. Sendo
assim, para dividir 19 por 8, eles pegavam 2 x 8 = 16, %2 de 8 = 4, e selecionavam
0S numeros na coluna direita (vide tabela abaixo) cuja soma tinha como resultado
19, por exemplo, 16 + 2 + 1 = 19. Portanto, o quociente era 2 + ¥ + 1/8. Na

ilustragéo os multiplicadores foram assinalados por asteriscos.

1
(P 1
Yo
(/4
(1/8

RN ®©

E interessante notar que o processo de divisdo egipcia tem uma vantagem
pedagdgica de ndo parecer uma nova operacdo. Por exemplo, ao invés deles

calcularem 45 + 9, eles diziam: “Calcule com 9 até conseguir chegar no 45”.

N6s comecamos multiplicando 9, como segue:

\'1 9
2 18
\'4 36 Soma 45.

Sendo assim, segue que (1 +4).9=45,0u45+9 =5,

Hoje, frequentemente definimos a divisdo como a operagao inversa da

multiplicagcdo. Em outras palavras, em um problema de divisdo damos um produto
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e um de seus fatores, no qual a questdo € encontrar o outro fator. Por exemplo:

45 -9 = ,ouainda, x9 =45,

2.6.2. Divisao Breve

Um dos métodos mais simples de divisdo era chamado de divisdo breve
inglesa (baseado no reconhecimento dos produtos nas colunas das tdbuas de
multiplicacdo). Era também conhecido por divisdo por coluna, por regra, ou por
tabua, como uma divisdo oral. Dentre outros, o método estd ilustrado abaixo,

como aparece em um livro de Treviso.

Lo partitore 2. 7624 |o lauanzo,
La parte 3812

Significa que 7624 + 2 = 3812, com 0 como resto.

2.6.3. A Divisdo na Babilénia

Muito interessante era o modo babilbnico de divisdo. Eles tratavam todas

as divisbes como um tipo de multiplicacdo por tentativas.

Por exemplo, um problema de divisdo a + b era visto como se ele fosse um
problema multiplicativo do tipo a x 1/b. Sendo assim, um conjunto especial de

tabuas de nameros reciprocos foi preparada para este propésito.
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Para evitar ter que dar detalhes sobre a notagdo sexagesimal, nos
ilustraremos o0 método por meio de um exemplo do sistema decimal. Para dividir
128 por 4, consideraremos o problema 128 x 1/4. Nas tadbuas de reciprocos,
poderia ser encontrado que o reciproco do namero 4 seria expresso Como
25/100. Aqui o denominador especifica uma mudanca de dois lugares na notacao
posicional do produto 128 x 25, o qual poderia ser obtido observando a tabua de
multiplicac&o. E claro que os babildnicos ndo expressavam o denominador como
uma poténcia de 10 como nés fizemos, mas como uma poténcia de 60, ja que a

base do sistema deles era sexagesimal.

2.6.4. Divisdo por Fatores

Um dos método de divisdo, comum ao fim da Idade Média, consistia em
usar os fatores do divisor, e era conhecido como “per repiego” (decomposi¢cdo em
fatores). A ilustracao foi dada por Pacioli (1494) para 9876 + 48. Considerando os
fatores 6 e 8 de 48, ele primeiro divide 9876 por 6, obtendo como resultado 1646.
Em seguida, divide 1646 por 8 ( “o outro numero de “repiego” ), obtendo 205 6/8

ou 205 3/4.

2.6.5. O Método Galé

Um modo mais comum de divisdo usado antes de 1600, era conhecido
como galé (antiga embarcacdo de guerra, comprida e com grandes remos),

batello, ou “método das ranhuras”. Parece ter origem hindu. llustraremos para o
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caso de 65284 + 594, como na Aritmética de Treviso (1478). Para tornar o

trabalho claro, os seis passos sdo dados separadamente como segue:

(@) (b) () (d) (€) (f)
1 5 5
e5284|1 65284 |1 %84 1 16 168
594 94 4

109

4?4 1 6;5;%4 10

59

m%ﬁgc&“’

O trabalho completo (a explicacdo ocupa duas paginas e meia), segue:

15
533
46878
65284 109
BYAAK
899
s

Temos 65284 +~ 594 = 109, com resto 538 .

O nome galé ou batello refere-se a um barco antigo, cujo contorno tem
uma semelhanca com o método. Uma interessante ilustracdo dessa semelhanca

€ vista em um manuscrito de 1575, como pode ser visto na figura abaixo:
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2.6.6. Nossa Divisédo Longa

E impossivel de estabelecermos uma data exata para a origem do nosso
atual método de divisdo longa, visto que ele foi se desenvolvendo

progressivamente.

No século XV apareceu um método chamado de “danda”, sendo um dos

precursores da nossa divisédo atual.

O nome “danda” em algumas partes da Toscana ainda € usado para

designar este método de dividir.

Um dos primeiros exemplos de divisdo longa moderna que se conhece,

apareceu em 1460, conforme ilustragéo:
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2.7. DISCUSSAO

Neste breve estudo de aspectos historicos da multiplicagdo e da diviséo,

pudemos observar dentre outras coisas:

A operacdo de adicdo era considerada fundamental, pois a partir dela
todas as outras foram definidas. Tomemos como exemplo a multiplicacdo egipcia,
feita por sucessivas duplagdes, na qual a multiplicacdo era escrita como soma de
poténcias de 2. Observamos a exploracdo das continuidades entre o raciocinio
aditivo e o multiplicativo. Neste caso, a multiplicagdo sempre aumenta. Isto pode
provocar um obstaculo epistemoldgico, na medida em que pode influenciar a

aprendizagem da multiplicacdo de numeros decimais.

A divisdo egipcia era também escrita por meio de sucessivas duplagfes ou
mediacbes. Ja a multiplicagdo babilénica era feita através de tabuas de
multiplicagcdo. A divisdo babildnica era feita como uma multiplicacdo por
tentativas, ou seja, a divisdo a + b era escrita como se fosse a x 1/b, e os
reciprocos eram encontrados em tabuas preparadas especialmente para isso.
Essa forma de divisdo caracteriza a dificuldade que se tinha de operar com a

mesma, muito mais do que com a multiplicacéo.

Outras divisOes eram feitas pelo processo de sucessivas subtragdes, o0 que
€ chamado hoje de processo americano, que pode levar a concepg¢do que divisdo

sempre diminui.

Observamos também que diversos povos buscaram algoritmos para a
multiplicacdo e a divisdo, na tentativa de otimizar os calculos, mas neste trabalho

foram utilizados somente os ndmeros inteiros.



CAPI TULO I I | :

A MULTI PLI CACAO E A
DI VI SAO NA ESCOLA



43

Em virtude das dificuldades apresentadas tanto pelas criancas, quanto
pelos professores em pesquisas citadas anteriormente, acreditamos que seja
necessario verificarmos como é feita a abordagem da multiplicacdo e da divisdo
(de numeros inteiros positivos e de racionais escritos na forma decimal) na
escola. Alguns livros didaticos mais comumente adotados pelas mesmas serao
analisados, na medida em que estes servem muitas vezes como um guia de aula

para o professor, ou seja, uma fonte de consulta para eventuais duvidas.

Daremos também um panorama geral da abordagem de multiplicacéo e
divisdo de inteiros positivos e de decimais na Proposta Curricular de Matematica

de 1° grau.

3.1. PROPOSTA CURRICULAR DE MATEMATICA DE 12 GRAU

VIGENTE

3.1.1. Multiplicacao

No que tange a multiplicagcdo de numeros naturais, a sugestao é que se
faca uma primeira abordagem da mesma associada a idéia de adicdo de parcelas
iguais, por meio de situacdes de jogos (para a formacédo de agrupamentos), bem
como trabalhando com papel quadriculado, a fim de que os alunos construam o0s

fatos fundamentais da multiplicacéo.

Sugere diversas configuracfes para o algoritmo, até que no final se chegue

a forma mais comum, encontrada nos livros didaticos.



Por exemplo:
50 +3 ou 50+3
x4 x4
200 + 12 12
\ / + 200
212 212

Proposta curricular de matematica (1992), pagina 36.

Em seguida, se propde a utilizacdo da multiplicacdo em situacdes-
problema envolvendo: problemas de contagem e a multiplicacdo de um numero
natural qualquer por um numero maior que 10 (utilizando papel quadriculado), a
fim de que os alunos estabelecam uma melhor maneira de dispor o algoritmo. Por

exemplo:

15x13=(10+5)x(10+3)=10x10+10x3+5x10+5x3

10 5

A
\ 4
A
\ 4

10
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Representagao:
10+5 10+5
x 10+ 3 Xx 10+ 3
100 +50 + 3Q + 15 15
N 195 > +30
50
100
195
10+5 10+5 10+5
X 10+3 x10+3 —x10+3
15 15 45
+ 80 30 :| —l_ + 150
100 50 195
195 100 :I —l_
195

Proposta curricular de matematica (1992), pagina 46.

Em relacdo a multiplicacdo de nuameros racionais escritos na forma

decimal, sugere que sejam trabalhados algumas questées como pré-requisitos:

_ 0O que acontece com o produto de dois numeros quando:
(1) um de seus fatores for multiplicado por um numero natural.
(2) ambos os fatores forem multiplicados por um numero natural (distintos ou

nao).

E proposto em seguida, uma atividade para determinar o produto de dois
nameros racionais (escritos na forma decimal), transformando os dois nameros
inteiros e corrigindo o resultado de acordo com os numeros dados inicialmente.
Com uma certa quantidade de calculos desse tipo, os alunos podem formular

uma regra pratica para posicionar a virgula no produto.
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1,8 x2,63
x 10 x 100 = 4734 (este produto é 1000 vezes maior que o
18 x 263 dos numeros dados anteriormente)

4734 + 1000 = 4,734.

Entéo 1,8 x 2,63 = 4,734.

Proposta curricular de matematica (1992), pagina 64.
Antes de introduzir o conceito de poténcia, sugere a apresentacdo de
situagdes problema envolvendo multiplicagbes sucessivas de fatores iguais

(problemas de contagem).

3.1.2. Divisao

Inicialmente, a sugestdo é que se trabalhe a divisdo associada as idéias de
reparticdo equitativa (particdo) e medida (quota), sendo que as mesmas devem
estar ligadas ao conceito mais geral de divisao, a divisédo euclidiana (separar um
certo numero de objetos em subgrupos com a mesma quantidade de elementos).
Com esta finalidade, deve-se oferecer aos alunos inlUmeras situacdes para a
formacédo de grupos, trabalhando com fichas, folhas de sulfite, 14pis, entre outros.
Deve-se ressaltar a relagao existente entre a multiplicacdo e a divisdo, quando o

resto da mesma é zero.

Sugere que se trabalhe num primeiro momento, a divisdo de nuameros
naturais por meio do processo americano (que associa a divisdo a subtracbes
sucessivas), até que os alunos percebam que nao ha necessidade de distribuir de

1 em 1, economizando passagens.




47

Em seguida, sugere a introducao do processo longo ou do processo breve,
ressaltando a ordem de grandeza prevista para o quociente, antes de iniciar o
processo. A forma sintética do algoritmo da divisdo podera ser apresentada ao
final de um processo, onde os alunos ja tenham compreendido o significado da

cada etapa.

Na divisdo de numeros naturais nas quais 0 quociente € um ndamero
decimal, sugere que se trabalhe com material concreto, a fim de justificar o
aparecimento da virgula no quociente e as transformagfes sucessivas nos restos

obtidos.

5+4 5 |4
=4 1,25
lu udéc.c
1 unidade = 10 décimos 10 déc.
-8
2 déc.
2 décimos = 20 centésimos 20
20
0

Proposta curricular de matemaética (1992), pagina 63

Ja na divisdo de numeros racionais escritos na forma decimal, a sugestéo
€ gque se faca a abordagem de maneira analoga a que foi sugerida para a
multiplicacdo, determinando o quociente de um numero racional (escrito na forma
decimal) por uma poténcia de 10, relacionando a mudanca de posicdo da virgula

com o conceito de valor posicional.
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Por exemplo:

05+2 =———>» 5:2=25=—» 25+10=0,25,

para corrigir o quociente
x 10

logo 0,5 +2 =0,25.

Ou ainda, 6,21 + 1,8 =621 + 180 = 3,45.

x 100 x 100

Proposta curricular de matematica (1992), pagina 64.

Em problemas onde o elemento desconhecido € um dos termos da
multiplicacdo ou da divisdo, ressalta a importancia de se utilizar as propriedades

dessas operacdes, bem como a relacdo de uma com a outra.

3.2. LIVROS DIDATICOS

Fizemos uma breve analise das obras abaixo descriminadas, no que
concerne a multiplicacéo e a divisdo no dominio dos numeros inteiros positivos e
decimais. A anélise envolveu livros didaticos das séries iniciais (12 a 42 séries) e
da 5% série (pois nesta ocorre uma retomada dos conteidos). Foram observadas

as seguintes obras:

(1) Matematica no planeta azul (12 a 42 séries).
Célia Maria Carolino Pires, Maria Nunes e Marilia Barros de Almeida Toledo.

Editora Contexto, 1995.
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(2) Matematica ao vivo (12 a 42 séries).

Luiz Méarcio Imenes, José Jakubovic e Marcelo Lellis. Editora Scipione, 1993.

(3) Alegria de saber: Matematica (12 a 42 séries).

Lucina Passos, Albani Fonseca e Marta Chaves. Editora Scipione, 1992.

(4) Como é facil ! _ Matematica (12 a 42 séries).

Maria Emilia Correa e Mauro Galhardi. Editora Scipione, 1991.

(5) Mundo Magico: Matematica (12 a 42 séries).

Mariana Andrade e Lidia Maria de Moraes. Editora Atica, 1992.

(6) A conquista da Matematica: teoria e aplicacéo (12 a 42 séries).

José Ruy Giovanni e José Ruy Giovanni Jr.. Editora F.T.D., 1992.

(7) Matematica moderna (12 a 42 séries).

Walter Diniz Palumbo. Editora Lisa, 1988.

(8) Matematica e vida (52 série).
Vincenzo Bongiovanni, Olimpio Rudinin Vissoto Leite e José Luiz Tavares

Laureano. Editora Atica, 1995.

(9) Matematica na medida certa (52 série).

José Jakubovic e Marcelo Lellis. Editora Scipione, 1994.

As obras foram analisadas levando em conta os seguintes critérios:

| - Comentarios historicos: Em nenhuma das obras analisadas fez-se referéncia

a histéria da multiplicacéo e da divisdo. Ndo ha comentarios de quando e nem
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como se deu o desenvolvimento da multiplicacdo e da divisdo, da definicdo, da

terminologia e dos algoritmos.

Il -Defini¢cdes:

* Multiplicacdo de nimeros naturais

Nas obras analisadas, pudemos encontrar dois tipos de abordagem

envolvendo a multiplicagcdo de niumeros naturais:

Em continuidade a adi¢édo, ou seja, a multiplicacdo como adi¢cdes sucessivas de

parcelas iguais.

“Multi significa muitos ou muitas vezes.

A palavra multiplicar significa adicionar muitas vezes a mesma
guantidade.

Em Matemética, quando queremos adicionar muitas vezes a mesma
quantidade usamos a operacdo da multiplicacdo, conforme veremos nas
situacdes seguintes:

* Vocé esta vendo um prédio de apartamentos. Esse prédio tém 5 andares e em
cada andar h4 3 janelas. Quantas janelas h& nesse prédio de apartamentos?
Resolucéao:

S&o 5 andares e em cada andar temos 3 janelas. Entdo, temos:

3+3+3+3+3=15janelas
N 5vezes ~
5 vezes 3 da 15.
5x3=15
— sinal da multiplicacao; significa vezes

Dai temos:

3+3+3+3+3=5x3=15
N 5vezes ~ L— forma de multiplicacdo
L— forma de adicao”.

A conquista da Matematica 1, pagina 80.
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“Um campeonato de futebol vai reunir 12 equipes. sabendo que, no futebol,
cada equipe tem 11 jogadores titulares, qual o total de atletas titulares que ira
participar desse campeonato?

Quando o homem passou a reunir quantidades de varios conjuntos com o
mesmo numero de elementos, nasceu a multiplicacao.

Assim:

11+11+11+11+211+11+11+11+11+11+11=12x11".

Matematica e vida 52 série, pagina 41 e 42.

Em algumas das obras das séries iniciais, esta abordagem ¢€ utilizada, mas

dando énfase a linguagem de conjuntos.

Multiplicagao
Observe os desenhos & lala com atencan

i'. @%}J 1 EE._-':I,::I \\L:JE J '\ : — J

s e <2 _-_--____.-' ™, '*-._____ > " A

-, F
- — —

Eadfunios dé 2 patifnGss
# 2 @ & ou Jvezes 2 &igualab.

Axl2=8

Como é facil! _ Matematica 12 série , pagina 93.

“Quantos grupos de 2?
3 grupos de 2
2+2+2=3x2=6"

Matematica moderna 12 série, pagina 96.

Associada ao raciocinio combinatério, no qual combinamos quantidades de

objetos, agrupando-os e em seguida fazendo a contagem.
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“Antbnia tem 4 blusas (branca, azul, lilas e laranja) e 7 saias.
» Usando a blusa branca, ela pode se vestir de quantos modos?
» E usando a blusa azul, de quantos modos ela pode se vestir?
» Considerando as 4 blusas e as 7 saias, ha quantas possibilidades?”

Matematica ao vivo 4, pagina 91.

» Multiplicacdo de numeros decimais

Encontramos varios tipos de abordagem para a multiplicacdo de numeros

decimais:

Multiplicacdo de um numero inteiro (diferente de 10, 100 e 1000) por um
namero decimal, a fim de que a multiplicagdo possa ser escrita como adi¢des

repetidas de parcelas iguais.

“Zico vendeu 0,2 do tabuleiro de cocadas pela manha, 0,2 a tarde e 0,2 a
noite. Vamos saber a por¢ao do tabuleiro que Zico vendeu:
2 + 2 + 2 =6 ou

10 10 10 10

02 + 0,2 +02=0,6
3x0,2 =0,6
XOéZ —» Uma casa decimal
0,6 = uma casa decimal”.

Alegria de saber: Matematica 32 série, pagina 133.

Por meio de uma regra:

“Para multiplicar dois numeros decimais, devemos, no final, contar as

casas depois da virgula.
Veja: Exemplo:
3,2 uma casa 2,35 =» duas casas
X3 depois da X 4,6 =» +uma casa
9,6 virgula 1410
940
(multiplicam-se como numeros inteiros) 10,810 > trés casas depois da
\/irgllla”

Matematica moderna 42série, pagina 86.
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Multiplicacdo de um numero decimal por poténcias de 10.

“Vamos comecar multiplicando decimais por 10, 100, 1000, etc.. Para isso,
transformaremos os decimais em fracdes e iremos efetuar as multiplicagcdes com
essas fracoes.

Vamos multiplicar 1,223 por 10, 100 e por 1000.

Lembrando que 1,223 = 1223, temos:

1000
1,223.10=1223 .M = 1223 =12,23
2000 100
1,223 .100 = 1223 . 180 = 1223 =122,3
4000 10
1,223 . 1000 = 1223 . 4000 = 1223

4000

Multiplicando um numero decimal por 10, a virgula avangca uma posi¢cao

para a direita; por 100, a virgula avanca duas posi¢fes para a direita; por 1000,
avanca trés; e assim por diante”.

Matematica na medida certa, pagina 194.
Transformando os numeros decimais a serem multiplicados em nameros

inteiros, e corrigindo o resultado de acordo com os numeros dados inicialmente.

“Nds jA sabemos que para determinar a area de um retangulo, basta
multiplicar a medida da base pela medida da altura.

Entdo vamos calcular a area deste retangulo fazendo : 2,8 x 4,5

2,8cm

4,5cm

Como vocé faria esta conta ?
Olivia também tem uma sugestéao, veja so:

2,8 _ x10 , 28
_x45 x10 , x45
140
1120 + 100
1260 —*12,60".

Matematica no planeta azul 4, pagina 143.
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e Divisdo de numeros naturais

Em se tratando da divisdo de nimeros naturais, encontramos trés tipos de

abordagens:

Divisdo associada a idéia de reparticdo equitativa (distribuir igualmente).

“Seu Alfredo comprou 6 brinquedos para dar de presente a seus dois
filhos. Cada crianca recebeu 3 brinquedos. Seu Alfredo fez uma divisdo dos
brinquedos”.

6+2:36|L
6 3

6 dividido por 2 é igual a 3
0

Como é facil! _ Matematica 12 série , pagina 100.
Observacdao: Este tipo de abordagem aparece em todas as obras analisadas para

introduzir inicialmente a divisao.

Divisdo associada a idéia de formacédo de grupos com o mesmo numero de

elementos (divisdo quotitiva ou medida).

“Numa granja, os ovos sao acondicionados em caixas com 30 unidades
cada uma. A granja produz 1550 ovos por dia. Quantas caixas de ovos sdo
produzidas diariamente?”

Matematica e vida 5 série, pagina 59.

Observacéao: Este tipo de abordagem aparece inicialmente com menor freqiéncia
nas obras analisadas. Geralmente, ela aparece na introducdo do algoritmo da

divisao (por subtracdes sucessivas).

Divisdo como a operacgao inversa da multiplicacéo.

“Quantos grupos de 2?

grupos

Oito dividido por 2 é igual a quatro.
4x2=8 = 8+2=4",

Matematica moderna 12 série, pagina 108.
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¢ Divisdo envolvendo niumeros decimais

Encontramos varios tipos de abordagens para a divisdo de numeros

decimais:

Apresenta inicialmente divisdo de inteiros com quociente decimal e em seguida
de um numero inteiro por um decimal. Para isso, utiliza regras (passos da

diviséo):

“_ Devo efetuar 356 . Como fazer?
_ Vamos ver 35| 6
3075
5
_Oresto é5.
_ E agora? Como continuar?
_ Epa ja sei! Vamos acrescentar um zero ao resto e uma virgula ao

quociente. 35
-30_5
50

__Agora dividimos 50 por 6.

__ Entéao: —
35|6 35 dividido por 6
=30 5,83 nao resultou em
50 ——~ divisao exata.
=48 Acrescentamos mais um zero. 35+6=5,830u
20 35 = 5,83
=18 6

2 « Orestoé 2.
Entao: —

Acrescenta-se zero ao 1° resto e a virgula no quociente. Depois, para cada
casa além da virgula, vamos acrescentando zero ao resto.
Observe agora!

Como fazer neste caso: 6,25 | 5
1°) Iguala-se o niumero de casas depois da virgula: 6,25 | 5,00

2°) Elimina-se a virgula e divide-se normalmente:

625 (500 62,5+5=1250u
1250 1,25 62,5 =1,25".
2500 5
000

Matematica moderna 42 série, pagina 89 e 90.
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Divisdo de dois decimais transformando-os em numeros inteiros e corrigindo o

resultado de acordo com o0s numeros dados inicialmente (como a proposta

sugere):
“0,8+0,2="7 16,4+0,4="7 169+13="7
xlol lxlo xlol lxlo xlOOl lxloo
8 +2=7 164 +4 =7 169 +130="7

583,2+48="7 315+35="7? 04+8="7?

a0l [xao xeb b xa) [

5832 +48="7? ? 7?7 =? 4+80="7".

Matematica no planeta azul 4, pagina 146.
Utilizando notas e moedas, para que o aluno reparta quantias efetuando

divisbes com quociente decimal:

“(3) Efetuem as divisbes usando notas e moedas. Depois, completem:
Dividindo igualmente Cr$11,00 entre 4 pessoas, cada uma recebe
Dividindo igualmente Cr$12,00 entre 5 pessoas, cada uma recebe
Dividindo igualmente Cr$6,00 entre 5 pessoas, cada uma recebe
Dividindo igualmente Cr$7,00 entre 4 pessoas, cada uma recebe

Matematica ao vivo 4, pagina 101.
Il - Algoritmo: Geralmente, a multiplicacdo é trabalhada por meio de adicdes
repetidas e do algoritmo, muitas vezes de modo desvinculado, sem que o aluno
perceba a necessidade e compreenda o porqué do algoritmo. O algoritmo tém
aparecido como uma “receita”, onde o aluno deve saber os passos para realizar o

calculo.

Ja em relacdo a divisdo, ela € trabalhada algoritmicamente pelo processo
americano ou pelo processo longo ou breve, muitas vezes no segundo caso

desvinculada do conceito.
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IV - Exercicios:
As tabuadas de multiplicacdo aparecem em todas as obras das séries iniciais

gue foram analisadas.

Inidmeros exercicios e problemas, tanto de multiplicacdo como de divisao
precedidos de modelos aparecem em trés obras das séries iniciais que foram

analisadas.

Problemas envolvendo multiplicacdo de naturais, os quais por falta de dados

tornam-se imprecisos:

“Uma caixa de uva pesa 4 quilos. Quantos quilos pesam 3 caixas de
uvas?”’

Como é facil | _ Matematica 12 série, pagina 97.
Neste caso, ndo sabemos se as trés caixas de uvas tém 0 mesmo peso e

por isso ndo podemos determinar o peso delas no total.

Problemas envolvendo a multiplicacdo de decimais sem contexto, por exemplo:

“Gastei por dia 0,3 de 210 cruzados. Em trés dias quanto gastei?”

Matematica moderna 3%série, pagina 113.

“Um periquito come 0,3 de maméo por dia. Quanto come em uma
semana?”

Alegria de saber: Matematica 32 série, pagina 135.

“Gastei 0,3 de Cr$ 5 600,00. Quanto gastei?”

Como é facil | _ Matematica 4% série, pagina 113.
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Problemas envolvendo a divisdo de numeros naturais associada a idéia de
reparticdo equitativa, imprecisos na colocacdo dos dados, podendo levar a

solugdes diversas. Veja alguns exemplos:

“Vou distribuir 12 morangos em 3 cestas. Quantos morangos caberdao em

cada cesta?”
“Tenho 168 livros para guardar em 4 caixas. Quantos livros devo colocar

em cada caixa?”

Mundo magico: Matematica 2, pagina 96 e 97.

“Comprei 6 cadernos por 48 cruzados? Quanto custou cada caderno?”

Mateméatica moderna 22 série, pagina 100.

Em relac&o aos problemas apresentados falta a palavra “igualmente” para
que a divisdo esteja associada a idéia de reparticdo equitativa, pois como
aparece podemos colocar quantos morangos e livros desejarmos em cada uma
das cestas e caixas respectivamente. No terceiro problema ndo sabemos se os

cadernos tinham o mesmo prego.

Exercicios envolvendo a elaboracdo de problemas com as operacgdes:

“Invente problemas para serem resolvidos com as operacoes:

20 + 20 16 -8
16+ 8 16+4
35-20 4 x 8
10+5+3 3 x4
20+5 18+3".

Matematica no planeta azul 2, pagina 69.

Exercicios envolvendo o célculo do valor desconhecido na divisdo apresenta
somente o dividendo como o valor a ser descoberto, possibilitando assim que o
aluno faca sempre a operacao inversa para encontrar a solucdo. Tal abordagem

nao permite que o aluno estabeleca todas as relagcdes possiveis entre o
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dividendo, divisor, quociente e resto. Somente em duas das obras analisadas foi

colocado o divisor como valor desconhecido.

3.3. DISCUSSAO

Observamos que os livros didaticos exploram bastante as continuidades
entre o0s raciocinios aditivo e o multiplicativo, visto que em todas as obras
analisadas a multiplicacéo é introduzida como uma maneira mais rapida de fazer
adicoes repetidas de parcelas iguais. Pesquisas anteriormente citadas apontam
para este fato. E provavel que esta abordagem pode provocar um obstaculo
didatico, pois ela é valida no dominio dos inteiros positivos, mas no dos decimais
ela falha. Além do que, este tipo de abordagem pode desenvolver nos alunos a
concepcao de que “multiplicacdo sempre aumenta”. A superacéo deste obstaculo
pode ocorrer na medida em que se evidencie e se trabalhe também com as

descontinuidades entre os raciocinios aditivo e o multiplicativo.

Um outro fator que notamos € a énfase ao trabalho de um conceito
somente por meio de uma abordagem. Por exemplo, os alunos sabem multiplicar
por meio de repetidas somas, e 0 que serd que acontece quando a multiplicacao
€ apresentada como medida de area? Sera que eles sdo capazes de fazer tal

conexao?

Observamos também que geralmente a multiplicacdo ndo é abordada por

meio do raciocinio combinatério, envolvendo o principio multiplicativo. Este
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envolve a resolucdo de situacbes-problema nas quais existem dados de varias

naturezas.

Acreditamos que uma abordagem bem feita envolvendo o principio
multiplicativo oferecera condigcdes bastante satisfatorias para que os alunos de 5%

a 82 séries compreendam potenciacéo e radiciacdo, dentre outras coisas.

Observamos que, muitas vezes o algoritmo é dado de forma desvinculada
ao conceito, nao permitindo assim, que os alunos fagam conexao entre
conhecimento de conceitos e conhecimento de processos, ou seja, que os alunos
déem significado as operagdes. O algoritmo geralmente € introduzido por meio de
subtracfes sucessivas. Tal abordagem pode provocar um obstaculo didéatico, pois

pode criar nos alunos a concepgéao que “divisdo sempre diminui”.

A divisdo, em grande parte, é explorada associada a idéia de reparticao
equitativa, permitindo que o aluno néo faca conexdes entre o algoritmo e o
conceito, visto que a mesma também envolve a idéia de formacdo de grupos

(medida ou quota).
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4.1. TESTE DIAGNOSTICO

Alinhados as idéias de Vergnaud, que diz ser o uso de problemas
significativos um dos pontos mais importantes da Educacdo Matematica a fim de
gue o0s conhecimentos tedricos e praticos possam ser vistos pelos alunos como
uma ajuda genuina na resolucdo de problemas reais, no teste diagnéstico
escolnemos dar énfase aos seguintes aspectos do campo conceitual

multiplicativo:
» Possiveis relacdes entre dividendo, divisor, quociente e resto em uma diviséao.

» Descontinuidade entre adicdo e multiplicacdo, trabalhada no dominio dos
inteiros positivos (no qual ela pode ser vista como um modo mais rapido de

fazer adicOes repetidas de parcelas iguais) e no dominio dos decimais.

4.1.1. Desenho do teste diagnostico

Baseados nos resultados de pesquisas, no breve estudo de aspectos
histéricos e na andlise de livros didaticos, anteriormente citados, elaboramos o

teste diagnostico envolvendo as operacdes de multiplicagédo e de divisdo.

Tal teste foi composto de duas questdes, uma envolvendo multiplicacéo e

a outra divisao, conforme segue:
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Questao (1):

1) Em minha casa possuo 2 caes sem raca definida e um passarinho “canario da terra”. O consumo mensal
de ragdo pelos caes é de aproximadamente 15 quilos. J&4 o passarinho nem chega a consumir um quilo de
ragdo para passaros (ele come aproximadamente 0,65 quilos). Agora responda:

(a) Se o quilo da racéo para cées custa R$ 3,45, quanto gasto mensalmente para alimentar meus cdes?

(b) Ja o quilo da ragdo de passaros custa um pouco mais caro, R$ 4,00 (pois é prépria para canarios da
terra). Qual sera entdo o meu gasto mensal para alimentar meu passarinho?

Agora justifique o porqué das operacdes escolhidas para resolver os itens (a) e (b) da questédo 1.

Em qual dos casos acima (a) e (b) eu gastei mais dinheiro? Porqué?

O objetivo desta questdo € verificarmos por meio de uma situacao
multiplicativa a existéncia das concepc¢des “multiplicagdo aumenta” e “divisdo
diminui” nos alunos. Sabemos que as mesmas tém seu dominio de validade

somente no conjunto dos inteiros positivos.

Nossa hipotese € que eles estendam essas concepcgdes para o dominio
dos numeros decimais, por isso nossa escolha em trabalhar com esses numeros.
Na realidade, estas concepg¢Oes podem ser identificadas como teoremas-em-
acao (Vergnaud, 1983, 1987, 1988), pois podem funcionar, correta ou

incorretamente, antes mesmo de serem objetos de ensino.

As variaveis didaticas escolhidas visando o objetivo proposto na questado e

gue poderdo influenciar nas estratégias a serem utilizadas pelos alunos sao:

 Tipo de numero: No item (a), a escolha dos numeros 3,45 (um decimal maior do

que 1) como multiplicando, e 15 (um numero inteiro) como multiplicador, podera

ser um facilitador na escolha da operagcao multiplicacdo, bem como no momento
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da realizacdo do calculo, visto que neste caso a multiplicagdo podera ser vista

como um modo mais rapido de fazer adi¢cfes repetidas.

No item (b), acreditamos que a influéncia desta variavel podera ser maior,
levando em conta o que ja foi constatado por Fischbein et al. (1985). Neste caso,
sendo o multiplicando um numero inteiro (4) e o multiplicador um niimero decimal
menor que 1 (0,65), o grau de dificuldade na escolha da operacao correta e no

calculo a ser efetuado podera ser maior.

* Tipo de contexto em que o problema foi inserido: O fato dos alunos terem que

comparar o consumo de ragao pelos cées e pelo passaro (levando em conta que
0 passaro come menos que 0s caes), podera influenciar novamente na escolha

da operagao a ser efetuada.

As solucdes corretas poderdo ser as seguintes:

Esperamos que no item (a) os alunos calculem o gasto do consumo
mensal de racdo dos cdes por meio da multiplicacdo R$ 3,45 x 15 = R$ 51,75.
Neste item os alunos poderdao nédo encontrar muita dificuldade, visto que somente

o multiplicando € um numero decimal maior do que 1 (ver Fischbein et al., 1985).

Eles poderdo também adicionar 15 vezes o preco da ragéo (R$ 3,45).

No item (b), esperamos que os alunos fagam a multiplicacdo de R$ 4,00
por 0,65, encontrando como resultado R$ 2,60, que é menor que 0 preco inicial,

pois mensalmente o passaro come menos ra¢do do que os céaes.
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Segundo o0s resultados de pesquisas apontadas anteriormente, a
dificuldade nesse item podera ser maior do que no item anterior, em virtude do
multiplicador ser um numero decimal menor do que 1 e o produto ser menor que
o multiplicando. Isso sO6 poderia ser testado por estimativas, mas o0s alunos

frequentemente deixam de avaliar a qualidade de suas respostas.

As solucgdes incorretas poderao se apresentar da seguinte forma:

Item (a):

Os alunos poderdo escolher a operagdo correta (R$ 3,45 x 15), mas

efetuarem os célculos incorretamente.

Este item pode ser visto como um item de controle, ndo se antecipando
erro (enquanto escolha da operagéo), pelo fato do multiplicador ser um namero

inteiro e a situacao ser bastante simples.

Item (b):

« E possivel que os alunos calculem o gasto por meio da divisio R$ 4,00 + 0,65
O R$ 6,15, jA que o multiplicador € menor que 1. Neste caso, a escolha da
operacao divisdo, pelos alunos, pode ser um primeiro indicio da presenca das
concepc¢des “multiplicacdo aumenta” e “divisdo diminui”, pois 0 consumo de racao
pelo passaro € menor que um quilo. Sendo assim, para que o resultado da
operacédo escolhida seja menor, segundo essas concepcdes, a operagédo a ser

feita deverda ser a divisao.
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* Eles poderdo também realizar outra operacao (adicdo ou subtracédo).

» Os alunos poderédo escolher a operacao correta (R$ 4,00 x 0,65), mas efetuar

os calculos incorretamente.

Questao (2):

2)Resolva as questbes propostas abaixo:
1) 414+ 1=23. 2)[ 1+59=27.

Como vocé poderia me convencer que a sua resolugdo para as questdes acima apresentadas é a correta?

O objetivo desta questéo é verificarmos se os alunos ao serem colocados
frente a uma divisdo sdo capazes de estabelecer as relagbes possiveis entre

dividendo, divisor, quociente e resto.

Sabemos que nem sempre é possivel apelar para a operacéo inversa em
guestdes nas quais se quer descobrir o valor desconhecido, como por exemplo

no item (1).

As variaveis didaticas escolhidas visando o objetivo proposto na questado e

gue poderdo influenciar nas estratégias a serem utilizadas pelos alunos sao:

e Tipo de numero: A escolha por numeros inteiros maiores que 20, podera

influenciar de duas maneiras no desempenho da questao.

Primeiro, estes nimeros nao sendo tdo “pequenos” (ordem de grandeza

das dezenas e das centenas) podem desencorajar os alunos a buscarem a
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solucdo por meio de calculos mentais e sim efetuarem os célculos usando papel
e lapis. Isto permite que consigamos saber as estratégias usadas pelos alunos na

resolucao da questao.

Segundo, 0s numeros sao inteiros, o que podera facilitar os calculos dos
alunos, levando a um indice de sucesso maior do que em questdes envolvendo

nameros racionais, por exemplo.

» Tipo de operacdo: A escolha da operacdo divisdo foi feita de maneira

proposital, buscando o objetivo proposto da questdo. Se tivéssemos escolhido a
multiplicacdo, por exemplo, ndo seria possivel verificar se os alunos realmente
refletiram sobre a operacdo a ser feita ou se eles apenas se utilizaram do fato
que a multiplicacéo e a divisdo sdo operacdes inversas. Em outras palavras, nado
poderiamos verificar se 0os alunos sdo capazes de estabelecer as rela¢cdes entre

dividendo, divisor, quociente e resto em uma diviséo.

» Posicdo dos numeros: Sabemos que na divisdo a funcdo dos numeros ndo € a

mesma, ndo havendo simetria entre dividendo e divisor. Portanto, quando
apresentamos o valor a ser descoberto, primeiro como divisor e posteriormente
como dividendo, esperamos solu¢des envolvendo ndo sé a multiplicagdo, mas

também a divisao.

No item (1), esperamos que o0s alunos facam 414 x 23 = 9522, e ndo 414 +
23 = 18, reforcando a idéia que eles tém de que “a multiplicagédo e a divisdo séo
operac0Oes inversas, entédo se tivermos uma divisdo devemos fazer multiplicagéo e

vice-versa”. Sendo assim, esperamos um indice de sucesso inferior comparado
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ao item (2). Neste caso eles n&o estariam refletindo sobre as relagdes envolvidas

na divisdo e sim aplicando diretamente regras contidas em livros didaticos.

No item (2), esperamos que o0s alunos ndo apresentem maiores
dificuldades, visto que temos [ ]+ 59 =27, cujo o valor desconhecido podera ser
encontrado por meio da operacédo inversa. Ou seja, fazendo 59 x 27 e obtendo

como resultado 1593.

Os tipos de justificativas que poderdo ser encontradas séo do tipo:

* Tanto no item (1) como no (2) devemos multiplicar os niumeros dados para
encontrar o valor desconhecido, visto que a multiplicacdo é a operagéo inversa da
divisdo. Neste tipo de justificativa confirmamos a idéia citada anteriormente de
que “como a multiplicacéo e a divisdo sao operagdes inversas, entdo se eu tenho

divisdo eu devo fazer multiplicacéo e vice-versa”.

* No item (1) devemos dividir 414 por 23, a fim de encontrarmos o numero que
multiplicado por 23 tem como resultado 414. Descobriremos assim, o numero

pelo qual 414 deve ser dividido para se obter como resultado 23.

No item (2) devemos multiplicar 59 por 27, para encontrarmos o0 namero

gue dividido por 59 tem como resultado 27.

e Também esperamos que o0s alunos somente efetuem os calculos, sem
justificativas, visto que eles ndo estdo acostumados a dar justificativas neste tipo

de questao.
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4.1.2. Sujeitos

O estudo foi realizado com um grupo de 32 alunos na faixa etaria de 11-14
anos de idade. Destes, 16 cursavam a 52 série (sendo 11 meninas e 5 meninos) e
16 cursavam a 72 série do 1° grau (7 meninas e 9 meninos) em uma escola da
rede particular, considerada de classe média alta por possuir uma variedade de
recursos, tais como computadores, um grande acervo na biblioteca, professores
qualificados, entre outros. Os sujeitos foram escolhidos de forma aleatéria e

trabalharam durante o teste diagndstico sempre em duplas.

Fizemos a escolha das séries citadas acima, baseados nos seguintes

fatos:

« Na 5% série, podemos supor que as criancas ja possuam uma formacio
bastante sélida de como se trabalhar com as quatro operac¢des fundamentais e
nesta série, mais especificamente, se inicia a passagem da Aritmética para a

Algebra.

» Na 72 série, esperamos que as crian¢as tenham um desenvolvimento cognitivo
mais formal e sejam capazes de abstrair. Neste nivel as criancas ja vém
trabalhando por dois anos com conceitos mais complexos dentro do campo
conceitual multiplicativo (as quatro operacdes, entre outras coisas, estdo sendo

usadas dentro de conhecimentos mais sofisticados).

Fizemos a opc¢ao pelo trabalho em duplas, pois somente desta maneira
conseguimos gerar um conflito cognitivo, no qual um aluno argumenta com o
outro tentando convencé-lo de que a sua solucao é a correta, constituindo assim

um processo de construcdo de conhecimento.
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E necessario salientarmos também que o trabalho em duplas é uma
variavel de situagcdo, na medida em que podera influenciar de maneira positiva no

desempenho dos alunos, levando em conta o que ja foi citado anteriormente.

Finalmente, escolhemos uma escola da rede particular em consequéncia

de dois fatores:

» O alto nivel de repeténcia verificado na escola publica poderia ndo garantir que
0S sujeitos tivessem idades proximas as que foram estabelecidas para o estudo,
sendo assim, escolhemos a escola privada. Tal fato, poderia interferir nos
resultados da pesquisa, ja que o desenvolvimento cognitivo dos sujeitos de

idades distintas ndo € o mesmo.

» Além disso, ap0s o contato com a direcdo da escola para mostrar a finalidade
da pesquisa, houve interesse e uma pré-disposicdo da equipe da mesma em

participar.

4.1.3. Material

Os alunos utilizaram lapis, borracha e uma folha de rascunho na resolucéo.

A fim de que tivéssemos um acompanhamento efetivo dos alunos na
resolucdo das questbes, foram observadas e foram gravados os didlogos de

cinco duplas de cada série.
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4.1.4. Procedimento

Os alunos trabalharam em duplas, aleatoriamente, sendo oito duplas de
cada série. O teste teve duracdo de aproximadamente uma hora e meia, e foi
realizado em duas etapas: a primeira com as duplas da 72 série e a segunda com

as duplas da 5% série.

Entregamos um teste para cada dupla. O teste foi lido em voz alta no inicio
de cada etapa. As duplas foram dispostas em uma sala de aula bastante grande,
a uma distancia de mais ou menos 1,5 metro uma da outra. Todas as questdes

foram resolvidas a lapis.

Durante a resolucdo das questdes, cinco duplas foram acompanhadas por
um observador cada uma, sendo que este fez anotagdes e uso do gravador para

o0 acompanhamento dos dialogos das duplas.

4.1.5. Analises

4.1.5.1. Panorama Geral do Teste Diagndstico

Primeiramente faremos uma analise em termos quantitativos da
competéncia (sucessos e fracassos) das duplas nas duas questdes do teste
diagnéstico. A seguir um grafico mostra o desempenho (quanto aos sucessos)

das duplas de nossa amostra nas questdes analisadas.
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Desempenho dos alunos no teste diagnodstico
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Em nossa amostra, composta de 32 alunos, trabalhando em duplas, dentro
das 64 possiveis respostas corretas, obtivemos 51, indicando um indice de sucesso

geral de 79,7%.

Porém, ao analisarmos esta amostra pelo grau de instrugcdo dos alunos,
constatamos uma ligeira superioridade dos alunos da 72 série em relacéo aos da 52
série. Observamos que os alunos da 72 série obtiveram um indice médio de

sucesso de 87,5%, enquanto os da 5% série obtiveram 71,9%.

E importante salientarmos que consideraremos como indice satisfatorio de

sucesso quando este for maior ou igual a 75%.

Considerando os quatro itens analisados, percebemos que no item 1(b) os
alunos das duas séries que compunham a nossa amostra obtiveram um fraco
desempenho (indice de sucesso inferior a 75%). Ja nos itens 1(a) e 2(2), os
alunos de ambas as séries de nossa amostra obtiveram um desempenho

satisfatorio (indice de sucesso igual ou superior a 75%).
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A partir destes dados podemos dizer que as dificuldades comuns aos
alunos das duas séries de nossa amostra residiram nos itens envolvendo a
operacdo de multiplicagdo, sendo o multiplicador da mesma um numero decimal
menor que 1. Parece-nos também que os alunos da 5% série apresentaram
dificuldade em estabelecer as rela¢des entre dividendo, divisor, quociente e resto,

pois obtiveram um indice de sucesso inferior a 75%.

4.1.5.2. Panorama detalhado do teste diagndéstico

Questéo 1

Na questdo [1] composta de dois itens, os alunos tinham que encontrar o
valor mensal gasto para comprar racdo para dois cdes e em seguida para um

passaro canario da terra.

Os alunos de ambas as séries de nossa amostra obtiveram 100% de
sucesso no item 1(a). As 16 duplas se utilizaram com sucesso da multiplicagéo de
R$ 3,45 por 15 e obtiveram R$ 51,75. Como haviamos previsto no desenho do
teste, os alunos n&o encontraram dificuldade na resolugéo deste item, talvez pelo
fato do multiplicador ser um inteiro positivo. Pesquisas anteriormente citadas
mostram que os alunos parecem néo encontrar dificuldades em reconhecer o tipo
de operacao e realiza-la quando o multiplicador € um namero inteiro positivo. Nao
obtivemos nenhum tipo de solucdo que levasse ao fracasso.

No item 1(b) envolvendo também a multiplicacdo, verificamos um indice de

sucesso de 62,5% dos alunos da 72 série e 50% dos alunos da 52 série. As
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solugbes de sucesso foram obtidas pela multiplicagdo de R$ 4,00 por 0,65,
encontrando como resultado R$ 2,60, como haviamos previsto no desenho do

teste.

Ao compararmos os resultados obtidos nos itens 1(a) e 1(b), eles parecem
indicar que a presenca de um numero decimal como multiplicador, no caso 0,65
(que é menor do que 1) pode ter sido um complicador. Pesquisas anteriormente
citadas mostram que os alunos podem apresentar maior dificuldade em
multiplicacdes quando o multiplicador das mesmas € um numero decimal

(especialmente quando o0 mesmo é menor que 1).

Trés duplas de nossa amostra, duas da 72 série e uma da 52 série,
percebendo a dificuldade em se trabalhar com o multiplicador 0,65 (um decimal
menor que 1), trocaram a ordem dos fatores, ou seja, fizeram 0,65 multiplicado
por R$ 4,00, obtendo é claro, o resultado correto. Este tipo de solugéo representa
33,3% das solucbes corretas apresentadas. Nao haviamos previsto esta solucdo
no desenho do teste. E possivel que os alunos tenham se lembrado que a
multiplicacdo é uma operacdo comutativa ou ainda que eles tenham trocado a
ordem dos fatores por ndo saberem solucionar o problema com um multiplicador
decimal menor do que 1. As duas duplas da 72 série que optaram por esta
solucdo foram observadas e durante a resolugdo fizeram o0s seguintes
comentarios:

Dupla 7C: (F): - N6és temos que multiplicar 4 por 0,65.
(G): - Faz 0,65 x 4. E mais facil do que 4 x 0,65.

Dupla 7F: (P): - E mais facil multiplicar 0,65 por 4 do que somar 0,65 quatro

Vezes.
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J& as solugdes incorretas que levaram ao fracasso foram do tipo:

(@) Escolha da operacdo correta, mas erro no célculo da multiplicacdo de
R$ 4,00 por 0,65. Os alunos ndo souberam como posicionar a virgula no
resultado obtido. Tal fato indica que ha uma concepc¢do multiplicativa, porém

verificamos que os alunos apresentam dificuldades relativas a competéncia

algoritmica (conhecimento de processos).

(b) Escolha de uma operacéao incorreta. Neste caso a divisdo de R$ 4,00 por 0,65,
apresentando como justificativa: “Como R$ 4,00 é o preco de um quilo, para
saber o pre¢co de menos de um quilo devemos dividir, pois quando vocé multiplica
um numero ele aumenta e quando vocé divide ele diminui”. Como haviamos
previsto, este tipo de solugcdo com tal justificativa, pode ser um indicio nos alunos
da existéncia das concepc¢des “a multiplicagdo aumenta” e “a divisao diminui”.
Durante a resolucéo os comentarios de duas das duplas foram os seguintes:

Dupla 7B: (F): - Para descobrir o gasto com a ragéo do passaro vocé deve

multiplicar 4 que € o prego do quilo por 0,65 Kg.

(T): - Nao &, porque custa 4 reais o quilo e ele gasta menos que 4, pois ele

ndo come nem 1 quilo por més. Entdo tem que dividir.

Finalmente a dupla concorda que a operagao a ser realizada deve ser a

divisdo de 4 por 0,65.

Dupla 7A: Apos a leitura do item 1(b)

(C): - Tem que fazer isto vezes 4.
(CV): - Tem que fazer divisdo. Faz 4 + 10.
(C): - Porqué dividir por 10?
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(CV): - Porque depois a gente soma o resultado 6 vezes mais a metade.

(C): - Nao vai dar certo, pois ele ndo gasta 65 quilos de ragdo, é 65 gramas. Um quilo de
racéo custa R$ 4,00.

(CV): - Faz 4 por 10.

Pesquisadora: - Porqué vocé acha que deve dividir por 10?

(CV): - Porque o resultado que der, eu somo 6 vezes e mais a metade do resultado, porque
eu ndo achei um nimero somando desse 65.

Pesquisadora:- Vocé acha que devem ser feitas duas opera¢fes?

(C): - E complicado.

Pesquisadora: - Vocé quer fazer 4 dividido por 10, depois somar 6 vezes e mais a metade
do que vai dar.

(CV): - 0,65 quilo é igual a 65 gramas.

(C): - Nos podemos fazer outra operagdo. Tem que ser 0,65 dividido por 4.

Fizeram os calculos e uma delas encontrou como resultado 21 e outra 1,6.

(CV): - Nao pode! Pois tem que dar no minimo 2 reais, pois ele gasta mais do que a
metade de um quilo de racdo e aqui deu 1,60.

(C): - Vamos voltar depois para a primeira questao.

(c) Escolha de uma operacdo incorreta. A subtracdo 0,65 de R$ 4,00,
apresentando como justificativa: “Como 0 passarinho come menos que 0S caes
devemos subtrair”. Houve neste caso, a associacao da expressao “come menos”
com a idéia de subtrair, muitas vezes porgue na sala de aula o professor fala que

“subtrair é fazer conta de menos”.

(d) Escolha da operagdo multiplicacdo. No caso 0,65 multiplicado por 1000,
acreditando ter que transformar as unidades quilograma em grama. Apesar de
terem feito este calculo, perceberam que estava incorreto, pois justificaram que o
passaro come menos que 0s cdes e nado poderia ter gasto mais. Ndo haviamos

previsto este tipo de solucéo.
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Assim sendo, as estratégias que levaram ao fracasso podem ser

representadas como abaixo:

Fracasso (@) (b) (c) (d)
Porcentagem 57,1% 14,3% 14,3% 14,3%
Questéo 2

A questdo [2] composta de dois itens e da justificativa, envolveu o calculo
do valor desconhecido em duas divisdes, sendo um deles o dividendo e o outro o

divisor.

a

No item 2(1) obtivemos um indice de sucesso de 100% dos alunos da 7¢

série e 62,5% dos alunos da 52 série.

76,9% das solucgdes de sucesso foram obtidas por meio da divisdo de 414
por 23, enquanto 23,1 % das solu¢gbes de sucesso foram obtidas por meio de
multiplicagGes por tentativas, fazendo por exemplo, 23 x 11, 23 x 12, 23 x 13,..., e
finalmente 23 x 18. Talvez o fato da multiplicacdo e a divisdo serem operacdes

inversas possa ter influenciado este tipo de resolucéo.

Observamos nas solugbes de sucesso, um indice de 38,5% de
justificativas do tipo “fizemos a prova real’. Ainda dentro das solucdes de
sucesso, tivemos uma justificativa do tipo: “Quando eu tenho o dividendo e o
qguociente eu divido para saber qual é o divisor e quando eu tenho o divisor e o

guociente eu multiplico para saber qual é o dividendo”. Este pode ser um indicio
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de que tais alunos reconheceram as possiveis relacdes entre dividendo, divisor,

guociente e resto, ou ainda, que eles decoraram regras.

Como j& haviamos dito, somente os alunos da 52 série de nossa amostra,
obtiveram solugbes que levaram ao fracasso, sendo que estas apresentaram-se

da seguinte forma:

» Fazendo 414 multiplicado por 23 e obtendo como resultado 9522, apresentando
como justificativa a utilizacdo da operacdo inversa ou ainda “se a conta € de
dividir e o contrario da conta de dividir € multiplicar, entdo nesses casos devemos
fazer o contrario da conta”. Tais justificativas mostram (como haviamos previsto)
que os alunos nao estabeleceram relacdes entre dividendo, divisor, quociente e
resto. E possivel que eles tenham memorizado o fato que quando se tem
multiplicacdo ou divisdo em questdes do tipo “encontrar o valor desconhecido”,
deve-se aplicar a operacéo inversa. Este tipo de solucao representa 66,7% das

solugdes incorretas.

» Solugbes em branco, representando 33,3% das solucdes incorretas.

No item 2(2) obtivemos um indice de sucesso de 87,5% dos alunos da 72
série e 75% dos alunos da 52 série. Todas as solu¢des de sucesso foram obtidas

por meio da multiplicagdo de 59 por 27, ou seja, por meio da operagao inversa.

Comparando esses resultados, observamos que o desempenho dos alunos
da 52 série foi inferior no item 2 (1), visto que a solug&o correta ndo era obtida por
meio da operacdo inversa. E possivel entdo que os alunos ndo consigam

estabelecer todas as relacbes possiveis entre dividendo, divisor, quociente e
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resto. Vejamos 0s comentarios de mais significativos algumas duplas observadas
durante a resolugéo desta questéo:
Dupla 7A: (C): - Eu lembro direitinho que vocé tem que fazer a operagao contraria para dar
o resultado, ou seja, tem que fazer 414 vezes 23.
Pesquisadora: - O que vocé chama de operagéo contraria?

(C): - O vezes é o contrario do dividir e o mais € o contrario do menos. Eu aprendi

assim, mas ndo ta dando certo.

Dupla 5A: (J):- Se a conta é de mais eu tenho que fazer menos ou vice- versa. Se a conta

€ de dividir, eu tenho que fazer vezes.

Dupla 5C: (AL): - Resolva as questdes abaixo: 414 dividido por alguma coisa da 23. Tem
gue fazer aquela operacgéo inversa, nao é?

(C): - Eu sei isso, mas esqueci.

Dupla 5E: A dupla fez 414 vezes 23, mas achou que o resultado
encontrado era muito grande. Chegaram a desistir de resolver o problema e até

gue um dos elementos da dupla resolveu dividir.

Podemos confirmar, a partir desses comentarios, que nem sempre 0S
alunos estabelecem as relagbes entre dividendo, divisor, quociente e resto.

Parece-nos que num primeiro momento eles memorizaram uma regra do tipo:

"Para descobrir o valor desconhecido devemos efetuar a operagéo inversa

aguela que aparece".

Conforme resultados acima, observamos, dentre outras coisas, que as

maiores dificuldades dos alunos residiram:
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« Em uma situacao-problema multiplicativa quando o multiplicador € um numero
decimal (principalmente quando este € menor que 1) e o produto € menor que o
multiplicando. Ou seja, o tipo de numero pode ter influenciado na escolha da

operacao e na resolucéo do problema.

« Em estabelecer as possiveis relacdes entre dividendo, divisor, quociente e

resto.

4.2. SEQUENCIA DE ATIVIDADES

Levando em conta as dificuldades apresentadas pelos alunos no teste
diagnéstico, nés elaboramos uma sequéncia de atividades buscando a superacao

das mesmas .

4.2.1. Desenho da Sequéncia de Atividades

Na elaboracdo dessa seqUéncia consideramos as macro-escolhas

originadas no teste diagnaostico, a saber:

» Situacdes-problema envolvendo multiplicacdo de numeros decimais, nas
quais ou o multiplicando € um numero decimal, ou o multiplicador € um nimero
decimal, ou ainda, quando os dois sdo numeros decimais. As situacdes

envolverdo também ndmeros racionais escritos na forma fracionaria.
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» Problemas envolvendo diviséo, trabalhando as rela¢des entre dividendo, divisor,

guociente e resto.

Segue entdo, a sequéncia de atividades:

Atividade |

(1) Sabemos que 1 quilo de ragéo para passaros custa R$ 4,00. Quanto pagarei se comprar:

(a) 8 quilos

(b) 4 quilos

(c) ¥ quilo

(d) 1/10 de quilo

(e) A metade de 1/10 de quilo
(f) 6/10 de quilo

* Vamos agora discutir as nossas solu¢des com as dos demais colegas.

(2) Calcule mentalmente e assim que terminar os célculos de cada item, coloque o resultado na cartolina e

levante a méo para poder apresentar o seu resultado aos demais colegas e explicar como vocé pensou.

Cada metro de fio de arame custa R$ 1,60. Dé o preco de:
(a) 3 metros de arame;

(b) 3,5 metros de arame;

(c) 0,75 metro de arame.

* Vamos ent&o debater os nossos resultados com os dos colegas.

O objetivo desta atividade é trabalhar com a multiplicacéo tanto no dominio

dos numeros inteiros, quanto no dominio dos racionais, promovendo um debate

sobre as estratégias de solucdes dos alunos e tentando fazer com que os

mesmos percebam que as concepcdes de que “multiplicacdo aumenta” e “divisdo

diminui” tém validade somente no dominio dos inteiros positivos, ndo se

estendendo ao dominio dos racionais.

Escolhemos como variaveis didaticas nesta atividade:
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 Tipo de numero: A escolha tanto de numeros inteiros como de numeros

racionais, sob a forma de fragdo e na notacdo decimal, vem de encontro ao
objetivo da atividade, ou seja, a fim de mostrar aos alunos que as concepc¢des
que “multiplicacdo sempre aumenta” e “divisdo sempre diminui” representam
conhecimentos locais, visto que sdo validos somente no dominio dos inteiros

positivos.

» Forma de representacdo do numero: O fato de termos representado os nimeros

racionais do item (1) na forma de fracdo e ndo na notacdo decimal podera
favorecer na escolha da operacdo, no caso a multiplicacdo, ja que no teste
diagnéstico percebemos que um racional escrito na forma decimal pode ter sido
um complicador, tanto na escolha da operacéo correta a ser realizada, bem como

nos calculos a serem efetuados.

e Célculo mental: O fato de trabalharmos com o célculo mental na questéo (2)

podera incentivar os alunos a resolverem a mesma, visto que eles deverdo
somente apresentar o resultado e ndo a estratégia utilizada para chegar a

solucao.

» Debate entre os alunos: A promoc¢édo de um debate entre os alunos ao final da

resolucao das questdes podera fazer com que consigamos saber mais facilmente
como os alunos raciocinaram, visto que eles terdo que argumentar sobre suas

solucdes.

Nossa expectativa € que os alunos nao apresentem dificuldades no item
(1), pois eles poderao resolvé-lo por meio de correspondéncias uma-para-muitas

(Nunes & Bryant, 1996), como por exemplo: “Se 1 quilo custa R$ 4,00, entdo 8
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quilos custardo R$ 32,00, e assim sucessivamente”, ou até calcularem
mentalmente. E possivel que eles apresentem dificuldade para determinar 6/10

de quilo, pois requer um pensamento multiplicativo mais elaborado.

No item (2) esperamos que eles ndo apresentem dificuldades na escolha
da operacdo multiplicacdo, visto que o item (1) ja devera ter encaminhado o
raciocinio dos alunos para a realizacdo da multiplicacdo. Talvez, eles possam
apresentar dificuldade em realizar os calculos mentalmente, mas o item (1)

poderda induzir os alunos a transformar os decimais em fragoes.

O uso da propriedade distributiva podera ser um facilitador na resolucao
dos itens, por exemplo: na multiplicacdo 3 por 1,60 eles poderéo fazer primeiro
3 x 1, depois 3 x 0,60 e em seguida somar. Formalizando este raciocinio,

podemos escrever: 3x(1+0,60)=3x1+3x0,60=3+1,80=4,80.

Atividade Il
Vamos trabalhar com a calculadora?
(a) Como vocés poderiam encontrar o resto da divisdo de 59 847 394 por 98762 usando uma calculadora?
Lembramos que a calculadora faz somente as quatro operacdes basicas, adicdo, subtragdo, multiplicagédo e
diviséo (ndo tem um botdo para encontrar o resto). Além disso, observamos que se a resposta da divisédo (o
guociente) nao for um namero inteiro, o resultado dado pela calculadora sera apresentado na forma decimal.
Descreva como vocé poderia usar a calculadora para encontrar o resto e porqué. Descreva um

segundo método se vocé puder.

(b) Imagine que em sua calculadora o botéo da divisdo Elesté guebrado. Como vocé faria para

encontrar o resto da divisdo de 1692 por 45, usando somente as operacdes de adi¢cdo , subtracao D

e multiplicacdo .

Descreva pelo menos um método.
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O objetivo desta atividade é trabalhar com os alunos as relacdes entre
dividendo, divisor, parte inteira do quociente, parte ndo-inteira do quociente e 0
resto. Além disso, essa atividade também tem o intuito de observar como o0s

alunos entendem as relagdes entre a multiplicagcéo e a divisao.

Escolhemos como varidveis didaticas as que seguem:

» Tipo de numero: A escolha por niumeros inteiros podera facilitar os céalculos

dos alunos, levando a um indice de sucesso maior do que em questdes

envolvendo nimeros decimais.

» “Tamanho” dos numeros: Os numeros escolhidos sdo bastante “grandes”, na

ordem dos milhdes, para desencorajar os alunos a efetuarem qualquer tipo de

calculo com lapis e papel.

» Trabalho com calculadora: A escolha do uso da calculadora aparece como

motivador, e com o intuito de fazer com que os alunos percebam as relacbes
entre o dividendo, divisor, quociente e resto, além das relacbes entre a

multiplicagao e a diviso.

Esperamos primeiramente que os alunos tentem criar um contexto para o
problema, como uma estratégia para dar significado aos niameros envolvidos na
atividade. E possivel que eles estabelecam relacdo entre o processo de divisdo e

0 conceito de divisdo como criacdo de grupos iguais (divisdo medida).

Esperamos que eles apresentem como métodos:
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* Calcula-se o produto da parte inteira do quociente pelo divisor e depois subtrai-
se do dividendo. Temos um indicio que os alunos estabeleceram tal relacdo com

a divisao euclidiana: D =d.q +r.

* Multiplica-se a parte decimal do quociente pelo divisor. Se o resultado for um
namero decimal, deve-se arredondar para 0 numero inteiro mais proximo. Neste
caso, o aluno multiplica a parte decimal do quociente pelo divisor, pois a parte
decimal representa algo que restou e que “cabe” tantas vezes o divisor no

dividendo.

» Subtrai-se sucessivamente o divisor do dividendo, verificando quantas vezes o

divisor cabe no dividendo (divisdo medida).

E possivel ainda que os alunos apresentem como solucdo que a parte

decimal do quociente é o resto, sendo esta considerada incorreta.

4.2.2. Sujeitos

Trabalhamos na sequéncia de atividades com uma amostra de apenas 12
sujeitos, sendo seis alunos de cada série (trés duplas). Todos eles ja haviam

participado do teste diagnostico.

4.2.3. Material

A sequéncia, buscando a superacéao das dificuldades detectadas no teste

diagnéstico, foi composta de duas atividades.
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Os alunos trabalharam com Il4pis e borracha para a resolucdo das
questdes. Cartolinas e canetas piloto foram utilizadas na atividade | item (2), visto
que apods encontrarem o resultado da operagédo por meio de célculo mental, eles
deveriam apresenta-los para a classe levantando a cartolina com o resultado
escrito na mesma. Na atividade Il cada dupla pode utilizar uma calculadora

simples (com as quatro operagdes fundamentais).

Utilizamos uma filmadora para registrar os debates ocorridos durante a

aplicacao da sequéncia.

4.2.4. Procedimento

Os alunos novamente trabalharam em duplas, sendo trés duplas de cada
série. Pedimos aos alunos que as duplas fossem formadas pelos mesmos
elementos participantes do teste diagnostico. As atividades | e Il foram
trabalhadas em uma sessdo com duracdo de 3 horas com cada uma das séries

em separado.

Iniciamos a sessdo com cada uma das séries explicando o motivo da
aplicacdo da sequéncia de atividades. Logo apos, distribuimos um papel

contendo o item 1 da atividade | para cada uma das duplas.

Fizemos a leitura do item 1 integralmente e explicamos que a resolucao
poderia ser obtida por meio de calculo mental ou por meio de algoritmos

utilizando papel e lapis, para posteriormente discutirmos as estratégias usadas. O
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tempo utilizado para a resolucao foi de 20 minutos. Iniciamos entdo um debate
sobre as estratégias ou o procedimento utilizado por cada uma das duplas para a

resolucdo de cada um dos itens.

Durante o debate, levantamos questdes para cada uma das duplas, como

por exemplo:

- Vocés consideram mais facil trabalhar com nameros escritos na forma de fracédo

ou na forma decimal?

- O fato dessa fragBes serem decimais facilitou o célculo mental ou ndo?

O debate durou aproximadamente 20 minutos, totalizando uma duracéo de

40 minutos para o item 1.

Finalizado este item, explicamos que o item 2 da atividade | tratava-se de
um jogo com algumas questdes envolvendo célculo mental. NOs entdo
distribuimos trés pedacos retangulares de cartolina e uma caneta piloto para cada

dupla.

Entregamos para cada dupla uma folha fechada contendo o item (a). Em
seguida pedimos que as duplas abrissem o papel e resolvessem a questédo por
meio de célculo mental, colocando, o mais rapido possivel, o resultado obtido na
cartolina e levantando-a para os demais colegas observarem o resultado.
Repetimos 0 mesmo procedimento para o item (b) e (¢). Assim que alguma dupla
levantava a cartolina com o resultado, nds discutiamos as estratégias utilizadas.
Mesmo os resultados incorretos foram discutidos. O tempo de duragao deste item

foi de aproximadamente 30 minutos.
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Perguntamos aos alunos:

- O item 1 foi mais facil do que o item 2? Porqué?

Entre a atividade | e a atividade Il, os alunos tiveram um intervalo de 20

minutos.

Para a atividade Il, primeiramente entregamos aos alunos uma calculadora
e um papel contendo o item (a). Lemos em voz alta a atividade. Estabelecemos
um tempo maximo de 30 minutos para o término do item (a). Na medida em que
os alunos encontravam um método, nds solicitivamos que eles o aplicassem

para divisbes com numeros inteiros menores, como por exemplo, 9 + 4.

Discutimos os métodos encontrados pelas duplas durante 15 minutos. Em

seguida, repetimos o procedimento utilizado no item (a) no item (b).

Durante a aplicacao das duas atividades as duplas foram filmadas.

4.2.5. Discusséao dos resultados da seqUéncia

Visando um melhor acompanhamento de nossa sequéncia de atividades,
no sentido de permitir que o leitor se intere da dindmica da mesma,
transcreveremos diversos debates, ora com uma dupla em particular, ora com
todo o grupo. Apos a transcricdo, faremos comentarios fundamentados em nosso
referencial tedrico, nos principais resultados de pesquisas, na analise de livros

didaticos, entre outros. Dessa forma, a primeira transcricdo diz respeito a
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atividade I, da qual transcreveremos abaixo parte do debate de uma das duplas
da 72 série, seguido da discussdo geral com o grupo todo. A seguir, faremos
também uma transcricdo de uma das duplas da 52 série, acompanhada do debate
geral, visando ilustrar as concepg¢fes dos alunos relativas a multiplicagdo no

dominio dos numeros inteiros positivos e também no dominio dos racionais.

Atividade | _ 12 Parte

Dupla 7B : Pesquisadora: - Como vocés fizeram para calcular?

(T): - Fizemos a tabuada do 8 e do 4 (no a e no b) e no (c) fizemos de cabeca. Os
outros itens ndo eram tao ébvios porque eram fragdes.

Pesquisadora: - Mas o item (c) também era fragéo!

(T): - Mas é a metade de um quilo.

Pesquisadora: - O que vocés fizeram no item (d)?

(C):- 10/10 é igual a 4 reais entédo 1/10 é igual a 0,40.

Pesquisadora: -E para achar a metade desse 1/107?

(T): - E0,20.

Pesquisadora: - E como vocés encontraram 0,20 rapidamente?

(T): - E porque é a metade do 0,40.

Pesquisadora: - E 6/10 de quilo?

(T): - No6s fizemos 0,40 x 6.

Pesquisadora: - Porqué?

(T): - Porque 1/10 era 0,40.

Pesquisadora: - Vocés ndo tiveram nenhuma dificuldade na escolha da operacdo
multiplicacdo?

(T): - Nao.

Neste dialogo, nos parece que a dupla ndo encontrou dificuldade em
trabalhar com as fragbes. Talvez isso tenha ocorrido pelo fato das fragcdes terem
sido representadas na forma decimal (o que pode ter facilitado os calculos).
Acreditamos que a dificuldade seria maior, tanto na escolha da operagdo como

nos célculos, se tivéssemos escrito 0,6 ao invés de 6/10, visto que 0,6 € um
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decimal menor do que 1. Resultados de pesquisas anteriormente citados (por
exemplo, Greer, 1988) e o teste diagnodstico apontaram dificuldades nessa
direcdo. Tal fato, continua a dar indicios a respeito de nossa hipotese sobre as

concepgoOes dos alunos.

Ao final dos debates do item 1 perguntamos aos alunos se o tipo de
namero proposto havia influenciado nas estratégias utilizadas para a resolucao, a
fim de que pudéssemos ter maiores indicios sobre as concepg¢des dos alunos.

Transcreveremos abaixo parte desse debate.

Pesquisadora: - Ninguém tentou transformar os nimeros em decimais?

Todos:- N&o.

Pesquisadora: - E mais dificil trabalhar com niimeros decimais do que fracdes?
Todos: _E.

Pesquisadora: - Se eu tivesse colocado 0,1 ao invés de 1/10, vocés teriam dlvida na
hora de calcular?

(O): - Nao. S6 demoraria mais para calcular.

Pesquisadora: - Tanto faz eu colocar 0,1 de quilo ou 1/10 de quilo que o resultado é o
mesmo?

Todos: - Sim.

Pesquisadora: - O que aconteceu com 0 que eu vou pagar pela ragéo do item (a)

até o item (f)? Utilizamos o mesmo raciocinio para todos os itens, mas o que aconteceu?
Todos: - Foi diminuindo.

Pesquisadora: - Qual a operacgéo utilizada no item (a)? E no item (b)?

Todos: - Multiplicaco.

Pesquisadora :- No item (c), € a mesma coisa multiplicar por 0,5 ou dividir por 2.
Qual é a diferenca entre o nimero 8 (item a) e o0 0,5? Eles pertencem ao mesmo
conjunto?

(G): - Nao. O 0,5 nao é inteiro. Ele esta no conjunto dos decimais.

Pesquisadora: - Mas o que aconteceu da multiplicacdo por 8 para a multiplicacdo por
0,5?

Todos: - Diminuiu.
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Pesquisadora: - A multiplicagéo tanto pode ter como resultado um niimero maior
que os fatores quanto um ndmero menor?

Todos: - Sim.

A nossa intencdo com esse debate era dar subsidios para que os alunos
pudessem perceber que a multiplicagdo nem sempre aumenta e que tal fato
depende do dominio onde se esté trabalhando. Se tal fato aconteceu, poderemos

comprovar no teste final e na entrevista.

Dupla 5AA : Pesquisadora: - Como vocés calcularam o custo de 8 quilos se 1 quilo de
racao custa 4 reais?

(R): - A gente simplificou 4 reais para o nimero 4 e depois a gente multiplicou por 8 e

deu 32. Ai nés colocamos os zeros no final.

Pesquisadora: - Para 4 quilos, vocés fizeram a mesma coisa?

(R): - Sim.

Pesquisadora: - E para calcular meio quilo?

(R): - A gente dividiu o preco do quilo por 2.

Pesquisadora: - E 1/10 de quilo?

(R): - A gente dividiu 4 reais por 10, ai deu 0,4 que é 40 centavos.

Pesquisadora: - E a metade de 1/10 de quilo?

(R): - A gente pegou o 1/10 e dividiu por 2 para dar a metade.

Pesquisadora: - E 6/10 de quilo?

(R): - A gente sabe que 6/10 é mais da metade. Pegamos a metade mais 1/10.

Pesquisadora :- E se ao invés de 6/10 eu perguntasse 0,6, ficaria mais facil ou mais

dificil de calcular?

(R): - A mesma coisa, porque nao muda. S6 muda na hora de escrever.

Pesquisadora: - Vocés preferem trabalhar com fracdo ou decimal?

(R e A): - Tanto faz. Decimal ou fracéo !
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Atividade | _ 22 Parte

Item (a):

Transcreveremos abaixo parte do debate com a 72 série, e em seqiéncia
com a 5% série, com o intuito de mostrar que os alunos ndo apresentam maiores
dificuldades em resolver problemas envolvendo multiplicacdo com multiplicando
decimal e com multiplicador inteiro positivo, ja que nesse caso é valida a
abordagem de multiplicagdo como adicdes repetidas de uma mesma parcela.
Ainda como em resultados de pesquisas citadas anteriormente (por exemplo,
Luke, 1988), ndo existe diferenca significativa de dificuldade em problemas cujo o

multiplicando é um numero inteiro, ou ainda, decimal maior ou menor que 1.

A dupla 7C resolveu o item (a) primeiro e levantou a cartolina com o

numero 4,80.

Pesquisadora: - Foi facil calcular isso?

(G): - Sim.

Pesquisadora: - Como vocés calcularam?

(G): - Fizemos 1,60 x 3.

Pesquisadora: - Como vocé fez?

(G): - Primeiro nds fizemos 0,60 por 3 que da 1,80 e depois multiplicamos 3 por 1 e

SOomamaos.

Note aqui que a dupla utilizou a propriedade distributiva como facilitadora
do calculo, visto que o multiplicando era um decimal, como haviamos previsto.
Podemos considera-la como um teorema-em-acao, na medida em que os alunos

talvez ndo soubessem formaliza-lo[ax (b +c)=axb +axc].
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Pesquisadora: - Como vocés fizeram o célculo?
Dupla 5DD: (C): - Fizemos 1,60 + 1,60 + 1,60.
Pesquisadora: - Vocés fizeram por somas repetidas?
(C): - E.

E importante salientarmos que a concepgao de multiplicagdo como adi¢bes
repetidas de uma mesma parcela aparece bastante clara no discurso da dupla
acima. Uma outra dupla da 72 série também utilizou essa mesma estratégia. E
fundamental observarmos como os alunos estendem conhecimentos validos no
dominio dos inteiros positivos para o dominio dos racionais. Acreditamos que tal
fato seja decorrente da transposicdo didatica, visto que a escola costuma
trabalhar com muito mais énfase no dominio dos inteiros, principalmente nas
séries iniciais, nas quais os conceitos de multiplicacdo e divisdo sdo introduzidos.
Podemos considerar também esse procedimento como um teorema-em-acao, ou
seja, o custo de 3 metros de arame € igual ao custo de 1 metro, mais 1 metro e

mais 1 metro, e que pode ser expresso formalmente por meio da aplicagao linear

f:Z - Z: f(1+1+1)= f(1) + f(1) + f(1) ou f(3 . 1) = 3 . f(1).

Pesquisadora: - A dupla vencedora calculou como?

Dupla 5AA: (R): - A gente multiplicou por 2. Depois a gente adicionou 60 centavos e
depois mais 1. S6 que na realidade a gente tirou a virgula e colocou o total como 48 e
depois a gente colocou a virgula novamente.

Pesquisadora: - Vocés preferem trabalhar com ndmeros inteiros?

(R): - E bem melhor.

Neste caso, a dupla percebendo a dificuldade em se trabalhar com
nameros decimais, tentou decompor os numeros a serem multiplicados e além

disso, tirou a virgula dos mesmos trabalhando com eles como se fossem inteiros.
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Novamente percebemos uma influencia da escola na énfase ao trabalho com

ndmeros inteiros.

Iltem b:

A seguir, apresentaremos parte do debate com a 72 série, visando mostrar
gue os alunos também parecem nao apresentar dificuldades em trabalhar com
multiplicador decimal (sendo este maior que 1), confirmando resultados obtidos

por Greer (1988).

Pesquisadora: - Como vocés fizeram?

Dupla 7C: (G): - A gente dividiu 1,60 por 2 e somamos com 4,80.

Pesquisadora: - (M) e (O) como fizeram? Pode falar.

Dupla 7H: (M): - A gente fez a mesma coisa, pegou primeiro a parte inteira e depois a
parte decimal.

Pesquisadora: - As meninas fizeram a mesma coisa? N&o tentaram fazer o calculo no
papel?

Dupla 7B: (T): - Fizemos a mesma coisa. A gente ja sabia quanto valia 3 metros e
somamos com meio metro.

Pesquisadora: - No caso, vocés acham que facilitou a seqiiéncia de célculos, pelo fato de
vocés terem a possibilidade de utilizar calculos anteriores? Se eu tivesse colocado
somente o 3,5 metros e ndo o0 3 metros?

(T): - Sim. Com certeza, nos calculariamos 3 metros primeiro, para depois calcular 3,5
metros.

Pesquisadora: - 3 metros e 3,5 metros sdo nimeros diferentes, um € inteiro e o outro
decimal. A multiplicagdo aumentou ou diminuiu do item (a) para o (b)?

Todos: - Aumentou.

Pesquisadora: - Mas 0 que aconteceu na primeira parte da atividade 1? A gente multiplicou
certos decimais e...

Todos: - Foi diminuindo.

Pesquisadora: - Aqui nés multiplicamos primeiro por um inteiro e depois por um decimal,

e 0 que aconteceu na multiplicacdo?
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Todos: - Aumentou.

Pesquisadora: - Existe uma regra basica para a multiplicacao? Eu posso falar que ela
sempre aumenta ou sempre diminui?

(G): - Na primeira parte nés multiplicamos o 4 por nUmeros menores que ele, por isso
diminuiu.

Pesquisadora: - Ela pode diminuir ou aumentar?

Todos: - Pode.

Mais uma vez, nos parece que apds os debates os alunos perceberam que
as concepcdes de que "multiplicagdo sempre aumenta” e "divisdo sempre

diminui" s6 séo validas no dominio dos inteiros positivos.

Item c:

Abaixo descreveremos as estratégias usadas por duas duplas, uma da 72
série e outra da 5?2 série, no sentido de mostrar que um problema envolvendo uma
multiplicacdo na qual o multiplicador € um nimero decimal menor que 1, faz com
que os alunos busquem estratégias diferentes, pois nesse caso a multiplicacdo
como adicbes de parcelas repetidas ndo é valida. Mostraremos ainda, que a
forma de escrita do numero racional pode influenciar no desempenho dos alunos,
visto que muitas vezes, eles transformaram os decimais para a forma fracionéria,

buscando facilitar os calculos.

Pesquisadora: - As meninas fizeram como?

Dupla 7B: (T): - A gente pegou a metade de 1,60 e a metade da metade de 1,60 e
sSomoul.

Pesquisadora: - Porqué a metade da metade? A metade de 1,60 da quanto?
(T): - 0,80.
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Pesquisadora: _ E depois?

(T): - Depois a gente pegou a metade da metade e somou, pois assim daria 0,75.
Pesquisadora: - Vocés ndo pensaram em transformar 0,75 em fracdo?

(T): - Nao.

Percebemos que a dupla acima citada usou uma estratégia bastante
interessante, na medida em que utilizaram-se, talvez até inconscientemente, da
propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a soma. Novamente um
teorema-em-acdo. NOs haviamos previsto que a utilizacdo dessa propriedade
poderia vir a ser um facilitador para os calculos com os decimais e com as

fracoes.

Pesquisadora: - Como vocés fizeram?

Dupla 5B: (AL): - NGs fizemos 1,60 dividido por 4.

Pesquisadora: - Vocés lembraram que 0,75 é a mesma coisa qué?

(AL): - 3/4. Entéo nds fizemos 1,60 dividido por 4 para depois multiplicar por 3.
Pesquisadora: - Para fazer calculo mental é mais facil transformar em fracdo?

(AL e L): - E.

Pesquisadora: - Se ndo houvesse tempo para conferir esse calculo, eu saberia que deve
dar um namero maior ou menor do que 1,607

(L e AL): - Menor.

Pesquisadora: - Porqué menor?

(L e AL): - Porque 0,75 é menor que 1 metro.

A dupla acima parece confirmar nossas hipoteses de que os alunos tém
maior facilidade em trabalhar com nameros escritos na forma fracionaria do que
na forma decimal (principalmente quando o mesmo € um decimal menor do que
1). Nesta atividade trabalhamos com a idéia de Schwartz (1988), que aponta uma
série de falhas em se introduzir a multiplicagdo como um modo mais rapido de

fazer adicOes repetidas de uma mesma parcela. Focalizando o referente em
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guestéo, trabalhamos com quantidades extensivas e intensivas. Observamos, por

exemplo, que a multiplicagdo de uma quantidade com o referente preco/metro e

7

uma quantidade cujo o referente € metros gera uma quantidade cujo referente
ndo € nem preco/metro nem metros. No caso € prec¢o. Tal fato depende entéo,
como Schwartz complementa, da habilidade em se interpretar a relagéo expressa
pela quantidade intensiva (preco/metro) em uma associa¢cédo de duas quantidades

extensivas, preco e metros.

Atividade Il _ 12 Parte

Duas duplas da 72 série apresentaram procedimentos iguais para encontrar
0 resto da divisado de 597847394 por 98762, relacionando a mesma com a divisao

euclidiana, como seré descrito a seguir:

Pesquisadora: - O que vocés fizeram?

Dupla 7H: (O): - Eu fiz a divisdo dos nimeros e peguei o resultado da divisédo e multipliquei
pelo divisor.

Pesquisadora: - Como era esse resultado? Inteiro ou decimal?

(O): - Era decimal.

Pesquisadora: - O que vocé fez?

(O): - Eu peguei o0 quociente...

Pesquisadora: - Vocé pegou o numero todo que apareceu no visor da calculadora?

(O): - 605,97592.

Pesquisadora: - Vocé pegou esse nimero e multiplicou por quanto?

(O): - Por 98762. E o resultado eu subtrai do dividendo.

Pesquisadora: - E o resto deu quanto?

(O): - 1.

Pesquisadora :- E vocé sabe me explicar se esse método é correto?
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(O): - Depois eu conferi e achei que esta certo.

Pesquisadora: - Se vocé fizesse uma divisdo com nimeros menores, por exemplo 5 + 3,
vocé acha que estaria certo?

(O): -5 +3da 1,666... e por esse método o resto da 0,0000002.

Pesquisadora: - Para que esse método seja eficiente ele deveria ser valido para qualquer

divisdo. Tente achar outro método.

Neste caso os alunos perceberam que o método encontrado ndo era valido
para uma divisdo bastante simples e que seria necessario encontrar um método

vélido para encontrar o resto em qualquer divisdo.

Pesquisadora: - Como vocés fizeram para encontrar o resto?

Dupla 7C: (G): - A gente fez a divisdo e deu 605,97592, ai n6s descartamos 0s niumeros
apos a virgula do 605. Ficamos s6 com a parte inteira. Ai a gente multiplicou por 98762 e
deu 59751010 e dai a gente subtraiu esse nimero de 59847394 e deu 98384 que é o
resto.

Pesquisadora: - Esse método funciona para 7 dividido por 47?

(G): - D4 3 como resto. Ta certo!

A dupla acima descrita parece ter estabelecido uma das relacdes possiveis

da divisdo euclidiana, ou seja, se D =d.q + r, entdo D - g.d =r. Percebemos que

o simples fato do método ser valido para uma divisdo com numeros menores, faz
com que os alunos generalizem o processo para qualquer divisdo. Na 52 série,

nenhuma das duplas conseguiu encontrar um método para achar o resto.

Atividade Il _ 22 Parte

Nesta etapa, duas duplas da 72 série e uma da 5% série apresentaram

métodos iguais. O botdo da divisdo estava quebrado e os numeros a serem
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divididos eram “menores” do que os apresentados na primeira parte, tal fato pode
ter induzido os alunos a utilizarem a estratégia de subtragdes sucessivas, visto
gque a mesma é geralmente utilizada na escola para introduzir a divisdo. A
atividade tinha o intuito de mostrar, entre outras coisas, que a divisdo ndo € um
conceito isolado (ela deve ser abordada dentro de um campo conceitual), ou seja,
ela se inter-relaciona com a adicdo, subtracdo e principalmente com a
multiplicacao.

Pesquisadora: - Como vocés encontraram o resto 277

Dupla 5DD: (AP) :- A gente foi multiplicando por 45 alguns numeros (10, 20 ,30) e

verificamos que por 35 dava perto. Entdo multipliquei por 36, 37 e 38, e vimos que dava

37.

(CC): - Entéo a gente pegou 37 x 45 e deu 1665. Pegamos 1692 - 1665 e deu 27 como

resto.

Logo apOs a dupla da 5% série apresentar esse método, as outras da
mesma série verificaram que esse também era valido para a divisdo da primeira

parte da atividade.

Uma das duplas da 72 série fez por subtragfes sucessivas. Nesse caso, €
forte a concepcgao "divisdo sempre diminui”, visto que para fazer subtracdes
sucessivas o dividendo deve ser maior que o divisor, reforcando nossa hipotese

sobre as concepc¢des dos alunos, anteriormente citada.

Os alunos parecem ter encontrado menor dificuldade nesse item. Talvez se
deva pelo fato dos nimeros serem de ordem menor do que 0s apresentados na

primeira parte.
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Conforme a discussdo dos resultados da sequéncia de atividades acima
descritos, aparentemente acreditamos que os alunos superaram as dificuldades
entdo detectadas no teste diagndstico. Sendo assim, faremos um teste final para

confirmarmos tal fato.

4.3. TESTE FINAL

O objetivo do teste final foi verificarmos se apds a aplicagdo da seqiéncia
de atividades proposta anteriormente, os alunos superaram as dificuldades

detectadas no teste diagnostico.

4.3.1. Desenho do Teste Final

Elaboramos o teste final em correspondéncia matematica com o teste
diagnéstico, ou seja, enfocando os aspectos do campo conceitual multiplicativo
nos quais os alunos apresentaram maior dificuldade. Este teste tem por objetivo
verificar se houve um crescimento no desempenho dos alunos apos a aplicagédo

da sequéncia de atividades.

Apresentamos a seguir o teste final:

(1) Sabemos que a distancia entre Aracatuba e S&o Paulo é aproximadamente 5 vezes a distancia de S&o
Paulo até Campinas. Essa Ultima distancia € de 100 Km. Qual é entdo a distancia entre Aragatuba e Sao

Paulo?
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(2) A distancia entre Porto Alegre e Florianopolis é quatro décimos da distancia entre Aracaju e Fortaleza,

sendo essa de 1190 Km. Qual é entdo a distancia entre Porto Alegre e Florianépolis?

(3) Descubra o valor desconhecido em cada um dos itens abaixo:

(@) 414+~ =23 (b) +59=27

4.3.2. Sujeitos

Trabalhamos com a mesma amostra envolvida na sequéncia de atividades

(12 alunos).

4.3.3. Material

Os alunos utilizaram lapis, borracha e uma folha de rascunho na resolucéo

das questoes.

4.3.4 Procedimento

Os alunos trabalharam em duplas, aleatoriamente, sendo trés duplas de
cada série. O teste teve duracdo de aproximadamente uma hora e foi realizado
em duas etapas: a primeira com as duplas da 72 série e a segunda com as duplas

da 52 série.
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Entregamos um teste para cada dupla. O teste foi lido em voz alta no inicio

de cada etapa. Todas as questdes foram resolvidas a lapis.

4.3.5. Analises

O gréafico a seguir nos mostra o desempenho de nossa amostra composta

de 12 alunos no teste final, trabalhando em duplas, apds participarem da

seqgUéncia de

atividades. Dentro das 24 possiveis respostas corretas, obtivemos 21,

indicando um indice de sucesso geral de 87,5%. Tal indice de sucesso representa um

aumento de aproximadamente 10% em relacdo ao teste diagnostico.

Ao analisarmos esta amostra pelo grau de instrucdo dos alunos, constatamos

ainda uma ligeira superioridade dos alunos da 72 série em relacéo aos da 52 série.

Observamos que os alunos da 72 série obtiveram um indice médio de sucesso de

91,7%, enquanto os da 5% série obtiveram 83,3%. Mas também percebemos que

em comparacdo ao teste diagndstico, a 5% série apresentou um crescimento

variacional maior do que a 72 série.
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401
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Desempenho dos alunos - teste diagnoéstico - teste final
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Como ja haviamos observado, a 72 série parece ndo apresentar maiores
dificuldades nas questbes envolvendo as relacdes entre dividendo, divisor,
guociente e resto na divisdo, pois o desempenho dos alunos nessas questdes,
tanto no teste diagndstico, como no teste final, foi bastante satisfatorio, ou seja,
acima de 75%. Como nés avaliamos somente duas questdes envolvendo essas
relacbes, ndo podemos dizer que os alunos estabelecem todas as relagbes
possiveis na divisdo. Portanto, acreditamos que seja necessario entrevistarmos
os alunos individualmente, a fim de constatarmos, entre outras coisas, se eles
realmente estabelecem as relagbes na divisdo, ou se eles somente conhecem
alguns procedimentos que para essas questdes sdo validos, ou seja,
verificaremos se eles tém o conhecimento de processos ou o conhecimento de

conceitos (Simon, 1993).

4.4. ENTREVISTA

4.4.1. Desenho da Entrevista

Na analise do teste final percebemos que ndo haviamos explorado todas
situacbes que pudessem confirmar nossas hipoteses. Resolvemos elaborar
entrevistas individuais, nas quais investigaremos aspectos que nos mostrem se
realmente os alunos superaram as dificuldades encontradas no teste diagndstico,
expandindo seus campos conceituais multiplicativos, na medida em que
pudessem perceber que 0os conceitos de multiplicacdo e divisdo ndo se resumem

bY

a adicdes repetidas de uma mesma parcela e a subtracfes sucessivas. Além
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disso, ndo nos foi possivel verificar se os alunos realmente avancaram, ou seja,
se o saber foi capitalizado apos a aplicacdo da sequéncia de atividades. Assim
sendo, escolhemos uma proposta formal para as entrevistas, pois estamos
interessados em saber se os alunos estdo descontextualizando o saber ora

apreendido.

Outro objetivo das entrevistas € também verificar por meio de questdes
envolvendo o célculo do valor desconhecido na multiplicacdo e na divisdo, se os
alunos conseguem estabelecer relacdes entre a multiplicagéo e a diviséo e ainda,
se eles, apds a sequéncia, conseguem ver a multiplicacdo ndo s6 como um modo

mais rapido de fazer adi¢des repetidas e a divisdo como subtracfes sucessivas.

Encontre o valor desconhecido em cada um dos itens abaixo:

Parte |

(@[ ]+45=100 (b)62+[ ]=248

(©98~+[ ]=1 (d[ 1+0=0

eo=[ 1=0 ()27 x[ ]1=108
Parte Il

(@32x[ [=16 (hy[ 1x576=576

Mox[ ]=0 ([ 1x1=387

(hei8x[ ]=0 Mm[ 1x0=171

4.4.2. Sujeitos

A mesma amostra envolvida na sequéncia de atividades (12 alunos)

participou da entrevista. Entrevistamos também uma amostra de 12 alunos de
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outra escola particular (sendo 6 da 5% série e 6 da 72 série) que ndo havia
participado da sequéncia de atividades, para que pudéssemos té-la como

parametro de comparacéao.

4.4.3. Material

Os alunos utilizaram lapis, borracha e uma calculadora simples na

resolucao das questodes.

4.4.4 Procedimento

O procedimento utilizado nas entrevistas foi o0 mesmo com as duas
amostras de alunos. Os alunos foram entrevistados individualmente. A entrevista
teve duracdo de aproximadamente 30 minutos, sendo realizada em duas etapas:

a primeira com os alunos da 52 série e a segunda com os alunos da 72 série.

Foi explicado para cada aluno que eles poderiam ou nao utilizar a
calculadora para resolver as questdes da entrevista. Eles poderiam resolvé-las
também por meio de calculo mental ou por meio de célculos a serem efetuados

com lapis e papel.

As questdes da entrevista foram distribuidas em fichas, contendo dois itens
em cada uma delas. Os alunos receberam uma ficha por vez para ser resolvida.

Assim que uma ficha era resolvida ele recebia outra.
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Durante a resolucdo, perguntamos algumas questbes para os alunos,
baseados num roteiro de entrevista previamente elaborado. Esse roteiro foi feito
para garantir uma sistematizagdo de como e porqué os alunos estavam
resolvendo. Vale salientar que o roteiro contém questfes basicas. Outras
questdes poderiam surgir durante a entrevista, dependendo da clareza das

respostas dos alunos. Por exemplo:

* Nas questdes (d) e (e) perguntamos:

- O que significa para vocé dividir por zero?
- O que significa para vocé a operacéo divisdo?
- O que significa o dividendo para vocé?

- O que significa o divisor para vocé?

« Nas questbes (h), (i), (j) e (I) perguntamos:

- O que significa multiplicar para vocé?

- O resultado da multiplicacdo pode ser igual a um dos fatores ou ela sempre aumenta?

Os dialogos ocorridos durante a entrevista foram gravados.

4.45. Analises

A fim de simplificarmos a notag¢é@o na andlise das entrevistas, chamaremos
de amostra (1) a amostra de alunos que participaram da sequéncia de atividades,
e de amostra (2) a amostra de alunos que participaram somente das entrevistas,

0S quais servirdo como parametro de comparacgao.
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Primeiramente apresentaremos um grafico mostrando um panorama geral

dos indices de sucesso das duas amostras entrevistadas.

Desempenho dos Alunos
da Amostra (1) na Entrevista

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

Porcentagem de Sucessos

7a série
5a série

Questdes

Desempenho dos Alunos
da Amostra (2) na Entrevista

Porcentagem de Sucessos

7a série
5a série

Questdes

Neste panorama geral, podemos verificar superficialmente que houve uma
ligeira superioridade no desempenho da amostra (1), que participou da sequéncia

de atividades, sobre a amostra (2), que participou somente das entrevistas. Das
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144 possiveis respostas corretas, 109 foram obtidas pelos alunos da amostra (1),
representando um indice médio de sucesso de 75,7%. Ja a amostra (2) obteve 87

respostas corretas, representando um indice médio de sucesso de 60,4%.

A seguir nés discutiremos as questdes das entrevistas conforme cinco
niveis, os quais foram criados a partir dos sucessos dos alunos das duas

amostras.

 Nivel (1) - Fazem parte deste nivel as questbes (c), (f), (h) e (j), nas quais o
indice de sucesso obtido pelas duas amostras (considerando as duas séries) foi
de 100%. De fato, encontramos nessas quatro questdes caracteristicas comuns

quanto ao modo de resolvé-las. Por exemplo:

* Uso da operacao inversa: Todas as questbes poderiam ser resolvidas pela

aplicagcédo da operagao inversa, fato esse que os alunos parecem ter memorizado
em suas aulas, pelo que pudemos verificar da breve analise da transposicdo
didatica. Por exemplo, 83,3% dos alunos da amostra (1) e 50% dos alunos da

amostra (2) utilizaram a operacéo inversa para resolver o item (f).

* Uso de uma propriedade: Algumas delas poderiam também serem resolvidas

por meio de célculo mental ou aplicando uma propriedade largamente difundida

nos livros didaticos, por exemplo:

“Qualquer namero vezes 1 da o préprio numero”. 50% dos alunos de
ambas as amostras apresentaram esse tipo de justificativa na questdao (h) e

41,7% dos alunos de ambas as amostras justificaram dessa maneira na questao

OF
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“Qualquer numero dividido por ele mesmo da 1. 16,7% dos alunos da
amostra (1) e 58,3% dos alunos da amostra (2) apresentaram esse tipo de

justificativa na questéo (c).

* Nivel (2): Consideraremos neste nivel apenas a questéo (a), na qual obtivemos
um indice de sucesso praticamente semelhante as questdes do nivel (1). A Unica
excecao foi a 52 série da amostra (2) que obteve um indice de sucesso um pouco
inferior (66,7%). Tal desempenho se comparado aos indices dos outros alunos
nessa questdo pode ser um indicativo de que este conteddo ndo havia sido
solicitado ainda em sala de aula, pois alguns alunos comentaram a esse respeito
durante a entrevista. Outra possibilidade seria a tensdo dos alunos no inicio da

entrevista, visto que essa questdo era a primeira da mesma.

* Nivel (3): Incluimos neste nivel as questdes (i), (I) e (m), as quais envolveram
multiplicagcdo por zero, sendo este ora multiplicando, ora multiplicador, ou ora

produto.

O indice de sucesso foi bastante satisfatorio para ambas as amostras. Veja

tabela abaixo:

Amostra Sucesso Sucesso Sucesso Sucesso Sucesso Sucesso
52 série 72 série 52 série 72 série 52 série 72 série

Q(i) Q(i) Q(l) Q(l) Q(m) Q(m)
(1) 100% 66,7% 100% 100% 100% 83,3%
(2) 66,7% 83,3% 100% 83,3% 83,3% 100%

Como nas questdes (h) e (j) do nivel (1), aqui também os alunos poderiam

se valer da aplicacdo de uma propriedade largamente difundida nos livros

didaticos,

na qual

a multiplicacdo por zero obtém-se zero no produto.
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Praticamente todos os alunos de ambas as amostras apresentaram como

justificativa para essas questdes a que segue:
"Qualguer numero multiplicado por zero da como resultado zero".

Considerando que nenhum dos grupos obteve um indice de sucesso
inferior a 2/3, podemos supor que a multiplicagdo na qual um dos fatores € zero
ndo é problema para os alunos de ambas as amostras entrevistadas. E
interessante salientar que os mesmos alunos aceitam o fato do produto ser igual
& um dos fatores da multiplicac&o (contrariando a concepc¢ao de que multiplicacdo
sempre aumenta). Acreditamos que eles tenham memorizado tal fato como uma

regra, sem fazer reflexdes a respeito disso.

* Nivel (4): Neste nivel consideraremos as questdes (d) e (e), envolvendo diviséo,

ora com dividendo zero e ora com divisor.

E a partir deste nivel que as dificuldades comecam a aparecer, como

mostra a tabela abaixo:

Amostra(1) Amostra(1) Amostra(2) Amostra(2)
Sucesso Sucesso Sucesso Sucesso
52 série 72 série 52 série 72 série
Quest&o (d) 0% 66,7% 50% 50%
Questao (e) 33,3% 16,7% 0% 33,3%

A tabela mostra ainda que os alunos de ambas as amostras encontraram

maiores dificuldades na resolucdo da questdo (e), visto que o indice de sucesso

encontrado foi inferior.
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Na questao (e), diversos tipos de raciocinio foram encontrados, ndo sendo

possivel estabelecer categorias, com uma unica excecao.

16,7% dos alunos da amostra (1) disseram que a resposta € 1, justificando
que todo numero dividido por 1 d4 ele mesmo. Mais uma vez, os alunos
demostram ter memorizado uma regra, sem contudo refletirem a respeito da
divisdo na qual o dividendo é zero, além de ndo estabelecerem relacdes na

mesma.

Para entendermos o porqué do fraco desempenho nestas questbes
precisamos nos deter no que os alunos disseram durante a entrevista. Podemos

categorizar essas falas conforme dois tipos de explicagao:

(a)_Zero considerado como "nada”, “nenhum” e “conjunto vazio” : Na questao (d)

16,7% dos alunos da amostra (1) e 50% dos alunos da amostra (2) disseram que
dividir por zero é como dividir por nada, como podemos ilustrar com os diadlogos

abaixo:

Pesquisadora: - O que significa para vocé dividir por zero?
(C): - Se vocé tem nada e vai dividir por nada, quanto vocé vai ficar? Com nada. Vocé nem

tinha antes. (Amostra (2) - 5% série).

(I): - Nao da para dividir nenhum nimero por zero. E impossivel.

Pesquisadora: - Porque ndo da para dividir nenhum ndmero por zero? O que significa
dividir para vocé?

(I): - Distribuir um ndmero por outro nimero.

Pesquisadora: - Me dé um exemplo.

(I): - Distribuir 5 lapis para 5 pessoas, vocé da um para cada uma.

Pesquisadora: - E o que significa dividir por zero?

(I): - E dividir para ninguém. Vocé divide por nada. (Amostra (2) - 7% série).
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Observamos no que foi citado acima que os alunos associam o zero as
palavras “nada”, “nenhum”, “conjunto vazio”, entre outros. Como ja foi dito
anteriormente, um dos conceitos envolvidos no campo conceitual multiplicativo é
0 conceito de numero. Como o0 numero zero ndo expressa grandeza, os alunos

dizem que ele representa nada.

(b) Regra matematica: 16,7% dos alunos da amostra (1) disseram que é uma

regra matematica nao ser possivel a divisdo por zero.

Pesquisadora: - O que significa para vocé o divisor ser zero?
(R): - Impossivel isso. E contra as regras matematicas. O divisor ndo pode ser zero.
(Amostra (1) - 5% série).

(O): - N&o pode dividir por zero.

Pesquisadora: - Porque eu ndo posso dividir por zero?

(O): - A gente aprendeu que nao podia dividir por zero.
Pesquisadora: - O que significa para vocé a diviséo por zero?
(O): - Nao dividir.

Pesquisadora: - Entdo o que significa a divisao?

(O): - Dividir é separar algum nimero em partes iguais.
Pesquisadora: - Entdo ndo existe divisdo neste caso?

(O): - E, ndo tem como separar em partes iguais. (Amostra (1) - 7% série).

Adicionalmente, pudemos perceber uma outra categoria. Em 41,7% dos
alunos da amostra (1) e em 50% dos alunos da amostra (2) houve uma

associacao da divisdo com a idéia de reparticdo equitativa, como por exemplo:

(A): - Zero nao tem nada. Ele é um conjunto vazio.

Pesquisadora: - E o que significa para vocé dividir?

(A): - Se eu tenho uma torta com 8 pedacos e quero dividir entre 2 pessoas, eu vou dar 4
pedacos para uma e quatro pedagos para outra.

Pesquisadora: - E ndo tem problema dividir por zero?

(A): - Nao. Toda coisa que vocé divide por zero da zero.

Pesquisadora: - Porqué?
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(A): - Porque zero é um conjunto vazio. (Amostra (2) - 5% série).

* Nivel (5): Neste ultimo nivel consideraremos as questdes (b) e (g), nas quais 0
indice de sucesso foi 0 mais baixo em relagdo a todas as questfes da entrevista.
Nestas duas questdes devido ao tipo de nimeros escolhidos para a multiplicacao
e para a divisdo, contraria as concepc¢oes dos alunos que “multiplicagédo sempre

aumenta” e “divisdo sempre aumenta’. Vejamos em detalhes cada uma das

categorias:
Amostra(1) Amostra(1) Amostra(2) Amostra(2)
Sucesso Sucesso Sucesso Sucesso
52 série 72 série 52 série 72 série
Questdo (b) 0% 33,3% 0% 0%
Questo (g) 33,3% 50% 33,3% 33,3%

Observando os resultados da questdo (b) temos um forte indicio de que os
alunos, mesmo apds a sequéncia, ndo conseguiram ainda estabelecer relacdes
entre dividendo, divisor, quociente e resto. N&o existe diferenga significativa entre
os alunos que participaram da sequéncia e 0s que nao participaram. Um fator que
pode ter influenciado o desempenho dos alunos é que nesse caso, 0 quociente
da divisdo é maior que o dividendo e isso pode ter contrariado a concepc¢ao dos
mesmos que “divisdo sempre diminui’. llustrando nossas suspeitas seguem

alguns diélogos:

(A): - Esta conta esta errada, pois vocé néo pode dividir o nimero e o resultado ser maior
gue o proprio dividendo. O dividendo tem que ser maior.
Pesquisadora: - Sempre?

(A): -Sempre.
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Pesquisadora: - Quer dizer que a divisdo ndo pode aumentar?

(A): - Tem que sempre diminuir, pois vocé esta dividindo e ndo multiplicando. Agora se
vocé multiplicasse o 62 poderia dar 248.

Pesquisadora: - Entdo vocé acha que é impossivel de se resolver?

(A): - Eu acho. (Amostra (1) - 5% série).

(O): - Acho estranho, pois vocé vai dividir 62 e o quociente da maior. Vou tentar dividir 248
por 62. Deu 4. N&o da, pois 62 dividido por 4 d4 um nimero menor. E impossivel pelo fato

de dividir e dar um namero maior. (Amostra (1) - 7% série).

Pesquisadora: - Na divisdo ndo pode dar um nidmero maior?

(B): - Nao, porque vocé vai dividir e cada pessoa vai ficar com menos. A resposta vai
diminuir.

Pesquisadora: - Entdo ndo vai ter resposta?

(B): - Por exemplo, eu tenho 62 coisas e vou dividir por 4 pessoas, ndo pode dar 248, se

eu s6 tenho 62 coisas. (Amostra (2) - 7% série).

(I): - Nao da para fazer essa conta, pois 248 é maior que 62. (Amostra (2) - 7% série).

J& na questao (g) observamos que como a multiplicagdo proposta contraria
a concepcao de que “multiplicacdo sempre aumenta”, o desempenho dos alunos
foi bastante insatisfatério. Ndo ha diferenca significativa entre os alunos da
amostra (1) e os da amostra (2), principalmente no que tange a 5% série. As
justificativas abaixo descritas nos mostram maiores indicios de nossas suspeitas:
(AL): - Nenhum nudmero, pois multiplicar vocé sé vai aumentando e 32 é menor que 16.
(Amostra (1) - 5% série).

(R): - Nenhum numero, pois na multiplicacdo vocé aumenta o nimero e nao diminui.

(Amostra (1) - 5% série).

(C): - Se eu multiplicar vai sempre aumentar e ndo diminuir. (Amostra (1) - 7% série).

D): - Ndo da para fazer, pois 32 é maior que o resultado. (Amostra (2) - 5% série).
( P p q

(B): - N&do tem nenhum numero.
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Pesquisadora: - Porque ndo existe um namero que 32 multiplicado por ele dé 16?
(B): - Porque 16 é menor que 32 e 32 multiplicado por 1 jada 32 que € maior que 16,
entdo o resultado nunca pode ser maior. Nao pode, porque 32 vezes qualquer namero vai

ser maior que 16. (Amostra (2) - 7% série).

(I): - Nenhum. O menor nimero que da para multiplicar € o 1 que da 32 e ndo 16. (Amostra
(2) - 7% série).

Percebemos no que foi descrito, um indicio de como a escola enfatiza o
trabalho com ndmeros inteiros, pois os alunos nem tentaram multiplicar por
nameros racionais. Nossa hipétese a respeito das concepcbes dos alunos

continua sendo reforcada como foi ilustrado nas transcricdes acima.



CAP| TULO V:

CONCLUSAO
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Nossa pesquisa teve por objetivo investigar concepcdes de alunos de 52 e
72 séries sobre as operacdes de multiplicacdo e divisdo, para a partir dai propor
uma sequéncia de atividades que trabalhasse estas opera¢des tanto no dominio
dos inteiros positivos como dos decimais, visando a aprendizagem das mesmas
nao somente como adicOes repetidas e subtragbes sucessivas. Para o
desenvolvimento dessa pesquisa partimos das idéias de Piaget (1987) e também
da teoria dos conceituais de Vergnaud (1982, 1983, 1983, 1987, 1988, 1990,
1994) que salienta diferencas significativas entre o pensamento aditivo e o
multiplicativo, destacando os niveis de abstragcdo e o numero de relacdes de
inclusdo que a crianca faz simultaneamente, ja que a multiplicacdo requer dois
tipos de relacdes que a adicdo n&o requer, tais como correspondéncias muitas-
para-uma (Nunes & Bryant, 1996) e composicdo de relagdes de inclusdo em mais
de um nivel. Sendo assim, partimos das hip6teses que o0s alunos a serem
investigados tém como concepg¢des "multiplicacdo sempre aumenta” e "divisdo
sempre diminui”, fato este que acreditamos ser decorrente da maneira como s&o

abordadas estas operagdes durante a vida escolar dos alunos.

Resultados de pesquisas (Greer, 1988) apontaram dificuldades por parte
dos alunos no sentido de trabalhar com a multiplicagdo no dominio dos decimais
(especialmente quando a mesma envolvia multiplicadores menores do que 1). Por
exemplo, resultados de pesquisa feita com alunos de 42 e 52 séries de Israel e dos
Estados Unidos por Graeber & Tirosh (1990) mostraram que eles, em sua
maioria, ao serem questionados sobre o significado da multiplicacdo na sentenca
4 x 5 = 20, associavam a multiplicacdo ao modelo primitivo de adi¢coes repetidas.

Hoyles, Noss & Sutherland (1991, 1992) em pesquisa realizada com alunos de 13
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anos também apontou dificuldades dos alunos ao tentarem solucionar a tarefa:
“Tomando 13 como ponto de partida como fazer para obter o nimero 100 por
sucessivas multiplicagcdes?”. Durante a resolucdo da tarefa os alunos se
depararam com a questdo: “Como obter um numero menor que os fatores
utilizando a multiplicacdo?”. Constataram que a idéia desses alunos era que

“multiplicagdo aumenta”.

Tentando também conhecermos como €é dada a abordagem da
multiplicacdo e da diviséo, fizemos um breve estudo de aspectos histéricos e uma
analise de livros didaticos, nos quais pudemos verificar que, desde a Antigliidade
até os dias de hoje, se explora, com muito mais énfase, as continuidades entre o
raciocinio aditivo e o multiplicativo. Nessa dire¢do, a multiplicagdo é vista como
adicoes repetidas de uma mesma parcela e a divisdo como subtragdes
sucessivas. Sendo assim, acreditamos que tal abordagem pode provocar um

obstaculo didatico.

Buscando trabalhar com as concepc¢des dos alunos sobre estas operacdes
e testar nossas hipdteses, sendo assim elaboramos um teste diagndstico.
Propusemos uma questdo, baseados na tarefa de Hoyles, Noss & Sutherland
(1991, 1992), na qual a primeira parte da mesma poderia ser resolvida tanto por
adicoes repetidas como por multiplicacdo. Os alunos ndo apresentaram
dificuldades na resolugdo da mesma. Ja na segunda parte da mesma questéo,
por se tratar de um multiplicador decimal menor que 1, os alunos apresentaram
dificuldades iniciais para escolher a operacdo que solucionaria o0 problema e
depois para efetuarem a multiplicacdo que “ndo aumentava” e sim “diminuia”. Na

segunda questdo, buscdvamos verificar se os alunos estabeleciam as relacdes
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possiveis entre a multiplicacdo e a divisdo. Podemos citar como maiores

dificuldades identificadas entre nossos alunos:

e crenca que a “multiplicacdo sempre aumenta e “divisdo sempre diminui”;

» resolver questdes de divisdo para descobrir o valor desconhecido sempre por
meio da multiplicacdo (operagao inversa), sem refletir sobre as relagdes

possiveis na divisao.

Sendo assim, confirmamos os estudos (por exemplo, Schwartz, 1988) ja
citados no Capitulo | que aponta uma série de falhas em se introduzir a
multiplicacao por meio de adi¢Oes repetidas e divisdo como um modo eficiente de
solucionar problemas de distribui¢do, pois podem fazer com que os alunos criem
as concepcdes de que “multiplicagdo sempre aumenta” e “divisdo sempre

diminui”.

Na sequéncia de atividades buscamos trabalhar situa¢cdes multiplicativas e
problemas, no dominio dos inteiros positivos e dos racionais (tanto fragdes como
decimais), visando colocar os alunos em situagbes em que eles pudessem refletir
sobre as descontinuidades entre o raciocinio aditivo e o multiplicativo e também
pudessem estabelecer relagdes entre as operagdes multiplicagdo e divisao,
possibilitando a eles ir além do que é transmitido nos manuais didaticos.
Analisando as atividades da seqiiéncia, verificamos que o trabalho com a calculo
mental na Atividade | foi bastante rico no que concerne as estratégias dos alunos,
pois nos parece que os alunos ficaram bastante a vontade para resolver as
questdes, sem a preocupacdo de registrar os calculos. Parece também que os
alunos ficaram mais motivados em resolver a atividade dessa maneira do que se

ela fosse proposta através dos calculos tradicionais feitos com lapis e papel. A
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atividade Il também foi de bastante rica, na medida em que os alunos
trabalharam com a calculadora, que pode ter motivado a resolugéo da atividade,
visto que a calculadora é pouco utilizada em sala de aula. Ao final da sequéncia,
nos parecia que os alunos percebiam que seus conhecimentos sobre as
operacOes de multiplicagéao e divisdo eram apenas conhecimentos locais, ou seja,
que suas concepgles sobre essas operagcdes nao poderiam ser estendidas ao
dominio dos racionais, ou ainda, que a multiplicacdo e a divisdo eram muito mais

abrangentes.

Visando confirmarmos se os alunos ampliaram seus conhecimentos locais
para o dominio dos racionais, ou seja, se eles mudaram suas concepc¢des
elaboramos um teste final e o aplicamos. Verificamos que houve um crescimento
em termos de sucessos dos alunos ao compararmos com o teste diagnéstico
(aproximadamente 10%). Mas ainda, néo satisfeitos com o0s problemas
explorados no teste final, resolvemos entrevistar os alunos individualmente, para
gue com isso pudéssemos explorar problemas mais diversos envolvendo
multiplicagdo e divisdo e confirmarmos se os alunos ainda estendiam ou nao
conhecimentos apreendidos no dominio dos inteiros positivos para o dominio dos

racionais. Nessa dire¢do, as entrevistas foram bastante ricas de resultados.

Nas entrevistas, percebemos entre outras coisas, por meio das respostas
dos alunos, que apesar de no momento dos debates ocorridos durante a
aplicacdo das atividades parecer que o0s alunos haviam mudado suas
concepcdes, ainda alguns alunos diziam que “multiplicagcdo sempre aumenta” e

“divisdo sempre diminui” (vide Capitulo V).
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Tal fato pode nos levar a concluir que a sequéncia de atividades ainda nao
tenha possibilitado totalmente que os alunos mudassem suas concepgdes sobre
multiplicacdo e divisdo. Nos parece ainda, que isso ndo foi possivel, devido ao
modo como esse saber vem sendo abordado durante toda a vida escolar dos

alunos.

Acreditamos na necessidade de diversas abordagens da multiplicacéo e da
divisdo, desde as séries iniciais, como por exemplo, medida de area, ou por meio
do raciocinio combinatério, ndo somente enfatizando "adi¢cdes repetidas" e
"subtracOes sucessivas”, para que talvez os alunos nao criem as concepgoes de

que "multiplicacdo sempre aumenta” e "divisao sempre diminui".

E possivel também que, para promover realmente um alargamento no
campo conceitual multiplicativo dos alunos, no que tange especialmente as
operacbes de multiplicacdo e divisdo, nossa sequéncia de atividades deveria
abranger uma diversidade maior de situagcdes multiplicativas e o tempo de
trabalho com as atividades junto aos alunos deveria ser maior, possibilitando

talvez uma reflexdo mais cuidadosa a respeito dessas operagoes.
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Nomes: Dupla: . Série:

Projeto de pesquisa

[1] Em minha casa possuo 2 cées sem raca definida e um passarinho “canario da
terra”. O consumo mensal de racdo pelos cées é de aproximadamente 15 quilos.
J& o passarinho nem chega a consumir mensalmente um quilo de racdo para
passaros ( ele come aproximadamente 0,65 quilos). Agora responda:

(a) Se o quilo da ragdo para caes custa R$ 3,45, quanto gasto mensalmente para

alimentar meus caes?

(b) Ja o quilo da racdo de passaros custa um pouco mais caro, R$ 4,00 (pois é
propria para canarios da terra). Qual serd entdo o meu gasto mensal para

alimentar meu passarinho?

Agora justifique o porqué das operacdes escolhidas para resolver os itens (a) e

(b) da questéo 1.

Em qual dos casos acima (a) e (b) eu gastei mais dinheiro? Por

qué?




CXXVIII

[2] Resolva as questdes propostas abaixo:

1) 414+ 1=23 2) [ ]1+59=27

Como vocé poderia me convencer que a sua resolucao para as questdes acima

apresentadas € a correta? Explique:




CXXIX

Sequéncia de Atividades

Nomes: Dupla: Série

Atividade |
(1) Sabemos que 1 quilo de racdo para passaros custa R$ 4,00. Quanto pagarei
se comprar:
(a) 8 quilos
(b) 4 quilos
(c) Y2 quilo
(d) 1/10 de quilo
(e) A metade de 1/10 de quilo
(f) 6/10 de quilo

* Vamos agora discutir as nossas solu¢des com as dos demais colegas.
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Atividade |

(2) Calcule mentalmente cada um dos itens abaixo. Assim que vocé encontrar a
solugdo de cada item, coloque o resultado na cartolina e levante a mao para
poder apresenta-lo aos demais colegas e explicar como vocé pensou.

Cada metro de fio de arame custa R$ 1,60. Dé o preco de:

(a) 3 metros de arame;
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Atividade |

(b) 3,5 metros de arame;
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Atividade |

(c) 0,75 metro de arame.

» Vamos entdo debater os nossos resultados com os dos colegas.



CXXXIII

Nomes: Dupla: Série

Atividade I

Vamos trabalhar com a calculadora?

(a) Como vocés poderiam encontrar o resto da divisdo de 59847394 por 98762
usando uma calculadora? Lembramos que a calculadora faz somente as quatro
operacgdes bésicas, adicdo, subtracdo, multiplicagédo e divisdo (nhdo tem um botéo
para encontrar o resto). Além disso, observamos que se a resposta da divisao (o
qguociente) ndo for um numero inteiro, o resultado dado pela calculadora sera
apresentado na forma decimal.

Descreva como vocé poderia usar a calculadora para encontrar o resto e

porqué. Descreva um segundo método se vocé puder.



Atividade I
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(b) Imagine que em sua calculadora o botdo da diviséolzl esta quebrado. Como

vocé faria para encontrar o resto da divisédo de 1692 por 45, usando somente as

operacOes de adicdo | + |, subtracéo

Descreva pelo menos um método.

e multiplicacéo

X




CXXXV

Teste Final

(1) Sabemos que a distancia entre Aracatuba e Sao Paulo é aproximadamente 5
vezes a distancia de Sdo Paulo até Campinas. Essa ultima distancia é de 100

Km. Qual é entdo a distancia entre Aragatuba e Sao Paulo?

(2) A distancia entre Porto Alegre é quatro décimos da distancia entre Aracaju e
Fortaleza, sendo essa de 1190 Km. Qual é entdo a distancia entre porto Alegre e

Florianopolis?

(3) Descubra o valor desconhecido em cada um dos itens abaixo:

() 414~ =23 (©)[ ] +59=27
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Nome : Série:

Encontre o valor desconhecido em cada um dos itens abaixo:

(@[ ]=+45=100 (b)62 <[ ]=248

©98~+[ ]=1 @[ 1-0=0

©O0+[ ]=0 (f) 27 x[ ]=108
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Parte Il
(9 32x[ ]=16 (h)[ ]1x576=576
MOox[ ]=0 ([ x1=387

(y618X[ =0 M7 X 0=E171




