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BANCA EXAMINADORA

RESUMO



Este trabalho sobre o ensino de probabilidades € de natureza
didatica, no sentido utilizado na Franca atualmente, seguindo os trabalhos
de Guy Brousseou: um estudo tedérico e aplicado das relagcbes entre o

ensino e a aprendizagem em matemaética.

Nosso objetivo € estudar as concepcdes espontaneas ou preé-
construidas dos alunos a proposito do acaso e de probabilidades,
analisando as sequéncias experimentais de introducdo a estes conceitos, a
partir da observacdo da estabilizacdo da frequéncia relativa de um evento

apos um grande namero de repeticdes da experiéncia aleatoéria.

O objetivo final da escolha frequentista é sem duavida,
estender a nocdo de probabilidade as situacbes ndo somente de "casos
igualmente provaveis" segundo o enunciado de Laplace em seu segundo
principio, na obra "Ensaio Filoso6fico de Probabilidades”, mas também
modelizar as situacbes complexas tais como as questbes de
confiabilidade, difusdo (epidemias), na pesquisa petrolifera ou no
controle estocastico. Como objetivo didatico, trata-se de ligar de forma
profunda o ensino as condi¢des de aprendizagem nas quais o aluno de

hoje esta inserido.

Os dados obtidos através de um questionario elaborado com o
objetivo de detectar as concepcbes pré-construidas dos alunos, da
aplicacdo e analise de uma sequiéncia de ensino elaborada a partir dos
resultados deste questionario foram analizados a luz de resultados
anteriormente obtidos por outros pesquisadores, tais como S. Maury e J.

Bordier, entre outros.



"E essencial convencermo-nos da prioridade da ética sobre a
técnica, do primado da pessoa sobre as coisas, da superioridade do

espirito sobre a matéria.

Servir-se-4 a causa do homem somente se o conhecimento
estiver unido a consciéncia. Os homens da ciéncia s6 ajudaréao realmente
a humanidade se conservarem o sentido da transcendéncia do homem

sobre o mundo e de Deus sobre o homem."

Constituicdo Apostolica do Sumo Pontifice Jodo Paulo I1.
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Nosso trabalho tem por objetivo mostrar as vantagens
encontradas quando da utilizacdo da viséao frequentista para o ensino dos
primeiros conceitos de probabilidade. Procuramos aqui clarificar e
desmistificar este conteddo, mostrando a necessidade de uma mudanca no
programa atual desenvolvido no Brasil, que explora apenas a visao
classica, pascaliana, que limita-se ao estudo dos casos nos quais existe a

equiprobabilidade.

A visdo aqui proposta, sugerida primeiramente por J.
Bernoulli [5], parece-nos mais adequada a um primeiro contato com as
probabilidades pois pode utilizar experimentos ligados a realidade dos
alunos, uma vez que nado precisa estar limitado a hipdtese de

equiprobabilidade.

Desta forma, procuramos organizar uma engenharia didatica
que nos fornecesse resultados eficientes para este conteudo dividimos
nossa pesquisa em algumas etapas, que tiveram inicio por uma busca, ao
longo da historia, aos principais obstaculos epistemologicos, conforme

detalhamos no Capitulo I.

No Capitulo Il, descrevemos a problematica desenvolvida e a
metodologia utilizada, assim como tentamos descrever alguns trabalhos
realizados por outros pesquisadores do ensino das Probabilidades. Esta

descricdo € feita através de pequenas citacbes de alguns trabalhos



importantes nesta éarea, no que concerne a utilizacdo da visado

frequentista.

Para que pudessemos conhecer as concepc¢des espontaneas
dos alunos antes do inicio da aprendizagem, foi aplicado um questionario
no qual deveriam optar entre as diversas situacfes propostas assim como
justificar suas escolhas, pois através desta justificativas é que
procuramos identificar as suas concepcdes. Esta fase do trabalho

encontra-se no desenvolvimento do Capitulo IlI.

A sequéncia gerada para aplicacdo junto alunos franceses,
com idades entre 15 e 18 anos, encontra-se no Capitulo IV, onde
descrevemos os resultados da observacéao feita em Janeiro e Fevereiro de

1993, em Besancon, Franca, em uma escola de Segundo Grau.

Finalmente, no Capitulo V, descrevemos a sequéncia
realizada no Brasil, no primeiro ano do curso de Fonoaudiologia mantido

pela Fundacdo Lusiada, em Santos.

Como conclusao, podemos dizer que este trabalho nos
permitiu verificar o grau de influéncia que as concepcdes espontaneas
exercem sobre a aprendizagem do conceito de Probabilidades, destacando
a importancia da fase experimental para colocar os alunos diante de um
problema a ser resolvido através da modelizacdo do real, aumentando a
motivacdo para o aprendizado. Desta forma, podemos dizer que a visao
freguentista nos permite destacar a diferenca entre modelo matematico e

situacdo real, entre probabilidade e freqUéncia relative de um evento,
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ajudando nas possiveis dificuldades para a elaboracdo de um raciocinio

l6gico, cientifico, utilizado para a confeccdo deste modelo.
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CAPITULO I:
HISTORIA E EPISTEMOLOGIA
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HISTORIA E EPISTEMOLOGIA

.1. HISTORIA.

Para bem compreender as dificuldades inerentes ao ensino e a
aprendizagem do Célculo de Probabilidades, faremos um pequeno recuo
historico até Platdo e sua obra "A Republica®, livro VI, 380a.C.,

descrevendo o que ele entendia por Geometria:

O termo Geometria designa aquilo que, sempre
observando o mundo sensivel, eleva seu raciocinio ao
mundo das Idéias para atingir o conhecimento. Ele
engloba as atividades matematicas de observacdo do
mundo sensivel, que se desenrolam no mundo das

|déias.

Como mundo sensivel ele entendia o mundo dos objetos
imperfeitos, complexos e mutantes, enquanto que o mundo das Idéias era

aquele dos modelos eternos, perfeitos e imutaveis.

Vinte séculos mais tarde, em 1654, Pascal, referindo-se a

Probabilidade, denomina-a "GEOMETRIA DO ACASO", afirmando ser:

13



(...)tratado de toda forma novo, de uma matéria
absolutamente inexplorada até aqui, a saber: a
reparticdo do acaso nos jogos (...). Assim, juntando o
rigor das demonstracdes da ciéncia a incertitude do
acaso, e conciliando coisas aparentemente
contrarias, ela pode (...) se arrogar com todo direito

o titulo estupefaciente: A Geometria do Acaso. [11]

A nocao de acaso data da Historia Antiga, tendo sua origem
ligada aos jogos de azar, notadamente na civilizacdo egipcia, primeira
dinastia, 3500 a.C., certamente com um aspecto ludico. O
desenvolvimento, porém, das idéias que formam a base do
desenvolvimento da probabilidade ocorreu bem mais tarde, com Jérome
Cardan ("De Ludo Aleae"), Galileu ("Sulla Scoperta dei Dadi") e Fra
Luca dal Borgo, que em sua obra publicada em 1494 e intitulada "Summa
de Arithmetica, Geometria, Proportioni et Proportionalita”, enuncia o
problema mais tarde resolvido por Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de
Fermat (1601-1665), a quem podemos, de certa forma, atribuir a origem
da concepcédo de Probabilidade. Na carta de 29 de julho de 1654 destinada
a Fermat, Pascal descreveu a famosa formula da probabilidade de um

evento A:

_ total de casos favoraveis
total de casos possiveis

P(A)

14



Nessa carta ele expde seu meétodo de resolucdo para o
problema das partes, proposto por Chevalier de Méré, homem de letras e
filésofo (1607-1684), cujo enunciado, em sua forma mais geral, trata do
problema da divisao proporcional de ganhos em um jogo que nao chegou

ao seu final.

Fortemente influenciado pelos trabalhos de Pascal, Huygens
(1629-1695) publica em 1657 um tratado "De rariociniis in ludo aleae",
no qual introduz explicitamente e utiliza a nocdo de esperanca
matematica. Um dos problemas enunciados em seu trabalho, porém sem a
solucéo, constitui uma primeira versdao do problema da ruina dos

jogadores.

Antes deles, Jérome Cardan (1501-1576) ja utilizava a nocéo
de Probabilidade para estudar jogos de azar. Em sua obra "De Ludo
Aleae", publicada em 1663, encontram-se as primeiras citacdes sobre as
regras da adicdo e da multiplicacdo (axioma do condicionamento e da
independéncia) e também sobre a regra que podemos interpretar como a

primeira avaliacdo assintotica de uma probabilidade.

A visdo freguentista de Probabilidade foi iniciada por
Jacques Bernoulli (1654-1705) em sua obra "Ars Conjectandi"(1713), que
aproxima Probabilidade de um evento pela sua frequéncia observada

quando a experiéncia é repetida um grande numero de vezes:
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(...) Assim sdo conhecidos os numeros de casos para
gue seja sorteado de uma urna um cartdo branco ou
preto, e dizemos que todos sao igualmente possiveis,
uma vez que é evidentemente determinado e
conhecido o numero de cartdes de cada espécie, e que
ndo vemos nenhuma razao para que este ou aquele
deva ser sorteado mais vezes que ndo importa qual
outro. Mas quem entdo, entre os mortais, definiria,
por exemplo, o numero de doencas, que sdo tantos
casos; quem tem o poder de invadir as inumeraveis
partes do corpo humano na medida que se quiser, e
quem tem o poder de nos prever a morte? Quem
definira o quanto € mais facil a este ou aquele, a
peste ou a hidropisia, a hidropisia ou a febre, de
aniquilar um homem de modo que a partir disto possa
ser formada uma conjectura sobre o estado futuro de
vida ou de morte?(...) Mas, na verdade, aqui se
oferece a n6s um outro caminho para obtermos o que
procuramos. Os dados que ndo nos sao oferecidos "a
priori" o sd0 ao menos "a posteriori”, isto &, sera
possivel extrai-los observando os resultados de
numerosos exemplos semelhantes; porque devemos
presumir que, em seguida, cada fato pode acontecer

ou nao acontecer no mesmo numero de casos hos

16



guais foi constatado anteriormente, em um estado de

coisas semelhantes (...). [5].

Bernoulli justifica este processo através de uma forma fraca
da "Lei dos Grandes Numeros", conhecida pelo nome de Teorema de
Bernoulli, demonstrada na sequéncia da obra, e cujo enunciado € o

seguinte:

Para evitar a fadiga de uma exposicdo sem que se
aborde diretamente o0 assunto, chamarei de
"fecundos" ou "férteis" 0s casos nos quais um evento
pode se produzir, e "estéreis" aqueles nos quais o
mesmo evento ndo pode se produzir ; da mesma
forma, chamarei experiéncias "fecundas" ou "férteis"
aquelas nas quais constata-se que um dos casos
férteis pode ocorrer, e "infecundas" ou "estéreis"
aquelas para as quais observa-se que um dos casos
estéreis se produz. Seja entdo 0 numero de casos
férteis em relacdo ao numero de casos estéreis,
precisamente ou aproximadamente na razédo r/s , e
gue seja , em consequUéncia, em relacdo ao numero
total na razdo r/(r+s) ou r/t, admitindo os limites
(r+1)/t e (r-1)/t. E necessario mostrar que se pode
conceber experiéncias em tal namero que as tornem
mais verossimeis quantas vezes se quiser que 0

numero de observacdes caia no interior destes limites
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mais frequentemente que fora deles, isto é, que o
numero de observacdes férteis seja, em comparacao
ao numero de todas as observacdes, uma razao nem

maior que (r+1)/t nem menor que(r-1)/t. [5].

Em 1763, Thomas Bayes (1702-1761) escreveu "La Doctrine
des Chances", publicada apenas dois anos apdés sua morte, introduzindo
uma nova concepcdo de Probabilidade, matematicamente idéntica a
probabilidade da "Geometria do Acaso” , que depende da analise do
observador e da hipdtese de equiprobabilidade por simetria. Os métodos
bayesianos tém sua origem na idéia de atribuir uma probabilidade as
causas de um evento observado a partir de um valor tomado "a priori" e
recalculado em funcdo dessa observacdo, de onde a classificacdo de
"subjetiva". Note-se bem a diferenca entre esta e a concepc¢ao de Jacques
Bernoulli, dita " objetiva" , uma vez que dependia apenas do numero de

observacOes feitas sobre o evento estudado.

A dificuldade maior, tanto para Bayes como para Bernoulli,
era a estimacdo (e ndo o calculo) das probabilidades elementares

associadas aos eventos elementares.

Um dado muito importante na historia do desenvolvimento
do estudo das Probabilidades € o questionamento sobre a independéncia
entre duas jogadas consecutivas de uma moeda, por Jean Le Rond

D'Alembert (1717-1783):
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(...) no curso normal da natureza, o mesmo evento
(qualgquer gue seja ele) ocorre muito raramente duas
vezes consecutivas, mais raramente trés e quatro

vezes, e jamais cem vezes consecutivas.(1760).

Existe aqui uma confusdo entre realidade sensivel e modelo
matematico, observada principalmente na atribuicdo do valor 1/3 para a
probabilidade de obter "cruz" no lancamento . Vejamos a explicacédo de
D'Alembert no artigo "Croix et Pile", ou seja, "Cruz ou Cunho",

atualmente conhecido como o jogo de "Cara ou Coroa”, em [10]:

Este jogo, que € muito conhecido , e que nao tem
necessidade de definicdo, nos fornecera as reflexdes
seguintes. Queremos saber qual a aposta a se fazer
para tirarmos "cruz' jogando duas vezes
consecutivas. A resposta que encontramos em todos
0s autores, e seguindo os principios ordinarios, é

esta. Existem quatro combinacdes:

PRIMEIRA JOGADA SEGUNDA JOGADA
cruz cruz
cunho cruz
cruz cunho
cunho cunho

19



Destas quatro combinacdes, uma fara perder e trés
fardo ganhar; existem entdo 3 contra 1 para apostar
a favor do jogador que lanca a moeda. Se apostamos
em trés jogadas, encontramos oito combinacdes, das
guais uma fara perder e sete fardo ganhar; assim,
existirdo 7 contra 1 a apostar. Entretanto, isto é
exato? Por que tomando apenas o caso das duas
jogadas nédo é necessario reduzir a uma as duas
combinacbes que resultam "cruz® na primeira
jogada? Porque, uma vez que temos "cruz' como
resultado, o jogo esta terminado, e a segunda jogada
de nada adianta. Assim, existem propriamente apenas

trés combinacdes de possibilidades:

Cruz, primeira jogada

Cunho, cruz, primeira e segunda jogadas

Cunho, cunho, primeira e segunda jogadas.

Logo, existem apenas 2 contra 1 para apostar (...).
Isto € digno, me parece, da atencao dos calculistas, e
ira reformar as regras unanimemente reconhecidas

sobre os jogos de azar.

20



Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, Marqués de
Condorcet (1743-1794), tentou utilizar as técnicas probabilistas na
tentativa de fundar uma Matematica Social quando, em 1785, publicou
"Essai sur |'Application de I['Analyse a la Probabilité des Decisions

Rendues a la Pluralité des Voix", onde escreve:

Ver-se-a4 quanto, se esta ciéncia for mais divulgada,
mais cultivada, ela contribuird para a felicidade e

para o aperfeicoamento da raca humana.

Continuamos nosso estudo temporal com Pierre-Simon
Laplace (1749-1827), e suas obras "Teoria Analitica da Probabilidade"
(1812), "Ensaio Filosofico sobre Probabilidade” (1825), entre outros
trabalhos, que colocam a Probabilidade definitivamente no quadro
matematico. Laplace acreditava num determinismo absoluto: "uma coisa
nao pode comecar a ser sem uma causa que a produza”, e afirma que " a
probabilidade é relativa em parte a nossa ignorancia, em parte aos

nossos conhecimentos" .

Ele desenvolveu seu modelo matematico baseando-se em dez
principios dispostos como axiomas e defini¢cdes, traduzindo sua visao
"pascaliana”, e, utilizando os dois primeiros, corrigiu o exercicio de
D'Alembert , "cruz ou cunho" com dois langcamentos. Vejamos entdo os

dois principios:

Primeiro principio: (a probabilidade) € a relacédo

entre o numero de casos favoraveis e o numero de

casos possiveis.
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Segundo principio: mas isto supde os diversos casos

igualmente possiveis. Se ndo o sdo, determina-se
primeiro suas possibilidades respectivas, cuja justa
apreciacdo € um dos pontos mais delicados da teoria
do acaso. Entdo, a probabilidade sera a soma das

possibilidades de cada caso favoravel.

Em seu sexto principio, Laplace reflete sobre as
probabilidades condicionais e enuncia a férmula impropriamente devida a
Bayes. Com Laplace e sua "Teoria Analitica da Probabilidade", tem
impulso o desenvolvimento do célculo probabilistico que, no entanto, se
deparou com 0s mesmos paradoxos ja existentes além de outros novos
devidos a larga utilizacdo, pelos matematicos, do infinito e das passagens
ao limite sem embasamento suficiente. Citamos, por exemplo, o problema

proposto por Joseph Bertrand(1822-1900), cujo enunciado € o seguinte:

Escolhemos uma corda de circunferéncia ao acaso.
Qual a probabilidade que seu comprimento seja
superior ao comprimento do lado do triangulo

equilatero inscrito nessa circunferéncia?

22



Segundo René Thom (1923- ), no seu prefacio a obra de
Laplace "Ensaio Filosofico sobre as Probabilidades”, Laplace se
aproveitou do espirito de uma certa abertura social, em parte devido ao
fendmeno da Revolucédo Industrial, para mostrar que, mesmo no dominio
das ciéncias "morais", a matematica poderia servir a qualquer coisa.
Condenando a imoralidade dos jogos de azar e loterias, vé-se na
necessidade de introduzir para todo individuo uma esperanca moral,
diferente da esperanca matematica, suscetivel de determinar suas

escolhas.[21]

Henri Poincaré (1854-1912) deu ao conceito de acaso um
enfoque moderno, ligando-o a complexidade dos fendmenos observados,
sem contudo, tentar mudar os instrumentos fundamentais do Célculo das

Probabilidades.

Citamos aqui 0 que ele escreve sobre o equilibrio do cone,

evidenciando a limitacdo do determinismo de Laplace:

Se um cone repousa sobre sua ponta, ndés sabemos
gue ele vai tombar, mas ndo sabemos para que lado;

nos parece que somente o acaso vai decidir.[29]

Segue esta afirmacao fazendo uma avaliacdo sobre todas as
variaveis que podem influir: a simetria do cone em relacdo ao seu eixo,
causas aleatorias como uma trepidacdo muito ligeira ou um sopro de ar.
Sao todas causas muito pequenas, que nos escapam, mas que determinam

um efeito consideravel que ndo pode passar despercebido, e, entéo,
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dizemos que este efeito € devido ao acaso (que assim, € mais que a

medida de nossa simples ignorancia).

Emile Borel (1871-1956) forneceu uma das primeiras
contribuicdes a axiomatizacdo do Calculo das Probabilidades com sua
obra "Le Hasard" em 1914. Em suas diversas obras sobre o assunto,
retoma numerosas consideracfes epistemoldgicas sobre a nocdo de
Probabilidade, assim como discorre sobre inumeras aplicacdes. Com a
publicacédo da obra de John Maynard Keynes (1883-1946), "A Treatise on
Probability” (1921), Borel resume estas concep¢cdes em uma analise deste
livro, publicada em "Revue de Philosophie". Destacamos que tanto Borel
quanto Keynes tratam de uma probabilidade subjetiva, segundo nos
destaca Maurice Fréchet em [15]. Podemos observar um enfoque de
probabilidade na forma mais objetiva , sob uma forma breve e
simplificada, no trabablho desenvolvido por Fréchet, notadamente
desenvolvendo a integracdo sobre conjuntos abstratos, baseado nos

trabalhos de Lebesgue.

Citamos também a teoria de von Mises, que aproxima a
nocao de probabilidade a de frequéncia experimental, dentro de sua teoria
dedutiva, e supde essencialmente a probabilidade defenida como limite de

frequéncias.

No que concerne a obra de Henri Lebesgue (1875-1941), a
elaboracdo de uma Teoria de Integracdo fundamentada pela Teoria das

Medidas de Borel colocou a Andlise Matematica em uma perspectiva
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revolucionaria, mesmo que Lebesgue ndo tenha desenvolvido suas

conseqguéncias e aplicacdes a Teoria das Probabilidades.

Finalizamos com a teoria de Andrei Kolmogorov (1903-
1987), que da uma apresentacdo axiomatica a teoria das Probabilidades,
colocando-a no quadro da Teoria dos Conjuntos e tornando-a mais clara
em suas limitacGes (1933). No plano matematico, Kolmogorov percebeu
que seria possivel, através da associacdo de probabilidade e medida,
utilizar todo o arsenal de resultados conhecidos neste dominio (devidos a
Borel e Lebesgue) e, por outro lado, relegar a etapa das aplicacdes o
dificil problema da relacdo com o real. No prefacio de sua obra ele
destaca que seu objetivo é explicitar e sistematizar o conjunto de axiomas
que ja estavam sendo utilizados, embora de forma implicita, pela maioria

dos teoricos contemporaneos do Calculo de Probabilidades.

[.2. EPISTEMOLOGIA.

Analisando a evolucado historica da formacédo do conceito de

Probabilidade podemos observar fatos muito importantes:

+ a dificuldade na escolha adequada de um modelo matematico para
expressar sua ligacdo estreita com o mundo real, o mundo sensivel, tal

como a Geometria. Segundo Michel Henry, em [19], a dificuldade de
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um problema de probabilidade reside na construcdo do modelo

adequado a partir de dados de observacéao;

« a dificuldade provocada pela falta de um suporte matematico
adequado, evidenciada nos estudos anteriores ao trabalho de

Kolmogorov;

« adificuldade na resolucdo de questdes envolvendo o caréater subjetivo

ou objetivo da Probabilidade;

+ a dificuldade pela complexidade de certos problemas da ldgica

combinatoria.

A estas dificuldades chamamos obstaculos epistemol 6gicos,

segundo os termos de Guy Brousseau [8]:

(...) os obstaculos de origem propriamente
epistemoldgica sdo aqueles dos quais ndo podemos
nem devemos fugir, devido ao seu papel construtivo

no conhecimento visado.(...)

« 0S obstadculos em questdo sao verdadeiramente

identificados na histéria da Matematica;
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« seu vestigio € encontrado nos modelos espontaneos

dos alunos;

- as condi¢cdes pedagogicas de sua transposicdo ou
sua rejeicdo sao estudados com precisdo de modo a

propor aos professores um projeto didatico preciso.

Estes obstaculos, quando néao trabalhados adequadamente,
podem reforcar as concepcgdes erroneas dos alunos. Por exemplo, o dificil
carater subjetivo da probabilidade, definido por Bayes vem, muitas vezes,
reforcar a concepcdo errbnea de que a probabilidade de um evento
depende das informacOes obtidas sobre esse evento, ou seja, das
informacdes obtidas pelo observador (observacdes diferentes geram

probabilidades diferentes para um mesmo evento).

Observemos também a dificuldade encontrada por
D'Alembert em separar uma informacdo objetiva relativa ao evento
observado, de tal forma a situar-se em um outro modelo probabilista,
integrando-a de forma dependente das faculdades do observador. Destaca-

se aqui a necessidade da escolha do modelo matematico adequado.

Reproduzindo um paragrafo da tese de Jacques Bordier [6],
ppl9, podemos concluir este estudo do desenvolvimento temporal da

Probabilidade:
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Este breve resumo da evolucdo historica da
Probabilidade destaca muitas das dificuldades
previsiveis no seu ensino. Se 0s matematicos que
contribuiram com a criacdo e o desenvolvimento da
teoria tiveram certa dificuldade de ver claramente,
podemos presumir, sem grande risco de erro, que
acontecera o mesmo com alunos e professores. No
entanto, a analise retrospectiva destas dificuldades
podem nos ajudar a definir uma forma de ensino que

leve isto em conta.
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ESQUEMA CRONOLOGICO.

Cardano (1547)

!

Pascal e Fermat (1654)

!

Huygens (1657)

!

Jacques Bernoulli (1713)

!

Bayes (1763) e D'Alembert (1760)

!

Condorcet (1785)

!

Laplace (1825)

!

Poisson (1781-1840) e Bienayme (1796-1878)

!

Lebesgue (1901)

!

Poincaré (1902)

!

Borel (1909)

!

Von Mises (1919) e Keynes (1921)

!

Kolmogorov (1933)
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CAPITULO II:

OBJETIVO, REFERENCIASE
METODOLOGIA
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OBJETIVO, REFERENCIASE METODOLOGIA.

[1.1. OBJETIVO

Nosso trabalho tem como objetivo investigar como se da a
aquisicao dos primeiros conceitos de Probabilidade utilizando a visao
frequentista proposta, como vimos em |.1., por Jacques Bernoulli e, mais
recentemente, retomada por alguns pesquisadores do ensino da

M atemati ca.

I1.2. REFERENCIAS.

Citamos primeiramente M.Henry [19], que desenvolve
estudos sobre a implantacdo do novo programa de Matematica para a
segunda série do segundo grau do ensino francés. Reproduz o pensamento

de Alfred Rényi (1966), segundo o qual "probabilidade de um evento € o

niumero ao redor do qual oscila a freguéncia relativa desse evento
considerado”, assim como Héléne Ventsel (1973), para quem

"caracterizar a probabilidade de um evento como um numero qualquer

significa atribuir a esse numero um valor e uma significagdo que nao

pode ser outra que ndo a de frequéncia relativa desse evento".

Ainda em [19], M. Henry exibe exemplos que mostram com

clareza que a relacdo Probabilidade-Frequéncia pode ser estabelecida
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muito simplesmente e que, em uma populacdo na qual existe uma
proporcdo p de individuos com uma propriedade que os distinga dos
demais, a visdo frequentista torna-se, a este nivel, muito mais proxima da
nocdo pascaliana nos casos onde o0s extratos populacionais sao

conhecidos. Pela visdo frequentista teremos:

individuos com caracteristica A
numero total de individuos

probabilidade =

Citamos também os trabalhos de A.Rogerson [31], que fez
um estudo de como aproximar o ensino do calculo das probabilidades as
situacdes do dia-a-dia dos alunos e, sem utilizar o termo "frequentista",
da algumas sugestdes de analise de séries estatisticas para a introducéo

do conceito de Probabilidade.

Com uma andlise semelhante a de A. Rogerson, Maria
Cristina S. A. Maranhao [24] detalha o ponto de partida deste ensino,

afirmando que

para iniciar o trabalho com Espaco Amostral-
Eventos e Regularidade Estatistica-Probabilidade,
deve-se partir da diferenciacdo entre os conceitos de
fenbmeno aleatorio(...). Por isso propomos que, no
inicio, o professor procure exercicios em que 0sS

Espacos Amostrais sejam finitos e equiprovaveis. E
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bom que esses trabalhos sejam executados com dados
experimentais que devem ser tratados como dados
estatisticos: convenientemente registrados e
contados, obtidos de experiéncias ligadas aos

interesses dos alunos(...).

Gottfried E.Noether [28] também utiliza a visao frequentista
para ensinar estatistica ndo paramétrica. Segundo ele, quando falamos da

probabilidade de um evento, 0 que temos em mente € este valor limite da

freguéncia relativa.

Muito significativo também é o trabalho de J.Bordier [6], que
apresenta um laboratério para o ensino da Probabilidade com auxilio do
computador, partindo da constatacdo de que alunos considerados fortes
em Matematica encontravam todo tipo de dificuldade para compreender o
sentido da aplicacédo do célculo de probabilidades. Sua hipétese era que a
interacdo com o computador, desestabilizando os modelos mentais,
permitiriam aos usuarios do laboratério uma construcdo mais fiel da
realidade. Interessa-nos particularmente o capitulo V de sua tese, no qual

propde trés etapas para o ensino desse tema:
1. identificacdo das concepc¢des dos alunos;

2. elaboracdo de situacdes didaticas que permitam ao aluno construir

uma ciéncia experimental da probabilidade;

3. formalizacéo dateoria experimental.
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Na elaboracdo de um questionario para a identificacdo das
concepcdes dos alunos, J. Bordier seguiu as seguintes recomendacoes,

que serdo também seguidas em nosso trabal ho:

« as questdes devem ser direcionadas para as representacfes espontaneas
da probabilidade e ndo sobre problemas que exijam habilidades
l6gicas ou matematicas particulares. Elas devem propor ao aluno
situacbes que o levem a fazer uma escolha entre diversas

possibilidades;

+ deve-se pedir que o aluno comente suas respostas indicando o que o
levou a fazer determinada escolha, sem necessidade de justificacOes

matematicas para tal.

Citaremos, para finalizar, a contribuicdo de S. Maury [26],
que trabalhou a partir da necessidade de estudos que permitissem uma
melhor evidenciacdo dos problemas conceituais e didaticos devidos as
nocdes de Probabilidade e de capacidade combinatéria, assim como um
melhor conhecimento das aquisi¢cfes - espontaneas ou néo - dos alunos.
Para isto, realizou a analise exaustiva de uma enquete composta por
questdes que visavam as concep¢Bes dos alunos quanto ao acaso,
preocupando-se com as performances e 0s argumentos de jovens do

primeiro ano de Psicologia e de Ciéncias Exatas nas universidades
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francesas, assim como de jovens de primeiras e terceiras séries do
segundo grau francés, opcao Letras e opcdo Cientifico. Essa prova era
constituida de oito exercicios que abrangiam quantificacdo de
probabilidade, nocédo de independéncia e probabilidade condicional, e, em
sua analise, S.Maury considera diversos tipos de parametros tais como o

contexto, o vocabuléario, aidade e o nivel escolar.

Uma constatagdo que nos parece importante é que as
respostas dos alunos para questdes de probabilidades sdo influenciadas
pela sua formulacdo e pelo contexto, evidenciando que sem uma
intervencdo didatica apropriada, a aprendizagem da Teoria das

Probabilidades tornar-se-a muito dificil para os alunos.

Uma vez que ja conhecemos, a este momento, 0s principais
obstaculos epistemoldgicos do ensino do Calculo das Probabilidades
apresentados em 1.2., assim como alguns trabalhos j& desenvolvidos na
area de ensino, vamos procurar informacdes na psicologia cognitiva que
possam nos auxiliar. Lembramos, porém, que o0s obstaculos
epistemoldgicos devem, primeiramente, ser superados pelo professor, o
gque muitas vezes ndo é tdo natural quanto para o aluno devido a sua

bagagem cultural.

O primeiro e mais importante trabalho que aparece deve-se a
Piaget e Inhelder (1952) que, estudando a natureza e as condic¢bes da

génese das idéias de acaso e probabilidade elementar, colocam em
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evidéncia uma estreita relacdo entre a formacdo destes conceitos e as

operacdes formais ja estudadas por Piaget. Assim:

+ no estado sensori-motor (4 a 7 anos aproximadamente) a crian¢ca néo
esta "pronta" para comparar as chances de ocorréncia de diversos
eventos aleatérios. Elas ndo possuem, ainda, nenhuma medida

intuitiva de probabilidade;

+ no estado das operacdes concretas (7 a 11 anos aproximadamente) a
crianca ja tem capacidade para estabelecer certos tipos de
comparacdes entre as probabilidades reciprocas de eventos. Existe a
diferenciacdo entre as operacdes (associadas ao dominio do dedutivel)

e 0 acaso (associado ao dominio do imprevisivel);

+ no estado das operacdes formais (11-12 anos em diante) ja existe na
crianca uma assimilacdo do acaso as operacdes formais e aparece o
julgamento de probabilidade, a construcdo dos sistemas de
combinatéria, permitindo determinar o conjunto de casos possiveis e 0

acesso ao raciocinio proporcional.

Diretamente ligados ao prolongamento dos trabalhos de
Piaget, Nassefat (1963) e Longeot (1969) mostram em suas conclusfes as
falhas desses trabalhos quando estudam criancas maiores, baseados em

grandes amostras. Nassefat coloca em evidéncia a existéncia de um
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patamar intermediario dentro do desenvolvimento genético, conhecido
pelo nome de estado pré-formal, e de uma compatibilidade entre a ordem
quantitativa das dificuldades e a ordem genético-concreta, intermediario

formal.

Todos os resultados obtidos por Fischbein (1971 e 1991)
convergem para um encorajamento de um ensino precoce de

probabilidades e afirma:

A evolucdo mental prepara, na realidade, unicamente
uma série de potencialidades. Sua valoracao efetiva
pode ser realizada apenas por um exercicio
sistematico, de longa duracdo, ao longo destes

estados de evolucdao intelectual.(1971).

Deixa claro também a necessidade de uma pesquisa sobre

concepcdes pré-construidas:

O desenvolvimento cultural, conjunto de curriculos
existentes concernentes a outros dominios, o nivel
socio-econdbmico da populacdo, a filosofia atras da
metodologia didatica, etc., pode ter um certo impacto
na receptividade da crianca para 0 respectivo

topico.(1991).
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Finalmente, citaremos Tversky e Kahneman (1971), que em
seus trabalhos observaram que as concepcdes errbneas podem persistir
nos individuos mesmo apdés adquirirem nocOes basicas sobre
probabilidades. Numa enquete realizada junto a pesquisadores de
psicologia cognitiva, eles mostram que o conhecimento formal e/ou o
habito de utilizar técnicas matematicas nao tém por efeito a modificacao

das concepcdes espontaneas dos alunos.

Existem outros trabalhos publicados sobre o ensino das
Probabilidades, mas nosso estudo tomara como base os de M. Henry, que
partem de uma compreensdo do espirito dos programas de segunda seérie
de segundo grau francés, os quais determinam uma visao frequentista da
Probabilidade, evitando porém, qualquer desenvolvimento tedrico.

Segundo o Boletim Oficial publicado na Franca em 2 de maio, temos:

Durante o primeiro grau e a primeira série do
segundo grau os alunos estudaram a descricdo de
séries estatisticas de uma variavel. O programa para
os segundos anos S e E (cientificos) comporta um
primeiro contato com as probabilidades. O objetivo &
preparar o aluno para descrever algumas
experiéncias aleatorias simples e calcular as
probabilidades. Evite-se todo o desenvolvimento
tedrico. Para introduzir a nocao de probabilidade a

base de apoio serd o estudo das séries estatisticas
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obtidas pela repeticdo de uma experiéncia aleatoria,
sublinhando as propriedades das frequéncias e a
relativa estabilidade da frequéncia de um evento
dado, quando esta experiéncia € repetida um grande
numero de vezes. A descricdo de experiéncias
aleatorias leva também a organizacdo dos dados:
limitar-se-a a alguns exemplos permitindo uma
valoracdo das idéias, mas nao comportando

dificuldades combinatoérias.

[1.3. METODOLOGIA.

I1.3.1. Engenharia Didatica como Metodologia de Pesquisa.

A estrutura do ensino francés é, de certa forma, muito

parecida com a brasileira, conforme o quadro abaixo:

Quadro |
Idade BRASIL FRANCA
(aprox. em anos)
7 a 10 anos la. a 4a. série do CMleCM2

1° grau (Ecole Primaire)
11 anos 5a. série do 1° grau | 6éme - College
12 anos 6a. série do 1° grau | 5éme - College
13 anos 7a. série do 1° grau | 4éme - College
14 anos 8a. série do 1° grau | 3éme - College
15 anos la. série do 2° grau | Seconde - Lycée
16 anos 2a. série do 2° grau | Premiére - Lycée
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17 anos 3a. série do 2° grau | Terminales - Lycée

A diferenca béasica é que, terminada a primeira série do
segundo grau francés, o aluno opta pelo tipo de curso que mais se adapte
a sua vocagdo e capacitacdo. Para cursar a série subseqlente tem as
seguintes opcles: Letras, Economia, Cientifico, Tecnologias Industriais e
Administracdo, sendo que cada uma delas ainda se subdivide em campos

mais especificos, de acordo com as areas de concentragéo.

Tendo em vista estas semelhancas, nosso trabalho tem inicio
com a aplicagdo de uma engenharia didatica para o ensino do conceito de
Probabilidade junto a alunos do segundo grau francés para, em seguida,
estudar a aplicacdo desta mesma engenharia em alunos da primeira série
do terceiro grau no Brasil, na cadeira de Estatistica. Para tanto,
procuramos seguir as etapas propostas por M.Artigue [3] para uma

metodologia de pesquisa:

A engenharia didatica, vista como uma metodologia
de pesquisa, se caracteriza em primeiro lugar por um
esquema experimental, baseado em realizagcoes

didaticas em classe.
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Essa concepcdo de engenharia nos faz passar por escolhas
macro-didaticas ou globais, que orientam o conjunto de trabalho. No

NOSSO caso, Sao trés:

« construcdo dos primeiros conceitos de estabilizacdo de frequéncia
relativa, por meio de atividades praticas comparativas, tais como o
lancamento de uma moeda duas vezes consecutivas e o lancamento de

um percevejo;

+ busca de modelos mateméticos que visem uma resolucdo qualitativa
com objetivo de atingir conhecimentos mais complexos, aplicados a
area de atividade do publico ao qual é dirigido o ensino. NO nosso

caso, alunos de primeiro ano do curso de Fonoaudiologia;

« a limitacdo da complexidade ao nivel da Analise Combinatéria.Com
isto queremos dizer que o0s problemas por nés selecionados
comportardo apenas 0s problemas de contagem que possam ser
ssolucionados pelo aluno com auxilio de uma arvore de possibilidades,
sem a necessidade de raciocinios que possam aumentar a dificuldade
do problema em questdo, desviando a atencdo do aluno do objetivo
principal, que é a aquisicdo e aplicacdo dos primeiros conceitos de

probabilidade.
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Assim, ap0s uma analise do nosso objeto de ensino sob um
plano epistemologico, feita em [.2., e da definicdo de um projeto de
renovacdo segundo o qual fizemos, logo acima, nossas escolhas globais,
passaremos a fase seguinte, que € uma analise dos entraves existentes, em

seus trés aspectos:

« entraves de natureza epistemoldgica, ligados ao saber mateméatico em

jogo, as caracteristicas de seu desenvolvimento e de seu
funcionamento atual. Em relacdo ao ensino da Probabilidade, o longo
dominio da visédo pascaliana, ou seja, a definicdo de Probabilidade de

um evento como sendo "a razdo entre o numero de realizacdes

favoraveis e o numero de realizacoes possiveis";

« entraves de natureza cognitiva, ligados ao publico visado pelo ensino.
No nosso trabalho, podemos levantar dois tipos de entraves
cognitivos: o fato de que este ensino é destinado a jovens que ainda

ndo dominam a linguagem da Teoria dos Conjuntos e a resisténcia, por

parte destes mesmos jovens, ao trabalho com numeros decimais ou

fracionarios, uma vez que na realidade brasileira a calculadora
eletrénica ainda nao é utilizada no ensino de segundo grau e € pouco
utilizada em cursos do terceiro grau que nao sejam da area das

Ciéncias Exatas;

« entraves de natureza didatica, ligados ao funcionamento institucional do

ensino, notadamente do dominio concernente, ou seja, no Campo
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Conceitual a ser trabalhado, e dominios conexos, ouseja, 0s dominios
interligados a serem utilizados como ferramentas para o aprendizado.
Aqui também temos dois tipos de entraves: a necessidade de que o

professor crie situacdes a-didaticas adequadas e a dificuldade de

encontrar-se uma bibliografia que adote a visao freqiuentista como

ponto de partida para o ensino do calculo das Probabilidades.

Todos estes fatores justificam nossa escolha no que diz
respeito a metodologia de trabalho conforme detalhamos anteriormente, e
mostram a relevancia de uma pesquisa que busque uma desmistificacao
do ensino do calculo de Probabilidades através de uma clarificacdo de sua

aplicabilidade nas diversas areas e profissdes.

Assim, faz-se necessario que o professor conheca as
concepcdes que os alunos ja possuem sobre o assunto, concepc¢des essas
gue sao consequéncia da vivéncia de cada um desses alunos, assim como
€ necessario o0 conhecimento das concepcdes do proprio professor.
Também se faz necessario que o professor conheca, e transmita aos
alunos, a importancia da estatistica e da probabilidade no mundo atual.
Acreditamos que os professores consideram a "organizacdo de dados
estatisticos" como o item mais facil e menos importante do programa,

conforme [1].

Os instrumentos por nos utilizados nesse trabalho foram: um
questionario para levantamento das concepcbes pré-construidas,

observacOes de sequiéncias de ensino elaboradas com base nos resultados
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obtidos pelo questionario, um teste para verificacdo dos conhecimentos

adquiridos.

11.3.2. O Questionario.

Para investigarmos a aquisicdo das primeiras nocdes de
Probabilidades utilizando a visdo frequentista, servimo-nos de um
questionario elaborado com base nos trabalhos de J.Bordier e S.Maury. O
objetivo, nessa fase, era levantar os conceitos pré-construidos pelos
alunos e, assim, identificar as concepc¢des erréneas para que pudessem ser
devidamente trabalhadas. Este questionéario foi respondido pelos alunos

antes que recebessem qualquer aprendizagem sobre Probabilidades.

Em uma primeira etapa, na cidade francesa de Besancon, foi
aplicado em alunos da segunda série do segundo grau, com idades entre

15 e 18 anos:

« O primeiro grupo, constituido por 24 alunos, respondeu em casa sem

qualquer indicacdo do tempo dispendido nessa atividade;

+ 0 segundo grupo, constituido por 17 alunos, respondeu em sala de
aula, na presenca do professor, indicando o tempo dispendido nessa

atividade.
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Em uma segunda etapa, na cidade de Santos, Brasil, um
questionario analogo foi respondido por 34 alunos com idades entre 17 e
19 anos, cursando a primeira série do terceiro grau, curso de

Fonoaudiologia, em sala de aula.

Quadro 11
Idade Brasil Franca
(anos)
15 O 2
16 O 31
17 5 6
18 15 2
19 14 ]

[1.3.3. Observacdo da Sequéncia de Ensino com Alunos

Franceses.

Com base nos resultados obtidos pela aplicacdo do
qguestionario, pudemos elaborar, juntamente com os professores das
classes participantes, uma sequéncia de ensino que partisse da viséo
frequentista para a compreensdo do conceito de Probabilidade. Esta
sequéncia, dividida em trés sessbes de duas horas cada, consistiu em um

trabalho para a correcdo das concepcdes errbneas identificadas e da
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construcao, partindo de dados experimentais obtidos pelo proprio aluno,
desse conceito como sendo a frequéncia limite de um evento. Foram

realizadas e analisadas varias experiéncias aleatOrias com esse objetivo.

As sessdes foram administradas pelos proprios professores,
cabendo-nos realizar, juntamente com M.Henry, as observacdes dos fatos
ocorridos durante as mesmas, realizando pequenas intervencdes, sempre

gue necessarias.

[1.3.4. Observacdo da SeqUéncia de Ensino com Alunos

Brasileiros.

Com base nos resultados dos questionarios, mas também
aproveitando a experiéncia junto a alunos franceses, elaboramos uma
sequéncia a ser aplicada por nés e observada por um professor da area. A
duracédo foi também de seis horas, divididas em trés etapas de duas horas
cada, porém com um numero menor de atividades experimentais.
Limitamo-nos apenas ao lancamento de duas moedas para a observacéo do
numero de caras e ao langcamento de um percevejo, para a observacao do

numero de vezes que ele se imobilizava com a ponta tocando o solo.

- As duas segiéncias compunham-se primeiramente de uma parte

experimental, sequida pela discussido conjunta sobre as respostas

dadas no questionario, para em sequida, ser feita a institucionalizacdo

dos conceitos aprendidos.
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1.3.5. Teste Para Verificacdo dos Conhecimentos Adquiridos.

Para os dois grupos de alunos, tanto franceses quanto
brasileiros, foi aplicado um teste que tinha por objetivo verificar a
correcdo ou nao das concepcdes errdneas identificadas pelo questionario,
como consegiéncia da sequéncia de ensino aplicada. Este teste constava
de cinco questdes dissertativas conceituais, ou seja, ndo visavam verificar
técnicas operatérias mas sim utilizacdo dos conceitos institucionalizados
em situacOes determinadas, assim como verificar se o aluno sabe

descrever uma experiéncia aleatOria e seu espaco amostral.
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CAPITULO I11:
O QUESTIONARIO
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O QUESTIONARIO

11.1. ELABORACAO E APLICACAO

Seguindo as hipoOteses apresentadas por J. Bordier e S.
Maury, M. Henry elaborou dez questdes que objetivavam verificar o que
os jovens com idades entre 15 e 18 anos pensavam sobre 0 acaso e quais
as concepcbes ja existentes sobre probabilidades e suas aplicacdes.

Tinha em vista que

em probabilidades, as concepcdes espontaneas se
exprimem em um contexto no qual o irracional néo
estd ausente, principalmente quando sdo colocados

problemas sobre predic¢éo.[18]
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Esse questionéario foi aplicado em duas classes de segunda
série do segundo grau cientifico do "Lycée Polyvalent Claude Nicolas

LEDOUX", na cidade de Besancon, Franca.

Para que se pudessem obter dados mais significantes de
acordo com os objetivos tracados, os alunos foram informados que né&o
havia respostas certas ou erradas. Desta forma, poderiam expressar
realmente suas idéias, sem a preocupacao de satisfazer as expectativas de
outros, ou seja, procurar a resposta que seu professor, e nao

necessariamente o préoprio aluno, julgasse correta.

As questdes apresentadas continham sempre duas etapas: na
primeira, o aluno deveria escolher uma entre as opcdes apresentadas e na
segunda, justificar sua escolha. Essa parte era, para noés, muito
importante, a medida que evidenciava as possiveis contradi¢cdes
existentes no raciocinio do jovem, permitindo-nos identificar o real

conceito que ele possuia sobre acaso e probabilidade.

A Unica questdo que fugia a esse modelo era a de numero
"dez", de resposta facultativa, que buscava mais uma posicao filosofica
do que uma concepcao. Note-se que apenas um aluno ndo respondeu a

esta pergunta.

I11.2. APRESENTACAO E ANALISE

+ Questdo 1. Em uma urna A existem numerosas bolas, azuis e

vermelhas. Tira-se uma bola ao acaso, recolocando-a na urna e

50



misturando-a as demais. Repete-se esta experiéncia 100 vezes. Entre
as 100 bolas tiradas e recolocadas, observam-se 60 bolas vermelhas e

40 azuis. Tira-se uma nova bola ap0s agitar bem o contetdo da urna.
1. Como vocé interpreta as palavras "ao acaso" deste enunciado?

2. A informacédo dada: "sobre 100 bolas, obtém-se 60 vermelhas e 40
azuis" € util par fazer uma predicdo sobre a proxima bola a ser

sorteada?
simQd naoll
3. Com qual frase vocé concorda mais?

a) Sendo as bolas misturadas dentro da urna, a proxima bola sera

sorteada ao acaso, nao se podendo prever com certeza a sua cor.

b) Todas as bolas tém a mesma chance de sorteio. A probabilidade de
ter uma bola vermelha é igual a proporcédo de bolas vermelhas na

urna.

c) Na falta de informacao precisa sobre a composi¢cdo da urna, uma

bola vermelha tem tantas chances de ser sorteada quanto uma azul.

d) Pelas experiéncias precedentes, existem 6 chances em 10 de tirar

uma bola vermelha.

Quais sdo as outras frases com as quais vocé também concorda?

Esperavamos, nessa questao, bem identificar o que os jovens

pensavam sobre o0 acaso e sua interferéncia em acontecimentos proximos.
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A comparacdo entre as respostas dadas pelos alunos nos itens 2 e 3
ajudaram-nos a identificar contradi¢cbes no raciocinio desenvolvido por

eles.

Ndo foi notada nenhuma diferenca significativa entre as
respostas dos dois grupos analisados. Entre os 41 alunos respondentes,
para 35 deles, as palavras "ao acaso" significam "sem intervencao"

enquanto que para os demais, significam "sem poder prever o resultado”.

No segundo item temos 34 alunos afirmando que a
informacdo dada néo é atil para uma predicédo, isto é, para que se possa
saber o préoximo resultado. Esta taxa € confirmada no item seguinte, onde
9 desses alunos indicam a frase (d) como sendo a com que mais
concordam, 25 indicam a frase (c), o que ja nos fornece indicios sobre a
existéncia da concepcao errénea que afirma que "na falta de informacoes,
todos os eventos sdo equiprovaveis", concepcdo essa ja citada em 1.2.,
segundo a qual a probabilidade de um evento pode ser alterada pelas
informacdes obtidas sobre esse evento. Queremos deixar claro aqui que
estamos falando de informacdes com outras bases que néo a repeticdo do
experimento um namero muito grande de vezes, que € a base do enfoque

frequentista.

Alguns alunos apresentaram atitudes contraditérias nessa
questdo ao afirmar que "a informacdo dada ndo € atil para fazer uma
predicdo” e assinalar, em seguida, a frase (d) como sendo a que julgavam
mais correta, ou ao afirmar que "a informacdo ndo é util para fazer uma
predicdo” e ndo assinalar a frase (d). Citamos como exemplo a resposta

da aluna Sandrine, 16 anos, que apos optar pelo "ndo", escolhe a frase
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(b), "todas as bolas tém a mesma chance de sorteio”, e, ao escolher as

outras frases com as quais também concorda, escreve que pode ser a (d).

Outro exemplo esta na resposta do aluno Jean-Philippe, que
apos optar pelo "sim", afirma concordar com a frase (b) e com nenhuma

outra mais.

Destacamos também alguma opcdes por sentencas
contraditérias entre si. Vejamos a resposta dada por Nejma, que assinalou
as sentencas (b) e (d), quando cada uma delas indicava um tipo oposto de
raciocinio, uma pela importancia das informacOes anteriores para a
previsdo do proximo resultado e outra pela igualdade de chances de todas
as bolas. Na mesma linha esta a resposta dada por Valérie, que escolheu a
frase (c) em primeira opcao, ou seja, demonstra acreditar que a auséncia
de uma informacéo precisa leva a equiprobabilidade para, em seguida,
indicar a frase (d), que justamente considera as informacdes anteriores

como influenciando os proximos resultados.

+ Questdo 2: Dispondo-se de uma outra urna B contendo 3 bolas
vermelhas e 2 azuis, e de uma "roleta" C, dividida em dois setores, um

vermelho e um azul, como indica a figura seguinte:

216°

144°
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Para obter a cor vermelha com as melhores chances possiveis, qual

instrumento vocé utilizaria:
a) aurna Al b) aurna B O c)aurna C [
Explique sua escolha.

Se vocé tivesse a roleta D seguinte:

vocé daria preferéncia a ela ao
invés da roleta C para obter vermelho

com as melhores chances?
sim O nao O sao semelhantes

Explique sua resposta.

Ainda buscando a nocéo de acaso para o aluno, essa questéo
pesquisa também o conceito de proporcionalidade para verificar se os
alunos acreditam que a disposicdo dos elementos a serem sorteados
alteram a chance de sorteio. Ndo encontramos diferencas significativas
entre os dois grupos (respostas em classe/respostas em casa). De um total
de 41 alunos que responderam a esta questao, 37 deles, escolheram a urna
B e/ou aroleta C e, pelas suas justificativas, parecem compreender que as
chances sdo as mesmas nos dois casos. No entanto, quando apresentamos

a roleta D, 19 alunos, mudam de opcdo, acreditando que um numero
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maior de "zonas" vermelhas, embora na mesma proporcdo anterior,
oferecem melhores chances. As justificativas aqui mostram mais uma
escolha intuitiva do que uma analise l6gica, como podemos observar na

resposta de Stéphanie, 16 anos:

(...) Se reagruparmos o0s angulos por cores,
obteremos 216° e 144°, como na roleta C. A diferenca
pode ser o fato de que ndo estdo reagrupados. Entéo
podemos ter maiores chances de cair sobre o

ver mel ho.

Um exemplo de resposta ndo baseada em qualquer raciocinio
matematico é dado por Sandrine, 16 anos, quando afirma, a titulo de

conclusdo, que dividida, a roleta parece menos perigosa.(grifo nosso).

Esta resposta pode ser explicada pelo fato de que, para o aluno, € mais
facil interpretar uma situacdo que envolva uma variavel discreta, como
nos mostra a roleta D, do que uma situagcdo com outra variavel que possa

ser classificada como continua, como é o caso da roleta C.

Como ilustracdo de uma boa resposta, ou seja, de uma
resposta baseada em um raciocinio l6gico, temos a explicacdo dada por
Sophie, 16 anos, que afirma existirem também 3 chances em 5 para
obtermos o vermelho e a disposicdo das porcbes ndo influencia as

chances.

+ Questdo 3: Da urna B tiram-se 5 bolas (repondo e agitando a cada

sorteio). Em qual sequiéncia vocé apostaria?
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a) vermelha, vermelha, vermelha, vermelha, vermelha. [
b) vermelha, vermelha, azul, vermelha, vermelha. [

c) as duas sequéncias tém a mesma chance. [

Esta questdo tinha por objetivo pesquisar a aplicacdo da
nocdo de proporcionalidade pelo aluno. Esperavamos que ele pudesse
perceber que devido a composicdo da urna as bolas vermelhas teriam

maior chance de ocorréncia, sendo portanto mais adequada a opcéao (a).

Confirmamos porém as observacdes feitas na questdo
anterior, ou seja, 0s jovens, em se tratando de "acaso", ndo levam em
conta as informagdes sobre as proporcdes existentes entre os elementos
envolvidos na experiéncia realizada. Nenhum aluno escolheu a sequéncia
(a). Entre os 17 alunos que responderam ao questionario em sala de aula,
16 optaram pelo item (c), que também foi o item escolhido por 14 entre

0s 24 alunos que responderam em casa.

Parece-nos que, a este momento, houve um raciocinio

semelhante ao de D'Alembert quando este afirmava que

no curso normal da natureza, 0 mesmo evento
(qualguer que seja ele) acontece muito raramente
duas vezes seguidas, mais raramente trés e quatro

vezes, e jamais cem vezes consecutivas. [10]

+ Questdo 4. Em uma urna E existem 10 bolas numeradas de 0 a 9.

Tiram-se sucessivamente, com reposi¢cao, 1000 bolas, obtendo-se a
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sequéncia de numeros da pagina seguinte, chamada "tabela de
numeros aleatorios". Vocé quer jogar dados com um amigo, mas VOCEs

nao tém os dados. Esta tabela pode ser util para o jogo?
sim O nao O eu ndo sei

Como vocé a utilizaria?

O objetivo aqui era saber qual o conhecimento dos jovens
sobre a utilizacdo de uma tabela de niumeros aleatorios fornecida a cada
um deles, mas principalmente, verificar se eles associariam o0 termo
"aleatorio” com a construcdo da tabela. Observamos que, entre os 17
alunos que concordaram em utilizar a tabua, todos inventaram regras de
utilizacdo que envolviam sorteios dos numeros apresentados, ignorando o

significado do "aleatorio".

Citamos como ilustracdo a resposta dada por Liliane, 17
anos, que utilizaria a tabua de numeros aleatorios como no jogo de
Batalha Naval(...), ou ainda a resposta de Bruno, 16 anos, que deixaria o
dedo cair sobre a tdbua de numeros aleatérios, certamente sem olhar, e
entdo observaria sobre que niumero ele caiu. Outros alunos, assim como
Bruno, descreveram um procedimento semelhante ao de um professor ao

sortear um nome qualquer em sua lista de alunos.

+ Questdo 5. Lancam-se ao mesmo tempo 2 dados idénticos. A frase
seguinte é verdadeira ou falsa? "A probabilidade de ter um "5" e um

"6" € a mesma probabilidade de ter dois "6".
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verdadeira O falsa O eu nao sei
Explique sua escolha.

Como vocé interpreta a palavra "probabilidade"?

Esta questdo compreende a descricdo do conjunto de
possibilidades ou conjunto de resultados possiveis de uma experiéncia
aleatoria, o qual denominaremos, daqui por diante, Espaco Amostral,
que tem como simbolo Q. Caso nédo fizessem a distincdo entre os
resultados (5, 6) e (6 , 5), os alunos correriam o risco de cometer o

mesmo engano de D'Alembert em seu artigo "Cruz ou Cunho".

A analise destas respostas complementa os dados obtidos nas

questbes 1 e 3, reforcando que

sob hipotese de equiprobabilidade, se uma
experiéncia aleatoria nao esta suficientemente
explicada, pode ser fonte de ambiglidades e

pequenos paradoxos elementares,

conforme [18], dado este também identificado por S.Maury em [26],
quando do seu estudo sobre a influéncia do vocabulario e do contexto nas

respostas dos alunos para questdes de probabilidade.

Entre as respostas obtidas, temos a seguinte distribuicao:
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Resposta NuUmero de
alunos
Verdadeira 30
Falsa 07
Eu néo sei 04

Apesar da opcdo correta, os sete alunos que assinalaram
"falsa" justificaram erroneamente, através de argumentos fracos.
Vejamos, por exemplo, a resposta de Jean Baptiste, 16 anos. Para ele, as
chances de tirarmos um numero duplo sdo muito pequenas. Temos ainda

a resposta de Hervé, 16 anos, que escreveu apenas "Intuicao!”

A resposta de Nejma, 16 anos, segue 0 raciocinio de
D'Alembert, citado anteriormente na questdo 3, sobre a ocorréncia do
mesmo evento por vezes consecutivas. Tendo escolhido a sequéncia (b)
na questédo 3, ela agora justifica que tirar dois "6" € sempre uma chance

muito rara. tirar um"5" e um " 6" € mais provavel.

A palavra probabilidade significa chance para a maioria, no
sentido subjetivo do termo, ou seja, ndo existe uma distin¢cédo entre o uso

da probabilidade objetiva ou subjetiva.

+ Questdo 6: Em 100 lancamentos de "cara ou coroa" obtém-se 60
coroas e 40 caras. Esta informacdo é util para estimar a

probabilidade de termos "coroa” no 101° lancamento?

sim O nao O eu nao sei O
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Vamos lancar a moeda outras 10 vezes. Em qual eventualidade vocé

apostaria?

a) Existirdo tantas caras quantas coroas.
b) Existirdo mais coroas que caras.

c) Existirdo mais caras que coroas.
Explique sua escolha.

Que diferenca vocé vé, comparando as questdes 1 e 67

Esta questdo tinha como objetivo confirmar as observacdes
feitas na primeira questdo sobre proporcionalidade e composicdo da urna,
embora nenhum aluno tenha percebido a real diferenca entre as duas
situacdes, que vinha do fato de na questdo 1 n&o conhecermos a
composicdo exata da urna e, portanto, ndo conhecermos a proporcao de
bolas vermelhas. Num jogo de "cara ou coroa" sempre conhecemos a
composicao, ou seja, a moeda que sera lancada e que possui apenas duas

faces.

Nesta questdo encontramos uma diferenca significativa entre
as respostas dos dois grupos aqui analisados ( respostas em

casal/respostas em classe).

Entre os 24 alunos que responderam em casa, 8 deles, contra
apenas 1 aluno entre os 17 que responderam em aula, assinalaram "sim"
no primeiro item, e que existirA um numero maior de "coroas" porque

existe uma informacéo anterior ( 60 coroas e 40 caras). Isto nos faz supor
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que eles podem acreditar que a moeda nédo esta equilibrada, mas né&o

temos informacdes suficientes para confirmar esta hipotese.

Um dado que nos mostra claramente a indecisdo dos alunos
quanto a validade de informacdes prévias, que consiste na concepcao
errbnea de que os resultados anteriores a uma experiéncia aleatéria vao
interferir nos seus proximos resultados, vem do fato que, entre os alunos

que responderam "nao" a primeira indagacdo, 10 optaram pela
eventualidade (b), de onde podemos concluir que 46% do total de
respondentes acreditam na importancia de uma informacédo sobre

resultados anteriores.
+ Questdo 7: A frase seguinte parece verdadeira para vocé?

"N&ao se sabe se em 1993 um novo cometa aparecera no céu. existe

uma chance em duas para que isto aconteca."
verdadeira O falsa [ eu ndo sei

Explique sua escolha.

Através da analise das justificativas dos alunos identificamos
a possibilidade da existéncia de dois conceitos erroneos: "da auséncia de
informacdes sobre as condicOes da experiéncia aleatéria conclui-se a
equiprobabilidade dos seus resultados" e/ou "a probabilidade de um

evento depender & das informacgdes obtidas pelo observador”.

Temos como exemplo a resposta de Sandrine, 16 anos, para
guem a sentenca era verdadeira, (...) com uma chance sobre duas porque

eles sdo imprevisiveis, ou a de Emmanuelle, 16 anos, que justifica sua

61



opcdo "verdadeira" concluindo que (...) uma chance em duas porque a

incerteza € completa.

Muitos alunos citaram técnicas cientificas como base de
previsao, alterando a probabilidade de "1 sobre 2", como por exemplo a
aluna Sophie, 15 anos, que afirma "ndo saber quantos cometas existem"”,
ou Céline, 16 anos, que escreve "ndo conheco o ciclo dos cometas”, ou
mesmo Céline B., 16 anos, que opta pelo "verdadeiro” mas completa

"uma chance sobre duas ndo é uma boa estatistica".

+ Questdo 8: Em um bairro de Paris onde existem cerca de um milhao
de habitantes, queremos saber a proporcéao de criancas de 5 a 15 anos
que ndo sabem nadar. Fazemos uma sondagem através de uma
amostra de criancas escolhidas ao acaso. Para ter uma idéia precisa

desta proporcao, podemos limitar esta amostra a:
[0 10 criancgas.

[0 100 criancas.

] 1000 criancas.

[0 mais de 1000 criancas.

Queremos conhecer igualmente esta proporcédo para toda a cidade de
Paris. Qual o numero de criancas que deverdo ser interrogadas para

se ter uma idéia precisa desta proporc¢ao?

[0 10 criancas.
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[0 100 criancas.
] 1000 criancas.
[0 mais de 1000 criancas.

Vocé pode explicar suas escolhas?

A analise das respostas obtidas nesta questdo possibilitou a
confirmacdo de nossa hipdétese de existéncia da concepcdo de que a
probabilidade de um evento depende das informacdes obtidas pelo
observador, levantada devido aos dados obtidos nas questdes anteriores.
Deixamos claro que a resposta por nds esperada independia de
conhecimentos sobre amostragem, embora ndo possamos deixar de levar
em consideracdo a bagagem construida através de noticiarios, revistas,

enfim, quaisquer publicacOes para divulgar resultados estatisticos.

Sabemos que para uma amostra de tamanho N=1000, o erro
projetado varia em torno de 1%, mas nesta analise buscamos verificar a
atitude dos jovens frente a resultados obtidos através de amostragens, sua

idéia sobre a propor ¢édo populacdo-amostra.
Obtivemos a seguinte distribuicéo de respostas:
a) mantiveram o tamanho amostral: 6 alunos;
b) aumentaram o tamanho amostral: 23 alunos;
c) diminuiram o tamanho amostral: 1 aluno;
d) optaram por mais de 1000 criancas em ambos os casos: 8 alunos;

e) ndo responderam: 3 alunos.
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Vejamos alguns exemplos de justificativas dadas por eles.
Entre os que mantiveram o tamanho amostral temos Sébastien, 16 anos,
para quem quanto maior o numero de criancas, maior a precisao dos
resultados, ou ainda a boa justificativa de Celine, 17 anos, quando afirma
que é necessario escolher criancas que representem bem as diversidades
de uma populacao; isto bastard entdo para uma porcentagem bastante

justa.

Entre agueles que aumentaram o tamanho amostral podemos
citar a resposta dada por Corinne, 16 anos, para quem se interrogarmos,
por exemplo, apenas dez criancas que ndo sabem nadar quando todas as
outras o sabem, teremos um resultado completamente falso. Note-se aqui
que ela ndo observou a palavra "ao acaso” no enunciado proposto, fato

também constatado nas respostas de outros seus colegas.

Com isto, percebemos que os jovens ndo compreendem bem o
significado das palavras "ao acaso" e "aleatorio”, ndo confiando nos
resultados de uma amostragem: 25 dos alunos entrevistariam mais de

1000 criangas por motivos de precisao.

« Questdo 9: A partir das estatisticas dos anos precedentes podemos ter
uma idéia aproximada sobre o numero de acidentes rodoviarios que

acontecerao na Franca em 19937

sim O nao O eu nao sei O
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Vocé pode explicar a ligacao entre os acidentes registrados em 1992 e

0S que acontecerdo em 1993?

Apenas um aluno n&do respondeu a esta pergunta. As
justificativas recaem sobre as condi¢cbes da evolucdo do numero de
acidentes dos diferentes anos, o que reflete, conforme [2], o pensamento
da coletividade, porque para um motorista dentro de um automovel, o

acidente acontece devido ao acaso.

Suas justificativas, que nos permitiram a conclusdo acima,
podem ser ilustradas por "todos os fatores serdo praticamente o0s
mesmos” ou "0 numero de carros em circulacdo nado tera mudado muito”,
ou ainda, "um numero maior de motoristas devera aumentar a média de

acidentes".

+ Questdo 10: (resposta facultativa)
O futuro ja esta escrito na realidade de hoje?
sim O nao [ eu ndo sei
O acaso pode modificar este futuro?
sim O nao [ eu ndo sei
Os homens podem fazer escolhas que modifiquem seu futuro?

sim O nao eu nao sei O
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Uma vez que esta questdo era facultativa e de cunho mais
filosofico, nédo influindo diretamente nas concepc¢des frequentistas sobre

probabilidades, ndo faremos sua andlise.

[11.3. CONCLUSAO

Através da analise do questionario pudemos verificar que a
familiaridade que os alunos tém com a estatistica resume-se a cultura
adquirida fora de sua vida escolar, confirmando a pouca importancia dada
a este ensino pelos professores, fato este ja observado na Avaliacdo do

Programa de Matematica para Primeira Série do Segundo Grau [1].

Em relacdo ao conceito de probabilidade, confirmamos a
presenca da influéncia da formulacdo e do contexto nas respostas dos
alunos, também observada nos trabalhos de S. Maury [27]. Segundo
Maury, podemos distinguir dois niveis de funcionamento do

conhecimento: o da acdo imediata ao nivel dos julgamentos probabilistas
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intuitivos, e o nivel dos conhecimentos de ordem conceitual que se

exprimem através de um raciocinio probabilista.

No nivel da acdo imediata, pudemos constatar que para estes
jovens "a ocorréncia de um evento durante uma experiéncia aleatoria
pode ser influenciada por resultados anteriores a este", ou ainda que
"a probabilidade de um evento depende das informacdes obtidas
anteriormente sobre esse evento”, ou mesmo que "da auséncia de
informacdes sobre condicdes da experiéncia aleatoria conclui-se a
equiprobabilidade de seus resultados®, caracterizando uma viséo
subjetiva da probabilidade. Esta visdo fica caracterizada por uma

argumentacdo com bases subjetivas e ndo com bases empiricas.

Notamos entdo que no triangulo epistemol 6gico
objeto simbolo

conceito

definido por H. Steinbring em [32] ou falta para o aluno o vértice relativo
ao conceito ou ele ndo consegue fazer a associagdo "objeto-simbolo”. A
falta do conceito é quase sempre substituida por raciocinios intuitivos,

nao cientificos, provenientes de sua vivéncia quotidiana. Para Steinbring,
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o triangulo epistemoldgico representa um diagrama
no qual o significado do conhecimento ndo pode ser
deduzido a partir de um dos vértices, mas exige

sempre em equilibrio entre eles.

Este desequilibrio entre os pdélos fica bem evidenciado
quando observamos que varios alunos produzem justificativas
contraditérias para questdes complementares. Um exemplo € dado pelo
aluno que, na primeira questdo, responde que uma informacédo anterior
nao é util para prever os proximos resultados porém, na questao 6, utiliza

a informacéo dada para escolher a alternativa que julga correta.

Observamos também que as palavras "ao acaso"”, "aleatorio”,
"chance" e "probabilidade"” tém seu significado limitado a uma forma
mais ingénua. Novamente podemos notar a ruptura do triangulo

epistemol 6gico quanto a relacédo "simbolo-conceito”.

Esta limitacdo também foi observada por Fischbein em [14],

quando afirma que

muitas criancas identificam "raro” com "impossivel"
e "impossivel” com "incerto"(...). Tendem a substituir

significados matematicos por expectativas subjetivas

(..).

Em outro paragrafo completa:
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0 gque a crianca nao entende é que as situacdes devem
ser consideradas como meras roupagens para
experimentos ideais, que a matematica trata com o

ideal, operacdes abstratas e individuos(...).

Isto fica claro quando observamos que, na questdo 3, apesar
de existir um numero maior de bolas vermelhas na urna, nenhum aluno
opta pela sequéncia formada apenas por elas, ou quando afirmam que
podemos obter um "5" e um "6" com a mesma chance de obtermos dois
"6".

Torna-se entdo, para nds, necessaria a construcdo de uma
sequéncia de ensino baseada nestes dados, ou seja, uma sequéncia que
formalize os conceitos de "acaso" e "probabilidade" a partir da correcéo

das concepcdes errdoneas aqui evidenciadas.

Destacamos, finalmente, que as respostas obtidas neste
questionario fornecem ainda um material riquissimo para outros tipos de
analise, o que, porém, ndo € nosso objetivo, uma vez que nos limitamos
somente ao levantamento das concepcfes pré-construidas pelos alunos

antes do aprendizado do calculo das Probabilidades.
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CAPITULO IV:
A SEQUENCIA - ENSINO FRANCES

A SEQUENCIA - ENSINO FRANCES

IV.1. APLICACAO DE UMA SEQUENCIA PARA O ENSINO DO
CONCEITO DE PROBABILIDADE SEGUNDO O PROGRAMA
ESTABELECIDO PARA A SEGUNDA SERIE DO SEGUNDO GRAU
DO ENSINO FRANCES

De posse da andlise dos questionarios, comecamos,

juntamente com os professores das classes entrevistadas, a trabalhar para
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uma sequéncia de ensino que, dentro do espirito do programa afixado,
pudesse corrigir as concepcdes errdneas existentes e melhor explorar o
processo de modelizacdo, ou seja, da busca do modelo matemaético
adequado. Note-se que a modelizacdo é um obstaculo sempre presente no
estudo das probabilidades, como pudemos observar na analise historica

da evolucao deste conceito.

Citando os termos do programa:

(...)O objeto desta parte da formacdo € entdo a
descoberta, apoiada em experimentacdes numéricas,
de algumas noc¢des qualitativas e quantitativas
ligadas a modelizacdo matematica dos fenémenos

aleatorios.

O objetivo € formar, de maneira
gualitativa e eventualmente critica, algumas noc¢oes
probabilistas no registro e analise de situacdes nas
guais sdo construidos ou observados fendémenos

aleatorios ou de aparéncia aleatoria.

Aborda-se em seguida uma analise
mais quantitativa, permitindo formar, a partir do
estudo das frequéncias, e em relacdo com o0s
trabalhos efetuados em estatistica, a nocdo de

probabilidade.
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Procuramos também manter nossos objetivos em acordo com

aqueles propostos pela EVAPM1/93 [13], assim descritos:

« SituacoOes e Experiéncias Aleatoria

Sendo dada uma situacao aleatoéria,
> saber descrevé-la em termos de eventualidades
(analise daquilo que pode advir),

> saber associa-la a um conjunto de eventos
elementares (espaco amostral ou conjunto dos

resultados possiveis).

Saber utilizar, quando possivel, para
representar ou descrever uma experiéncia aleatoria,

um quadro ou uma arvore de possibilidades.

Estas representacdes podem conduzir a

desdobramentos simples.

Identificar um evento composto como

uma parte do Espaco Amostral.

- Linguagem de Eventos.
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Sendo descrita uma experiéncia
aleatoria (com um conjunto de eventos elementares

associado):

> saber determinar o0 conjunto dos eventos

elementares que realizam ou formam um evento dado,

> saber explicitar o evento complementar de um

evento dado,

> saber reconhecer eventos disjuntos (ou

incompativeis),

> saber explicitar o evento resultante da reunido

de dois eventos dados,

> saber explicitar o evento resultante da

interseccao de dois eventos dados,

> dar sentido as expressodes "evento impossivel”, e

"evento certo".

+ Probabilidades.

Estando descrita uma experiéncia
aleatoria (com um conjunto de eventos elementares

associado):

> na hipotese de equiprobabilidade dos eventos
elementares, dar a probabilidade comum destes
eventos a partir das hipoteses da Geometria do

Acaso.
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Saber associar, quando da repeticao
de uma experiéncia aleatoria, a estatistica dos
resultados observados e as frequéncias dos eventos

corr espondentes.

Sendo dada uma estatistica de tais
frequéncias, saber reconhecer, se possivel, a

estabilizacdo destas frequéncias.

Utilizar tal estatistica de forma
razoavel para estimar a probabilidade de um evento

dado.

Sendo descrita uma experiéncia
aleatOria e conhecidas as probabilidades dos eventos
elementares, saber utilizar, quando possivel, um
gquadro ou uma arvore de possibilidades para

encontrar a probabilidade dos eventos compostos.

Sendo dada uma distribuicdo de
probabilidades (sem equiprobabilidade), associada a
uma experiéncia aleatéria explicita, calcular a

probabilidade:
> de um evento,
> da interseccao de dois eventos,

> do evento complementar de um evento dado.
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Na hipotese de equiprobabilidade dos
eventos elementares, saber utilizar as probabilidades

elementares para calcular a probabilidade:
> de um evento,
> da reunido e da interseccao de dois eventos,
> do evento complementar de um evento dado.

Conhecer e utilizar a relacdo ligando
as probabilidades de dois eventos as de sua reunido e

de sua interseccao.

IV.2. OBJETIVOS.

1. Dar a nocao de experiéncia aleatoria de forma que se possa identificar

0 momento no qual o acaso intervém.

2. Dar condicdes a que o aluno possa descrever uma experiéncia aleatoria
e identificar os seus resultados possiveis, ou seja, 0S eventos

elementares.

3. Dadas as freqUéncias relativas de um evento elementar resultante de
uma experiéncia aleatéria que € repetida um grande numero de vezes,

reconhecer, quando possivel, a sua estabilizacéao.
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4. Utilizar a frequéncia estabilizada de um evento elementar para estimar

sua probabilidade quando ndo é possivel obté-la"a priori”.

5. Mostrar arelacédo entre a frequéncia relativa de um evento elementar e

o célculo "a priori" de sua probabilidade.

Para a aplicacdo de uma engenharia didatica que mostrasse
como se da a aprendizagem do Conceito de Probabilidade pela viséo
freguentista optamos pela elaboracdo de uma sequéncia a ser ministrada
pelos proprios professores dos grupos estudados e observada por nos,
juntamente com o professor e pesquisador M. Henry. Ao longo das
sessbes seriam feitas pequenas intervencdes por nos, observadores,

sempres que se julgasse necessario.

Toda a sequiéncia sera desenvolvida através de atividades que
cologuem o aluno em situacdo de acdo ou de formulacdo, conforme define

Guy Brousseau em sua Teoria das Situacdes:

uma situacdo de acdo faz evoluir o aluno por uma
mudanca de ponto de vista; uma situacdo de
formulacédo faz evoluir por uma mudanca de cédigos,

de linguagem...[17]

A sequéncia foi entdo dividida em fases a serem

desenvolvidas em cada um dos dois grupos participantes: o primeiro

77



formado pelos alunos que responderam ao questionario em classe e o

segundo, pelos alunos que responderam em casa.

Primeira Fase: composta por atividades que permitissem a percepcao
do conceito de probabilidade através da observacdo da estabilizacéo
da frequéncia relativa de um evento resultante de uma experiéncia

aleatoria, com aproximadamente 3 horas de duracéo.

Segunda Fase: discussdo com o0s alunos sobre suas respostas ao

questionario, com aproximadamente 1 hora de duracéo.

Terceira Fase: institucionalizacao do conteudo, com

aproximadamente 2 horas de duracéo.

Quarta Fase: aplicacdo de um teste para verificar os conhecimentos

adquiridos, com aproximadamente 30 minutos de duracgéao.

Desta forma, os dados por nos obtidos foram registros de

observacles, que receberdo tratamento qualitativo, o que nos permitira

fazer distingcdes, decidir os indices a serem privilegiados para, entao,

quantificarmos algumas destas informacdes, analisando-as através de uma

estatistica descritiva simples.
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Segundo A. Robert e R. Gras [30], para garantir a eficacia da
pesquisa e da interpretacdo de seus resultados, devemos definir muito
claramente as variaveis envolvidas (sua dimensdo, os fatores que
pensamos influenciar nosso objeto de estudo), o ponto de vista e a sua

localizac&o na realidade.

As variaveis didaticas, ou seja, as variaveis cujo comando
esta a disposicdo do professor e que determinam a situacdo didéatica [17],

serao:

« aformulacéo do problema, conforme Bordier [6] e Maury [26], que é

uma variavel de vocabulario,

+ agestdo da sequéncia, que € uma variavel de contexto.

As variaveis de vocabulario influenciam na compreensédo dos
textos. Um problema que nédo foi bem formulado, que n&o foi
exaustivamente explicitado, pode gerar pequenos paradoxos. As variaveis
de contexto, no nosso entender a gestdo da sequéncia, serdo fatores
determinantes no sucesso da aprendizagem, uma vez que o aluno deve
sentir-se a vontade para expressar suas proprias concepcdes, sem a

preocupacdo de procurar as respostas que julgar esperadas pelo professor.

Nosso ponto de vista é que o ensino do Conceito de
Probabilidades pela visédo frequentista proporciona ao aluno uma ligacao
mais estreita com o mundo real, o mundo do quotidiano, uma vez que este

ensino € fundamentado na definicdo de Probabilidade como sendo a

79



freqiéncia limite de um evento, quando repetimos uma experiéncia

aleatoria um grande namero de vezes.

Os pré-requisitos conceituais necessarios para O
desenvolvimento da seqiéncia sdo nocdes de proporcionalidade e de
Estatistica Descritiva, tais como frequéncias relativas, frequéncias

relativas acumuladas, analise de dados tabelados.

Para o controle das variaveis didaticas e de uma possivel
recapitulacdo dos pré-requisitos necessarios, os dois professores optaram
por direcionar o raciocinio dos alunos através de documentos que,

trabalhados individualmente, orientariam os debates em sala de aula.

IV.3. ANALISE "A PRIORI"

IV.3.1.Primeiro Grupo - Respostas ao questionario em sala de

aula.

A primeira fase, para este grupo, sera iniciada no dia
29/01/93, com a presenca de 19 alunos, inicio as 8h00 com a distribuicéo
do primeiro documento (DOC N°1), que se relacionava com as questdes
1, 5, 6 e 7 do questionario. O objetivo €&, entdo, confronta-los com a
"acao do acaso” em experiéncias aleatdrias e experiéncias que ndo podem

ser consideradas como tal.
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Deixaremos claro aqui que os documentos apresentados séo
apenas uma traducdao do original, mantendo a forma com a qual os

alunos franceses tiveram contato.

Entendemos como experiéncia aleatéria aquela que satisfaz

as seguintes condicdes, conforme [12]:

> nao podemos prever seu resultado; se repetida em
condicbes idénticas, podem ser obtidos resultados
diferentes (o emprego do condicional significa que a
experiéncia pode ser Unica, mas € a0 menos

reprodutivel em pensamento);

> 0 Espaco Amostral da experiéncia é conhecido.

Este documento € composto por uma tabela reproduzindo os resultados
de 1123 jogos de Loto, relacionando cada numero com o total de vezes que foi
sorteado em todos 0s jogos e o total de vezes nas vinte Gltimos sorteios.

bola 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
total 132 134 134 132 136 134 140 146 123 122
20 7 1 5 2 5 2 1 4 1 4
bola 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
total 127 139 119 136 144 154 126 148 150 146
20 3 1 2 4 4 4 3 3 3 0
bola 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
total 140 137 133 152 141 144 133 140 129 130
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20 4 2 3 3 2 2 3 1 2 6
bola 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
total 138 132 126 150 130 142 152 165 129 154

20 3 2 4 3 1 4 3 6 4 3

bola 41 42 43 44 45 46 47 48 49

total 123 130 134 126 148 131 117 154 150

20 2 1 2 2 4 0 1 3 4

As questbes propostas pelo documento nesta primeira parte sdo as
seguintes.
1) Estas informacgfes sdo Uteis para jogar uma préxima vez?
2) Se vocé respondeu SIM, diga como utilizaria este quadro e dé os seis
nameros que terdo sua preferéncia. Se respondeu NAO, explique por qué.

Em uma segunda parte sdo solicitadas as opinides sobre as seguintes
afirmacodes.
1) Existe uma chance em duas para que eu tenha sucesso no meu exame final.
2) Existe uma chance em duas para que o tempo seja bom amanha.
3) Se eu lancar duas moedas de 1F (Franco: unidade monetéria francesa),
tenho uma chance em trés de obter uma "cara" e uma "coroa".

Uma vez confirmado que todos os alunos conhecem o sistema
de extracdo de Loto, o professor devera iniciar um debate sobre as

questdes propostas.

De acordo com os dados obtidos pela analise do questionario,
questbes 1 e 6, devemos encontrar um grande numero de alunos
utilizando a tabela fornecida para selecionar os numeros a serem

apostados em um préximo sorteio. As duas questdes relativas ao jogo de
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Loto ndo devem apresentar dificuldades na identificacdo da acdo do

acaso, ou seja, naidentificacdo do momento no qual existe a sua acéo.

Esta situacdo se inverte quando passamos a segunda parte: de
acordo com as questbes 5, 7 e 9, estamos aqui lidando com a nocado de
acaso em um fendmeno aleatorio e ndo em uma experiéncia aleatoria.
Esperamos, para a questdo sobre a previsdo do tempo, respostas que
vinculem a chance de tempo bom a uma anélise da estacdo do ano ou das
condicbes do tempo durante a semana. Alguns alunos também podem
afirmar a ndo existéncia do acaso uma vez que existe a Ciéncia da
Meteorologia para este tipo de previsdo. De fato, o estudo de condicbes
meteorol6gicas ndo pode ser caracterizado como uma experiéncia
aleatoria, mas sim como um fenbmeno aleatério, uma vez que né&o
podemos reproduzi-lo indefinidamente em condi¢des idénticas, ou seja,
ndo podemos controlar as variaveis, controle este que caracteriza o
contexto no qual se desenvolveu o trabalho. Esta posicdo podera ser
alterada se, ao invés de questionarmos sobre o tempo amanh3,
procurarmos saber qual a chance de que ele seja bom em qualquer outra
data do ano. Neste caso, poderemos esperar respostas do tipo "uma
chance em dois, pois pode ou né&o fazer bom tempo”, mostrando a
concepcdao levantada pelo questionario de que " na falta de infor macdes,
todos o0s eventos sdo equiprovaveis'. Esta posicdo sera adotada
inclusive por aqueles que anteriormente negaram a acdo do acaso na
previsdo do tempo. Podem variar as chances da ocorréncia em analisando
fatores como a época do ano, porém sempre admitindo aqui a acdo do

acaso.
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Um dado importante que pudemos verificar através das
respostas ao questionario é que para o aluno prevalece sempre a
linguagem do quotidiano, enquanto que, em se falando de linguagem
cientifica, "se ndo houver experiéncia aleatéria ndo podemos falar de
chance ou probabilidade”, no sentido objetivo, uma vez que para 0s
fendmenos aleatorios, a probabilidade atribuida depende de técnicas
estatisticas mais avancadas, como por exemplo o estudo de séries
temporais, fora do nosso contexto. Limitaremos nossos estudos ao campo
das Experiéncias Aleatorias, que fornecem, pelo que acreditamos, um
conjunto de situacdes mais claras para que o aluno consiga compreender

0s primeiros conceitos de probabilidades.

Em relacéo a terceira questdo levantada, sobre o lancamento
de duas moedas idénticas, acreditamos que a falta de familiaridade com a
linguagem de conjuntos e com o0s meétodos combinatérios tornara o
raciocinio dos alunos semelhante ao de D'Alembert para uma situacao
idéntica, ja descrito no item |.1., uma vez que ndo devem distinguir os
pares ordenados (cara,coroa) e (coroa,cara). Esta diferenciacdo ocorrera
somente no caso de propormos o lancamento de duas moedas distintas,

por exemplo, de valores deferentes entre si.

Para a questdo sobre o proprio sucesso ou ndo nos exames
finais os alunos devem interpretar ndo como uma acao do acaso, mas sim
de esforco. Na realidade, ndo temos aqui, assim como na questdo da
meteorologia, uma experiéncia aleatéria e, portanto, ndo podemos falar
em "chances". A experiéncia poderia ser caracterizada se modificassemos
a questdo para o estudo da chance de sucesso de um aluno escolhido

aleatoriamente dentro de um grupo, ou seja, dentro de uma populacéao.
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Estimamos o tempo gasto na analise deste documento em
aproximadamente 30 minutos, ao final dos quais os alunos ja devem ter
compreendido a diferenca entre fendbmeno aleatério e experiéncia

aleatoria, bem como as variaveis necessarias para sua quantificacao.

Seguimos esta fase da sequéncia planejada com a distribuicéo

do Documento n°2, o qual reproduzimos a seguir.

Uma floresta contém 1000 arvores de 6 esséncias diferentes.
Encontramos 200 faias, 30 carvalhos, 10 bétulas, 50 abetos, 700 "épicéas" e 10
freixos.

1) Deseja-se "sortear ao acaso" uma entre as 1000 arvores. Qual método
vocé propde para isto?

2) Quais séo os resultados possiveis para esta experiéncia?

Interessa-nos as esséncias das arvores.
3) Qual é o conjunto de eventualidades que representa esta experiéncia
aleatéria?

Q: Conjunto das Eventualidades.

Q={ }

4) Qual é a probabilidade:

- do evento "sair um Freixo": P(Fr)=

- do evento "sair um Abeto": P(A)=

- do evento "sair um "Epicéa"": P(E) =
- do evento "sair uma Bétula": P(B)=

- do evento "sair um Carvalho" :P(C)=
- do evento "sair uma Faia" :P(F)=

Como vocé determinou suas respostas?
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5) Qual é a probabilidade:
- do evento "sair uma Conifera"
- do evento "sair uma arvore ndo Conifera"
6) E necessario conhecer o numero de arvores da floresta e o de cada
esséncia para responder as questdes precedentes?

Este documento reproduz a experiéncia narrada em [16] e
preocupa-se com a utilizacdo da nocdo de proporcionalidade para
determinacdo "a priori" da probabilidade de um evento, quando da
realizacdo de uma experiéncia aleatdria. Como tal, esta relacionado com
as questdes 2 e 3 do questionario, cuja analise aponta para uma correta
utilizacdo das proporcdes desde que nao se tenham referéncias sobre a
posicdo de cada elemento ou grupo de elementos dentro da populacéo

estudada.

Estimamos em 20 minutos a duracdo do debate sobre este
documento, fazendo com que os alunos compreendam de forma
satisfatoria a descricdo de um Espaco Amostral e da utilizacdo de seus
extratos para o célculo "a priori" de uma probabilidade, ou seja, é a
proposicdo de um raciocinio e de um calculo para obter a probabilidade
de diversas eventualidades, ou seja, de diversos eventos né&o
necessariamente elementares, antes de efetuarmos uma experiéncia
aleatoria. Existe agui um questionamento a ser feito: quais sdo 0s

argumentos para justificar estes calculos para os alunos?
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Passemos entdo ao estudo do terceiro documento proposto
pelo professor responsavel por este primeiro grupo, que vai relacionar os
resultados obtidos pelos alunos para o lancamento de um percevejo e
observacao da posicdo em que ele se paralisa - se com a ponta tocando o
solo ou n&o. Cada aluno devera relacionar seus resultados para, em
seguida, somar aos resultados obtidos pelos demais alunos do grupo e
assim observar a estabilizacdo da frequéncia relativa dos eventos
estudados. O Documento consta apenas de uma tabela a ser preenchida

pelos alunos, com os seguintes itens:

Primeira tabela: N° de Lancamentos x N° de Pontas x N° de N&o Pontas
Segunda tabela: N° de Lancamentos x N° de Pontas (Total e Freqiéncia) x N

o

de N&o Pontas (Total e Frequéncia)

Relacionando-se com as questdes 6, 8 e 9, tem-se como
objetivo tornar clara para o aluno a nocdo de probabilidade como
frequéncia limite, ou seja, o0 numero ao redor do qual a frequéncia

relativa de um evento se estabiliza.

A escolha do percevejo, e ndo, por exemplo, de uma moeda
ou um dado, vai obrigar o aluno a observar a estabilizacdo das
frequéncias relativas para estimar a probabilidade, sem um célculo "a

priori".

Esta atividade n&do pode ser analisada sozinha, mas sim em

conjunto com outras que propiciem ao aluno a oportunidade de confrontar
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as diferentes formas para o calculo de uma probabilidade: "a priori" e "a
posteriori”. Para isto sdo propostos mais dois documentos, um com 0S
resultados obtidos apds 1000 lancamentos de duas moedas num jogo de
"cara ou coroa" e outro com os graficos mostrando a evolugéo dos valores
da frequéncia acumulada para os eventos "cara-cara”, "cara-coroa" e

"coroa-coroa".

Devido as concepcdes erréneas existentes, os alunos devem
questionar a néo estabilizacdo da frequiéncia dos eventos produzidos pelo
lancamento das moedas exatamente nos valores calculados "a priori”,
porém, ao fim deste debate, devem compreender com certa clareza a
diferenca entre frequéncia relativa e probabilidade. Isto supfe que eles

saibam o que é uma experiéncia aleatOria assim como saibam descrevé-la.
A divisédo do tempo esperada é:

>40 minutos para o calculo das frequéncias relativas e verificacdo da

estabilizac&do no caso do lancamento do percevejo;

>30 minutos para o estudo do Documento n°5, a ser descrito na

continuidade do trabalho;

>20 minutos para a analise dos resultados dos 1000 lancamentos de duas

moedas (tabela e graficos);

>20 minutos para a comparacdo com o0s resultados obtidos pelo

lancamento dos percevejos e conclusao.

Documento n°5: procura estudar a estabilizacdo da

freguéncia relativa das letras do alfabeto que comp&éem um texto qualquer
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escolhido aleatoriamente por cada aluno. O objetivo € estimar a
probabilidade de utilizacdo de uma determinada letra do alfabeto em um
texto na lingua francesa. Procura completar as observacdes feitas quando

do estudo do lancamento do percevejo.

1V.3.2. Segundo Grupo - Respostas ao questionario em casa

A primeira fase deste grupo tem inicio previsto para
01/02/93, as 11h00, com a proposicdo das seguintes questbes para

reflexdo individual:

1) Tenho uma chance em trés para obter uma face "cara" e uma face "coroa"
gquando lan¢o duas moedas de 1F.
2) Existe uma chance em duas que chova amanha.

Como apoio, sera distribuido um quadro com os resultados de
1000 lancamentos de duas moedas idénticas e o respectivo grafico de
freqiéncias acumuladas. A analise a priori destas questdes é a mesma ja
feita quando da analise do primeiro documento estudado pelo outro
grupo, variando apenas na estimacao do tempo, que aqui sera estimado

em aproximadamente 60 minutos.

A segunda série de questbes a ser proposta para reflexdo

individual é a seguinte:
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1) Existem duas chances em vinte que o numero 25 seja sorteado na proxima
rodada de um jogo de L oto.

2) Existem cento e quarenta e uma chances em mil cento e vinte e trés para
que o0 namero 25 seja sorteado na proxima rodada de um jogo de Loto.

3) Existem quatrocentas e o0ito chances em novecentas para obtermos a posicao
"zero", ou seja, com a ponta tocando o solo.

Como material de apoio, sera distribuido um documento com
os resultados anteriores de 1123 jogos de Loto. Esta analise também foi
feita no primeiro documento do grupo anterior. E importante que
observemos que de um grupo para outro as atividades propostas séo
praticamente as mesmas, variando apenas a ordem e a forma de
proposicdo, ou seja, variando a gestdo da sequéncia, conforme haviamos
previsto como variavel de contexto. Este grupo vai se distinguir do outro
pela complementacdo das atividades com a leitura de textos relativos a

historia das probabilidades.

O tempo previsto para o desenvolvimento desta segunda fase

de debates é de 60 minutos.

IV.4. ANALISE "A POSTERIORI"

IV.4.1. Primeiro grupo - respostas do questionario em classe.

Apds confirmar que todos os alunos conheciam o sistema de
extracdo de Loto, o professor inicia o debate sobre o documento n81,

pedindo aos alunos que coloquem suas posi¢cfes em relacdo as questdes
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propostas. Obtivemos o0s seguintes resultados nesta primeira rodada de

opinides:

8 alunos, entre os 19 presentes, respondem SIM a primeira questao
sobre o jogo de Loto, ou seja, acreditam que o quadro contendo 0s
resultados anteriores é util para se jogar uma proxima vez, conforme
previmos em nossa analise "a priori", confirmando uma cultura
popular que reforca a concepcao errbnea de que a probabilidade de um
evento pode ser alterada por quaisquer informacdes que obtemos sobre
este evento, e ndo somente estimada ou calculada baseada em
informacdes pertinentes sobre a repeticdo do experimento aleatério um

grande numero de vezes;

16 alunos optam pela aceitacdo da conjectura sobre a aprovacdo no
exame final. Podemos supor que ndo perceberam que ndo se trata de
uma experiéncia aleatoria, ou melhor, que ndo depende de uma acao
do acaso para a aprovacdo ou ndo em exames quando falamos de uma

pessoa especifica;

11 alunos afirmam que a conjectura sobre a previsdo do tempo para o
dia seguinte é verdadeira, confirmando o observado na questéao
anterior, ou seja, a ndo distincdo entre Experiéncias Aleatorias, no
sentido de que podem ser controladas e repetidas infinitas vezes, e
outros tipos de situacdo aleatérias que ndo podem sofrer este tipo de

controle, conforme nossa analise "a priori";
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« 12 alunos aceitam a conjectura sobre o lancamento das duas moedas
idénticas, confirmando nossa analise "a priori" e efetuando um erro na
escolha do modelo matemético adequado, tal como o de D'Alembert,

citado anteriormente.

Apds um debate no qual os alunos defenderam suas opcoes,
pudemos constatar uma mudanca em alguns alunos, modificando o quadro
anterior devido as argumentacOes apresentadas. Vejamos por exemplo as
respostas de Benjamin, 18 anos, e de Jean-Baptiste, 16 anos, com relacéo

ao jogo de Loto:

> Benjamin: selecionou na linha "Total" os mais
frequentes, ou seja, aqueles com mais de 150 sorteios,
refinando esta selecdo através da ultima linha, que
indicava os 20 ultimos resultados. Em caso de
igualdade, fez uma escolha aleatoria. Seus numeros

preferidos: 16-24-38-40-48-49.

> Jean-Baptiste: escolheu 0s menos sorteados na

linha "Total", obtendo os numeros 9-10-13-33-41-47.

As demais justificativas podem ser resumidas nestes dois

exemplos citados, 0 que nos forneceu a seguinte configuracéo do grupo:
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« 10 alunos aceitam a utilidade do quadro como previsao para 0 proximo
sorteio, mantendo a concepcdo erronea sobre a interferéncia de

informacdes anteriores na probabilidade de ocorréncia de um evento;

+ 6 alunos mantém a posicédo anterior de ndo acreditar na utilidade do
quadro, justificando essa posi¢cdo com o0 argumento de que cada sorteio
€ independente dos anteriores. Esta argumentacdo era esperada por
noés, porém em um numero maior de alunos, conforme analise "a
priori”. Mesmo apo0s as intervencdes realizadas por M. Henry apenas
estes alunos conseguem perceber a ndo utilidade do quadro. Um dos
argumentos que nos pareceu bastante forte para o grupo foi
apresentado por Benjamin, que afirmou: ndo sabemos se 0 acaso existe
ou ndo. Nao sabemos se existe uma regra de calculo que rege o
Universo, mostrando um pensamento que indicava uma analogia com o

pensamento determinista de Laplace;

« 3 alunos foram desestabilizados pelos argumentos apresentados pelos

colegas.

Com isto, confirmamos nossa analise "a priori" sobre a
utilizacdo do quadro para a selecdo de numeros para uma proxima aposta,
porém notamos uma certa resisténcia na identificacdo da acdo do acaso,

contrariamente ao que haviamos previsto.
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Em relacdo a questdo sobre a aprovacdo nos exames,

encontramos as seguintes justificativas:

+ "existem duas possibilidades - passar ou ndo - mas

nao é uma questao de chance";

« "existem duas possibilidades - passar ou nao - logo,

uma chance em duas".

Alguns alunos, tais como Benjamin, afirmaram n&o ser uma
questdo de acaso, mas sim de trabalho. Notamos entdo que a posicéo
anteriormente adotada pelo grupo foi desestabilizada devido as
argumentacfes apresentadas. Ficou claro porém que para estes alunos,

probabilidade = chance = possibilidade, independentemente da existéncia

da Experiéncia Aleatoria, ou seja, existe uma certa confusdo no uso da
probabilidade objetiva e da probabilidade subjetiva, mostrando a grande
dificuldade da busca de um raciocinio diferente do raciocinio quotidiano,

nao matematico.

Com relacdo a pergunta sobre a previsdo do tempo para o dia
seguinte, a justificativa apresentada por aqueles que confirmaram a
conjectura confirmou a existéncia da concepcdo errbnea que induza a
equiprobabilidade devido a falta de informacdes sobre a Experiéncia
Aleatéria e, mais ainda, mostrou que estes alunos ndo souberam

distinguir Fendmeno Aleatério de Experiéncia Aleatéria, ou seja, néo
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houve a observacdo de que ndo poderiamos controlar as variaveis para a
repeticdo do experimento. Pudemos observar também que a maioria dos
alunos que responderam SIM a questdo sobre a aprovagcdo nos exames,

respondeu SIM a esta questdo, conforme mostramos no quadro seguinte:

SIM - SIM 11/19
SIM - NAO 4/19
NAO - SIM 1/19

Conforme nossa previsdao, houveram respostas que
associavam a ocorréncia de chuvas ao periodo do ano as esta¢cbes do ano,
afirmando n&o ser uma questdo de chance, mas o niumero de alunos com

este raciocinio foi muito pequeno dentro deste grupo.

Com relacdo ao lancamento das moedas encontramos as

seguintes justificativas, exemplificando a posi¢cédo do grupo:

« SIM: "temos 2 "coroas", ou 2 "faces" ou 1 "coroa" e
1 "face", de onde, 1 chance em 3". (Sebastian - 16

anos)

- NAO: "sdo duas chances em quatro pois podemos ter
0S seguintes eventos: coroa-coroa, coroa-cara, cara-

coroa, cara-cara.". (Sylvaine- 16 anos).
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Pudemos também observar que, para estes alunos, aleatério=

sem ordem = ao acaso.

Através das argumentacbes e das comparacdes com
argumentos anteriores os alunos conseguiram perceber que a aprovacao
nos exames nao depende do acaso, ou seja, nao representa uma
Experiéncia Aleatéria, que € entdo definida pelo professor, apdés o que
eles percebem que a questdo sobre a previsao do tempo também néo o é.
Esperavamos levar apenas 30 minutos neste debate, mas o tempo
necessario para sua conclusao foi de 60 minutos, o que ja pode indicar
insuficiéncia no tempo total previsto para o desenvolvimento deste

conteldo.

Como ja fizemos referéncias em nossa andlise "a priori”, o
segundo documento a ser discutido com o0s alunos preocupa-se com a
utilizacdo da nocéo de proporcionalidade para determinacdo "a priori" da
probabilidade de um evento, quando da realizacdo de uma Experiéncia

Aleatoria.

Pudemos observar que, entre os alunos participantes do
grupo, um deles ndo compreendeu a proposta do documento e outros seis
compreenderam mas ndo puderam encontrar o argumento procurado, ou
seja, ndo souberam fornecer um meétodo para o sorteio das arvores. M.
Henry esclareceu aos alunos que o método de escolha depende do projeto
definido, o que lhes permitiu uma melhor compreensdo da Experiéncia

proposta. Contudo, ainda ndo |hes foi possivel definir se os resultados
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desta Experiéncia, ou seja, 0 Espaco Amostral, seria formado por arvores
ou por esséncias. Em relacdo ao uso das proporcdes, ndo pudemos

observar maiores dificuldades por parte dos alunos.

Iniciou-se entdo a analise do documento n°3, na qual os
alunos tiveram uma participacdo bastante ativa, mas, pelo fato da
tachinha n&o apresentar a simetria a qual estavam habituados, ficaram
bastante inseguros quanto aos resultados obtidos. Concordaram que 0s
resultados seriam validos apenas para a tachinha lancada. Mudando-a,
mudariam também as posicOes obtidas para cada situacdo, "ponta" ou

"nao ponta".

Quando da distribui¢cdo do documento contendo os resultados
obtidos apds 1000 langamentos de duas moedas, pudemos confirmar nossa
analise "a priori" quanto as duavidas sobre a estabilizacdo das frequéncias
obtidas no lancamento das tachinhas, ou seja, pudemos observar que, pelo
fato desta estabilizacdo ter ocorrido préxima ao valor 50%, os alunos
ficaram questionando a causa de, neste caso, ndo poderem adotar esta

valor tal como o ocorrido no langcamento das moedas.

Novamente aqui utilizamos um tempo maior do que o
esperado, confirmando o fato de que o tempo estipulado no cronograma
geral para o aprendizado do conceito e do calculo das Probabilidades é
insuficiente para que possamos corrigir as concepcdes errbneas existentes

neste dominio.
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IV.4.2. Segundo grupo - respostas ao questionario em casa.

Os resultados obtidos neste grupo nao apresentaram
diferencas significativas em relacdo ao estudo feito no item anterior. As
diferencas na ordem de apresentacdo de alguns documentos n&o alteraram

0s resultados observados.

IV.4.3. Conclusao.

De uma forma geral, as sequéncias elaboradas pelos dois
professores que colaboraram nesta experiéncia provocaram nos alunos,
em um primeiro momento, inseguranca em relacdo ao objetivo do ensino
a ser ministrado, que pode ser explicada pela alteracdo do contrato
didatico que aparentemente existia nos grupos. Era esperado que o
professor explicasse com clareza qual a atividade a ser desenvolvida e
qual o seu objetivo final. Uma vez que as sequéncias tiveram como
caracteristica uma primeira fase na qual o aluno deveria realizar
determinadas atividades e relatar o0 que observou para que através de um
resumo dos fatos observados pelo conjunto pudessem comecar a obter
alguma informacdo do conteudo a ser ministrado, verificou-se ai a quebra

do contrato didatico.

Faltou também, ao nosso ver, a proposicdo de uma situacéo
a-didatica adequada que colocasse o aluno diante de um problema real a

ser resolvido, ligado ao seu quotidiano ou ao meio social no qual
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estivesse inserido, como o exemplo seguinte: "Como podemos estimar o
numero minimo de profissionais que devem prestar servico em um posto
de saude comunitario nas tardes de segunda feira para que 0s usuarios

nao esperem mais do que 10 minutos na fila?"

O aluno deve perceber que para esta estimativa faz-se
necessario conhecer o movimento dos postos comunitarios nas tardes de
segunda feira (enquete), ou melhor, qual a porcentagem de usuarios que
esperam mais do que 10 minutos para o atendimento. Deve perceper que
esta estimativa ndo podera ser feita "a priori", uma vez que né&o
conhecemos 0s estratos, ou seja, as proporcdes que formam a populacéo
estudada, no caso, os usuarios de um posto de saude. Assim, sua pesquisa
pode contar com os dados "Total de usuarios" x "porcentagem de usuarios
com espera’. Com esta estimativa pode-se planejar o numero de

profissionais necessarios para o atendimento.

O carater a-didatico da situacdo: segundo C. Margolinas em
[25], uma situacdo a-didatica € uma situacdo que pode ser vivida pelo
aluno enquanto pesquisador de um proplema matematico, independente ,
neste sentido, do sistema do ensino. Ela afirma ainda que, do ponto de
vista do aluno, a situacéo € a-didatica somente se ele tem consciéncia de
poder utilisar unicamente um raciocinio matematico. Neste sentido, a
situacdo proposta a situacdo s6 podera ser resolvida através do estudo da
estabilizacao das frequéncias relativas do numero de usuarios com espera,
ou seja, devera fazer uso de um raciocinio matematico, que neste caso
consta da identificacdo da Experiéncia Aleatéria em questdo (em um

posto de saude, observar o tempo de espera de um usuario) e da
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observacdo da existéncia ou nédo da estabilizacdo das frequéncias do

evento "esperar mais que 10 minutos".

Desta forma, nossa hipotese é que a utilizacdo de uma
situacdo a-didatica adequada agiria como um agente facilitador da

aprendizagem pretendida.
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CAPITULO V:
A SEQUENCIA - ENSINO BRASILEIRO

A SEQUENCIA - ENSINO BRASILEIRO

V.1. APLICACAO DE UMA SEQUENCIA PARA O ENSINO DO
CONCEITO DE PROBABILIDADE SEGUNDO O PROGRAMA
ESTABELECIDO PARA O CURSO DO FONOAUDIOLOGIA DA
FUNDACAO LUSIADA DE SANTOS.

A seguinte sequéncia sera aplicada em alunos do primeiro
ano do curso de Fonoaudiologia, mantido pela Fundacdo Lusiada, Santos.

Seu desenvolvimento ocorrera na disciplina Estatistica, apds os alunos
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terem aprendido conceitos basicos de Estatistica Descritiva, tais como
elaboracdo e interpretacdo de tabelas e graficos estatisticos, calculo de

frequéncias absolutas e relativas, simples e acumuladas.

Desejamos fazer uma analise causal da aquisicdo de novos
conceitos e da correcdo dos conceitos erréneos identificados na analise
do questionario aplicado, ou seja, uma andlise baseada sobre a hierarquia
evidente das qualidades dessas aquisicOes e correcdes. Em outras
palavras, queremos verificar o conceito de aprendizagem segundo o

triangulo epistemol 6gico de Steinbring, ja citado em 11.3.

Tal como na sequéncia concebida para alunos franceses,
nosso trabalho consistira em elaborar situacbes que possam ser
vivenciadas como a-didaticas pelos estudantes, segundo Margolinas [25],
facilitando a aquisicao e a correcao de conceitos, colocando estes alunos

em uma situacdo de acéo, formulacédo e validacéo.

O programa da disciplina Estatistica estabelecido para este
curso reserva um capitulo para o desenvolvimento do conceito de
probabilidade, "restringindo-se apenas aos problemas mais simples de
operacdo de eventos e evitando-se as dificuldades combinatorias. Devem

ser trabalhados os espacos equiprovaveis e nao equiprovaveis.”

V.2.0BJETIVOS

Esta sequéncia sera ministrada em duas etapas de 100

minutos cada uma, com 0s seguintes objetivos:
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dar a nocdo de Experiéncia Aleatoria, de forma que se possa

identificar o momento no qual existe a intervencéo do acaso;

dar condicbes a que o aluno possa descrever uma Experiéncia

Aleatoria e identificar os resultados possiveis (eventos elementares);

conhecidas as frequéncias relativas de um evento elementar resultante
de uma Experiéncia Aleatéria que € repetida um grande numero de

vezes, reconhecer, quando possivel, sua estabilizacao;

utilizar a frequéncia relativa estabilizada de um evento elementar para

estimar sua probabilidade, quando ndo é possivel obté-la "a priori”;

mostrar a relacdo entre frequéncia relativa de um evento elementar e o

calculo "a priori” de sua probabilidade.

Foram feitas as seguintes escolhas locais ou micro-didéticas,

segundo M. Artigue [3]:

variaveis didaticas: de vocabulario, ou seja, a formulacdo do

problema, e de contexto, na gestédo da sequéncia;
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pré-requisitos conceituais: nocdes de proporcionalidade e de
Estatistica Descritiva, ja descritas no inicio do capitulo, as quais os

alunos vinham recebendo nas aulas precedentes.

A seguéncia a ser desenvolvida sera aplicada pelo proprio

professor do grupo estudado, portanto, para as observacdes, contaremos

com a ajuda de outra professora de Estatistica. Isto minimizara o

problema da quebra de contrato didatico, ja existente pela propria

situacado de pesquisa proposta aos alunos.

Para um melhor aproveitamento, dividiremos o trabalho em

quatro fases.

Primeira Fase: composta por atividades que permitam a percepcao
e/ou a correcdo do conceito de probabilidade através da estabilizacéo

da frequéncia relativa, com aproximadamente 130 minutos de duracéao.

Segunda Fase: institucionalizacéo do conteudo, com

aproximadamente 70 minutos de duracdao.

Terceira Fase: além dos 200 minutos destinados a atividades praticas
e institucionalizacdo, dedicaremos mais 200 minutos, divididos em
duas sessbes de 100 minutos cada para a resolucdo de exercicios de

fixacdo do conteudo aprendido.
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+ Quarta Fase: aplicacdo de um teste para verificar os conhecimentos

adquiridos, com aproximadamente 60 minutos de duracgéao.

V.3. ANALISE "A PRIORI"

A primeira fase tera inicio com a proposta de uma questéo
sobre a intervencdo do acaso em situacbes meteoroldgicas, ou seja, um
fendmeno aleatério. Esta relaciona-se com o ultimo item do questionéario,
que também apresentou uma situacdo que ndo poderia ser caracterizada
como Experiéncia Aleatoria, ilustrada pela ocorréncia ou ndo de uma

guerra no Oriente Médio. A questao a ser escrita no quadro negro sera:

"Qual a chance de chover em Santos no dia 30 de julho?"

Esperamos que o grupo forneca respostas do tipo "chove ou
nao chove", com uma chance de 50%, ou ainda do tipo "depende da
meteorologia”, com outras sugestdes para a chance de ocorréncia, embora
percebessem a ndo existéncia da acdo do acaso nesta situacéo, mostrando
claramente a utilizacdo de um raciocinio tipicamente quotidiano em
situacdes nas quais deve ser usado 0 raciocinio cientifico, conforme
estudo de M. Legrand [22]. Pudemos perceber um grande numero de
alunos com este tipo de erro quando analisamos as respostas ao
questionario, ou seja, pudemos perceber que um grande numero de alunos

utiliza conceitos muitas vezes subjetivos do ponto de vista logico-
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matematico. Assim, esperamos a utilizacdo de uma probabilidade
subjetiva, segundo a definicdo dada por Noether [28], pagina 11:"(...)
Essas probabilidades exprimem numericamente a intensidade com que a
pessoa acredita, isto é, a sua disposi¢cdo de apostar na ocorréncia ou nao

ocorréncia de um determinado evento."

Tal como para os estudantes franceses, esperamos respostas
que condicionem as chances de chuva as condi¢cdes meteoroldgicas da
época do ano. ApoOs debate sobre o assunto, lancaremos uma questdo
sobre a chance de chover no dia seguinte ao da seqiiéncia, para a qual
esperamos uma mudanca nas posicdes assumidas pelos alunos, que
passardo a considerar apenas a andalise das condi¢cfes meteorolégicas no
momento, aumentando ou diminuindo a chance de ocorréncia de chuva,

predominando de maneira mais acentuada a linguagem do quotidiano.
A segunda questdo a ser proposta para debate sera:

"No lancamento de duas moedas idénticas, qual a chance de obtermos

uma face "cara" ?"

Relacionada com as perguntas de numero 4 e 5 do
questionario, esperamos com esta segunda questdo levantar as possiveis
dificuldades de modelizacédo, também percebida em alunos franceses, tal
como a dificuldade em perceber que mesmo em moedas idénticas os
resultados "cara-coroa" e "coroa-cara® sao resultados distintos.
Esperamos encontrar o mesmo valor calculado por D'Alembert para esta
situacdo, ou seja, uma probabilidade igual a 1/3. Para tal concluséo

estamos fundamentados na analise da questdo 4 do questionario, na qual
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os alunos ndo perceberam a diferenca entre os eventos (5,6) e (6,5)

resultantes do lancamento de dois dados simultaneamente.

Dificuldades geradas pela formulacdo do problema foram
também estudadas nas perguntas 3 e 6 do questionario, e esperamos
inclui-las durante o desenrolar do debate, conforme as argumentacdes dos

alunos para as probabilidades procuradas.

Para completar a discussdo deste item, sera construida em
sala, com base em resultados obtidos individualmente pelos alunos, uma
tabela de frequéncias relativas acumuladas para o evento "sair uma face

"cara"". Esperamos que, de posse destes resultados, os alunos

estabelecam a ligacado frequéncia-probabilidade desejada.

Aqui, como com os alunos franceses, as concepcdes erréneas
existentes levardo os alunos a questionar a diferenca entre os valores
obtidos "a priori" e "a posteriori*. Este questionamento € muito bem

definido por G. Bachelard [4] quando afirma

(...) ndo é porque as probabilidades sdo colocadas
habitualmente como ocorréncias que o fenébmeno que
elas representam deve ocorrer. Da probabilidade "a
priori" a probabilidade "a posteriori” existe 0 mesmo
abismo que entre a geometria légica "a priori” e uma
descricdo geométrica "a posteriori” do real. Que
existam coincidéncias entre a probabilidade
calculada e a probabilidade medida, é provavelmente

a prova mais delicada, a mais sutil, a mais
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convincente da permeabilidade da natureza para a
razdo. Esta racionalizacdo da experiéncia do
provavel deve sem duavida se realizar por uma
correspondéncia entre a probabilidade e a

frequéncia”.

Com esta citacdo esperamos deixar claro o objetivo da

questdo colocada, a ser complementada com a seguinte:

"No lancamento de uma tachinha, qual a chance de obtermos a posicao

n pontall ?II

Esta proposta de discussdo visa clarificar as concepcdes
percebidas nas questdes 1, 2, 5 e 6 do questionario sobre a estimacéao de
uma probabilidade sem que se possa calcula-la "a priori". Esperamos que
os alunos percebam que a tachinha n&o possui a simetria apresentada pela
moeda e que, portanto, ndo poderiamos esperar a equiprobabilidade para
0S eventos elementares "ponta” ou "néo ponta“, que identificam a posicao

na qual toca o solo.

Para completar a discussdo, como no caso anterior, sera
construida a tabela de frequéncias relativas acumuladas a partir de dados
obtidos anteriormente pelos alunos. Estes resultados deverdo gerar,

através da comparacdo com a situacdo do lancamento das moedas, a
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confirmacao da possibilidade de estimacédo de uma probabilidade que néo

pode ser calculada "a priori".

Apoés a realizacdo das trés atividades praticas, os alunos
terdo condicbes de identificar uma Experiéncia Aleatéria, reconhecer o
conjunto de resultados possiveis para essa Experiéncia, ou seja, seu
Espaco Amostral. Esperamos também que a associacdo frequéncia-
probabilidade fique clara a ponto de que os proprios alunos identifiquem

0s trés axiomas basicos do calculo de Probabilidades:

Sejam A e B eventos disjuntos em um Espaco Amostral Q. Entdo:
> P(A) =0

>P(Q) =1

> P(A 0 B)= P(A) + P(B)

A institucionalizacdo dos axiomas devera provocar Nnos
alunos a duavida sobre a probabilidade da unido de conjuntos néo
disjuntos. Esperamos que apds debate e com alguns exemplos, os préprios

alunos concluam o enunciado correto do teorema:

"Se An B # [0 , entdo P(A 0 B)= P(A) + P(B) - P(An B)"

Com isto, estardo aptos a modelizar situacbes simples,
calculando as probabilidades de eventos simples e compostos, desde que

isto ndo envolva grandes dificuldades combinatérias. A arvore de
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possibilidades podera ser utilizada como uma alternativa de regra de

contagem.

V.4. ANALISE "A POSTERIORI"

As duas primeiras etapas, constituidas das atividades praticas
e institucionalizacéo, tiveram lugar nos dias 21/05/93 e 28/05/93, com

duracéo total de 200 minutos, conforme o previsto.

Em aulas anteriores o0s alunos haviam recebido
esclarecimentos sobre o0s objetivos da sequéncia, uma vez que a
permanéncia de um observador em sala de aula deveria provocar uma
quebra no contrato didatico estabelecido. Foram também instruidos a
efetuar os experimentos das moedas e da tachinha em casa, anotando os

resultados a cada langcamento.

Dando inicio a atividade, colocamos no quadro a questdo
sobre a meteorologia: "Qual a chance de chover em Santos no dia

30/07/93?" e sugerimos que os alunos pensassem por 10 minutos.

Apoés este tempo foi dada por eles a seguinte posicao: "Existe
uma chance de 50% , pois pode ou nao chover", conforme haviamos
previsto em nossa analise "a priori”. Induzidos a um debate sobre esta

afirmacédo, chegamos a seguinte divisdo de opinides:
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V F ? TOTAL
23 04 03 30

Embora esperassemos este tipo de argumentacdo explicada
pela concepcdo errbnea de que na falta de informacBes sobre a
Experiéncia Aleatoria podemos concluir a equiprobabilidade de seus
eventos, a quantificacdo contraria as projecOes feitas pela andlise do
questionario em sua uUltima questdo. Vejamos o quadro seguinte, no qual

expomos os dados porcentuais das duas situacdes:

V F ? TOTAL
QUEST. 29% 18% 53% 100%
CLASSE 7% 13% 10% 100%

Observamos assim que em situacdo de aula o numero de
respostas errébneas aumenta consideravelmente. Embora o numero de
alunos indecisos (?) tenha diminuido bastante, isto ndo significou uma
correcdo na concepcao, mas sim uma provavel influéncia pela qualidade
de argumentacdo apresentada: "ndo podemos saber as condi¢cdes
meteoroldgicas para um periodo distante, logo, podemos dizer que

havera ou nao havera chuva."

Entre os alunos que optaram pelo F, a justificativa dada foi a
seguinte: "devemos observar a média de chuvas em Santos", que € uma
resposta analoga a dos alunos que alegaram falta de informacdes
suficientes para estimar se havera ou ndo uma guerra, quando

responderam a ultima pergunta do questionario.
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Se considerarmos que entre 0s que responderam F ao
questionario, poderemos apenas considerar como "boas respostas” 9%
delas, podemos afirmar que o debate em aula provocou um aumento de
"boas respostas" para 13%. Queremos lembrar que uma resposta foi
considerada como correta quando ndo continha contradi¢cdes entre a opgéo
feita e sua justificativa, ndo contendo concepcdes errdoneas, no caso, a
interpretacdo do fato como uma Experiéncia Aleatéria, a suposicao da
equiprobabilidade pela falta de informacdes, acarretando a utilizacdo de

uma probabilidade subjetiva.

Notamos também, até este momento, a existéncia de davidas
sobre a intervencédo do acaso nesta situacao, evidenciadas pela quantidade

de opcdes pelo V.

Conforme programamos, langcamos para os alunos a mesma
questdo na qual mudamos apenas a data focal: "Qual a chance de chover

amanha? Vocés ainda acham que esta chance € de 50%?"

Apds um rapido debate, pudemos constatar que uma mudanca
na data provocou a mudanca esperada nas respostas dos alunos, conforme

podemos observar no quadro abaixo:

V F ? TOTAL
25 01 04 30

Observamos assim que 0 conceito errébneo da
equiprobabilidade pela falta de informacdes é muito forte junto aos

alunos. Mesmo apods conduzirmos o debate de forma a deixarmos claras as
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condicbes para que uma experiéncia possa ser considerada como
Experiéncia Aleatéria, de onde concluimos que os fenbmenos
meteorol 6gicos ndo poderiam ser considerados como tal, e que portanto,
nao poderiamos falar de chance ou probabilidade, os alunos mantiveram,
em sua maioria, a posicao anteriormente adotada. Confirmamos assim 0s
trabalhos de Tversky e Kahneman (1971), que constatam que as
concepcdes errbneas podem persistir nas pessoas mesmo apos adquirir

nocdes basicas sobre probabilidades.

Colocamos entdo a segunda questdo para debate: "No
lancamento de duas moedas idénticas, qual a chance de obtermos uma

face "cara" ?"

Apds 10 minutos de troca de opinides com o0s colegas mais

préximos, foram sugeridos os seguintes resultados:

3/4 "temos 3 chances em 4, pois o0s resultados
podem ser cara-cara, cara-coroa, coroa-cara e
coroa-coroa".

1/4 "temos uma cara em 4 possibilidades” - estes
alunos consideraram como sucesso apenas O
evento onde ndo ocorreria nenhuma "coroa".

4/4 "em cada moeda temos 50% de chance de
"cara". Jogando as duas ao mesmo tempo
teremos 50%+ 50%=100%".

1/2 "podemos obter "cara-coroa” ou "coroa-cara",
logo, 2 chances em 4 possibilidades".

Passamos entdo a andalise dos resultados obtidos pelos alunos

nos lancamentos feitos em casa, conforme a tabela seguinte, na qual cada
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aluno dividiu seus resultados em grupos de 30 lancamentos e, a cada

linha, foram somados os resultados anteriores. Na ultima coluna temos

representadas, assim, as frequéncias relativas acumuladas para o evento

"sair uma cara" na Experiéncia Aleatéria "Lancar duas moedas idénticas e

observar o numero de caras na face superior”.

LINHA [ LANCE = E%
1 30 16 | 53.33%
2 60 32 | 53.33%
3 90 49 | 54.44%
4 120 61 | 50.83%
) 150 77 |51.33%
6 180 94 | 52.22%
7 210 117 [ 55.71%
8 240 139 [ 57.92%
9 270 155 [ 57.41%
10 300 174 | 58.00%
11 330 190 | 57.58%
12 360 208 | 57.78%
13 390 219 | 56.15%
14 420 235 | 55.95%
15 450 251 | 55.78%
16 480 267 | 55.63%
17 510 279 | 54.71%
18 540 291 | 53.89%
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LINHA | LANCE E E%
31 930 504 | 54,19%
32 960 520 | 54,17%
33 990 536 | 54,14%
34 1020 547 | 53,63%
35 1050 562 | 53,52%
36 1080 577 | 53,43%
37 1110 595 | 53,60%
38 1140 617 | 54,12%
39 1170 637 | 54,44%
40 1200 649 | 54,08%
41 1230 663 | 53,90%
42 1260 679 | 53,89%
43 1290 692 | 53,64%
44 1320 708 | 54,64%
45 1350 726 | 53,78%
46 1380 741 | 53,70%
47 1410 755 | 53,55%
48 1440 769 | 53,40%




19 570 306 | 53.68%
20 600 324 | 54.00%
21 630 342 | 54.29%
22 660 358 | 54.24%
23 690 379 | 54.93%
24 720 397 | 55.14%
25 750 418 | 55.73%
26 780 433 | 55.51%
27 810 449 | 55.43%
28 840 465 | 55.36%
29 870 480 | 55.17%
30 900 490 | 54.44%

49 1470 782 | 53,20%
50 1500 800 | 53,33%
o1 1530 816 | 53,33%
92 1560 830 | 53,21%
93 1590 843 | 53,02%
94 1620 854 | 52,72%
95 1650 865 | 52,42%
56 1680 883 | 52,56%
o7 1710 894 | 52,28%
58 1740 914 | 52,53%
99 1760 925 | 52,56%
60 1790 938 | 52,40%

Através desta andlise os alunos puderam observar a

estabilizacdo da frequéncia relativa em torno do valor 52%. Em seguida,

para completar este estudo, foi distribuida uma tabela com os resultados

de 1000

lancamentos consecutivos de duas moedas idénticas, divulgada

em [16], que resumimos a seguir, juntamente com o respectivo grafico:

LANCE F F%
50 30 60,00%
100 56 56,00%
150 77 51,33%
200 106 53,00%
250 129 51,60%
300 150 50,00%
350 170 48,57%
400 194 48,50%
450 215 47,78%
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500 240 48,00%
550 259 47,09%
600 283 47,17%
650 311 47,85%
700 336 48,00%
750 359 47,87%
800 385 48,13%
850 408 48,00%
900 434 48,22%
950 461 48,53%
1000 489 48,90%

40 4 + + + + + + + + + + + + + + + + + + 4
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000

Apobs a analise conjunta dos resultados obtidos em classe e
dos resultados apresentados, os alunos retornaram aos resultados
propostos quando da exposi¢cdo do problema e concluiram que o correto
seria o valor 1/2 ou 50% para a chance de ocorréncia de uma face "cara"
qgquando lancamos duas moedas idénticas. Conseguem perceber a acdo do
acaso, identificando a Experiéncia AleatOria e justificam por essa acdo as

diferencas obtidas nos valores da frequéncia estabilizada.
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Lancamos entdo a terceira e ultima questdo desta fase,
escrevendo no quadro: "No lancamento de uma tachinha, qual a chance
de obtermos a posicdo "ponta”, ou seja, qual a chance que ela caia com

a ponta tocando o solo?"

Conforme esperavamos, 0s alunos perceberam a auséncia de
simetria na tachinha, contrariamente ao ocorrido com as moedas. Os
valores estimados "a priori" pelos alunos foram 1, 1/2 e 1/3, citando

como fator de influéncia o tamanho da ponta desta tachinha.

Passamos entdo a analise dos resultados obtidos por cada
aluno para o lancamento de uma tachinha previamente distribuida,
somando os resultados a cada etapa, como ja haviamos feito para o
lancamento das duas moedas. Obtivemos o0s seguintes valores, conforme a
tabela abaixo, na qual a primeira coluna indica a ordem de chamada, a
segunda indica o numero de lancamentos, a terceira indica o total de

sucessos e, a ultima, a frequéncia relativa acumulada.
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LINHA [ LANCE F F%
1 30 15 50,00
2 60 27 45,00
3 90 42 46,67
4 120 54 45,00
5 150 66 44,00
6 180 80 44,44
7 210 95 45,24
8 240 110 | 45,83
9 270 128 | 47,41
10 300 146 | 48,67
11 330 159 | 48,18
12 360 169 | 46,94
13 390 191 | 48,97
14 420 209 | 49,76
15 450 231 | 51,33
16 480 248 | 51,67
17 510 256 | 50,20
18 540 266 | 49,26
19 570 280 | 49,12
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LINHA | LANCE F F%
30 900 434 | 48,22
31 930 454 | 48,82
32 960 467 | 48,65
33 990 479 | 48,38
34 1020 502 | 49,22
35 1050 518 | 49,33
36 1080 531 | 49,17
37 1110 546 | 49,19
38 1140 561 | 49,21
39 1170 570 | 48,72
40 1200 579 | 48,25
41 1230 594 | 48,29
42 1260 614 | 48,73
43 1290 624 | 48,37
44 1320 639 | 48,41
45 1350 651 | 48,22
46 1380 662 | 47,97
47 1410 678 | 48,09
48 1440 695 | 48,26




20 600 293 | 48,83 49 1470 708 | 48,16
21 630 305 | 48,41 50 1500 723 | 48,20
22 660 323 | 48,94 51 1530 738 | 48,24
23 690 331 | 47,97 52 1560 747 | 47,88
24 720 346 | 48,06 53 1590 761 | 47,86
25 750 368 | 49,07 54 1620 778 | 48,02
26 780 380 | 48,72 55 1650 790 | 47,88
27 810 392 | 48,40 56 1680 805 | 47,92
28 840 404 | 48,10 57 1700 814 | 47,88
29 870 418 | 48,05 58 1720 826 | 48,02

Apoés estes resultados, os alunos optaram pelo valor 1/2 como
sendo a melhor chance de obtermos a posicdo "ponta’, a exemplo do
ocorrido no langcamento das moedas. Contrariamente ao previsto em nossa
analise "a priori", os alunos néo perceberam a impossibilidade do calculo
"a priori" deste resultado. Mesmo percebendo a falta de simetria,
insistiram que sendo apenas duas posicOes possiveis ndo teriamos

motivos de nado calcula-la.

Apresentamos entdo uma tabela contendo os resultados

obtidos pelos alunos franceses, com os val ores seguintes:
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LANCE F F%
30 17 56,67
60 37 61,67
90 53 58,89
120 74 61,67
150 86 57,33
180 107 59,44
210 124 59,05
240 145 60,42
270 159 58,89
300 177 59,00
330 197 59,70
360 211 58,61
390 227 58,21
420 242 57,62
450 259 57,56
480 276 57,50
510 292 57,25
540 309 57,22
570 327 57,37
600 342 57,00
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630 354 56,19
660 368 55,76
690 382 55,36
720 400 55,56
750 418 55,73
780 432 55,38
810 450 55,56
840 463 55,12
870 479 55,06
900 492 54,67

62 -

61

60 -

59 4

58

57 4

56 4

55

4

53 -

52 T T T T T T T T T T

Tal como na Experiéncia do lancamento de duas moedas
idénticas, os alunos continuaram atribuindo as diferencas entre os
resultados obtidos a acdo do acaso, ndo demonstrando ddvidas quanto a
identificacdo do Experimento AleatOrio e seus possiveis resultados, ou
seja, seu Espaco Amostral. Isto porém néo contribui para a dissolucdo ou

mesmo minimizacdo da duvida sobre o valor a ser adotado como

probabilidade "a priori" para este evento.
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Apds estas analises, retomamos a pergunta sobre a
meteorologia, e sO entdo os alunos perceberam que ndo podemos estimar
uma probabilidade objetiva para este tipo de fenbmeno, ou seja, para

fendmenos nao aleatorios.

Completamos assim a sequiéncia de atividades para o ensino
do conceito de probabilidades. A partir de entdo continuamos com uma
série de exercicios para fixacédo e aplicacdo deste conceito, com duracéo
de 200 minutos divididos em duas séries de 100 minutos cada, nas quais
os alunos apresentaram duvidas principalmente quanto a linguagem de
conjuntos. Os problemas de contagem foram resolvidos, sempre que
possivel, com ajuda da arvore de possibilidades, o que facilitou bastante
sua compreensao. Os exercicios de proporcionalidade ndo apresentaram
maiores dificuldades, assim como aqueles que utilizavam a freguéncia

relativa dos eventos como estimativa da probabilidade destes eventos.

Uma vez que nesta sequéncia também né&o foi apresentada
uma situacdo a-didatica conforme nossa analise em 1V.4.3, ndo nos foi
possivel verificar a hipotese de que esta seria um agente facilitador da
aprendizagem, o que deixaremos para um futuro trabalho de

complementacao.

V.5. TESTE PARA VERIFICACAO DA APRENDIZAGEM
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O seguinte teste consistiu de uma prova com 5 questdes que
tém por objetivo verificar o grau de aprendizagem do conteddo
desenvolvido, ou seja, sobre o conceito de Probabilidade, assim como seu
cadlculo em situacdes que nao envolvam dificuldades combinatorias.
Iniciamos com Experimentos Aleatérios, passando em seguida ao calculo

de probabilidades "a priori" e "a posteriori”.

Elaboramos duas provas diferentes, mas com questdes que
verifiguem o mesmo conteuddo com o mesmo grau de dificuldade. Os
alunos devem responder a estas questdes durante 90 minutos, de forma

individual.

Questdo 1: Seja Q = {(P;V);(P;V);(M;V);(M;V);(G;V);(G;V)}, onde P,
M, G e V sdo os eventos P:"pequeno”; M:"médio"; G:"grande" e
V:"verde". descreva uma Experiéncia Aleatoria que tenha Q como

Espaco Amostral.

Esta questdo teve como objetivo verificar se os alunos sabem
descrever uma Experiéncia Aleatoria, bem identificando a acdo do acaso
nesta situacdo. Consideramos corretas as respostas que continham esta
descricdo e identificacdo bem definidas. Entre os 67 testes analisados,

obtivemos os seguintes resultados:

Certo Errado | Branco Total
39 20 8 67

Estes valores nos mostram que aproximadamente metade do

grupo ainda ndo consegue descrever uma Experiéncia Aleatoria
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corretamente, muitos deles confundindo esta descricdo com o ato de
enunciar um exercicio sobre o calculo de Probabilidades, com termos na

forma: "calcular a probabilidade de...", que ja era por nds esperado.
Devemos ressaltar que muitos destes alunos ndo participaram da
sequéncia experimental, porém tendo participado da resolucdo de
exercicios em sala de aula. Com base nos resultados apresentados no
quadro acima, podemos esperar alguma dificuldade por parte dos alunos

para responderem aos préximos itens.

Questdo 2: Imagine que os dados seguintes sdo relativos ao numero de
erros de diccdo por uma crianca de um grupo experimental. Construa
uma tabela de frequéncias relativas (%). A partir dessa estatistica,

podemos estimar a probabilidade de termos mais de 8 erros para uma

crianca?
3 1 0 6 1 2 4 11 8 3
0 7 8 9 6 5 12 3 12 4

Esta questdo objetivava verificar a associacdo de frequéncia
relativa e probabilidade feita pelo aluno. O numero de respostas corretas

para a confeccao da tabela de distribuic¢des encontra-se no quadro abaixo:

Certo Errado | Branco Total
47 17 3 67
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O numero de respostas corretas para a estimativa da probabilidade atraveés
da sua associacdo com a frequéncia relativa encontra-se no quadro

abaixo:

Certo Errado | Branco Total
29 20 18 67

Observamos aqui que a maioria do grupo observado néao
consegue associar a frequéncia relativa a probabilidade do evento
analisado, tendo aumentado bastante a porcentagem de alunos que
deixaram de responder a este item, tendo respondido ao anterior
corretamente. Podemos entdo concluir que o aprendizado ndo ocorreu,
seja por motivo de auséncia do aluno nas sequéncias da engenharia
aplicada, seja por tempo de fixacdo insuficiente, tendo em vista as
caracteristicas da classe, composta em sua maioria por alunos com grande

dificuldade em Matematica.

Questdo 3: Uma urna A contém 5 bolas numeradas: 1; 1; 1; 2; 2. Uma
urna B contém 3 bolas numeradas: 4; 6; 8. Seja a Experiéncia Aleatoéria
"tiramos ao acaso uma bola da urna A e uma bola da urna B". Utilizando

uma arvore de possibilidades, complete: a)Q=

b) A probabilidade de obtermos

numeros iguais nas duas bolas & porque
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Esta questdo procurou verificar se o aluno aplicava

corretamente o0 conceito de proporcionalidade para calcular a
probabilidade "a priori" de um evento associado a uma Experiéncia
Aleatdria. Esperavamos que ndo se apresentassem maiores dificuldades
para sua resolucdo, uma vez que este foi um dos itens melhor assimilados
durante os exercicios resolvidos em classe. A distribuicdo de respostas

corretas encontrada foi:

Total
67

Errado | Branco
16 12

Certo
39

Observamos aqui ainda um grande numero de questdes

respondidas incorretamente ou deixadas sem qualquer resposta.
Comparando estes resultados com os da primeira questdo apresentada
pudemos observar que 20 alunos, entre os 67 analisados, ndo acertaram
nenhuma das duas questdes, seja por resposta incorreta, seja por auséncia
de resposta. Isto confirma nossa expectativa diante dos erros cometidos
na descricdo de uma Experiéncia Aleatéria, uma vez que a identificacao
de um Espaco Amostral depende exclusivamente do reconhecimento da

Experiéncia que o gera.

Para o proximo item, que diz respeito ao calculo da
probabilidade para o evento "sair dois numeros iguais" encontramos a

seguinte distribuicao :

Certo

Errado

Branco

Total

42

13

14

69
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Podemos observar uma grande porcentagem de acertos que
podemos atribuir ao fato de que, em sendo o evento impossivel, bastava a
simples observacdo da composicédo de cada uma das urnas para responder
corretamente a esta questdo. Tornam-se, portanto, mais significativos os
resultados obtidos no item anterior, uma vez que desejamos analisar o

grau de aprendizagem sobre o Conceito de Probabilidades.

As questdes 4 e 5 propostas no teste ndo nos permitiram
avaliar o conteudo de Probabilidades, uma vez que os estudantes se
detiveram em dificuldades geradas pela formulacdo do problema (variavel
de vocabulario), dificuldades estas previstas porém ndo com tal
intensidade, uma vez que apenas 3 entre 0s 67 respondentes resolveram
corretamente este problema. Assim como para alunos franceses, a
linguagem de conjuntos introduz uma dificuldade extra ao célculo das
Probabilidades, fazendo com que os alunos desistam da resolucéo por nao

conseguirem identificar um modelo matematico adequado.

V.6. TESTE PARA REAVALIACAO DE APRENDIZAGEM

Visando clarificar ou completar algumas conclusdes
decidimos aplicar um teste para reavaliacdo do grupo estudado, cujas
respostas ndo dependessem de um conhecimento baseado em métodos ou

formulas de resolucéo, ou seja, um teste composto por perguntas as quais
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os alunos pudessem responder através da utilizacdo correta da ldgica

matematica.

Elaboramos para isto trés questdes que seriam aplicadas
durante o mes de Outubro, ou seja, 5 meses apds a realizacdo da
sequéncia, e os alunos deveriam responder em duplas, sem tempo

l[imitado.

Questao 1: Dé um exemplo de Experiéncia Aleatéria e um de Experiéncia
nao Aleatéria. Indique a diferenca entre as duas situacdes e descreva o

Espaco Amostral da Experiéncia Aleatéria.

O objetivo desta questdo € verificar se o aluno reteve o
conceito correto de Experiéncia Aleatéria, sabendo diferencia-la de

outros tipos de experiéncias que podem ocorrer.

Questao 2: Uma classe especial, turma A, contém 7 criancas, das quais 2
sdo destras. Outra classe, turma B, contém 8 criancas das quais 3 sao
destras. Seja a Experiéncia Aleatéria "sortear uma crianca de cada sala

e verificar se € destra".
a) Descreva o Espaco Amostral.

b) Qual a probabilidade de sortearmos apenas uma crianca destra entre

as duas escolhidas?

O objetivo desta questdo € verificar se 0 aluno mantém a

associacdo proporcao-probabilidade, ou seja, se consegue utilizar
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corretamente a proporcionalidade para o calculo "a priori" da

probabilidade de um evento.

Questdo 3: Qual a probabilidade de um certo time ganhar um

campeonato de futebol? Por qué?

O objetivo desta questédo € verificar se a concepcdo errdnea
que deduz a equiprobabilidade pela insuficiéncia de informacdes ou que
utiliza a probabilidade subjetiva em situacdes ndo adequadas para tal foi
corrigida ou ainda persiste junto aos alunos, conforme os estudos de

Tversky e Kahneman (1971), ja citados em 1.3.

CONCLUSAO
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CONCLUSAO.

Nossa pesquisa objetivou utilizar a visdo frequentista como
um agente facilitador para o aprendizado dos conceitos basicos em
Probabilidades, devido a sua maior proximidade com a realidade dos
alunos. Seguindo o pensamento de Bernoulli, poderiamos utilizar
exemplos tais como a estimacédo da probabilidade de ocorréncia de fatos
sociais que ndo poderiam ser calculadas "a priori", o que tornaria o

ensino mais significativo.

Partimos das nocdes de Experiéncia Aleatéria, Espaco
Amostral, freqiéncia de um evento simples e a busca de um modelo
matematico que melhor expressasse a realidade. Para isto, optamos por

colocar os alunos em situacbes as quais, atraveés da experimentacdao,
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pudessem realizar esta modelizacdo do real e descrever a Experiéncia
Aleatoria, seu Espaco Amostral, observando a estabilizacédo da frequéncia

relativa quando repetimos a Experiéncia um grande niamero de vezes.

Assim, buscamos trabalhar sobre as concepc¢des espontaneas
dos alunos, conforme nos sugere o trabalho de J. Bordier e S. Maury,
algumas das quais pudemos classificar como dificuldades didaticas, ou
seja, concepcbes que dificultariam a aprendizagem desejada. Podemos
citar como as mais frequentes e que foram por noés identificados como

devidos a entraves de natureza cognitiva:

« acrenca da equiprobabilidade devido a auséncia de informacdes sobre

0 evento a ser observado;

+ a crenca de que a probabilidade de um evento pode ser influenciada

por informacdes obtidas pelo observador;

Estas concep¢cbes ganham maior evidéncia quando
comparamos as respostas dadas no questionario para a questdo sobre
roletas com diferentes configuracdes e a urna, assim como as respostas
quando perguntamos sobre a probabilidade de obtermos uma determinada
posicdo quando do lancamento das moedas ou da tachinha. Nestas
situacdes ficou bastante claro que os alunos utilizavam as informacdes
dadas (ou nado) para o calculo estimativo destas probabilidades, sem
contudo realizar uma analise cientifica dos fatos, mas simplesmente
utilizando sua intuicdo para filtrar as informacdes que julgasse

pertinentes.
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Este fato gera uma certa confusdo na busca do modelo
matematico adequado, causada pela substituicdo de significados
especificos por outros subjetivos, o que podemos supor devido a entraves

de natureza didatica conforme definimos em nossa metodologia.

Um ponto bastante positivo e que reforca nossa opcéao pela
visao frequentista reside no fato de que a maioria dos alunos, devido a
sua propria experiéncia de vida, ja utilizam a frequéncia relativa de um
evento para estimar sua probabilidade, mesmo que de uma forma bastante
intuitiva, ingénua, independente da realizacdo de experimentos para

verificar sua estabilizacao.

Com isto, confirmamos os estudos de Fischbein e de Tversky
e Kahneman, ja citados no Capitulo IlI, e que concluem pelo
encorajamento de um ensino precoce de Probabilidades e também que
certas concepcdes erroneas podem persistir mesmo apés o aprendizado de
nocodes basicas deste conteddo. Ficou bastante clara para nés a diferenca
na aquisicao destas nocdes e mesmo na correcdo dos erros de raciocinio,
que aconteceu de forma muito mais significativa, com menos dificuldades

para 0os alunos mais jovens.

No que concerne ao grupo observado no Brasil, esta cultura
adquirida informalmente, juntamente com o fato de que alguns alunos
haviam recebido nocdes de probabilidade durante o segundo grau sem
contudo té-las assimilado como uma interpretacdo da realidade, provocou

uma maior dificuldade no aprendizado, muito embora a utilizacdo da
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visao frequentista tenha minorado, conforme pudemos constatar, esta

situacao.

Pudemos observar que nas respostas do teste realizado
durante o més de outubro, ou seja, cinco meses apds as sequéncias
aplicadas, ressurgiram algumas concepcdes errbneas que pareciam ter
sido corrigidas anteriormente. Este fato nos faz levantar a hipotese da
necessidade de um maior periodo para o desenvolvimento deste conteudo
e da aprendizagem, em séries anteriores, no caso, no Segundo Grau, de
conceitos Estatisticos basicos para que houvesse um tempo maior de
maturacao deste tipo de atitude, ou seja, da utilizacdo de um raciocinio
cientifico para a descricdo de uma situacdo real. Citamos como exemplo
os trabalhos de A. Xavier [34], que sugerem uma sequéncia para este
ensimo bastante simplificada, destinada a jovens a partir de 11 anos de
idade. O livro para o aluno é dividido em quatro capitulos que discorrem
desde os primeiros conceitos de estatistica, passando pela organizacao de
dados, contagem, e finalmente, frequéncias e probabilidades, sugerindo o
trabalho em grupos para a realizacdo de experimentos em condicdes reais

e resolucéo de problemas.

Durante as sessbes observadas, pudemos constatar que 0s
alunos conseguiram assimilar proporcdo como probabilidade, o que foi
mais dificil para a relacdo "frequéncia relativa - probabilidade”, ou seja,
verificamos que uma unica observacdo da estabilizacdo desta frequéncia
nao foi suficiente, principalmente quando estudamos eventos cuja

probabilidade ndo pode ser calculada "a priori”. Acreditamos que este
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fato € devido a dificuldade em analisar as condicdes particulares de cada
evento através de uma ldégica adequada, conforme ja mencionamos.
Poderiamos aqui sugerir a utilizacdo do computador para simular
situacdes, conforme o estudo de J. Bordier [6] e Xavier [34], mas também
a realizacdo de outros experimentos que possam ser associados a

realidade de cada aluno, conforme sugere Cristina Maranhdo em [24].

Esta dificuldade é ampliada pela falta do habito dos alunos
em construir um modelo matemético, ou seja, um modelo que utilize o
raciocinio cientifico, diferente do raciocinio quotidiano. A situacao
tendeu a um agravamento quando da introducdo da linguagem dos
conjuntos, também identificada como um entrave didatico devido a

organizacao do contetdo programatico para o Primeiro e Segundo Graus.

Com relacdo as dificuldades combinatorias, limitamo-nos,
conforme detalhado em nossa metodologia, aos problemas mais simples
de contagem, para os quais pudemos recorrer ao recurso da arvore de
possibilidades com bastante sucesso. Queremos com isso dizer que a
utilizacdo deste instrumento ndo causou maiores dificuldades para os
alunos. Em classes mais avancadas, para as quais ja houve um estudo
anterior da Analise Combinatéria, ndo precisariamos ter esta
preocupacdo, e este conhecimento seria utilizado para o calculo da
probabilidade "a priori", quando estivéssemos sob a hipotese da

equiprobabilidade.

Analisando agora as atividades desenvolvidas nas sequéncias

de trabalho, pudemos constatar que as experimentacdes foram, em um
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primeiro momento, vista pelos alunos como uma atividade de lazer e ndo
como algo que objetivasse um aprendizado. Houve certamente uma
quebra no contrato didatico existente até o momento, provocando uma
dispersdao por parte de alguns alunos, embora poucos. Esta atitude,
pensamos, poderia ter sido minorada ou mesmo evitada se o aluno fosse
colocado diante de um problema a ser resolvido, tal como a estimacao de
algum fato ligado, como dissemos anteriormente, a sua realidade, e cuja
probabilidade n&o pudesse ser calculada a priori, mas unicamente atraves
da observacédo da estabilizacdo da frequéncia. Constatamos assim que as
questdes lancadas anteriormente a realizacdo do experimento das moedas
e da tachinha n&o foram suficientes para colocar os alunos nestas

situacdes, ja definidas por nés como a-didaticas.

O fato de termos realizado a analise do lancamento das
moedas anteriormente a analise do lancamento da tachinha nos parece ter
reforcado a utilizacdo de um raciocinio néo cientifico para a estimacéo da
probabilidade, reforcando a concepcdo errénea sobre a existéncia da
equiprobabilidade quando da auséncia de informacdes suficientes sobre o
evento observado. O argumento mais frequente foi que existem apenas
duas posic¢des possiveis, e que foi reforcado, contrariamente ao desejado,
pelo valor ao redor do qual se estabilizou esta freqiencia, como ja
observamos, 50%. Acreditamos que este fato teria sido evitado, ou pelo
menos minorado, se a tachinha escolhida possuisse ponta mais alongada
ou mesmo, se lancassemos qualquer outro objeto irregular que né&o
permitisse um calculo "a priori" da probabilidade da posicdo na qual se

imobilizaria apds lancado.
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O ponto de vista social nos leva, finalmente, a reforcar a
necessidade de um ensino do calculo de Probabilidades desde o Segundo
Grau atraves da visao frequentista, para que possa mais um instrumento
de leitura da realidade na qual estamos inseridos e a qual podemos
diariamente acompanhar pelos noticiarios, repletos de dados estatisticos.
No Brasil, principalmente, onde convivemos com uma inflacdo crescente,
se faz necesséaria a andlise de todas as informag¢fes que possam nos levar
a uma estimativa correta para uma tomada de decisdo que nos ajude a
administrar nosso dia-a-dia. Podemos citar como exemplo a necessidade
de se estimar a probabilidade de sucesso em determinado investimento,
para que tenhamos nossos rendimentos com a menor perda de poder
aquisitivo que se faca possivel, o que sO serd possivel através da

observacéao da estabilizacéo da frequiéncia deste sucesso.
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ANEXOS
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ANEXO | - Questionario aplicado em alunos franceses.

Questdo 1: Em uma urna A existem numerosas bolas, azuis e
vermelhas. Tira-se uma bola ao acaso, recolocando-a na urna e
misturando-a as demais. Repete-se esta experiéncia 100 vezes. Entre
as 100 bolas tiradas e recolocadas, observam-se 60 bolas vermelhas e

40 azuis. Tira-se uma nova bola ap0s agitar bem o contetdo da urna.
1. Como vocé interpreta as palavras "ao acaso" deste enunciado?

2. A informacédo dada: "sobre 100 bolas, obtém-se 60 vermelhas e 40
azuis" € util par fazer uma predicdo sobre a proxima bola a ser

sorteada?

simd naol
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3. Com qual frase vocé concorda mais?

a) Sendo as bolas misturadas dentro da urna, a proxima bola sera

sorteada ao acaso, nao se podendo prever com certeza a sua cor.

b) Todas as bolas tém a mesma chance de sorteio. A probabilidade de
ter uma bola vermelha é igual a proporcédo de bolas vermelhas na

urna.

c) Na falta de informacao precisa sobre a composi¢cdo da urna, uma

bola vermelha tem tantas chances de ser sorteada quanto uma azul.

d) Pelas experiéncias precedentes, existem 6 chances em 10 de tirar

uma bola vermelha.

Quais sdo as outras frases com as quais vocé também concorda?

Questdo 2: Dispondo-se de uma outra urna B contendo 3 bolas
vermelhas e 2 azuis, e de uma "roleta" C, dividida em dois setores, um

vermelho e um azul, como indica a figura seguinte:

216°

144°

Para obter a cor vermelha com as melhores chances possiveis, qual

instrumento vocé utilizaria:
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a) aurna Al b) aurna B O c)aurna C [
Explique sua escolha.

Se vocé tivesse a roleta D seguinte:

vocé daria preferéncia a ela ao invés da roleta C para obter vermelho

com as melhores chances?
sim O nao O sao semelhantes

Explique sua resposta.

Questédo 3: Da urna B tiram-se 5 bolas (repondo e agitando a cada

sorteio). Em qual sequiéncia vocé apostaria?
a) vermelha, vermelha, vermelha, vermelha, vermelha. [
b) vermelha, vermelha, azul, vermelha, vermelha. [

c) as duas sequéncias tém a mesma chance. [

Questdo 4: Em uma urna E existem 10 bolas numeradas de 0 a 9.
Tiram-se sucessivamente, com reposi¢cao, 1000 bolas, obtendo-se a

sequéncia de numeros da pagina seguinte, chamada "tabela de
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numeros aleatorios". Vocé quer jogar dados com um amigo, mas VOCEs

nao tém os dados. Esta tabela pode ser util para o jogo?
sim O nao O eu ndo sei

Como vocé a utilizaria?

Questdo 5: Lancam-se ao mesmo tempo 2 dados idénticos. A frase

seguinte é verdadeira ou falsa? "A probabilidade de ter um "5" e um

"6" € a mesma probabilidade de ter dois "6".
verdadeira O falsa [ eu ndo sei
Explique sua escolha.

Como vocé interpreta a palavra "probabilidade"?

Questdao 6: Em 100 lancamentos de "cara ou coroa"” obtém-se 60
coroas e 40 caras. Esta informacdo é util para estimar a

probabilidade de termos "coroa” no 101° lancamento?
sim O nao [ eu ndo sei

Vamos lancar a moeda outras 10 vezes. Em qual eventualidade vocé

apostaria?

a) Existirdo tantas caras quantas coroas.
b) Existirdo mais coroas que caras.

c) Existirdo mais caras que coroas.

Explique sua escolha.
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Que diferenca vocé vé, comparando as questdes 1 e 67

Questao 7: A frase seguinte parece verdadeira para vocé?

"Nao se sabe se em 1993 um novo cometa aparecera no céu. existe

uma chance em duas para que isto aconteca."”
verdadeira O falsa [ eu ndo sei

Explique sua escolha.

Questdo 8: Em um bairro de Paris onde existem cerca de um milhao
de habitantes, queremos saber a proporcéao de criancas de 5 a 15 anos
que ndo sabem nadar. Fazemos uma sondagem através de uma
amostra de criancas escolhidas ao acaso. Para ter uma idéia precisa

desta proporcao, podemos limitar esta amostra a:
[0 10 criancgas.

[0 100 criancas.

] 1000 criancas.

[0 mais de 1000 criancas.

Queremos conhecer igualmente esta proporcédo para toda a cidade de
Paris. Qual o numero de criancas que deverdo ser interrogadas para

se ter uma idéia precisa desta proporc¢ao?

[0 10 criancas.
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[0 100 criancas.
] 1000 criancas.
[0 mais de 1000 criancas.

Vocé pode explicar suas escolhas?

« Questdo 9: A partir das estatisticas dos anos precedentes podemos ter
uma idéia aproximada sobre o numero de acidentes rodoviarios que

acontecerao na Franca em 1993?

sim O nao O eu nao sei O

Vocé pode explicar a ligacao entre os acidentes registrados em 1992 e

0S que acontecerdo em 1993?

+ Questdo 10: (resposta facultativa)
O futuro ja esta escrito na realidade de hoje?
sim O nao [ eu ndo sei
O acaso pode modificar este futuro?
sim O nao [ eu ndo sei
Os homens podem fazer escolhas que modifiquem seu futuro?

sim O nao eu nao sei O
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ANEXO Il - Questionario para reavaliacdo de aprendizagem, aplicado

em alunos brasileiros.

Questao 1: Dé um exemplo de Experiéncia Aleatéria e um de Experiéncia
nao Aleatdria. Indique a diferenca entre as duas situacdes e descreva o

Espaco Amostral da Experiéncia Aleatéria.

Questao 2: Uma classe especial, turma A, contém 7 criancas, das quais 2
sdo destras. Outra classe, turma B, contém 8 criancas das quais 3 sao
destras. Seja a Experiéncia Aleatéria "sortear uma crianca de cada sala

e verificar se € destra".
a) Descreva o Espaco Amostral.

b) Qual a probabilidade de sortearmos apenas uma crianca destra entre

as duas escolhidas?
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Questdo 3: Qual a probabilidade de um certo time ganhar um

campeonato de futebol? Por qué?
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