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Abstract: Neste artigo procuro resgatar uma obra que é um marco na histéria da Matematica e da Filosofia: O
Discurso do Método e um de seus apéndices A Geometria, de René Descartes. Primeiro estabeleco as idéias
centrais da Filosofia de Descartes contidas em O Discurso do método. Depois dedico mais atencdo ao
conteltdo da Geometria, pois, para nés, Matematicos e Educadores Matematicos € a parte mais importante. A
Geometria de Descartes é ainda hoje motivo de debates e interpretacdes surpreendentes. Uma passagem
importante da Geometria € quando Descartes resolve o famoso problema de Pappus. Ele inova ao reduzi-lo
para duas variaveis e atribuindo-se valores a uma delas pode-se encontrar a outra. Esta passagem ¢é
considerada a base para o desenvolvimento da Geometria Analitica e eu dedico atencdo especial a ela.
Apresento também as outras inovacdes de Descartes: a sua moderna notagdo que permitiu a superar 0
obstaculo da dimensionalidade que impediu os gregos de avancarem em muitos problemas. A Geometria de
Descartes nos da uma idéia precisa de como era a Matematica do inicio do século XVILI.
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1. René Descartes - Vida e Obra

René Descartes nasceu na Franca, em La Haye, no dia 31 de marco de 1596. Filho de um
conselheiro de Rennes, freqiientou uma das mais célebres escolas da Europa: a escola jesuita de
La Fleche. Ali, estudou por durante oito anos. Mais tarde, com dezesseis anos, ingressou na
Universidade de Pointiers, onde estudou Medicina e Direito. Segundo consta, Descartes se interessou
por quase todos os ramos do saber: Medicina, Astronomia, Matematica e Fisica.

As obras de Descartes: Em 1637 é publicado Discours de la Méthod (O Discurso do Método), La
Geometrie ( A Geometria), La Dioptrique (A Dibptrica), Lés Météores ( Os Meteoros), em um Unico
volume, os trés dltimos como apéndice do primeiro e Compendium Musicae. Em 1641 publica
Méditations Métaphysiques. Em 1644 Les Principes de la Philosophie. Em 1649, De La Formacion du
Foetus, Traité de I'Home. Ainda em 1649, ano em que parte pra Suécia a convite da rainha Cristina
publica sua Ultima obra Lés Passions de L'dme. Em 1664 é publicado postumamente Le monde ou
Traité de la Lumiére. 1701 publicado postumamente a obra ndo terminada Regulae ad Directionem Ingenii "
( Regras para a dire¢éo do Espirito ).

Descartes nunca gozou de boa salde ndo suportando o rigoroso inverno escandinavo morreu com 53
anos, em 11 de fevereiro de 1650, em Estocolmo, vitima de pneumonia, em conseqiiéncia do frio seco que
assolava a cidade. Segundo consta suas Ultimas palavras foram: "Vamos alma, a que partir . Os seus
restos mortais encontram-se em Paris, na Igreja de Saint-Germains-de-Prés.

1.1. A Filosofia de Descartes

A filosofia teve inicio no final do século Vla.C.com o0s gregos e dois séculos depois mergulhou
num periodo aureo com o advento de Socrates ( 469-399),, seguido por Platdo (427-347) e
Aristételes ( 384-322). Depois disso nada de original aconteceu, pelo menos até o século XVI. Na
idade média estabeleceu-se a Escolastica que era a filosofia da Igreja Catdlica. No século XV estava
enterrado quase todos os campos de atividade intelectual. Mas, esse estdgio comecava a ruir quando
grande parte da cultura perdida comecgava avir a luz com O Renascimento. Depois do Renascimento
seguiu-se a Reforma e a Contra- Reforma. Em 1637, Descartes escreve O Discurso do Método, com
trés apéndices: A Di()ptricaz, Os Meteoros e A Geometria. Nesta obra ele estabelece as regras para
se obter o conhecimento universal. A frase mais famosa da filosofia é certamente “Cogito, ergo
sum” ( “ penso, logo existo” ), de Descartes. De certa forma esta frase serve para resumir a sua
filosofia. Descartes derruba a filosofia estabelecida e se impde como o pai da moderna filosofia.
Estabelece o principio da ddvida dizendo que s6 temos certeza da nossa existéncia e tudo que
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estava sendo aceito como verdade, até entdo, poderia ser questionado, pois ndo era um
conhecimento consistente devido a auséncia de uma sustentacdo cientifica sélida.



1.2. O Discurso do Método

Para falar da Matematica e da Filosofia de Descartes, antes de tudo, € necessario falar de sua
principal obra: O Discurso do Método.

Em O Discurso do Método Descartes estabelece os principios de sua filosofia. Na parte 2 de
seu livro, Descartes diz ter estudado: l6gica, geometria e éalgebra e que deveria olhar para outros
métodos que devem combinar as vantagens dessas trés disciplina, e ainda ser isento de seus
defeitos. Propde as quatro regras a seguir, em conjunto elas podem ser consideradas “o coracdo de
sua filosofia”.

O primeiro consistia em nunca aceitar como verdadeira nenhuma coisa
gque eu nao conhecesse evidentemente como tal; isto €, em evitar, com todo
0 cuidado, a precipitacdo e a prevencao, s6 incluindo nos meus juizos o que
ndo se apresentasse de modo tdo claro e distinto a meu espirito, que eu
nao tivesse ocasido alguma para dele duvidar.

O segundo, em dividir cada uma das dificuldades que devesse examinar em
tantas partes quanto possivel e necessario para resolvé-las.

O terceiro, em conduzir por ordem meus pensamentos, iniciando pelos
objetos mais faceis de conhecer, para subir, aos poucos, gradativamente, ao
conhecimento dos mais compostos, e supondo também, naturalmente, uma
ordem de precedéncia de uns em relacdo aos outros.

E o quarto, em fazer, para cada caso, enumeracbes tdo completas e
revisbes tdo gerais, que eu tivesse a certeza de ndo ter omitido nada.
(DESCARTES, 2002, p.31-32)

Descartes procurava estabelecer regras universais para resolver problemas de toda natureza. Isto
€ notado claramente em A Geometria quando estabelece um método que, segundo ele, resolve
todos os problemas em Geometria. Esse método é aplicado na resolugdo do problema de Pappus
pela primeira vez. A resolucdo desse problema é considerada a base para o desenvolvimento da
Geometria Analitica.

Em um tratado de 1619, De Solidorum Elementis, de Descartes, aparece a formula V+F=A+2,
erradamente e frequentemente atribuida a Euler (1707 — 1783), que relaciona as arestas ( A), 0s
vértices (V) e as faces (F) de um poliedro regular. Para muitos, veja por exemplo ( FORBES, 1977),
isso foi uma tentativa de algebrizar a geometria sélida.

A classificacdo de curvas dada na parte dois da Geometria € para muitos ( MANCUSO, 1996)
uma tentativa de estabelecer os limites epistemolégicos e ontolégicos da Geometria, determinando
assim o inicio e o fim da Geometria.

O método da tangente também é considerado um marco de seu trabalho. Descartes ndo usa a
idéia de limites que s6 foi introduzido um pouco mais tarde por Pierre de Fermat (1601?-1665).

2. A Geometria de Descartes

Como disse, A Geometria de Descartes foi publicado inicialmente como um apéndice de O
Discurso do Método, em 1637. Essa obra é considerada um marco na histéria da Matematica.
Talvez, por isso muitos, sem aprofundar na questdo, consideram Descartes como o pai da Geometria
Analitica e h& aqueles que consideram Fermat (1601?-1665) como o realizador dessa facanha, veja
por exemplo ( SIMON, 1987 ). Existem diversos artigos que falam sobre a origem da Geometria
Analitica, como por exemplo o artigo The Birth of the Analytic Geometry (FORBES, 1977).

O conteado da Geometria pode ser dividido em trés livros. Livro primeiro: Dos problemas que
podem ser construido sem usar mais do que circulos e linhas retas. Livro segundo: Da natureza das
linhas curvas. Livro terceiro: Da construcdo dos problemas sélidos ou mais que sélidos. Na sequéncia
abordo a Matematica de Descartes nas partes que considero mais importante de cada livro. O leitor
interessado em aprofundar os seus conhecimentos nesses assuntos poderd procurar na bibliografia
sugerida as leituras adequadas. Ndo h& muita coisa em comum entre a sua A Geometria de
Descartes e a Geometria Analitica dos dias atuais. Nao encontramos, por exemplo, nenhum sistema
de coordenadas entre as diversas figuras que aparecem na Geometria.

2.1. Livro |
No livro | Descartes nos fala como as operacbes aritméticas se relacionam com operacfes

geomeétricas. llustra como realizar a multiplicacdo, a divisdo e a extracdo da raiz quadrada
geometricamente, isto é, com 0 uso de régua e compasso apenas, para tanto, introduz o segmento



unitario. Como empregar-se letras em Geometria. Como resolver problemas geométricos ou o método
de Descartes em Geometria. Quais sdo os problemas planos e como resolvé-los. Descartes resolve
o problema de Pappus® (Ill d. C.) para quatro linhas® aplicando o seu método pela primeira vez. A
seguir aprofundo um pouco mais no conteudo do livro I.

Para os gebmetras, dos gregos até Viete (1540 — 1603), a variavel representava um
comprimento, o produto de duas variaveis a area, o produto de trés variaveis o volume. J& o produto
de quatro ou mais variaveis ndo tinha significado especifico. Em sua Geometria Descartes introduz o
segmento unitario tornando possivel e dando significado a muitos problemas que eram intransponiveis
para 0s gregos, como é o caso da dimensionalidade®. Introduz uma nova simbologia que permite um
avanco no campo da notacdo, escrevia aa ou a’, a®ou aaa e assim sucessivamente. Enxergava o
simbolo a® como o comprimento de um segmento e ndo como area e assim era com as outras
poténcias a* a’ ....Ele usava o simbolo « no lugar do atual =.Escrevia a+b para a soma de
dois segmentos de comprimento ae b, a-b para a diferenca, ab para o produto, a/b para o quociente,

\/a2+b2 para a raiz quadrada de a’+b® e vca®-b®+ab? para a raiz cubica de a®-b*+ab?,

onde o C significa cubica. Justifica que a’tem tantas dimensdes quanto abb e para se extrair araiz
cubica de aabb —b deve se considerar que a expressdo aabb esta dividida uma vez pela unidade
e b multiplicada duas vezes pela unidade.

Descartes constréi todas as operagbes elementares usando régua e compasso. Para fazer o
produto de a por b tomamos duas semiretas com mesma origem B e marcamos em uma delas o
segmento unitario AB, veja Fig. (1). Em seguida, marcamos nessa mesma semireta um segmento BD
de medida a e na outra semi reta marcamos o segmento BC de medida b. Tracamos um segmento
de A até C e, em seguida, partindo de D, tracamos um outro segmento paralelo a AC que encontra
a outra semireta em E determinando o segmento DE. Usando a semelhanca ou o Teorema de
Tales concluimos que BE vale ab.
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Figura 1

Embora Descartes nao construa a divisdo propriamente ela é feita da seguinte maneira:
tomamos as duas semi retas, como anteriormente, € marcamos 0 segmento unitario AB, ver Fig. (1). Na
outra semi reta marcamos 0s segmentos BC e BE, medindo respectivamente a e b, a <b. Ligando C
a A por um segmento e depois tracando um segmento paralelo a este segmento partindo de E até
D determinamos bf/a.

Para extrair a raiz quadrada construimos um segmento unitario FG acrescentando na sua
extremidade o segmento de medida K, GH. Determinamos a circunferéncia cujo centro € o ponto
médio do segmento determinado pela unidade e por K, veja Fig. (2). Em seguida construimos o
triangulo retédngulo levantando uma altura a partir do ponto G até |, ponto que esta sobre a
circunferéncia do circulo construido, e usando a relacdo Gl’= GH x FG = GH, obtemos a raiz
quadrada.

% pappus de Alexandria foi um grande gedmetra grego. Autor de uma obra muito importante: A
Colecdo de Pappus, em oito volumes.

* Linhas aqui significam retas.

® Os gregos interpretavam os problemas geométricos até a terceira dimensdo. Para eles ndo tinha
significado geométrico, por exemplo, o produto de quatro variaveis. Isso é considerado o problema da
dimensionalidade.



Figura 2
2.2. Problemas planos

Para Descartes problemas planos s&o aqueles que podem ser resolvidos sem utilizar mais que
linhas retas® e segmentos circulares, tracadas sobre uma superficie plana. Equivalentemente sao os
problemas que se reduzem a uma expressdo da forma z?—az = * b’ Descartes ndo considerava
as raizes negativas dessas equacbes, as quais chamava de falsas. A construcdo dessas raizes é
realizada como segue.

Equacgdo z° = az + b’ sendo z o termo ou segmento desconhecido. Primeiro, ele constréi o
triangulo retadngulo NLM, com LM =b e LN = a/2, depois constréi o circulo de centro N e raio NL veja
Fig. (3). Prolongando a base’ do triangulo LMN até O, de modo que NO seja igual a NL, entdo a
linha MO é o segmento z.
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Figura 3

Equacdo z°=az - b% Seja NL = a/2, LM = b. Descartes constréi o circulo de centro N e raio NL,
veja Fig. (4). Constroi em seguida LM perpendicular a NL. Traga a partir de M uma paralela a NL
gue corta o0 circulo em Q e R. O segmento z sera MQ ou QR. Se a paralela nao corta o circulo o
problema ndo tem solucgéo.
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Figura 4

® Linhas retas: segmento de retas
" Base: seguindo a tradicdo grega Descartes chama de base a hipotenusa do tridngulo, pois os
gregos construiam o triangulo retangulo apoiado sobre a hipotenusa.



Descartes enfatiza que essas construcdes podem ser obtidas por diversos outros meios e que 0s
antigos ndo possuiam esse método, caso contrario, argumenta, ndo teriam escritos livros tao
volumosos que compilaram aqueles métodos ja resolvidos.

2.3. O Método de Descartes e o Problema de Pappus

Descartes estabelece um método que, segundo ele, resolve todos os problemas em Geometria. O
método pode ser resumidamente dividido em trés etapas: nomear, equacionar, construir.

Nomear: consiste em assumir que 0 problema ja esta resolvido e, a partir dai, nomear todos os
segmentos conhecidos e desconhecidos necessarios para a resolugdo do problema.

Equacionar: estabelecer uma equacao envolvendo essas variaveis.

Construir: construir as solu¢cdes geometricamente, fazendo uso de régua e compasso. Descartes
aplica o seu método pela primeira vez para resolver o problema de Pappus, como veremos a
sequir.

O problema de Pappus ja era conhecido pelos gregos. Euclides (322-285a . C.) o resolveu
para trés e quatro retas. Pappus de Alexandria o generalizou para um numero arbitrario de retas.

O Problema: Sejam dadas as quatro linhas AB, AD, EF, GH, encontrar um ponto C tal que, dados
angulos X, y, z, t linhas podem ser tracadas de C até AB, AD, EF, GH fazendo angulos z,y, z,t
respectivamente, tal que CB.CF = CD.CH, , veja Fig. (5). Mais ainda, tracar e conhecer a curva
contendo tais pontos. Descartes inova no tratamento desse problema reduzindo-o a duas variaveis, 0
que permite, atribuindo-se valores a uma delas, determinar os valores correspondentes da outra
variavel e, a partir dai, conhecer o lugar geométrico dos pontos.

Figura 5

A Resolucao: Descartes aplica seu método, pela primeira vez, na resolucido desse problema.

Primeiro supondo o problema resolvido e, para sair da confusdo de todas
estas linhas, considero uma das dadas e uma das que ha que encontrar, por
exemplo, AB e CB, como as principais, as quais trato de referir todas as
outras. Designe por x o segmento de linha AB compreendido entre os pontos
A e B; e seja CB designado por y; e prolonguem-se todas as demais linhas
até que cortem também estas duas, prolongadas se necessario e se nédo
Ihe sdo paralelas; como se vé elas cortam a linha AB nos pontos A, E,G e
a linha BC nos pontos R, S, T. Ora bem, como todos os &ngulos do
triangulo ARB sdo dados, a propor¢do dos lados AB e RB é também dada, e
indico-a como de z para b; de maneira que representando AB por X, RB
sera bx/z e a linha total CR sera y+bx/z, pois o ponto B cai entre C e R;
se R caisse entre C e B seria CR = y-bx/z e se caisse entre B e R, seria
CR= -y+bx/z. Analogamente, os trés angulos do triangulo DRC sdo dados e,
por conseguinte, também a proporcdo que ha entre os lados CR e CDF,
indco como z para ¢, de modo que sendo CR=y + bx/z , ser4
CD=cy/z+bcx/z®. Apbs isto, como as linhas AB, AD, e EF sdo dadas em
posicdo, a distancia entre os pontos A e E também é dada e, designando-
as por k, ter-se-a EB igual a x + k; que seria k—x se o ponto B caisse entre
E e A;e—k+x se E caisse entre A e B. E como todos os é&angulos do
triangulo ESB sdo dados, e estabelecendo que BE esta para BS assim



como z esta para d, tem-se: BS=(dk+dx)/z e a linha CS é ( zy+dk+dx)/z. Se o
ponto S caisse entre B e C seria CS=(zy-dk-dx): e quando C cai entre Be S
teremos CS=(-zy+dk+dx)/z. Além disso os trés angulos do tridngulo FSC
também s&@o conhecidos, e portanto € dada a proporcdo de CS para CF, que
z para e, e serd CF=(ezy+dek+dex)/z>. Analogamente, AG ou | é dada e BG
é |-x, pois no triangulo BGT é também conhecida a proporcdao BG:BT=z/t,
teremos: BT=(f | - fx)/z, sendo CT=(zy+fl-fx)/z. Agora, como a propor¢cédo de TC
para CH estd dada pelo triangulo TCH, fazendo-a como z para g, tem — se
CH= (gzy+fgl-fgx)/z*". ( DESCARTES, 2001, p. 21, 22)

Substituindo em CB.CF=CD.CH, obtemos uma equa¢do do segundo grau em X e Y. Atribuindo
um valor a uma das variaveis encontramos a segunda. Como isso pode ser feito indefinidamente
encontraremos uma infinidade de pontos e a partir deles poderemos construir a curva que
representa o lugar geométrico. A resolucdo do problema de Pappus dada por Descartes €
reconhecida como a base para o desenvolvimento da Geometria Analitica. Reduzindo o problema a
duas retas e ao gradua-las constréi-se o sistema de coordenadas, base da Geometria Analitica.

3. Livro |l

O segundo livro pode ser dividido em quatro partes. A primeira apresenta a classificacdo de
curvas de Descartes. A segunda parte contém uma analise completa das curvas necessarias para
resolver o problema de Pappus para quatro linhas e para o caso especial de cinco linhas. A
terceira secdo apresenta o método da normal ou da tangente. A quarta secdo mostra como aplicar
a Geometria para resolver problemas em Dioptrica, especificamente problemas relacionados as ovais.

3.1. Curvas Geométricas e Curvas Mecanicas

Descartes apresenta uma classificacdo de curvas em duas categorias. Segundo ele as curvas
podem ser geométricas ou mecanicas.
Curvas geométricas: Descartes entende que:

[...] por geométrico é o que preciso e exato, e por mecénico o que ndo o0 &,
e considerando a geometria como uma ciéncia que ensina geralmente a
conhecer as medidas de todos os corpos, ndo devem excluir-se as linhas
por composta que sejam, enquanto possam imaginar—se descritas por um
movimento continuo, ou por varios que se sucedem, e em que 0s Ultimos
estdo inteiramente regidos pelos que o0s precedem; pois por este meio se
pode sempre ter um conhecimento exato da sua medida. ( DESCARTES,
2001, p. 29)

No decorrer do texto ele admite como curvas geométricas aquelas geradas por um movimento
continuo e regulado, como aquele gerado por uma espécie de maquina® onde as engrenagens estdo
interligadas, veja Fig. (6), ao mover o eixo XY todos os pontos B, D, F, .. movem-se formando as
curvas geomeétricas. As geradas por construcdes ponto a ponto e as dadas por uma equacao
algébrica também sdo consideradas geométricas, entretanto nem toda curva construida ponto a
ponto pode ser chamada geométrica, como é o caso da quadratriz.

8 Na engrenagem acima, considere que ao mover o eixo Y os pontos B, D, F, ... si0 méveis e
descrevem as curvas geométricas. Os pontos A, C, E, G também sao moéveis.
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Curvas Mecanicas: curvas que ndo podem ser descritas por uma equacdo algébrica, mais tarde
Leibniz as chamou de transcendentes, curvas descritas por dois movimentos separados, somente pontos
especiais podem ser construidos, curvas que algumas vezes sdao retas e algumas vezes séo linhas
curvas, pois a proporcao entre linhas retas e linhas curvas ndo é conhecida. Exemplos de curvas
mecanicas: a quadratriz, a espiral, a hélice. Mancosu acredita que um dos critérios usados para excluir
as curvas mecanicas de sua Geometria, como € 0 caso da quadratriz, ¢ o fato de ela ser usada
para quadrar o circulo, impossivel com régua e compasso, e portanto ndo pode trazer nada de
novo a Geometria ( MANCOSU, P.78 ). Para Gilies a grande visdo de Descartes consistia em
classificar todos os problemas geométricos por meio de curvas simples que podem ser usadas para
resolvé-los, veja ( GILLIES, p.101).

3.2. Uma andlise completa das curvas necessdarias para resolver o problema de Pappus para
guatro linhas e para o caso especial de cinco linhas

Nesta parte Descartes explora todas as possibilidades do problema de Pappus quando esta
proposto para quatro e trés retas mostrando que ndo se obterd& mais que as secdes cbnicas. O
caso para trés retas € realizado considerando a terceira e quarta retas coincidindo. Neste caso a
proporcao fica CB.CF = CD.CD. O caso especial para cinco retas € quando tomamos quatro delas
paralelas e a quinta perpendicular as essas quatro. A estratégia basica é a mesma usada
anteriormente. A generalizacdo do problema de Pappus consiste em notar, como fez Descartes, que
a distancia de C a cada reta € uma expressdo de duas variaveis do tipo ax + by +c e ao
substituir na condicdo dada teremos um produto, em cada membro, com n fatores para o caso de
2n ou 2n -1 retas.

3.3. 0 método da normal (ou tangente) de Descartes.

Inicialmente Descartes aplica o método da normal a elipse, veja Fig. (7), € mais uma vez usa 0
seu método para resolver problemas em Geometria. Seja CP a reta perpendicular a elipse CE em
C.CE é a elipse, MA o segmento de seu diametro (eixo) ao qual corresponde a ordenada CM. Seja
r o latus rectum® e g seu eixo transverso, obtemos a eq. (1). Por outro lado usando o teorema de
Pitdgoras obteremos a eq. (2) . Substituindo a eq. (1) na eq. (2) obteremos a eq. (3). Como CP deve
ser normal a elipse, entdo o circulo com raio CP deve tocar a elipse em um Unico ponto C, logo a
eq (3) tem raiz dupla e pode ser reescrita na forma daeq. (4), onde e é araiz; desenvolvendo a
eg. (4), obteremos a eq. (5), comparando a eq. (3) com a eq. (5) teremos a eq. (6), resolvendo em
v, obtemos a eq. (7) e como e =y, chegamos finalmente na eq. (8). Finalmente resta construir a
equacdo que é a parte mais facil. Note que o método da normal de Descartes, ndo utiliza a idéia
de limite, idéia que surgiria um pouco mais tarde com Fermat.

X’ =1y —(rlg) y° (1)
sz=x2+v2-2vy+y2 2
y> + (ary — 2qvy + qvy +qv°-gs’) / (q-1) = 0 3)

® Segmento com extremos sobre a elipse que passa pelo foco e perpendicular a seu eixo.



(y-€)=0 @)

y?=2ye-¢e’ (5)
2e = (2qv — qr)/(g-1) (6)
v = (2e(g-r)+qr)/2q (7)
v = (y(q-n)/q)+r/2 8)
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Figura 7
4. Livro 1l

O terceiro livro apresenta uma andlise completa das raizes de equacdes, a regra de sinal de
Descartes, a construcdo de todos os problemas de terceiro e quarto grau através da interseccéo
de um circulo e uma parabola e a reducdo de todos esses problemas ao da trisseccdo de um
angulo ou da construgdo dos meios proporcionais.

4.1. Considerac8es iniciais

O livro trés comeca esclarecendo quais sdo as curvas geométricas que devemos escolher para
resolver os problemas em Geometria. Assim, diz Descartes: “ndo pode dizer que seja licito servir—se
da primeira que se encontra para a construcdo de cada problema, pois é necessario ter o cuidado
de escolher sempre o mais simples que permita resolvé-lo. E € ainda necessario observar que
devem entender-se por mais simples as que possam ser mais facilmente tracadas, nem as que
tornam a construcdo ou a demonstracdo do problema mais facil, mas principalmente as que, sendo
da classe mais simples, possam servir para determinar a grandeza que se busca”.

Apresenta, em seguida, o processo de determinar oS meios proporcionais em uma construgao,
uma vez que isto € bastante importante na sua teoria de resolver problemas soélidos. Para ele o
meio mais facil de determinar meios proporcionais € utilizando-se da engrenagem abaixo, veja Fig.
(6). Nela temos YA = YB, considerando 0s segmentos de origem em Y e extremidade A,C,E,G,N, etc

n . YA YC YD YE YF YG YG
e usando a semelhanca de tridngulos obtemos as proporgbes:—=—=—=—=—=—=—=..
YC YD YE YF YG YH VYH

Desse modo, YC, YD sao dois meios proporcionais entre YA e YC, YD,YE sdo trés meios
proporcionais entre YA e YF, e assim sucessivamente.

4.2. Analise completa das raizes de equacdes

Na sequiéncia, Descartes coloca as propriedades das equacdes polinomiais com coeficiente reais e
suas raizes. As raizes reais e positivas ele chama de verdadeiras e as negativas de falsas. A
variavel é chamada de quantidade desconhecida. O coeficiente da variavel, quantidade conhecida. A
auséncia de um termo na equacdo € indicada por um sinal asterisco (*). O grau da equacdo &,
para Descartes, a dimensdo. As propriedades apresentadas na Geometria sdo, em muitos casos,
parecidas com aquelas que encontramos nos livros de Matematica do terceiro ano do ensino
médio, destaca-se entre essas propriedades a regra de sinal de Descartes. A importancia dada a
essas propriedades € que elas sao usadas por ele para a resolver problemas em Geometria que
recaem em equacdes algébricas. Vamos as propriedades.

A quantidade de raizes de uma equacdo, para Descartes, é igual a dimenséo. Isto sugere que
ele ja4 conhecia o teorema fundamental da Algebra, embora em A Geometria ndo apareca nenhum
comentario sobre isto.



Para diminuir a dimensdo de uma equag¢do conhecendo-se uma de suas raizes, basta dividi-la
pelo binbmio x—a, onde x é a quantidade desconhecida e a é a raiz.

Para saber se valor a é a raiz de uma equacdo ele procede dividindo o polindmio pelo
binbmio x —a. Se a divisdo for exata, entdo o valor a é uma raiz.

A Regra de Sinal de Descartes: para entender a regra de sinal de Descartes tomemos o
exemplo dado na Geometria quando ele fala das raizes da eq. (9).

x'— 4x® = 19x* + 106 x — 120 =0 (9)
Diz Descartes:

A saber: podem existir tantas verdadeiras como de vezes o0s sinais + e -
se encontrem trocados; e tantas falsas como de vezes se encontrem dois
sinais + ou dois sinais - seguidos. Assim, na Ultima, depois de +x* segue -
4x°, ha uma variacdo de sinal de + para - ;e depois de - 19x° segue-se
+10x e depois de +106x vem — 120, o que corresponde a outros dois
cambios, donde se conclui que ha trés raizes verdadeiras; e uma falsa, em
virtude dos dois sinais seguidos que antecedem 4x° e 19x°. (DESCARTES,
2004, p. 105 - 106)

Para transformar as raizes falsas em verdadeiras e as verdadeiras em falsas basta trocar os
sinais + e - que estdo nas posicbes pares sem trocar o0s das posicdes impares. Tomemos como
exemplo a eq. 9. As suas raizes sdo: 2,3 ,4 e -5. Depois de aplicar a técnica mencionada obtemos a
eg. (10) que possui raizes -2,-3, -4 eb.

x* + 4x3 — 19%% - 106x — 120 =0 (10)

Para aumentar o valor das raizes basta fazer a substituicdo da varidvel x por outra do tipo y-a
ou y+a para diminuir. Na equacdo eq. (10) querendo aumentar o valor das raizes de 3 unidades,
basta fazer a substituicdo y = x+3 e obteremos a eq. (11), cujas raizes sdo 1,0,-1 e 8.

y'- 8y’ —y*+8y =0 (11)

Aumentando as raizes verdadeiras diminuem-se as falsas, e inversamente, o que é Obvio a partir
do exemplo anterior.

Para anular o segundo termo de uma equacdo basta diminuir as raizes verdadeiras da
guantidade conhecida deste segundo termo dividida pelo ndmero de dimensdes do primeiro se
estes dois termos tiverem sinais opostos; ou, tendo 0 mesmo sinal, aumentando as raizes da mesma
quantidade. Assim, para anular o segundo termo daeq. (12) tendo dividido 16 por 4, em virtude das
4 dimensdes do termo y* obtém-se, fazendo z-4=y, a eq. (13).

y*+16y°+71y*4y-420 =0 (12)

7' *-257°-602-36 =0 (13)

Para transformar as raizes falsas em verdadeiras sem que as verdadeiras se transformem em
falsas basta aumentar o valor das verdadeiras de um valor que seja superior ao de qualquer as
falsas.

Para transformar todos ostermos de uma equacdo em termos significativos, por exemplo a eq.
(14), multiplicando-a por x e substituindo y-a = x, obteremos a eq. (15).

X2 HFRRx = (14)

y'—6ay’ + 15 a?y*—20a%’ +15a'y’—(6a° +b)y+a’+ab=0 (15)

Para multiplicar (ou dividir) as raizes sem conhecé-las por um ndmero k basta multiplicar ( ou
dividir) o segundo termo por k, o terceiro por k% o quarto por k’, e assim sucessivamente.

Para reduzir os coeficientes quebrados de uma equacdo em ndmeros inteiros, por exemplo,
fazendo y=x\/§, e substituindo na eq. (16), obteremos a eq. (17), finalmente fazendo z = 3y, e



substituindo na eq. (17), obtemos a eq. (18), cujas raizes séo 2, 3 e 4, as anteriores %1% e as

primeiras i l\/_ 4\/_
o432+ 28, 8 g (16)
27 2743
y3_3y2+%x—§:o (17)
22-92°+262-24=0 (18)

Para transformar uma quantidade conhemda de q2 alquer termo em outra quantidade qualquer
dada, por exemplo, na eq. (19), para trocar b’ por 3a’ substituimos nela a eq. (20), obtemos a eq.
(21).

2
y=x ‘1% (19)
x**-b*>x+c®=0 (20)
3.3
y3—3a2y+3a3C V3=0 (21)
b

Para Descartes podem existir raizes imaginarias positivas e negativas como na eq. (22),2 é
uma raiz real, as outras sao imaginarias, ele diz, podem ser imaginarias falsas ou verdadeiras.

x> —6x°+13x—10=0 (22)

Para dividir uma equacdo por um binbmio que contém a sua raiz, ele aplica, basicamente, o
mesmo critério de divisdo de polinbmios que usamos hoje, apenas inverte, comecando do dltimo
termo.

Descartes define que para um problema ser sélido, a cubica, ndo pode ser divisivel por nenhum
binbmio, ou seja, deve envolver uma cbnica ou uma curva mais elevada.

A reducdo das equacgbes que tém quatro dimensdes quando o problema é plano. E quais sao
solidos. Nesta parte ele transforma equagfes do tipo da eq. (23) em equagdes do tipo da eq. (24)
usando a identidade dada pela eq. (25). A partir dai pode-se tentar encontrar y° e nao sendo
possivel o problema é sélido. Descartes usa essas propriedades para resolver o problema da
convergéncia ou da inclinagdo apresentado e também resolvido por Pappus.

xX**+pxP+qx+r=0 (23)
yo+2py* + (p*+41)y? - g’=0 (24)
X'+ p X+ g x+ 1= (XCyx+s ) (X + yx+ i) (25)

Em seguida apresenta a regra geral para reduzir as equacbes de grau superior ao quadrado do
guadrado. Diz que ndo sendo possivel obté-las por multiplicagdo de outras duas de grau inferior, se
a quantidade desconhecida tem 3 ou 4 dimensbGes o problema é solido, se tem 5 ou 6 o problema
€ de grau mais elevado, e assim sucessivamente.

Forma geral de construir todas os problemas solidos reduzidos a uma equagdo de trés ou
guatro dimensfes. Se o problema é solido podemos sempre encontrar a raiz por qualquer das
seccbes codnicas, mas Descartes demonstra que € possivel encontrar todos por meio de uma
parabola.



Na seqiiéncia explica como a invencdo dos meios proporcionais ¢é realizada através de
construgbes envolvendo pardbolas e circulos. Explica como trisseccionar um angulo. Demonstra que
todos os problemas propostos podem ser reduzidos ao problema da trisseccdo do angulo e da
construcdo dos meios proporcionais.

Finalizando Descartes explica como expressar todas as raizes das equacfes cUbicas e todas as
gque nao chegam mais que o quadrado do quadrado. Por que razdo os problemas sdlidos nédo
podem ser construidos sem as secgfes coénicas, nem 0s que Ssdo mais compostos sem algumas
linhas mais compostas. Forma geral de construir todos os problemas reduzidos a uma equagdo que
ndo tem mais de seis dimensoes.
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