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A minha familia: na alegria e na tristeza, vocés sdo 0s meus mais preciosos bens.
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Prodlogo

Depois de anos de trabalho
Fez o carpinteiro um dia
Uma ferramenta de belo talho
Que nao tinha serventia.

Mas o objeto era bem feito
E encantou toda a cidade
Apesar do grande defeito
De nao ter real utilidade.

Colocaram até um encarte
Procurando quem soubesse dizer
O que, com essa obra de arte,
Deveriamos entao fazer.

Até que um dia surgiu

Um nobre e sabio cidadao
Com um problema sutil

Do qual tal objeto era solucgao.

E essa busca incessante

Da mais perfeita uniao

Que torna o mundo fascinante
E da & minha vida uma direcao.



Resumo

Este trabalho tem o objetivo de rever a obtencao das solu¢oes do tipo brana em Supergravi-
dade e contém uma deducao detalhada das solucoes extrema e negra. A fim de motivar algumas
escolhas feitas ao longo do calculo, o trabalho inclui uma breve revisao dos conceitos advindos
da Teoria de Cordas e Supersimetria. Esta revisao nos permitird ainda relacionar as solugoes
da Supergravidade com as branas da Teoria de Cordas e tecer consideragoes sobre o papel desta
relagao na dualidade entre teorias de calibre e gravitacao.



Abstract

This work intends to review the brane solutions of Supergravity and contains a detailed
deduction of the extremal and black solutions. In order to provide some motivations to the
choices through the calculation, this work includes a brief review of some concepts from String
Theory and Supersymmetry. This review will enable us to relate the Supergravity solutions to
String Theory’s branes and to make considerations about the role of this relation in the duality
between gauge and gravity theories.



Capitulo 1

Introducao histérica e motivacoes

No ano de 2005, celebramos o Ano Mundial da Fisica, em comemoracao ao centenario da Teo-
ria da Relatividade Especial de Einstein. Esta teoria resolveu muitos dos problemas que afligiam
os fisicos no inicio do século XX. Entretanto, como é comum em fisica, novos e mais profundos
desafios surgiram com o advento desta teoria pois a Relatividade Especial nao inclui fenémenos
gravitacionais ou quanticos. Foi o proprio Einstein quem, em 1916, mostrou como descrever
fenémenos gravitacionais no contexto relativistico com sua Teoria Geral da Relatividade.

Uma descrigao quantica consistente com a Relatividade Especial tomou muito mais tempo
para ser desenvolvida. Alguns dos maiores fisicos do nosso tempo (Paul Dirac, Richard Feynman,
Murray Gell-Mann, Steven Weinberg e Gerard 't Hooft, para citar somente alguns) debrugaram-
se sobre o problema e obtiveram grandes sucessos com a chamada Teoria Quantica dos Campos.
Uma grande gama de fenomenos é atualmente explicada (com enorme sucesso e precisao) pelo
Modelo Padrao das Interacoes Fundamentais, que é uma teoria de campos quanticos e inclui
as interacoes forte, fraca e eletromagnética. E notéria a auséncia da interacao gravitacional no
Modelo Padrao. Muitas tentativas foram feitas para desenvolver uma teoria de campos quanticos
para a gravidade usando os métodos da Teoria Quéntica de Campos. Todas falharam.

Desde os anos 80, um crescente niimero de fisicos tém se dedicado ao estudo da Teoria
de Cordas que propoe que os entes fundamentais do Universo sdo cordas, em vez de pontos,
como sao considerados no Modelo Padrao. Essa teoria é talvez a mais promissora dentre as
que se propoem a descrever a Relatividade Geral num contexto quantico. Embora ainda nao
confirmada, a Teoria de Cordas ja nos fornece um enorme desafio e uma estarrecedora conclusao:
a teoria exige um espacgo-tempo de dez dimensoes para ser consistente.

Esta conclusao parece muito distante do nosso Universo quadridimensional para ser levada
a sério. Entretanto, muitos esforcos foram feitos para mostrar que, embora estranha, a idéia de
dimensoes extras pode ser perfeitamente consistente com a fisica que conhecemos hoje.

1.1 Antes de mais nada: Por que branas sao interessantes?

Uma vez dispostos a abandonar a idéia de que os constituintes elementares da Natureza sao
pontos (sem dimensao espacial) para considera-los como objetos com uma dimensao espacial
(cordas), é tentador dar um passo adiante e considerar entes fundamentais com mais de uma
dimensao. Neste trabalho, pretendemos estudar as membranas ou, mais geralmente, p-branas,
que sao objetos estendidos em p direcoes. Das varias razoes para o crescente interesse em
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branas', citarei apenas dois exemplos.

A Teoria de Cordas possui p-branas de Dirichlet (hiperplanos onde estao presas as extrem-
idades das cordas abertas com condigoes de contorno de Dirichlet), também conhecidas como
Dp-branas. Estes objetos comecaram a ser ativamente estudados a partir de 1995, com a Se-
gunda Revolucao das Cordas, quando se descobriu que as Dp-branas sao fundamentais para o
entendimento do (obscuro) regime nao-perturbativo da Teoria de Cordas.

Outra interessante descoberta ocorreu quando, em 1997, Juan Maldacena apresentou a con-
jectura [3] de que a Teoria de Cordas em 10 dimensdes num espaco AdSs x S° descreve a mesma
fisica contida numa Teoria de Campos supersimétrica e conforme em quatro dimensoes. Esse
trabalho deu inicio ao que chamamos hoje de “dualidade calibre/gravitacao”e o papel das branas
¢é fundamental no estabelecimento dessa dualidade, como veremos.

Assim, em poucas palavras, branas sdo interessantes por que elas sdo ingredientes funda-
mentais da nova fisica das cordas. Além disso, algumas tentativas de obter o Modelo Padrao tal
como o conhecemos a partir da Teoria de Cordas necessitam deste conceito.

1.2 Primérdios e a Primeira Revolugao das Cordas (1968 - 1985)

A teoria de cordas surgiu como uma tentativa de explicar uma série de propriedades da
interacdo forte que haviam sido observadas experimentalmente?. Entretanto, embora tivesse
tido éxito em alguns pontos, a teoria sofria de uma série de dificuldades e foi perdendo seguidores
devido aos crescentes sucessos da Cromodinamica Quantica. Os principais problemas da teoria
eram:

A teoria nao descrevia férmions;

A presenca de particulas com massa imaginaria (M? < 0), chamadas “tdquions”;

e Seriam necessarias 26 dimensoes no espago-tempo para que a invariancia de Lorentz fosse
preservada na teoria quantica;

A presenca de particulas nao-massivas fundamentais de spin 2. (Nao sao conhecidos
hadrons com essa caracteristica).

Apesar dos problemas acima, vérios fisicos (entre eles Neveu, Schwarz e Ramond) conti-
nuaram trabalhando na teoria e descobriram que férmions podiam ser incluidos por meio da
supersimetria®, dando origem & Teoria de Supercordas. H4 diferentes maneiras de se incluir esta
simetria na Teoria de Cordas. No formalismo de Neveu-Ramon-Schwarz, por exemplo, esta é
imposta na folha-mundo somente. Entretanto, como foi descoberto por Gliozzi, Scherk e Olive,
uma projecao pode ser feita de modo a obter uma teoria com supersimetria no espago-tempo
e isso automaticamente elimina o tadquion do espectro. Além disso, a supersimetria diminui a
dimensao critica para 10 e foi mostrado que nesta dimensao a teoria é livre de anomalias. No
entanto, o ultimo dos problemas supracitados nao foi, de fato resolvido, pois nao é possivel retirar
a particula de spin 2 que aparece no espectro. Entretanto, isso passa a ser uma qualidade da

'Nos tltimos 10 anos, mais de 2.000 trabalhos com a palavra-chave “Brane”foram publicados e, recentemente,
foi publicado um livro inteiramente dedicado ao assunto [1].

2Tais propriedades nio serdo tratadas aqui. Para informacdes sobre este periodo da teoria, indico as referéncias
[6] e [7].

3 A supersimetria é a simetria que relaciona bésons e férmions. Teremos oportunidade de ver mais detalhes da
supersimetria no capitulo 3.
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teoria se a interpretarmos como uma teoria para descrever todas as interacoes fundamentais em
vez de somente a interacao forte. Embora nao fosse conhecida uma teoria da gravidade quantica,
sabia-se, na época, que o quantum do campo gravitacional (chamado gréviton) deveria ter spin
2 e, por ser a gravidade uma forga de alcance infinito, sua particula portadora deve ser nao-
massiva.

Assim, por volta de 1985, tinhamos uma teoria para a interagao forte (QCD) e uma candidata
para uma teoria de unificacio (cordas)*. Mas muitos problemas ainda persistiam nesta nova
interpretacao para a Teoria de Cordas. Dentre estes problemas, estavam:

e Pouco ou nada se conhecia sobre a teoria além do regime perturbativo;
Havia cinco teorias distint istentes® didat teoria fund tal
e Havia cinco teorias distintas e consistentes® como candidatas para a teoria fundamental.

Estas dificuldades s6 comecaram a ser resolvidas em meados dos anos 90.

1.3 Supergravidade (1970 - 1990)

Nesse interim, desesenvolveu-se a Teoria da Supergravidade que é a versao supersimétrica da
Relatividade Geral de Einstein. Esta uniao parecia frutifera devido a interessante propriedade
que teorias supersimétricas tém de possuir, no mesmo multipleto, um ntmero igual de férmions e
de bésons. Esta caracteristica parecia justamente o que precisdvamos numa teoria de gravidade
quantica, pois, todas as tentativas anteriores fracassaram por serem irremediavelmente nao-
renormalizaveis. A esperanca de que os graficos de Feynman problemdticos (com loops) se
cancelassem entre si residia na idéia de que graficos bosonicos e fermionicos tém sinais opostos
e a supersimetria garante que haja a mesma quantidade de ambos.

Infelizmente, a supersimetria nao conseguiu resolver todas as divergéncias da teoria [8]. Ape-
sar disso, a Supergravidade continuou a ser um campo de intensa pesquisa. Surpreendentemente,
a Supergravidade esta intimamente relacionada a Teoria de Cordas, pois a acao da Supergravi-
dade em 10 dimensoOes aparece como a acao efetiva dos campos nao-massivos de uma teoria de
cordas fechadas com invariancia conforme sobre a folha-mundo. Também foram encontradas
relagoes entre a Supergravidade em 11 dimensoes e a Teoria de Cordas por volta de 1995.

1.4 A Segunda Revolugao das Cordas (1995 - )

Uma série de dualidades entre as cinco teorias de cordas foram observadas. A partir de 1995,
durante o encontro anual de pesquisadores na area de cordas (Strings 95 [2]), surgiram fortes
indicagbes de que as cinco Teorias de Cordas até entdo conhecidas e a Supergravidade em 11
dimensodes sdo diferentes limites de uma mesma teoria, a chamada Teoria M. A partir dai, a
Teoria de Cordas voltou a ter um crescente interesse, com a proposta da Teoria M no centro das
atengoes. Assim, por vezes, o Strings 95 é tomado como o marco inicial da Segunda Revolugao
das Cordas.

Além da descrigao unificada das cinco Teorias de Cordas, a Segunda Revolugao das Cordas
langou luz sobre o regime nao-perturbativo. Também em 1995, um trabalho de Joseph Polchinski
mostrou que as D-branas, que até entao tinham o papel de prender as extremidades da corda

4Esta mudanca na interpretacio da Teoria de Cordas e a descoberta de que esta é livre de anomalias é, por
vezes, chamada de Primeira Revolugao das Cordas.
50 problema disto é filoséfico: supde-se que a teoria mais fundamental seja tinica e inevitavel!
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aberta, podem carregar cargas de Ramond-Ramond e essa dupla funcionalidade tém permitido
avangos no sentido de mostrar a estreita relacao entre teorias de calibre e gravitacionais.

Em 1996, Andrew Strominger e Cumrum Vafa descobriram como usar configuragoes de
cordas para calcular a entropia de um buraco negro. Esta entropia foi calculada décadas antes
por Stephen Hawking, usando argumentos termodinamicos e propriedades quéanticas nas pro-
ximidades de um buraco negro. O céalculo de Strominger e Vafa representa uma indicacao de
como obter esta entropia através da contagem direta dos estados acessiveis ao sistema o que
permitiria um entendimento microscépico da origem desta entropia.

Outro grande avango, como ja comentamos, foi o trabalho de Juan Maldacena de 1997. A
Conjectura de Maldacena, como ficou conhecida, estabelece uma correspondéncia entre uma
Teoria de Cordas (10 dimensdes), numa geometria AdS® x S°, e uma teoria de campos com
simetria conforme (em 4 dimensoes) e com N = 4 supersimetrias (16 supercargas), motivo pelo
qual a conjectura é também chamada® de Correspondéncia AdS/CFT [3, 4]. A idéia de que
informagodes possam ser guardadas numa dimensao mais baixa jé era conhecida. Como sabemos,
a holografia é a técnica por meio da qual, uma imagem tridimensional é representada numa
superficie bidimensional sem que haja perda de informacoes. E é por essa razao que as vezes é
dito que a Conjectura de Maldacena é uma manifestacao do Principio Hologrdfico.

Todas estas idéias deram origem a chamada Cosmologia das Branas, ou Mundo Brana,
em que o Universo tal como o vemos (quadridimensional e descrito pelo Modelo Padrao) esta
confinado numa brana e, por esta razao, nao teriamos acesso as dimensoes extras. Recentemente,
foi apresentado um trabalho buscando deduzir modificagoes que a existéncia de dimensoes extras
causaria nas ondas gravitacionais emitidas por um buraco negro perturbado [5].

Apesar dos sucessos em muitos aspectos, a teoria tem ainda diversos problemas. Sao alguns
deles:

e Nao se conhece ainda a teoria de campos de cordas. Ou seja, a quantizagao canonica é
feita a partir de operadores de posi¢gdo e momentum (como ¢ feito em Mecanica Quantica)
e nao a partir de campos;

e Nao hd uma demonstragao da Conjectura de Maldacena. A conjectura relaciona uma
teoria de campos (ou seja, segundo-quantizada), com a teoria de cordas que é primeiro-
quantizada;

e Num certo sentido, a teoria nao é fundamental. Embora dé origem a todas as interagoes e
particulas, é necessario, a priori, um espaco-tempo onde a corda é posta para se propagar.
Assim, o espaco-tempo é posto & méao’!

e Nao ha até o momento evidéncias experimentais que embasem a supersimetria;

e A teoria ndo prediz como inevitaveis e tinicas as conclusées de que nosso Universo tenha
341 dimensoes, que a supersimetria é quebrada no nivel de energia a que temos acesso e
nem que nao ha escalares nao-massivos;

e Nenhuma previsao inédita e ao alcance da nossa tecnologia atual foi feita pela teoria, para
que possamos verifica-la.

SCFT = Conformal Field Theory.

"A Teoria da Gravitacio Quantica dos Lacos, que seria uma alternativa & Teoria de Cordas para a gravidade
quantica (mas ndo para uma teoria de unificagao!), ndo sofre deste problema, pois o espago-tempo é fornecido
pela teoria. Para uma comparagio entre as teorias, veja [9)].
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Assim, a Teoria que Cordas aguarda por uma Terceira Revolugao das Cordas. Resta-nos
trabalhar para ver.

1.5 Roteiro

O capitulo 2 apresenta uma breve introducao a Teoria de Cordas Bosonicas e sua quantizagao.
Neste capitulo, a D-brana é introduzida com o objetivo de permitir o uso de condicoes de
contorno de Dirichlet. Além disso, mostramos como a dualidade T sugere que a teoria deve
conter branas. No capitulo 3, fazemos a apresentacao da algebra da Supersimetria e mostramos
algumas das suas conseqiiéncias e suas representacoes. A introducéo de férmions na Teoria de
Cordas Bosonicas é discutida brevemente, bem como as Teorias de Supercordas tipos I e II. Em
seguida, no capitulo 4, discutimos rapidamente as acoes da Supergravidade e encontramos as
equagoes de movimento para uma agao genérica mas similar as da Supergravidade. Introduzimos
o conceito de p-branas como uma solucao cléssica espacialmente estendida, deduzimos as solugoes
extrema e negra e tecemos alguns comentarios sobre estas solugoes. Terminamos com algumas
consideracoOes finais.

Uma coletanea das convengoes e féormulas utilizadas no texto encontra-se no apéndice A. O
apéndice B contém uma discussao sobre espinores em dimensoées arbitrarias. O ultimo apéndice
introduz o formalismo de formas diferenciais.



Capitulo

Cordas

Faremos aqui uma rdapida exposicao da Teoria de Cordas dando énfase apenas aos pontos
malis relevantes para a teoria de branas. H& excelentes livros e revisoes da teoria de cordas
[1, 6,7, 10, 11], onde o leitor deve recorrer ante a quaisquer omissoes de detalhes que certamente
serao feitas aqui.

2.1 Corda BosoOnica

Como é sabido (ver, por exemplo, [11, 12]), uma particula de massa m livre é descrita num
diagrama de espago-tempo por uma linha, a chamada linha-mundo. Sua agao é proporcional ao
invariante ds = \/—ndatdz” (p,v =0,...,D — 1, em que D é a dimensao do espaco-tempo)

e é dada por:
dzt dx¥
——m [ds=-m [ d Pt 2.1
S m/ s m/ TA =N p (2.1)

em que 1), ¢ a métrica de Minkowski (cf. eq. (A.12)). A acao acima é claramente independente
da escolha do parametro 7 (que c0n81deramos adlmensmnal) e, portanto, é dita invariante por
reparametriza¢ao.

Para introduzir o conceito de uma corda como um objeto fundamental, seguimos o raciocinio
do caso da particula. O movimento da corda é descrito, entdo, por uma superficie no diagrama
de espago-tempo (folha-mundo), em que impomos uma invariancia por reparametrizacao dos
dois parametros (adimensionais) sobre essa superficie! (digamos, (1,0) = (£%,¢1)). A métrica
N do espago-tempo, induz uma métrica na folha-mundo:

hij = nu0i X*0; X%, 1,5 =1,2 (2.2)

onde Jy (que as vezes representaremos por um ponto) e J; (que as vezes representaremos por
uma linha) representam, respectivamente, uma derivada em relacao a 7 e a 0. Baseados no caso
da particula (em que a agao é proporcional ao comprimento da linha ds), escrevemos a agao da
corda proporcional a area da folha-mundo, obtendo a celebrada a¢do de Nambu-Goto:

Sve =-T / dA=-T / drdoy/—det h (2.3)

!Esta invariancia por reparametrizacéo é o que permite a interpretacéo de que a corda é um objeto fundamental,
ou seja, sem estrutura interna. Num objeto comum (feito de 4tomos), esta invariancia nao é possivel, j4 que temos
uma parametrizagdo natural no pardmetro o (a quantidade de dtomos a partir de uma das extremidades, por
exemplo).
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= —T/deU\/(X C X2 — (X)2(X")2 = —T/d2§£(X,X’;a, 7) (2.4)

em que T deve ter dimensio de [comprimento] =2 (para que a acdo S seja adimensional) no nosso
sistema de unidades, em que ¢ = A = 1. A grandeza T ¢ identificada com a tensdo da corda e
relaciona-se ao comprimento da mesma por T = ﬁ

Os momentos canonicamente conjugados na lagrangeana de Nambu-Goto (2.3) sao:

oL _  (XXDX, - (VX _ Pr (2.5)
OXH \/(XX’)Q—(X)2(X’)2

oL (XXI)X/_(X/)QXI o

BXE -T = L =Py, (2.6)

VEXN? - (X)2(x7)2

A acéo de Nambu-Goto é inconveniente para alguns propdésitos devido a raiz quadrada. Uma
forma de reescrevé-la sem esta raiz foi encontrada por Brink, Di Vecchia, Howe, Deser e Zumino
quando tentavam incluir supersimatria local na folha-mundo. Esta acao é mais conhecida como
acdo de Polyakov, porque foi esse cientista quem primeiro a quantizou usando o formalismo
de integrais de trajetéria [13]. A ac@o de Polyakov possui uma métrica ~;; independente na
folha-mundo, que é usada para levantar e baixar indices das coordenadas (£%,¢1) e tem uma
assinatura Lorentziana (—, +)

T g
S=-5 / drdo(—)/*4" 9, X19; X, (2.7)

onde vy = det 7;;.
A agado (2.7) é invariante por:

e Transformacoes de Poincaré no espago-tempo:
OXH = A'LLZ,XV + 6“, (5’)’@' == 0, (Aul/ = _AVN) (28)

em que A", e ¢ sdo os parametros (infinitesimais e constantes) das transformacoes de
Lorentz e translacao, respectivamente.

e Reparametrizacao na folha-mundo (ou seja, & — &8 + \Y):
&vij = NOyij + 0Ny + 9N i
SXH = N XH (2.9)
SV=1) =aNV=)

e Transformagao conforme na folha-mundo:

SXM =0, Sy = f(E)s (2.10)

sendo f(¢) uma funcdo arbitraria? das coordenadas da folha-mundo.

2Como veremos, a acao de Polyakov fornece uma equacéo de movimento algébrica (cf. eq. 2.12) para a métrica
vij- Esta equagdo, que relaciona 7;; & métrica induzida h;;j, ndo determina o fator de proporcionalidade f(§),
o que justifica a invariancia (2.10). Esta invariancia significa fisicamente que distancias sobre a folha mundo
medidas com a métrica 7;; nao tém um significado fisico, ji que é dependente de uma escolha arbitraria de f(&).
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Da acdo de Polyakov, seguem duas equacoes de movimento®: uma para a variacio de Vij €
outra para a variacao de X*.

Consideramos a métrica vy;; como um campo independente e, portanto, podemos tratar a acao
(2.7) como o acoplamento de D campos escalares X* numa teoria bidimensional de gravidade
e, deste modo, a variacdo desta acdo é proporcional ao tensor energia-momentum?. O principio
da minima agdo estabelece que a variacdo de (2.7) com relagdo & métrica anula-se: 6,,,S = 0.
Assim, introduzindo a notacao X - X = X#X,, temos:

1
(5%.].S =0= 0=0;X- (%X — i’yij")/klakX O X = T%j = (211)

1
= hij — §7ij7klhkl =0, (2.12)
em que usamos (2.2) na segunda linha para escrever em termos de h;;.
A expressao (2.12) nos mostra que a métrica ;; é proporcional & métrica induzida: v;; =
f(&)hij. Substituindo v;; na acao de Polyakov, temos:

S = —g /d2§ F2EOR(f R hyj = —T/d%/ﬁ = Snas

o que mostra a equivaléncia das agoes (2.3) e (2.7) no nivel cldssico (ou seja, usando as equagoes
de movimento). Quanticamente, esta equivaléncia nao é trivial.
Variando a acdo com relagao ao campo X*#, temos a equagao:

0 [V=r"0,X"] = 0. (2.13)

Os termos de superficie anulam-se devido a escolha de condigoes de contorno apropriadas. Estas
condigoes dependem do tipo de corda, como veremos a seguir.

Cordas fechadas nao tém pontos preferenciais e, se considerarmos o € [0,27], é natural
impormos a condicao de periodicidade:

XH(o +2m) = XH(0). (2.14)

Para o caso da corda aberta, duas possibilidade sao evidentes: as extremidades da corda
podem estar livres ou presas. O primeiro caso é chamado condi¢do de contorno de Neumann:

XH
0 =0 (nas extremidades). (2.15)
0o
O segundo caso é chamado condi¢do de contorno de Dirichlet:
oOXH .
X" = constante = 5 = 0 (nas extremidades). (2.16)
T

A condicéao de Dirichelet embora dé uma solucdo matemaética para o problema de zerar a variagao
da ag@o na fronteira, nao foi considerada por muitos anos devido a interpretacao fisica que ela

3Na secéo 4.1.1, fazemos deducdes detalhadas de equacdes de movimento em acdes gravitacionais para campos
escalares, para a métrica e para uma n-forma.

4Poderfamos, neste ponto, pensar na introducéo de um termo do tipo Einstein-Hilbert ou um termo cosmolégico
para a métrica da folha-mundo. Entretanto, o primeiro nao possui dinamica em duas dimensdes (dependendo
apenas da topologia do espaco) e o segundo, se introduzido, conduziria a equacao de movimento ~;; = 0, que da
uma dindmica trivial.
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exige. Como dissemos, essa condi¢ao indica que a extremidade da corda esteja presa. Mas presa
em que? Como foi antecipado no capitulo 1, a solugdo para o impasse é a introducao de um
novo objeto na teoria. Dizemos que o lugar geométrico da extremidade, uma hipersuperficie de
p dimensoes, é um objeto fisico (a Dp-brana de Dirichlet). Observe que se usarmos condigoes
de contorno de Neumann em todas as coordenadas espaciais, o local geométrico da extremidade
é todo o espago (pois ndao hd nenhuma restrigao: extremidades livres!) e, portanto, podemos
interpretar um espago-tempo de N dimensées como uma D(N — 1)-brana de Dirichlet.
Desejamos agora resolver as equagoes de movimento para encontrar X*(7,0). A métrica da
folha-mundo tem trés parametros livres (dois parametros da invaridncia por reparametrizacao
(A\") e mais um da invariancia conforme (f)) e podemos fixa-los escolhendo o chamado calibre
conforme que consiste em tomar a métrica da folha-mundo como uma métrica de Minkowski:

Yij = < '01 (1) ) (2.17)

Neste calibre, as equagoes (2.5), (2.6), (2.13) e (2.11), ficam:

e Momenta:

Pr=TX, , P=-TX, (2.18)

e Equacao de movimento: )
X" X =0 (2.19)
cuja solugdo geral é X*(1,0) = 1 [XV (1T + 0) + Xhh(r — 0)].
e Equacoes de vinculos:

Too = 0 e T11 = 0 implicam X2+ X2 =0 : o
. = (Xt X) =0. 2.20
Tor =0 e Tig = 0 implicam X - X' =0 ( ) ( )
Vejamos a solucao para cada tipo de corda.
Corda aberta. Quando condi¢bes de Neumann® sdo aplicadas a esta solucdo, as ondas
que se propagam para direita Xg e as que se propagam para esquerda X, ficam relacionadas e
fornecem:

5

. 1 i
XH(1,0) = af + V20l T + V2l E —at cosnoe™ ", (2.21)
n
n#0
em que zf, é a posi¢ao do centro de massa da corda e af, sao os modos de oscilagdo na expansao
de Fourier. O momento linear p* do centro de massa da corda descrita pela solucao acima é

(o0 €[0,7]): .

4 «
o PHTdg = —0 2.22
P /O 7 gs\/ﬁ ( )

Corda fechada. Por nao haver uma condicdao de contorno, as funcgoes Xgr e Xy nao se

relacionam como no caso da corda aberta e temos duas expansoes diferentes. Entretanto, a
condicio de periodicidade (2.14) relaciona os modos zero das duas solucoes:®

Wy 1 o -
G—ofs  XM(ro) = af + (Bafir+ Y2 YL (apeminr) L gpeminro)) oy
n#0

5As condicdes de Dirichlet serdo tratadas na secao 2.7.
SEste fato é bastante interessante, pois o modo zero estd relacionado ao momento da corda (cf. eqs. (2.22) e
(2.24)). A igualdade entre os modos zeros assegura que a corda tenha um momento bem definido.
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Para o momento linear, temos a relagao:

nw
@y

5 (2.24)

2m
Pt = / P do =2
0
(na corda fechada, consideramos o € [0, 27]).

Obviamente, uma corda aberta pode ter condi¢oes de Neumann para algumas coordenadas
e de Dirichlet para outras, ou até mesmo Neumann para uma extremidade e Dirichlet para a
outra. Vale destacar, entretanto, que a coordenada temporal somente podemos impor condigao
de Neumann.

As solucoes obtidas descrevem uma corda relativistica classica. A quantizacado da corda rela-
tivistica pode ser feita de diversas maneiras. Ha formulagoes covariantes usando a quantizagao
canodnica’ ou integrais de trajetéria®. Na primeira, as varidveis dinamicas sdo operadores sobre
os quais impomos relagoes de comutagao e os vinculos (2.20) sao resolvidos apds a quantizagao,
restringindo as solucoes para obter estados fisicos. Na quantizacao covariante moderna, introduz-
se fantasmas na teoria a fim de usar o formalismo de Feddeev-Popov. Novamente, o espaco de
Fock tem que ser restringido para obter estados fisicos e essa restrigao é feita pela carga BRST.
O que se observa é que a teoria é totalmente livre de fantasmas apenas em 26 dimensoes.

Os esquemas de quantizagdo que comentamos no paragrafo anterior nao possuem unitarie-
dade explicita devido aos fantasmas. A quantizacdo no calibre do cone de luz impoe o vinculo
(2.20) antes da quantizacdo, reduzindo o nimero de varidveis dinamicas. Neste esquema, nao
hé a introducao de fantasmas e a teoria é manifestamente unitaria. Entretanto hd uma perda
da invariancia por simetria de Lorentz. Esta simetria é restaurada apenas em 26 dimensoes,
concordando com o resultado da quantizacao covariante da dimensao critica.

2.2 O calibre do cone de luz

Desenvolveremos aqui a quantizacao no cone de luz, por ser mais simples. No que segue,
consideraremos a solugao (2.21), ou seja, a corda aberta. A corda fechada serd discutida na

secao 2.4.
Inicialmente, introduzimos as coordenadas do cone de luz:
1
X+t = —(x"+Xx", X1 I=2...,D—1. 2.25
ﬂ( ) (2.25)
Neste sistema de coordenadas, a métrica é n_ = ni_ = =1, nyy =n—_ =0e nry = d1.

Assim, a equacao de vinculos é
(XX MX+X), = 2X+£X)V"(X+£X) +( X+ XY (X+X) =0,

ou seja,
(XT+ X2 =2(X+X)T(X £ X')". (2.26)
Embora tenhamos ja escolhido o calibre conforme (2.17), ainda temos alguma liberdade na
escolha do calibre, pois se escolhermos A’ de tal forma que f(£)n” = 9N + 7 \¥, a escolha é
preservada (cf. egs. (2.9) e (2.10)). Assim, escolhemos 7 de tal forma que 2 = o;f = 0, ou
seja:
Xt =202p"r (2.27)

"Também chamado de antiga quantizac¢io covariante.
80u quantizacio covariante moderna
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Neste calibre, o vinculo passa a ser:

1 .
= @(XI + X'1)?2, (2.28)

(X £ X))~

A expressao acima justifica nossas escolhas. As coordenadas do cone de luz permitiram
resolver (2.20) para X~ sem extrair a raiz quadrada. O calibre do cone de luz (que escolhe X+
como uma constante) permite obter o valor de X~ em termos de X! a menos de uma constante

de integracao x,. Dessa forma, as varidveis independentes de que dispomos em X* sao:

e z} e al (que definem X7),

e pT (que, por meio de (2.27), determina X ) e
e 7z, (que juntamente com (2.28), determina X ).

Através da relacio (2.28), mostra-se que os modos de oscilagio de X! e X~ estdo relacionados
por:
R N <P ¥ S S (2.29)
" 2Rty & T T g
em que L# sao definidos por esta relacao e sdo chamados modos transversais (ou normais) de

Virassoro.
A massa do estado é dada pela relacdo p? + M? = 0:

1 1
2 _ +.,— I I _ + 1
M =2p"p  —pp =2p 20 +Lo — %2010040—
1 o
72@% 7] Z”a W= (2.30)
Sp:1

Baseados no fato de que a,, = (a_,)" (pois X* deve ser real), introduzimos os operadores
o, = vn(a)), oy, = v/nay,. (2.31)

A equagao (2.30) nos mostra que a massa cldssica é real e continua. Estas caracteristicas
parecem tornar a teoria de cordas pouco promissora para uma descricao do que se vé na natureza
(particulas com massas discretas e diferentes estados com massa nula). Entretanto, a quantizacao
desse sistema modifica essas caracteristicas tornando a massa discreta e permite um estado nao
massivo com polarizacao, que pode ser identificado com o féton. Apesar desses sucessos, a
teoria quantica permite uma massa de quadrado negativo (tdquion) que gera uma instabilidade
na teoria. Mas este problema é removido pela introdugao da supersimetria no espago-tempo.

2.3 Quantizacao da corda bosonica aberta

O esquema de quantizagao canoOnica consiste em tornar operadores as varidveis dinamicas
independentes (X7, zg P pT) e impor as relacdes:

(X (o), P (")) = in' o0 — o), [rg.pt]=inTh = (2.32)

| = [PT(0),P(o")] =

e os comutadores restantes iguais a zero: [X!(o), X7 (0”)]

= [z7, @
0] = (X! (0)sas] = [P (o). 2] = (X (@), = [P0, ")

Lo
= 0.
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Dadas estas relacoes, é possivel encontrar as relagoes de comutagao entre os modos de os-
cilagao:
{nﬂ a;ﬂ [x67pJ] = inIJ (233)
(lembrando que p! = af/v/2¢5). A primeira das relacdes acima pode ser escrita como uma
relacdo tipica de operadores de cria¢do/aniquilagdo como os satisfeitos pelo oscilador harménico

em Mecanica Quantica. Isso pode ser feito usando os operadores definidos em (2.31):

(s ()] = 0" 8mn, lam, an) = [(ag)", (@) = 0. (2.34)

m n m> m

1J
[a =mn 5m+n,07

Estas relacées nos mostram que os operadores da corda sao uma infinidade de operadores de
criagao e aniquilagao (pois m é um inteiro positivo qualquer). Além disso, temos os modos zero
(336, pl, zy,pT). O espago dos estados pode ser construido, entdo, em analogia ao que fazemos
em Mecéanica Quantica, ou seja, definindo um estado de vacuo |p™, p! ) que seja aniquilado por
todos os al e construindo os estados atuando (al)' sobre |p*, p!).

Antes de fazermos isto, porém, vamos investigar brevemente as conseqiiéncias da relagao
(2.33).

O fato de que os operadores o nao mais comutarem, leva a um claro problema de ordenamento
na definicio (2.29), pois devemos escolher qual a ordem adequada para esta definicio®. Esta
escolha de ordenamento tera conseqiiéncias diretas na definicdo da hamiltoniana, uma vez que

a mesma ¢é definida como geradora de translagdo em 7 e

o Xt o

=20%Tp™ = L. (2.35)

2, +
or ~ or ox+ P ax+
(usamos que P~ gera translagdo em X 1. As relagdes (2.22), (2.27) e (2.29) também foram
usadas.)
Optaremos por definir o operador de Virassoro transversal com o ordenamento normal (ou
seja, com os operadores de criacdo a esquerda) e sem a introdugao de uma constante de ordena-

mento: 1 1
1 1.1 1 1
L, = 5 Z Oy = Zanfpap. (2.36)
p p

Na definicao da hamiltoniana, introduzimos a constante de ordenamento a que determinare-
mos posteriormente:

H=L§ +a. (2.37)
Com estas defini¢oes, o operador de massa é:
1 1 >
M? = —p* =2p"p" —p'p = 5(Lg +a) = p'p' = 55 [ a+ Y _nlay)ay |- (2.38)
s s n—=1

Observe que na teoria quantica somente é possivel ter estados nao-massivos com indices de
polarizacao se a < 0, 0 que acontecerd, como veremos agora.

As constantes'® a e D sio fixadas impondo invariancia de Lorentz na teoria. Classicamente,
o gerador de transformagoes de Lorentz é

p 1

class. — 27T€2 -n —nn
s

™
) ) 1
/ (XMXY — XY XM)do = afp” —afp —i ) g(a“ o —a¥ al).  (2.39)
0

n=1

9Observe, entretanto, que apenas L~ é mal definido quanticamente, j& que aﬂ_p e aII, comutam se n # 0.

1 7 , . ~ . 4

“Lembremos que até agora nos referfamos a um espago-tempo com D dimensdes. Assim, temos até agora duas
constantes a serem fixadas por alguma condicao de consisténcia: a constante de ordenamento e a dimensao do
espaco-tempo.
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A quantizacdo por meio do calibre do cone-de-luz, que adotamos aqui, ndo preserva explici-
tamente a invariancia de Lorentz. Assim, os geradores de rotacao que alteram a relagao (2.27)
podem gerar problemas. Para que haja invariancia de Lorentz, devemos impor que estes ger-
adores satisfagam a dlgebra propria do grupo de Lorentz e, portanto, devemos ter, por exemplo,
[M .Y ] = 0. O que se observa é que essa relagao nao é satisfeita para valores arbitréarios
deaeD.

O resultado cldssico (2.39) nao pode ser ingenuamente usado na teoria apds a quantizacao,
pois, como vimos, [z, p~] # 0. Além disso, a defini¢do de p~ inclui a devido a dificuldade com
o ordenamento no operador de Virassoro. Considerando tudo isso, definimos o gerador M~ no
caso quantico como:

1 i =1
-1 — 1 1 1
M uant. = o pl— 74@}?'*‘ (:U(I)(LO +a)+ (Lé + a)x1> - m 7; ﬁ(L—na{z - aI—nLn ). (2.40)

Notando que os operadores de Virassoro ndao comutam entre si,'' o comutador encontrado é:
1 o
sP m—1
sendo (D2 ) (D2
=m|1- "+ — . 2.42
Entdo, a imposicao [M 1, M~7] = 0 leva a:
a=—1, D = 26. (2.43)

Em outras palavras, a teoria de cordas ”prevé”’o niimero de dimensoes do espago-tempo, uma
vez que somente é consistentemente definida em 26 dimensoes'?!

Direcionemo-nos agora para o espaco de Hilbert da corda. Os estados sao construidos, como
ja dissemos, em analogia com o oscilador harmoénico em Mecéanica Quantica, ou seja, a partir de
um estado fundamental |p*, pr) (usamos pr para representar as diregoes transversais p!) que é
aniquilado por todos os operadores de aniquilacao:

allpt,pr)=0, w>1, I=2...25 (2.44)

Os demais estados sao construidos atuando os operadores de criagao sobre o estado fundamental:

co 25

A =TT Tl M), (2.45)

n=11=2

onde A, ; denota a quantidade de vezes que o operador (afl)T aparece. Novamente chamamos

atencéo ao fato de que héa realmente infinitos valores de n, de modo que a teoria de cordas

1Na verdade eles satisfazem uma 4lgebra conhecida como Algebm de Virassoro que nao apresentaremos aqui.
Direcionamos o leitor para os livros indicados no inicio deste capitulo para a deducgédo e discussdo dessa algebra.

2L embre-se de que a teoria que tratamos até aqui somente possui bésons e, portanto ndo é uma boa teoria para
descrever todas as coisas. Na Supercorda, em que férmions sdo introduzidos por meio da supersimetria, o nimero
de dimensoes espago-temporais necessarias para a consisténcia é D = 10. As supercordas serdo comentadas na
secao 3.4.
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descreve uma infinidade de particulas diferentes. Entretanto, como o comprimento da corda é
muito pequeno ¢; << 1, a medida que o ntimero n cresce, a massa do estado correspondente
aumenta bastante. Dessa forma, estudaremos a seguir apenas os estados de energias mais baixas
(massas ao quadrado nao maiores do que zero). O operador de massa, considerando o resultado

(2.43), é dado por
2 1 [ INt T _ 1 1
M= S [ Yonahial —1) = (N - 1) , (2.46)

n=1
em que introduzimos o operador N+ que, por satisfazer as relacdes [N+, (al)] = n(al)l e
[N -+ aﬁ} = —naﬁ, é chamado operador numero, ja que, ao atuar sobre um estado, seu autovalor

fornece a soma dos modos dos operadores de criacdo que originam o mesmo. Assim, por exemplo,
N*(ag) M (a)lp*, pr) = 5(a3)" (a3) ", ).

Comecemos por analisar o estado em que nenhum operador de criacdo atua, ou seja, N+ = 0.
Nesse caso, (2.46) d4 uma massa imagindria (M2 = —1/¢2 < 0). Esta particula é chamada
tdquion e representa uma instabilidade na teoria. A presenca deste campo é um dos problemas
com a teoria bosonica. A supersimetria, se presente em todo o espago-tempo, elimina estados
de massa imaginaria e a supercorda nao apresenta esse defeito.

O préximo estado a ser considerado é aquele para o qual N+ = 1. Nesse caso, temos
(a)T|p*,pr) e o estado geral é a combinagao linear destes:

25
ng(a{)T’p+7pT>7 M2 = 0. (247)
=2

Observe que o estado (ndo-massivo) acima tem 24 = (D — 2) graus de liberdade. Isto nos da
uma indicacao de que este estado representa um féton. E bastante interessante que a acao da
qual partimos nao tenha nenhuma invariancia de calibre e, apesar disto, a teoria nos fornece o
eletromagnetismo.

2.4 A corda fechada

Dos problemas indicados na se¢ao 1.2, somente os trés primeiros apareceram na teoria apre-
sentada até aqui. Entretanto, uma teoria que possua apenas cordas abertas nao é consistente,
uma vez que a introducao de interacoes pode permitir o aparecimento de cordas fechadas, pois
a possibilidade de haver a unido da extremidade de uma corda com a extremidade de outra
permite que uma extremidade de uma corda una-se com a sua outra extremidade, formando
assim uma corda fechada. A particula sem massa e de spin 2 a que nos referfamos naquela secao
como um problema, surge na quantizacao da corda fechada e é atualmente interpretada como
o graviton. A dificuldade em se excluir essa particula do espectro de uma Teoria de Cordas
consistentemente definida é hoje considerada uma belissima conclusdo: A teoria ndo sé prevé a
existéncia de gravidade como ezxige a interacao gravitacional por critérios de consisténcia!

Como dissemos, ao tratar da corda fechada, consideraremos um intervalo de parametrizagao
duas vezes maior do que o considerado na corda aberta, ou seja, o € [0,27]. O calibre escolhido
aqui é (cf. eq. (2.27)):

Xt =0ptr (2.48)
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O processo de quantizacao é o mesmo de antes, ou seja, introduzir a relagao:
(XL(r,0),P™ (r0)] = id(c — o' )n'’.

Este comutador, entretanto, quando escrito em termos dos modos de oscilacao, evidencia a
diferenca entre cordas abertas e fechadas: agora temos dois conjuntos de osciladores (com barra
e sem barra) desconexos:
T ~J IJ I J IJ ~
(@, Q) = MOpgn0n [y, ] = MOmgnon’ [, a] = 0. (2.49)
Assim como foi feito antes, escrevemos a dlgebra acima de um modo semelhante ao de operadores
de criagao e destruicgao:
I (=J 1J 1 J 1J p
(s @)1 = 6man™, lag,, (@)1 = 6man®™,  [a,a] =0. (2.50)
Ou seja, com excecao dos modos zero (que sao iguais), o que temos sdo duas ”cdpias”da corda

aberta independentes.
Também dois operadores de Virassoro sao definidos:

e, devido a igualdade dos modos zero (2.23), temos:
Ly = Ly, (2.52)

que, como toda igualdade entre operadores, deve ser interpretada em termos da atuacao dos
mesmos num estado. Assim, a igualdade acima significa que

Ly |2 A) = Ly A, A).

Logo, a igualdade dos modos zero dos operadores de Virassoro com e sem barra é uma restrigao
sobre o espaco fisico de modo que somente aqueles estados que satisfazem a relagao acima sao
considerados admissiveis.

Os problemas devido ao ordenamento na definicao dos operadores L& e I_/& é resolvido do
mesmo modo como fizemos na corda aberta: através do ordenamento normal, sem a introducgao
da constante de ordenamento'3:

1 62 1.1 = 1 I €2 1.1 = 1 1
Ly = Zsp P+ Za—nan = Zsp P+ Zn(an)Tan
n=1 n=1

o

2
s

4

p'p' + N*, (2.53)

p'p’ + Nt (2.54)

7Tl EQ 1.1 = I I 62 1.1 = I 1 EQ
Ly = Zsp P+ Z&fn&n = Zsp P+ Zn(&n)Tdn = ZS
n=1 n=1

Em que introduzimos operadores niimero como em (2.46), com a diferencga, entretanto que temos
agora dois operadores, um para os operadores com barra e outro para os sem barra. Dessa forma,

13Uma anélise da invaridncia de Lorentz leva novamente & D = 26 (o que significa que cordas abertas e fechadas
podem coexistir), entretanto, como temos agora dois operadores de Virassoro, necessitamos de duas constantes
de ordenamento a; e az. Novamente, a andlise da simetria de Lorentz fixa esses valores: a1 = a2 = —1. A
hamiltoniana é a soma dos modos para esquerda (com barra) e para direita (sem barra): H = Ly + Lg —2.
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o operador numero com barra ”conta”os modos com barra usados para a construcao do estado
e o sem barra ”conta”’os modos sem barra.
O estado geral é:

oo 25 oo 25 B ~
AN =TT T TT 1@ A7 1A, 8) (2.55)
n=11=2 m=1J=2
e a massa é dada por:
9 _
2 L 1
M :@(N v N —2). (2.56)

A condigao (2.52) nos diz que N + = N1. Assim, o primeiro estado é aquele para o qual
Nt = N+ = 0. Isto significa uma massa imaginaria (M? = ;—24) e, portanto, novamente hé a
presenca de um taquion. )

Para o préximo estado, devemos tomar N+ = N+ = 1, devido a condicio (2.52), ou seja,
N1t = N1. Neste caso, temos uma combinacio linear dos estados construidos com um tnico
operador de cada (com e sem barra), sendo ambos de modo 1. Assim,

> Res(a)) (@) |p", pr), M2 =0 (2.57)
I1,J

Para interpretar (2.57), usamos o fato de que qualquer matriz pode ser decomposta numa
parte simétrica e outra antissimétrica Ry = (Rry + Ryr)/2 + (Rry — Ryr)/2 = Ry + Ry
Além disso, podemos considerar uma matriz simétrica e de traco nulo Sy tal que'*

R1y) = 815+ R, (2.58)

sendo R = 756"/ R(1). Dessa forma, no (2.57) identificamos trés combinagoes (todas de massa
nula):

Z Sra(af) (@) |p*, pr), (2.59)
I
> Rypg(ad) @) p*, pr), (2.60)
.7
R(a})' @) [p*, pr). (2.61)

O primeiro dos estados acima ¢ interpretado como sendo o graviton. Como no caso do féton,
é surpreendente que a Teoria de Cordas forneca o graviton, uma vez que a agao inicial nao
continha uma métrica geral para o espago-tempo, nem invariancia por transformagoes gerais de
coordenadas.

O estado (2.60) representa um campo de calibre de dois indices antissimétricos By,. Este
campo é denominado campo de Kalb-Ramond, ou simplesmente campo B.

Finalmente, o estado (2.61), que nao possui indices livres, ¢ interpretado como um campo
escalar nao-massivo ¢ e é conhecido pelo nome de dilaton. Este campo esta relacionado intima-
mente com a constante de acoplamento da teoria.

145[] = R([J) — ﬁRé_[‘].
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2.5 Dualidade T em cordas fechadas

Uma das maneiras de compatibilizar as D dimensoes espaco-temporais preditas pela Teoria
de Cordas e o nosso mundo quadridimensional, é considerar que D —4 destas dimensoes sao com-
pactificadas'®. Para entender um pouco sobre como a compactifacio de uma dimensio permite
uma impressao de que vivemos numa dimensao menor, imagine um equilibrista, caminhando so-
bre um fio muitos metros acima do solo. Para este equilibrita, ha somente uma direcao para se
mover sobre o fio ("pra frente/pra tras”), uma vez que o movimento lateral (”esquerda/direita”)
estd proibido'®. Entretanto, se o tal equilibrista subitamente comecar a diminuir, chegando a
ter um tamanho comparavel ao de uma pulga, este verda que é perfeitamente possivel caminhar
sobre o fio em duas dire¢oes independentes (”pra frente/pra tras”e ”esquerda/direita”). Estando
pequeno, ele teria acesso também a uma informacao que nao perece relevante para uma pessoa
de estatura normal: o formato do fio. O fio pode ter o formato de um cilindro, de uma faixa ou,
de um modo geral, pode ser um prisma com a base sendo um dos infinitos poligonos.

Ao compactificarmos as dimensoes, efeitos diferentes ocorrem para diferentes formatos das
dimensoes extras. Uma compactificacdo comum é a toroidal. Nesta secao, estudaremos o caso
em que apenas uma dimensao é compactificada toroidalmente (ou seja, formando um circulo)
na corda bosonica (D = 26). A conclusao a que chegaremos é estonteante: o espectro resultante
numa compactificacdo com um raio R, é idéntico ao de uma teoria em que a compactificagdao
foi feita com um raio R = ¢2/R. Esta equivaléncia entre a fisica das duas teorias é chamada
dualidade T (onde ”T”significa toroidal).

A solucdo mais geral (antes de impormos a condi¢do periédica de contorno, que leva a

ay = aly) para uma corda fechada é:
XH(r,0) =ab + z—s(ag‘ + )T — g—s(ag‘ —af)o + i\/ﬂs Z 1 (a“e_m(T_") + &“e_m(”“))

) n n .

ﬁ \/§ 2 n#0 K
(2.62)
cujo momento linear é:
1 _
S

Vejamos o que acontece ao compactificarmos uma direcio (que representaremos por X2%).
Sendo essa compactificacdo num circulo de raio R, é claro que X?° ~ X254 27 R, o que significa
que o momento nessa diregao deve ser quantizado (pois uma translagao de a deve ser equivalente
a uma translacio de a + 27 R sobre a corda e, portanto, e'? ~ ei(“””R)p):

n
Ev
um resultado ja conhecido em Mecéanica Quantica.

O fato de termos cordas em vez de particulas, nos fornece uma outra relagdo. Acontece
que podemos ter uma corda fechada ao longo da dimensdo X2°, uma situacdo impossivel com
particulas pontuais. Isso significa que

p= n ez, (2.64)

X®(r,0 +21) ~ X*°(1,0) + 27 Ruw, (2.65)

15Um outro modo de dar conta dessas dimensées espiirias aos nossos sentidos é a idéia de que as dimensdes néo
estao compactificadas mas sao inacessives aos campos de matéria e eletromagnético, por exemplo.

18Obviamente, este equilibrista tém consciéncia da dimenséo ”esquerda/direita”, pois esta é acessivel aos seus
bragos. Entretanto isso acontece por que esta dimensao nao esta, de fato, compactificada. E necessério, portanto,
algum ”malabarismo”’mental, uma vez que nao ha analogias precisas de dimensbes compactificadas no nosso
dia-a-dia.
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em que w é chamado nimero de enrolamento'” e significa, grosso modo, a quantidade de voltas
que a corda d& na direcao compactificada. A referéncia [11] contém uma discussao detalhada da
interpretagao de w.

As relagoes (2.64) e (2.65), juntamente com (2.62) e (2.63), nos informam que:

[0 =
V2

Assim, o operador de Virassoro Ly (cf. eq. (2.36)) é modificado como segue (usaremos no
que segue indices mintusculos para representar as dire¢oes nao compactificadas):

e =T

25 Es(n wR 95 ls m wR (2.66)

_ 1 - 21
Ly = ya0a0+ Nt = 2p'p' + 5agag’ + N, (2.67)
Lo L8 1 oy o i
Ly = 50090 +N—- = 4 PP + 500 + N, (2.68)
que, juntamente com a restrigao (2.52), leva a:
Nt — Nt = nw. (2.69)

Vejamos entao qual seria a massa que alguém observaria num espago-tempo de 26 dimensoes
com uma delas compactificada num circulo. Uma vez que esse observador somente veria um

espaco-tempo 25-dimensional, a férmula de massa nao inclui a dimensao compactificada e entao
é (cf. eq. (2.38)):

2
]

S

M? = —p® =2ptp —p'p' = = (Ly + Ly — 2) — p'p".

que, devido a (2.67) e (2.68), é escrita como:

M? = <%>2+ <“2f>2+ (Nt 4 ML —9), (2.70)

usando (2.66).
A observacao interessante sobre a férmula de massa (2.70) é que a mesma ¢ invariante pela
troca:
. 2
n < w, R— R=-2, (2.71)
R
o que significa dizer que do ponto de vista de um observador que ”enxerga”somente 25 dimensoes,
no calculo do espectro de massa, é irrelevante se a compactificagao é feita num raio R ou num
raio R (considere que, como n e w assumem percorrem valores inteiros, o conjunto de massas
obtido ¢ o mesmo!'®). Note que R — 0 implica R — o0 e é realmente surpreendente que o
espectro de massa de uma teoria compactificada num raio minusculo seja idéntico ao de uma
com um raio enorme. Foi a essa simetria do espectro que nos referimos no inicio desta segao
como dualidade T.
E interessante observar ainda que a fisica é "inacessivel”para compactificagbes em raios
menores do que R* = /4, no sentido em que toda informacao contida numa compactificagao
de raio R < R* estd contida na teoria compactificada em algum raio R > R*. Esse limiar

17A letra w é comumente usada devido ao termo em inglés winding number.
8Note que a troca (2.71) nio altera (2.69).
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R*, chamado raio autodual, nos informa que nada consiguiremos em termos de fisica nova se
insistirmos em diminuir o raio de compactificagao além do comprimento da corda ({s). Isso
¢ uma indicacao de que coisas interessantes aperecem nessa escala de tamanhos e explica a
afirmacao (frequente) de que £ é o comprimento minimo da teoria.

Desejamos agora ver que tipo de alteragoes a troca (2.71) nos sugere. Inicialmente, observe
que essa transformagcao corresponde a 0%5 ag‘:’ e 04(2)5 — oz25 Note, entretanto, que, embora a
mudanca (2.71) nao implique uma modifica¢ao nos modos nao-zero, é claro que (2.70) é simétrica
pela troca

02 o —a? g% o a¥, v . (2.72)

A dualidade T pode ser enunciada, entao, dizendo que sdo equivalentes as duas teorias
decritas abaixo:

e Teoria com a coordenada X?°(7,0) = X#(17 — 0) + X% (7 + o) compactificada num raio
R, em que (veja eq. (2.64) e defina W = wR/¢2):

2
XP(r,0) = x;q +%( +W)(r+0) + Z La2emintrto)  (3.73)
n;éO
T

ou seja:

—Zn’T

—ino 4 a256in0). (275)

n

XB(r,0) =z + Cpr +€2WU+Z— Z

e Teoria com a coordenada X (7,0) = X?(1 — o) — X® (1 + o) compactificada num raio
R = EE/R, em que Xy, e Xg sdo definidos como no item anterior e, portanto,

—Z’I’LT

25 —zna+ai56incr)‘ (276)

X5(r, 0)—q+€2WT+£§pU+Z Z
n760

Observe que hd uma troca na fungao dos pares (z,p) e (¢,). Essas teorias possuem a mesma
hamiltoniana e satizfazem as mesmas relacoes de comutacao®®.

Dessa forma, a dualidade T é decorrente de uma possibilidade de escolha entre X ou X.
Quando enunciada nestes termos, a extensao da dualidade para cordas abertas é razoavelmente
simples. E é isso que faremos na préxima secao.

Antes de prosseguir, porém, dois comentarios devem ser feitos. Mostramos aqui a invariancia
do espectro de massa sob a troca (2.71). Entretanto, isso, per si, ndo constutui uma demon-
stragao da dualidade T que afirma uma equivaléncia entre as teorias como um todo. Embora
a demonstracao esteja fora do escopo desta dissertacao, afirmamos, sem demonstragoes, que a
dualidade é verificada mesmo na presenca de interagoes.

Além disso, a apresentacao que fizemos somente refere-se a teoria bosonica. Na Teoria de
Supercordas, mostra-se com pouco esforco que a dualidade T, tal como apresentada aqui, é
valida para a parte bosonica. No setor fermionico, a dualidade relaciona duas teorias que a
principio eram consideradas distintas e independentes uma da outra: tipo ITA e tipo IIB.

Y9A referéncia [11] é indicada para uma andlise mais detalhada.
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2.6 Dualidade T em cordas abertas e a necessidade de branas

A compactificacao de uma dimensao, como vimos na segao anterior, implica numa quan-
tizacdo do momento (dando uma contribigdo proporcional ao inverso do quadrado do raio na
féormula de massa) e isso certamente é reproduzido no caso de cordas abertas. Entretanto, a
dualidade sé é possivel no caso da corda fechada por causa do possivel enrolamento da mesma
em torno da dimensido compactificada (que contribui com um fator proporcional a R? na férmula
de massa). Isso certamente nao acontece em cordas abertas que possuam extremidades livres.
Embora seja possivel visualizar uma corda aberta enrolada num cilindro, o movimento das ex-
tremidades podem eventualmente desfazer esse enrolamento e é impossivel definir um nimero
de enrolamento como foi feito no caso de cordas fechadas.

Por outro lado, se tivéssemos cordas abertas com condigoes de Dirichlet, haveria um fio de
esperanca. Pois, tendo as extremidades fixas, a corda nao poderia desfazer um dado enrolamento
e isso permite uma definicdo de nimero de enrolamento para uma corda aberta que tenha
extremidades presas. Considerando essa hipdtese um pouco mais, terfamos um momento de
desencantamento ao perceber que a condigao de Dirichlet (que permite a definicao de w) destréi
a idéia de uma definicdo de p (j4 que as extremidades estao presas). Novamente, a dualidade
parece nao ser possivel, pois necessitamos da contribuicoes de ambos, p e w, para que a férmula
de massa mantenha essa simetria.

A aparente impossibilidade de mostrar a dualidade T para cordas abertas é resolvida pen-
sando que a teoria dual a uma corda com extremidades livres seria uma corda com extremidades
presas. De fato, é isso que ocorre: observe que se pensarmos na dualidade T como a troca de X
por X, observamos as seguintes relagoes:

0, X = =Xy + X = -0, X, + 0. Xp = —0,X, (2.77)
0sX = =Xy — X = -0, X, — 0. Xp = -0, X (2.78)

(em que linhas representam derivadas com relagao ao argumento da fungao).

As relagbes acima nos dizem que se a coordenada compactificada num raio R tem condigao
de controno de Neumann (2.15), a teoria dual terd a coordenada compactificada num raio R
com condic@o de Dirichlet (2.16). Assim, a troca (2.71) mantém, mesmo no caso de teorias com
cordas abertas, o espectro de massa invariante.

Dessa forma, se desejarmos uma dualidade T para uma teoria em que coexistam cordas
abertas e fechadas, é necessario estudar cordas com condi¢oes de Dirichlet.

Uma vez que a dualidade T exige a consideracdo de D-branas (ou seja, de uma hipersu-
perficie onde repousem as extremidades da corda), dedicaremos a segao seguinte ao estudo da
quantizacao com condicao de Dirichlet, onde descobriremos que as D-branas possuem campos
de calibres vivendo no seu volume-mundo.

2.7 Quantizacao com condicao de Dirichlet

Na quantizacao da corda aberta na auséncia de uma D-brana, usamos condi¢ao de contorno
de Neumann e encontramos a solugdo (2.21). A quantizagdo, como vimos, leva a campos de
calibre no espaco-tempo (2.47).

A presenga de uma Dp-brana modifica a expressao (2.21) de uma forma significativa. Para
entender fisicamente como isso acontece, considere o sistema de coordenadas {x~,z", 2%, 2},
em que as coordenadas {x~, 2", 2!} estdo localizadas sobre a Dp-brana (ou seja, i = 2,...,p)
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e as coordenadas {z%} estao fora da Dp-brana (ie. a = p+1,...,D —1). A condicao de
contorno de Dirichlet estabelece que as coordenadas {z?} devem ter um Valor fixo (j4 que as
extremidades estdo presas & Dp-brana). Por outro lado, as coordenadas {z~, 2%, 2%} obedecem
condigoes de contorno de Neumann (pois as extremidades da corda podem mover-se livremente
sobre a brana).

Dessa forma, a solugao na presenca de uma p—brana é:

X(r,0) = zb + V20T + il \fz i (cosno)e™ T (2.79)
n;éo

Xr,0) =x§ + L5 \[Z @ (sin no)e ™7, (2.80)
n;éO

Note a auséncia de um termo proporcional a 7 em X%(7,0). Isso deve-se ao fato de que este
termo representa o movimento de translacdo da corda, o que nao pode haver nas coordenadas
perpendiculares a Dp-brana.

Na quantizacdo com condigoes de Neumann, usamos o estado fundamental |[p™, pr), com
pr = p!. Agora, o indice I significa o conjunto de indices i e a. Entretanto, como

ag = ES\/ip“,

nao hé operadores p® e isso significa que nosso estado fundamental é simplesmente |p™, p;), com
— i
bt =Dp.
Em termos de operadores de criagao e aniquilagao, o operador de massa é

oo p
M2E_p2_£1§ —1—1—2271 ial, +Z Z (2.81)
n=1 =2 m=1a=p+1

O estado geral é:

T ()™ | TETT ()™ | o a8

n=11{=2 m=1a=p+1

A funcao de onda que este estado representa é dependente das varidveis (7,p",p;), ou seja,
os campos sao dependentes (por transformada de Fourier) apenas das varidveis (x, 27, 2%),
que sao as coordenadas sobre a Dp-brana. E isto significa que os campos associados com estes
estados vivem na Dp-brana.

Considere o espectro nao-massivo da teoria, ou seja (ver (2.81)), os estados

@)'ptp) e (a)pt,pe). (2.83)

Disto, vemos claramente que o primeiro estado tem (p — 1) = (p + 1) — 2 graus de liberdade
e transforma-se como um vetor, ji que o indice ¢ é um indice de Lorentz na brana. Por outro
lado, no segundo estado, para cada valor de a, temos um escalar, pois o indice a nao esté sobre a
brana e, do ponto de vista do espago sobre a brana, é simplesmente um rétulo para cada estado
e ndo um indice de Lorentz. Assim, concluimos?’ que:

290bviamente, esta andlise pouco rigorosa nio nos permite tirar uma conclusio de fato. Na verdade, a idéia
de onde vivem os campos de uma corda aberta na presenga de branas ainda é controversa. Aparentemente, esta
conclusao pode ser dependente do calibre escolhido e diferentes respostas podem ser igualmente consistentes.
Entretanto, concluimos, pelo menos, que a interpretagao de que os campos vivem na brana é consistente.



2.8 A acao de Dirac-Born-Infeld 22

e Uma Dp-brana tem um campo de Maxwell (grupo de simetria U(1)) vivendo em sua
folha-mundo;

e Uma Dp-brana tem (d — p) campos escalares nao-massivos vivendo em sua folha-mundo.

De um modo andlogo?!', pode-se mostrar que no caso de haver N branas coincidentes, uma
teoria de Yang-Mills com simetria SU(N) é encontrada na folha-mundo??.

2.8 A agao de Dirac-Born-Infeld

Como vimos, a existéncia de campos de calibre sobre a brana é consistente com a teoria de
cordas. Portanto, é natural o interesse na dinamica de tais campos. Propoe-se assim a questao:

e Dada uma configuracdo de campos (mais precisamente, uma métrica, um campos escalar
e uma 2-forma) no espago-tempo, como determinar a dindmica dos campos de calibre que
vivem numa D-brana?

Comecemos por introduzir o conceito de pull-back, que é a “ proje¢ao”do campo (que vive no
espago-tempo) no volume-mundo. Assim, por exemplo, se um espago-tempo possui uma métrica
G, 0 pull-back desta geometria sobre a brana é simplesmente a métrica induzida no volume
mundo:

A ozt 0z”
Gap = aga 851) pv (284)
em que £* a =0,...,p parametrizam a brana e z*,u = 0,...,d sao as coordenadas do espago-

tempo.

Num espacgo-tempo com geometria G, e um campo de Kalb-Ramond B, a dinamica de
um campo abeliano com intensidade de campo Fy, vivendo no volume-mundo da brana (ou seja,
na variedade M,,11) é dada pela acdo de Dirac-Born-Infeld:

Mpi1

sendo 7, a tensao da brana. Apresentamos (2.85) sem provas e direcionamos o leitor interessado
em mais detalhes para as referéncias [1, 14] que contém argumentos heuristicos que justificam a
acao de Dirac-Born-Infeld.

Além dos campos mencionados acima, o espago-tempo pode conter outros campos se lidamos
com a teoria supersimétrica®® que contém o setor de Ramond-Ramond além do setor de Neveu-
Schwarz-Neveu-Schwarz (que coincide com o espectro da corda bosonica e cuja influéncia na
brana é descrita pela agdo (2.85)). Os campos?* de Ramond-Ramond C, sio incluidos através
do termo de Wess-Zumino:

Swz = Mp/ Z Cq A GBH”IEF, (2.86)
Mpt1

q

2INeste caso, introduz-se rétulos adicionais para diferenciar as vérias configuracdes possiveis entre as branas e
as extremidades da corda. Estes rétulos sdo chamados as vezes de indices de Chan-Paton.

22Além disso, a férmula de massa é tal que, separando as tais branas coincidentes, alguns campos de calibre
adquirem massa. Isto pode ser visto como uma alternativa ao mecanismo de Higgs.

23 A supersimetria serd vista no préximo capitulo.

24Estes campos estdo presentes no setor de Ramond-Ramond da teoria de Supercorda fechada. Isto também
serd visto no préximo capitulo (ver pag. 40).
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em que o somatoério se extende sobre todos os campos de Ramond presentes e p, ¢ a carga
associada ao campo C,.

Acolhendo todas estas consideractes, vemos que a acdo que descreve o comportamento a
baixas energias dos campos de calibre (F,;) sobre a Dp-brana na presenca dos campos bosonicos
Guv, Bu, ® e Oy é, no quadro das cordas (string frame)??,

Spp = —Tp / dP“fge*‘I’\/det(éab + By + 2712 F) + 1y / > Con eBF2E (9 87)
Mpi1 Mp+1 q

em que 7, e [, estao relacionados entre si e com os parametros da corda ¢, e g, por [1, 10, 14]
7=ty = 1/(2m)Pg, 2+,

25 A razdo para este nome serd compreendida no inicio do capitulo 4.



Capitulo 3

Supersimetria

3.1 Introducao

As simetrias adquiriram um cardter fundamental na fisica do século XX. O estudo dos
grupos de simetria mostraram-se extremamente reveladores no estudo dos mecanismos basicos
da Natureza. O objetivo deste capitulo é introduzir uma nova simetria, chamada supersimetria,
ou, abreviadamente, susy.

A supersimetria surgiu com a necessidade de se incluir férmions na Teoria de Cordas bo-
sonicas que estudamos no capitulo 2. A teoria resultante, a Supercorda, possui uma simetria
sob uma transformagcao que transforma os campos bosonicos em fermionicos e fermionicos em
bosonicos. Em 1974, Wess e Zumino [15, 16] apresentaram um modelo quadridimensional de
uma teoria de campos que combina o grupo de Poincaré e as simetrias internas de um modo nao
trivial, obtendo assim transformacoes de simetria (supersimetria) que transformam um bdéson
num férmion e vice-versa.

Uma vez que estamos interessados principalmente na parte bosonica das teorias de supercor-
das e supergravidade, apenas alguns conceitos advindos da supersimetria serao necesséarios aqui.
Introduziremos tais conceitos através de um estudo da superalgebra em quatro dimensoes, por
simplicidade. Algumas consideracoes sobre espinores em varias dimensoes sao feitas no apéndice
B.

Além da perspectiva de descrever matéria (férmions) e interagao (bdsons) numa mesma
representagao, a supersimetria é importante pelos aspectos tedricos que ela proporciona. Por
exemplo, uma das caracteristicas de uma teoria supesimétrica é que ha a mesma quantidade de
estados bosonicos e fermidnicos, o que fornece um mecanismo para a remoc¢ao das divergéncias
que importunam a teoria quantica de campos, ji que loops bosonicos e fermidnicos tém sinais
opostos e podem eventualmente cancelarem-se entre si. Além disso, numa teoria supersimétrica,
todos os estados tém energia nao-negativa e isso permite a remocao de estados taquidnicos
quando férmions s&o incluidos na teoria de cordas bosonicas.

Apesar da elegancia da supersimetria, é preciso lembrar que nao ha embasamento experimen-
tal para a afirmativa de que bésons e férmion existem em pares (nao hé registros, por exemplo,
de nenhum bdson que tenha a mesma massa do elétron). Isso indica que, na escala de energias
a que temos acesso hoje, a supersimetria deve ser quebrada para se ajustar as observagoes. Nao
discutiremos aqui, entretanto, a quebra espontanea de supersimetria e nos restringimos a indicar
a referéncia [17] (capitulo 9) para uma primeira leitura.
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3.2 A superalgebra

A &lgebra de Poincaré é [17, 18]:

[Py, P,] =0 (3.1)

[Py, Mpo| = i(1uoPp — MupPs)

[Muw Mpa] = i(nqupu = NupMov + Mvo Mpp — UVpMuU)a (3.3)
em que P, é o gerador de translagao na direcao x#, M;; (i = 1,...,3) gera rotagdo em torno do

eixo ¥ (perpendicular ao plano z'z?) e M% gera os boosts de Lorentz.

A supersimetria adiciona anticomutadores a dlgebra de Poincaré (3.1). Um modo de ver o
motivo disso, é observar que os geradores de um grupo de Lie satisfazem relagoes de comutagao
bem definidas e estao relacionados através das correntes de Noether aos campos. Como é
sabido, o campo fermionico satisfaz relagoes de anticomutacao e a supersimetria requer, portanto,
geradores anticomutantes. Uma demonstracao rigorosa de que a introducao de operadores que
mudam de 1/2 o spin de um estado e satisfaz uma relagao de anticomutagao é consistente com a
localidade, causalidade e positividade da energia, foi feita por Haag Lopuszanski e Sohnius em
1975 [19].

Usando a representacdo de Weyl e a notacdo apresentada no apéndice A, a édlgebra! dos
geradores de supersimetria é [20]:

{Q4, Qsp) = 205513“5;‘, AB=1,....N (3.4)
{Q4, QFY ={Qan, Qpp} =0, a=1,2 (3.5)
[le Qé] = [PWQQA] =0 (3.6)
Q4 M™] =i(c")a"QF. (3.7)

Usaremos neste texto a nomenclatura segundo a qual N é a quantidade de supersimetrias e nN,
em que n é o namero de componentes independentes de cada Qé, é a quantidade de supercargas.
O valor méximo de n varia de acordo com a dimensao (cf. apéndice B).
Uma consequéncia notavel da superalgebra é que a energia (F = P° = —P,) é nio negativa.
De fato, se tomarmos A = B na eq. (3.4) e a multiplicarmos por ()%, que é definido por
gHa — €d’g8aﬂdgﬁ, €91 = el? = 1, €= g2l = —1, €11 =¢€92 =0, (3.8)

obtemos, para v = 0,
1 * * *k *
P? = - (Q Q14+ Q1aQ1 + Q5 Q54 + Q54Q5) (3.9)

em que usamos Q74 = @i 4 € arelacao

Tr (o5") = =20, (3.10)

'Esta ndo é a édlgebra mais geral permitida, entretanto. Veremos o caso mais geral (que contém objetos
chamados de “cargas centrais”) na segao 3.3.3.
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3.3 Representacoes da supersimetria

Operadores de Casimir sao operadores que comutam com todos os geradores de uma dada
algebra de Lie. Os autovalores destes objetos sao, portanto, usados para rotular os multipletos.
No grupo de Poincaré, por exemplo, os operadores de Casimir sio P? = P, Pt = —m? e
W? = W, WH = —m?2J2 em que m é a massa da particula, J2 = j(j + 1) é o auto valor do
momento angular e WH* é o vetor de Pauli-Lubanski:

1
W = 2t B, My, (3.11)

(e"7P7 ¢ um tensor totalmente anti-simétrico tal que %123 = 1).

As representacoes do grupo de Poincaré sao obtidas pelo método das representacgoes induzi-
das, que consiste em encontrar as representagoes em num referencial em repouso e obter as
demais através dos boosts de Lorentz. Assim, considerando uma particula massiva em repouso
P, = (m,0,0,0), um multipleto da &lgebra de Poincaré contém estados de mesma massa e
mesmo spin s = j.

Para a superdlgebra, P2 é um operador de Casimir, devido & eq. (3.6). Entretanto, como as
cargas supersimétricas Q< sdo espinores, o que é expresso por (3.7), W2 nao é um operador de
Casimir para a superdlgebra. Fisicamente, estas observagoes significam que os multipletos da
susy contém estados de mesma massa, mas com spins diferentes.

Além disso, podemos mostrar que a quantidade de estados com spins semi-inteiros (férmions
|f)) num multipleto de susy é igual a quantidade de estados com spins inteiros (bdsons |b)).
Para mostrar isso, introduzimos o operador (—)"f, cujos auto valores sdo +1 e —1, ao atuar em
estados bosdnicos e fermionicos, respectivamente. Devido ao fato de que Q|b) = |f) e Q|f) = |b),
o operador (—)"f deve anticomutar com Q:

(=)"Q =-Q(=)". (3.12)

A relagdo acima, juntamente com a eq. (3.4) e a propriedade ciclica do trago, nos permite
concluir que Tr[(—)" P,] = 0, pois:

207,04 5Tr((=) Pl = Trl(-)"{Q4, Qg }]
= Tr[(—)™ (QSQBB + @BBQQ‘)]
= Tr[-Q4(=)" Q5 + QA=) Q5]
—0.

Suponha que um multipleto possua N; bésons e Ny férmions. Uma vez que para um dado
multipleto P, ¢ fixo, temos

Tri(=)"]=Ny—Ny=0 = Ny = Ny, (3.13)

que é o que queriamos demonstrar.

3.3.1 Representacoes massivas

Seguindo a receita de Wigner das representacoes induzidas, consideramos aqui um referencial
em repouso, em que P, = (—m,0,0,0). Nesse caso, a superélgebra fica, simplesmente

{Qa, Qpp} = 2md, 307 (3.14)
{Qéan} = {@amagg} =0. (3.15)
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Inicialmente, observamos que as relacoes acima podem ser escritas na forma de uma algebra

com 2N operadores de criacao (aé)T e aniquilacao aé:
1
1
{ag,af} = {(a3)", (@)1} =0, (a2)" = —=0Qsa- (3.17)

V2m

A vantagem de escrever na forma acima é que sabemos como construir representacoes de algebras
de criacdo/aniquilacdo. Para isso, introduzimos um “vdcuo™ de Clifford |Q2), que é aniquilado
por todos os operadores aﬁ:

a’ Q) = 0. (3.18)

Os estados sao agora construidos facilmente através de sucessivas atuacoes dos operadores
de criagao:
L 4 A
‘Qill (‘X;) = m(aaf)f(aafmﬂ> (319)
S&o construidos desta forma um total de 22V estados, pois os operadores af sdo objetos
anticomutantes e, portanto, (a')? = 0. Observe que (3.13) é satisfeita, j4 que um produto de
uma quantidade par (fmpar) de diferentes operadores af é bosénico (fermiénico). Desta forma,
se o estado |2) for bosonico, temos:

_ 2N 2./\/ 2N o 2'/\/’,1_22'/\/
(2N 2N IN N\ onen 2
Nf_( 1 >+< 3 >+"'+<2N—1>_2 R (3:21)

Se o “vacuo”’de Clifford |2) for ndo-degenerado, chamamos (3.19) de multipleto irredutivel
massivo fundamental. FEntretanto, o mesmo pode possuir um spin j > 0. Nesse caso, o
“vacuo” |2, j) é degenerado e pertence a um multipleto (2j + 1)-dimensional.

Por simplicidade, considere N/ = 1 daqui pra frente. Neste caso, hd somente dois operadores
de criagao: a]; e ag. Para estudar o significado destes operadores, considere a eq. (3.7), donde

decorre, através da relagdo (A.11) do apéndice A, que
QM = =5 = [Tal] = (o) gl (3:22)
em que usamos a notacao (A.5) e J; = %ijMjk.

Considere agora o estado |m, s, s3), que tem massa m e um spin s, cuja terceira componente

3

€ S3:
P2%m, s, s3) = —m?|m, s, s3), J?|m, s, s3) = s(s+1)|m, s, s3), J3lm, s, s3) = s3|m, s, s3).
Estamos interessados nos autovalores de J3 sobre os dois estados

Im, a) = al,|m, s, s3). (3.23)

2As aspas sfo para salientar que o conceito usual de vdcuo como o estado de mais baixa energia néo se aplica
aqui. Como comentamos, todos os estados do multipleto possuem a mesma energia e P?|Q) = —m?|Q).
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De (3.22), escrevemos

1/1 0 af 1 al
Js,al] = —= Pl =—2 L.
[3aa] 2(0 _1)(@5) 2(_@3)

Desta forma, vemos que

1 1
J3lm, 1) = <33 — 2) |m, 1), e J3lm,2) = <33 + 2) |m, 2). (3.24)

Portanto, concluimos que, ao atuarem num estado com spin s, os operadores aJ{ e ag aumentam

e diminuem, respectivamente, o valor de s3 de 1/2. Além disso, temos:
J3lm,1,2) = Jga];a;\m,s, s3) = s3lm, 1,2). (3.25)

Note que |m,1,2) = —|m,2,1) e que ndo ha mais estados possiveis, pois (af)? = 0.
O multipleto fundamental contém duas particulas de spin 0, que sao:

Q) e dld|Q)

e dois estados de spin meio (portanto uma particula de spin meio):

aI|Q>, 53 = D)

1
CL;’Q% S3 :+§

Este multipleto fundamental massivo é chamado multipleto de Wess-Zumino por possuir o
mesmo contetdo de spin do modelo quadridimensional apresentado por Wess e Zumino em
1974. Chamamos novamente aten¢ao para o fato de que as nimero de estados bosonicos é igual
ao de fermionicos.

No caso de um “vacuo”’degenerado [(2, j), este constitui, como dissemos, um multipleto de
2j + 1 estados. Sobre cada um destes estados, podemos atuar os operadores de criagao, que dao
origem a quatro estados de modo que haja, no total, 4(2j 4+ 1) estados. Considere o exemplo

12, 3):

+1/2 T 19, 7)
0 (=+1/2-1/2) a}|2, j))
22N 0 (241 ab|e, 7))

+1/2 (=41/2—-1/2+1/2) dalal|0,j))

j=1/2 — : (3.26)

~1/2 €2.5)
)l 2o a}|2, j))
0 (=-1/2+1/2) ab|2, j))

~1/2 (=-1/2-1/2+1/2) ala}|Q.j))

\

O contetddo de particulas do multipleto acima é: uma particula de spin 1 [+1,0, —1], duas
particulas de spin 1/2 (duas vezes [—i—%, —%]) e uma particula de spin 0 (feitos os outros agrupa-

mentos, sobra um 0). Este é o chamado multipleto vetorial, pois o mais alto spin é 1.
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Todo esse procedimento pode ser reproduzido para casos com N > 1 (chamados susy esten-
dida). Nesses casos, todos os operadores (af!)! diminuem 1/2 ao valor de s3, enquanto que os

operadores (a3)! aumentam 1/2 ao valor de s3. Desta forma, é ficil ver que o mais alto spin
presente num multipleto é aquele do estado construido com todos os operadores (a‘;)Jf atuando

em |Q)) e, é claro, nenhum dos operadores (a‘f‘)T estd presente. Este mais alto spin no caso do

multipleto fundamental é, portanto, dado por %/ Em casos em que o ”vacuo’é degenerado
|2, 7), o mais alto spin é j + %[ Em ambos os casos, a particula de maior spin aparece uma

tinica vez, como observa-se nos exemplos® dados abaixo:

N =1:
Spin | ) [ 2,3) [ 12,1) [ 2,%)
0 1 - -
|1 2 1
1] - 1 2 1
3
3] - - 1
2 | - - - 1
N =2
Spin | ) | 12.5) | |2,1)
0 |5 4 1
3 | 4 6 4
1 |1 4 6
3
S - 1 4
2 | - - 1
N =3
Spin | ) | 92, 5)
0 |14 14
3 |14 20
1 [ 6] 15
3
11 6
2 | - 1
N =4
Spin | |©2)
0 | 42
z | 48
1 |27
318
2
2 |1

3.3.2 Representagoes nao-massivas

Novamente, usamos o método das representacoes induzidas. A escolha feita para P,, en-
tretanto, deve ser consistente com uma particula de massa nula P2 = 0. Assim, escolhemos o

3Exemplos extraidos da referéncia [20].
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referencial em que P, = (—FE,0,0, E). Nesse caso, a superélgebra fica, simplesmente

_ 4F 0
{Q4, Q) = 2E (0° — 0) 63 = ( 0 o > 5 (3.27)
{Q4,QF} ={Qan, Qsp} =0. (3.28)
Mais uma vez, é possivel escrever operadores de cria¢ao/aniquilacao:
1
{a" apt =05, o'= =01, (3.29)
1 —
{aAv aB} = {CLL, aTB} =0, aL = ﬁQiA = ((IA)T. (3.30)

Note que todos os operadores associados com os indices “2”e “2”anticomutam com todos os
demais objetos. A algebra de criagao/aniquilagao no caso nado-massivo, portanto, tem metade dos
operadores e o multipleto possui dimensao oN , com 2N =1 estados bosonicos e 2V~ fermidnicos.

De modo andlogo ao caso massivo, definimos um “vdcuo”de Clifford com helicidade X,
definido por:

a?|®) =0 (3.31)
Os demais estados sao construidos assim:
1
©4,.4,) = ﬁ“TAl ...dly |e). (3.32)

Cada operador aTA aumenta a helicidade de 1/2, de modo que o estado com maior helicidade

é aquele construido com a maior quantidade possivel de operadores de criagao e possui helicidade
A=N+ %N . Por esta razao, uma Teoria de Super Yang-Mills Pura, em que |[A| > 1 é proibido,
nao pode ser formulada com susy N’ > 4 em quatro dimensoes e, portanto, com uma quantidade
de supercargas superior a 16. Para Teorias de Supergravidade, em que |A| > 2 é proibido, o
limite para o nimero de supersimetrias é: N' < 8, o que significa uma quantidade méxima de
32 supercargas.

Abaixo, seguem alguns exemplos de multipletos para diversos valores de A/, em que consid-
eramos |A| < 2:

e N =1:

N=1|N

DO

Uy pyu—y

> > > > >
Il

O oI ol DN
1
1
1
1

|
==

= ol

= =

DN ol

Sl > > >
FL0] ]
|
1
==
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)\/

N=0|XN=3%

— |\

N==2|XN==-3|N=-1|XN=-

apdlay

1
N=-1|XN=-1|N=0|XN=3

3
)\/:—2 A/:—Q

M1

—|

N = —

N =-1

3
N=—2|XN=_2

[apdlay

I




3.3 Representacdes da supersimetria 32

o N =8:
N=-2
A=2 1
A=13 8
A=1 28
A=3 56
A=0 70
A=—-1| 56
A=-1]| 28
A=—3 8
A= -2 1

Teorias que sao invariantes por transformagoes de CPT devem incluir particulas com helici-
dades +XA e —A no mesmo multipleto, uma vez que esta transformacao muda o sinal da helicidade.
Dos exemplos acima, vemos que (N =2, X = —-1/2), (N =4, N =—-1)e (N =8, = —-2) sdo
multipletos automaticamente invariantes por transformacoes de CPT. Para incluir a simetria
CPT nos demais multipletos, devemos duplicar o niimero de estados.

3.3.3 Estados de Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfield (BPS)

A &lgebra de supersimetria apresentada até aqui nao é a mais geral. E possivel adicionar um
termo no lado direito da relagao (3.5). Este objeto deve ser antissimétrico nos indices A e B e
¢ incluido na algebra como segue:

{Q4,QF} = eapz?. (3.33)

Para Q tomamos o complexo conjugado da expressio acima. O operador Z4B é chamado de
carga central devido ao fato de que ele comuta com todos os outros elementos da algebra. Note
que, por ser antissimétrica nos indices A e B, a carga central somente pode estar presente em
supersimetrias extendidas (N > 1). Estudaremos aqui o caso mais simples, ou seja, com duas
supersimetrias. Na representagao massiva (com referencial em repouso), escrevemos a élgebra
do seguinte modo:

(@2 (@B = 2md s =2 () (330
{Qﬁng} = 5a,GZAB = 5a5(Z5AB) = Zeap < _01 é ) (3.35)

em que (Qg)T = QB'B e Z é o autovalor de Z12.
Assim como foi feito quando nao tinhamos cargas centrais, é possivel escrever uma &algebra
de criagao/aniquilagdo. Para tanto, consideramos a seguinte combinagao:

0 = 5 [@h+ (@) (3.36)
b= = (@4 —canl@)T] (3:37)
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A algebra satisfeita por estes operadores é:

{aa, a8} = {ba,bg} = {aa,bg} =0 (3.38)
{aa, (ag)T} = dap(2m + 2) (3.39)
{ba, (03)1} = dup(2m — Z) (3.40)

Claramente as equagoes acima estabelecem a condigao 2m > Z, que é chamada condicao de
BPS. E comum chamar um objeto para o qual essa condigdo é saturada, ou seja, 2m = Z, de
objeto BPS ou extremo. Nesse caso, o multipleto apenas pode ser construido com o operador
(aq)T, pois (cf. eq. (3.40)) a condicao de extremismo implica que os estados devem ser todos
aniquilados pelos operadores b, e (ba)T. Isso resulta no que as vezes é chamado de pequeno
multipleto por ter metade do tamanho do multipleto completo construido por ambos (aq)" e
(o).

O interesse em objetos BPS é que uma solugcao do tipo brana da supergravidade II que
contém somente um parametro livre (uma solu¢do do tipo brana com esta caracteristica é
chamada extrema) preserva apenas metade da supersimetria inicial. Por outro lado, as D-
branas, quando presentes na Teoria de Supercordas do tipo I1, que é a teoria de cordas fechadas
(segao 3.6), permite a realizacao de somente metade das supersimetrias possiveis numa teoria de
cordas fechadas sem D-branas®. A reducdo pela metade da supersimetria proporcionada pelas
D-branas e pelas branas extremas da supergravidade é um indicio de que estes objetos podem
ser interpretados como o mesmo ente fisico.

No capitulo 4, deduziremos as solugoes extrema e negra para a supergravidade. Nesta tltima,
a condicao de extremismo é relaxada, permitindo a caracterizacao da solucao por dois parametros
m e Z que satisfazem a condigao de BPS. Esse nome deve-se a similaridade com os buracos negros
de Reissner-Nordstrom (em que o principio da censura césmica implica a relagdo M > @ entre
sua massa e sua carga).

3.4 Como introduzir férmions em cordas?

Eo propoésito desta secao introduzir férmions na teoria de cordas bosonicas que desenvolve-
mos no capitulo 2. A agao resultante terd uma simetria adicional que serd identificada com a
supersimetria que estudamos nas sec¢oes iniciais deste capitulo.

Os férmions sao descritos pela representacido espinorial do grupo de Lorentz e, portanto,
devemos decidir como introduzir espinores na agao de Polyakov (2.7). No caso bosonico, X*
transforma-se como um vetor no espago-tempo, mas como um escalar na folha-mundo e a agéao
da corda ¢é a de uma teoria de D campos escalares livres em duas dimensoes. De modo analogo,
introduzimos um campo ¥* que se transforma como um vetor no espago-tempo e como um
espinor na folha-mundo (omitimos o indice espinorial). Esses campos sao graus de liberdade
internos da corda e sao introduzidos como uma acao de Dirac livre e bidimensional, de modo
que a agao da Teoria de Supercordas no calibre conforme é:

5= —g / drdo {0 X10 X, — it s} (3.41)

4Como sabemos, as D-branas estdo relacionadas & presenca de cordas abertas e, por razdes que discutire-
mos brevemente no final da segdo 3.5 (pdg. 39), as cordas abertas promovem uma redugao pela metade da
supersimetria.
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Na acdo acima, 1) = T p" e p sdo as matrizes de Dirac bidimensionais, que satisfazem a algebra
de Clifford {p%, p’} = —2n%. Uma representagao possivel para estas matrizes é:

p0=<?_0i>, p1:<?é>. (3.42)

Nesta representacio puramente imaginaria, o operador de Dirac ip’0; é real e, portanto, 1
também é real, ou seja, um espinor de Majorana (1/JT = 7).
A agdo (3.41) é invariante pelas transformagoes

SXH =eyH, St = —ip'9; X e (3.43)

€ € um espinor de Majorana constante e anticomutante).
J
A transformagao (3.43) tem a interessante propriedade:

[(51, 52] = aiai, at = 2i€1pi62. (3.44)

Esta relacao significa que o comutador das transformacoes é proporcional a uma translagao
e que, portanto, temos aqui uma invariancia por supersimetria N/ = 1, pois h4 somente um
parametro espinorial €. Para demonstrar que [61,d2]y* = a’0;h*, é necessario usar a equagio
de movimento p’d;¢) = 0, o que significa que a algebra de supersimetria somente fecha on shell.
Para que a supersimetria seja manifesta (dlgebra satisfeita off shell), é necessério introduzir
na agao (3.41) campos sem dinamica, chamados auziliares, cujas equagoes de movimento sao
algébricas. Isto é feito de modo mais natural usando o conceito de superespaco, que consiste,
fundamentalmente, em adicionar uma coordenada anticomutante 6 ao espago-tempo [6, 17, 20].
O estudo do superespacgo esta fora do escopo deste trabalho e portanto trabalharemos apenas
com susy nao-manifesta.
As equagbes de movimento advindas de (3.41) s@o (cf. eq. (2.19)):

0:0; XM — 0,0, X1 =0 e  pogr=0. (3.45)

Para enfatizar a simetria entre as partes bosonica e fermidnica (supersimetria), escrevemos as
equacoes acima na formas:

O (0_XM) =0 ¢" =0, 0_(04XH) =0_yl =0, (3.46)
em que usamos coordenadas do cone-de-luz na folha mundo &+ = 7 + o
_1 _ (¥
os =300 w=( 1) (3.47)

Nesse sistema de coordenadas fica claro a separagao entre modos para a esquerda e para a direita:
° @bi e 0, X* dependem apenas de ¢
e " e O_XH dependem apenas de ™.

Para a parte bosonica, os mesmos resultados apresentados no capitulo 2 mantém-se, embora
uma modificacao seja digna de nota: uma vez que ¥* é um vetor de Lorentz no espago-tempo, a
definicao dos geradores de M*" inclui uma contribuicao da parte fermiénica e uma nova anéalise
da &lgebra de Lorentz para a teoria quantica da supercorda leva a conclusao de que a dimensao
do espaco-tempo deve ser D = 10.
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Portanto, estudaremos agora apenas a parte fermidnica. Assim como no caso da corda
bosonica, estas solugoes dependem das condicoes de contorno que devem zerar os termos de
superficie provenientes da variagdo da agao (3.41), nas extremidades de uma corda aberta:

Yoy —p_0_ =0 (nas extremidades). (3.48)

A relacdo acima é claramente satisfeita se 1), = 41)_ em cada ponta da corda. Ao escolhermos®

Yy(o0=0) =1_(o =0), duas possibilidades satisfazem (3.48):
e Yi(o=m)=v¢_(c=m) (condigao de Ramond (R));
e Yy (oc=m)=—¢_(0c=m) (condig¢ao de Neveu-Schwarz (NS)).
A solugao de (3.46) com condicao de Ramond é:
Y (0, 7) Z drein(r+0) (R) (3.49)
nEZ
e a solucao de (3.46) com condigao de Neveu-Schwarz é:

(0T f > bpeirirEo) (NS) (3.50)

reZ+1/2

(como 9 é real, d_,, = d); eb_, = bi)

Como veremos, na teoria quantica, o setor (R) descreve férmions no espago-tempo e o setor
(NS) descreve bésons no espago-tempo.

No caso de cordas fechadas, os modos para a direita e para esquerda sao independentes
e devem, portanto, ser periddicos ou antiperidédicos separadamente. Isso significa que a corda
fechada possui quatro setores:

e 1, periddico e 9_ periédico (setor Ramond-Ramond (R-R));

e ¢, antiperiddico e ¥_ antiperiddico (setor Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz (NS-NS));
e ) periddico e 1_ antiperiédico (setor Ramond-Neveu-Schwarz (R-NS));

e 1, antiperiddico e ¢_ periddico (setor Neveu-Schwarz-Ramond (NS-R)).

Os dois primeiros setores descrevem bdsons espago-temporais na teoria quéantica e os dois tltimos,
férmions.
Faremos a quantizacao da supercorda também no cone-de-luz, como no caso bosonico. Nessas
coordenadas, temos:
Xu:(XivXJr?XI)v ¢”=(¢77¢+7¢1)-

O calibre do cone-de-luz consiste em fixar valor de X +:
Xt =p0ptr (3.51)

(com 8 = 2 para a corda aberta e § = 1 para a corda fechada. Cf. eqgs. (2.27) e (2.48)).

5Esta escolha é convencional, nio importando o sinal absoluto escolhido. Apenas o sinal relativo entre 1, e
1_ nas duas extremidades nos conduz a situacées fisicamente inequivalentes.
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Devido a equagao (3.43), para que esta escolha seja mantida, ou seja, para que 6X ' = 0,
devemos escolher:
P =0. (3.52)

Para seguir o procedimento feito na quantizacao bosonica que apresentamos, é necessario
encontrar vinculos que permitam relacionar ¢~ com !, de modo que as varidveis indepen-
dentes na parte fermionica, as quais devem ser impostas as relacoes de anticomutacao, sao as
componentes 1) apenas. Estes vinculos na Teoria de Supercorda siao obtidos do mesmo modo
que fizemos anteriormente: através do tensor energia-momentum associado a folha-mundo, que,
com a contribui¢ao do termo de Dirac presente na acao (3.41), é:

7
Ty = (0:X)% + iwiaﬂ/& =0, T, =0. (3.53)

Claramente, a equacio acima nao permite escrever X~ ou 1~ unicamente em termos de X' e
!, Entretanto, a invariancia por supersimetria conduz 4 uma corrente (de Noether) conservada:

i = oL X, (3.54)
e a transformacao de supersimetria (3.43) relaciona essas duas grandezas:
0Jp ~ Ty,
de modo que a condicao T;; = 0 implica, por consisténcia, um segundo vinculo:
Jr =0. (3.55)

Estes dois vinculos podem ser resolvidos de modo a obter:

_ 1 I 1, b I
9, X" = W(ZLX 0: X" + Suiowp)) (3.56)
1
v = 5£2p+¢£8+XI (3.57)

Estamos neste momento em posi¢do de quantizar a teoria. E o que faremos na préxima
Secao.

3.5 Quantizagao, projetor GSO e espectro da Supercorda do
tipo I

Relagoes de comutacao sao impostas a parte bosonica e de anticomutacao a parte fermionica.
Como de costume, escreveremos estas relagoes para os modos de oscilagao

(26, p7] = in", ag, @] = 0" 0min0;  {dn,dn} = 8" 0nrmo, {br 0]} =001 (3.58)
que sdo interpretados como operadores de criacao ((al)T e (b1)) e aniquilagdo (al e bl). Os
modos bosonicos atuam num vécuo [p*, pr), enquanto que os modos fermioénicos provenientes
dos setores de Neveu-Schwarz ou de Ramond atuam, respectivamente, num vacuo |[NS) ou |R)
dando origem ao espectro que estudaremos caso a caso a seguir.
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Iniciamos pela corda aberta. Escolhemos comegar pelo setor NS que nao possui modo zero
e portanto permite a definicdo de um vacuo nao-degenerado. A massa de um estado NS é dada
por

1 1 1 1
2 _ 1 INt T nipr] 20U L L
M* = 2 HEDO {n(an) a, + r(b,)"b; (" & {N 2} (3.59)
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em que o termo “—1/27¢ a constante de ordenamento ayg, fixada através da andlise da dlgebra
de Lorentz na teoria apds o processo de quantizacao (ver referéncia [6], sec. 4.3.1, para mais
detalhes).

O vécuo é definido através de

bEINS) =0, r > 0. (3.60)

Dessa forma, o estado fundamental é

1

‘NS>®|p+apT>a MQZ_*Q
202

(3.61)

que é um estado taquionico. Comentamos anteriormente que a Supercorda é livre de estados

taquionicos. Entretanto, é necessario frisar que a supersimetria elimina estados taquionicos se

presente no espaco-tempo. A teoria tal como desenvolvida até aqui possui supersimetria somente

na folha-mundo, de modo que a presenca do estado (3.61) nao contradiz o que foi dito antes.

Voltaremos a este assunto quando estudarmos o projetor GSO mais adiante, ainda nesta segao.
O primeiro estado excitado é aquele para o qual r = 1/2:

(b12)TINS) @ [p*, pr), M? =0, (3.62)

que tem um indice vetorial I = 2,...,9 (8 graus de liberdade) e massa nula. O estado acima é
identificado com o féton.
O préximo estado ja é massivo e é construido com um operador a! e nenhum b':

1

(a)T|INS) @ |p*, pr), M=

(3.63)

De um modo geral, um estado no setor NS da supercorda aberta é:

9 oo 9
TTTLie P TT T (@) INs) @ ot pr), (3.64)
I=2n=1 J=2y=13 .
em que, devido ao fato de que os b!’s sdo objetos anticomutantes, pr.J assume os valores 0 ou 1,
somente.
Como comentamos, o espectro acima deve ser truncado e somente parte dele é considerado
fisico. Esse truncamento é feito a partir de um operador chamado projetor de Gliozzi, Scherk e

Olive (GSO):

Piso = % (1-(=D"), (3.65)

em que F é o nimero de operadores b, de modo que o espectro depois de projetado contém
apenas estados com um nimero fmpar de operadores b'. Desta forma, o espectro fisico da teoria
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(b1 o) 1INS) @ [p*, pr), M?=0 (3.66)
(61! (47) 015, INS) @ ™ r). "= (3.67)
(b%,9)TINS) ® [pT, pr), M? = % (3.68)

note que exemplificamos apenas estados construidos apenas com os operadores bf. Obviamente,
também fazem parte do espectro estados construidos a partir dos estados acima através da
atuacdo de uma quantidade qualquer de operadores a', j4 que o projetor GSO nao impde nen-
huma restricao ao nimero de operadores bosonicos.

Uma vantagem imediata da projecao ngg) é que o espectro sobrevivente nao contém o
tdquion. Além disso, hd uma qualidade menos evidente: apds a projecado, a teoria possui su-
persimetria no espaco-tempo! Nao faremos aqui uma demonstragao desse fato, limitando-nos a
verificar uma propriedade béasica da supersimetria, a saber, a igualdade entre o nimero de graus
de liberdade bosonicos e fermioénicos no mesmo nivel de massa (cf. eq. (3.13)).

Os bodsons da teoria advém todos do setor NS e, portanto, a teoria contém um bdson com
oito estados de polarizacao, o féton (3.62). Para contar os estados fermionicos, é necessario
estudar o setor R, de onde provém todos os férmions da teoria. Eo que faremos agora.

Ao contrario do que ocorre no setor NS, o setor R contém modos zeros, o que significa dizer
(pois dy comuta com M?) que seu vdcuo é degenerado. Além disso, vemos de (3.58) que estes
modos satizfazem

{d}, daly = 67 (3.69)
que reconhecemos como uma &dlgebra de Clifford e de onde concluimos que os dy’s sao represen-
tados por matrizes 16 x 16. Assim, o vidcuo do setor R, onde essas matrizes atuam, é um espinor

de 16 componentes:
|R, A), A=1,...,16. (3.70)

Embora a agao da qual partimos (3.41) nao sugerisse isso, o estado (3.70) é um espinor no espaco-
tempo. O setor R d4 origem, portanto, a férmions no espago-tempo. Enfatizamos que a existéncia
desses férmions é uma consequéncia direta de (3.69) que, por sua vez, é uma consequéncia da
quantizacao (3.58).
A massa de um estado R é dada por
NJ_

5 Z [ nial +m(dl,)dl, | = < (3.71)
S

5 n,m>0

ja que a constante de ordenamento para este setor, também fixada através da algebra de Lorentz,
é: a R — 0.
O estado fundamental é o inico ndo massivo:

R, A) @ |p™,pr), M? =0. (3.72)

E um estado geral no setor R da supercorda aberta é:

9 o0

9 ')
I 1Tl T T @)1 IR, Ay & Ip*, pr), (3.73)
I=2n=1

J=2m=1
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em que, devido ao fato de que os di’s sdo objetos anticomutantes, Pm,J assume os valores 0 ou
1, somente.

Como o vacuo é o tnico estado nao massivo, este deve formar um multipleto com o béson
nao massivo (féton) do setor NS. Para tanto, é necessario que (3.70) possua apenas 8 estados
fisicos. Para varificar isto, decompomos o estado (3.70) em duas partes:

IR,AD)Y e R, AU, A®) =18 (3.74)

A equagao de Dirac (que um estado fisico deve obedecer) relaciona estas duas partes, o que
significa que, das 16 componentes de (3.70), apenas 8 sdo independentes, o que estd de acordo
com (3.13). Esse estado é o companheiro supersimétrico de féton e é chamado fotino.

A anilise que fizemos no paragrafo anterior sugere que o vicuo da teoria deve ser apenas
um dos estados (3.74). Escolheremos o primeiro deles. Baseado nessa escolha, a prescrigao de
Gliozzi, Scherk e Olive para o setor de Ramond ¢é permitir apenas estados com um numero par
de b’s atuando em |R, A1) e um niimero fmpar de bf’s atuando em |R, A(-)). De modo que o
estado fundamental sobrevivente seja |R, A(+)>. Formalmente, isto é obtido através do projetor

PR

cso = 5 (L+TH(=1)F) (3.75)

DN |

em que I''! é construido a partir das matrizes de Dirac em 10 dimensdes (I'' = I'V...T9) e
tem autovalor +1 ou —1 ao atuar em |R, A™)) (quiralidade positiva) ou |R, A7) (quiralidade
negativa), respectivamente.

A escolha entre os vacuos (3.74) é arbitraria e ambos conduzem & mesma teoria de cordas
abertas. FEsta é chamada Teoria de Supercordas do tipo I, pois as condigoes de contorno rela-
cionam _ e Y e a teoria resultante tem apenas uma supersimetria no espaco-tempo. No caso
da corda fechada, duas diferencas ocorrem devido ao fato de que os modos para a esquerda e
para a direita s@o independentes: (a) nao havendo relacao entre 1_ e 1, cordas fechadas dao
origem a uma teoria com duas supersimetrias (por isso sao chamadas Teorias de Supercordas do
tipo II) e (b) as escolhas entre os vdcuos (3.74) sao arbitrarias e independentes para os setores
direita/esquerda e duas teorias distintas (ou seja, que contém campos diferentes) surgem. Estas
teorias sao chamadas Teoria de Supercordas do tipo IIB e Teoria de Supercordas do tipo I11A,
dependendo de se as escolhas para os setores direita e esquerda tém a mesma quiralidade ou
quiralidades opostas, respectivamente. O espectro destas teorias é o assunto da préxima secao.

3.6 Teorias de Supercordas fechadas (tipos //A e [IB)

Para fazer o estudo da corda fechada, lembramos do capitulo 2 que esta é constituida basica-
mente de duas cépias da corda aberta, com modos para a esquerda e para a direita. Novamente,
diferenciaremos estes modos usando uma barra sobre os primeiros. A massa dos estados é dada
por:

1 _
M2:£—2{NL—CLS+NL—@S} (3.76)

S
com ag significando a constante de ordenamento para cada setor: ayg = 1/2 ou ar = 0.

Note, entretanto, que, embora os setores esquerdo e direito sejam independentes, a condicao de
periodicidade relaciona os modos zeros dos dois setores:

Nt —ay =Nt —a,. (3.77)
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Vimos na pagina 35 que cordas fechadas dao origem a quatro setores. Além disso, como
discutimos no final da secao anterior, o vacuo de cada um destes setores pode ser escolhido de
duas formas. Assim, com “E”e “D”denotando, respectivamente, os setores esquerdo e direito,
temos:

e Tipo IIB (quiral):

INSE5O) p @ [INSY*C)p @ |p*, pr), (3.78)
R, A g ® [INST5)p @ [p*, pr), (3.79)
INSGSO>E®\R A(+> ® |p*, pr), (3.80)
IR, AM)p & R, AM))p & |p*,pr), (3.81)

e Tipo ITA (ndo-quiral):

|NSGSO> ®‘NSGSO> ®|p+7pT>’ ( )
IR, A ®|NSGSO> @ p", pr), (3.83)
\NsGSO>E®\R AN p @ |pt,pr), (3.84)
IR, AN g ® |R, AV p @ |pt, pr), (3.85)

em que escrevemos |N SGSOY para lembrar que, de acordo com a prescricao de GSO, o estado
fundamental ndo pode ser o vacuo para o setor de Neveu-Schwarz (cf. egs. (3.66)-(3.68)).

Vejamos agora o espectro da teorias IIA e IIB. Para os nossos interesses, é suficiente
apresentar apenas o nivel nao massivo, no qual aparecerao os campos com os quais trabalharemos
no préximo capitulo. Iniciamos pelo setor NS-NS, que claramente é comum a ambas as teorias.
Neste, o estado fundamental é

(b1 /) (0] )5)TINS9SO) p @ INSHSO) p @ IpT,pr),  MP =0, (3.86)

O estado acima contém 8 x 8 = 64 graus de liberdade e pode ser decomposto de modo a obtermos
trés campos, como fizemos em (2.59)-(2.61). Dessa forma o setor NS-NS contém os campos nao
massivos:

e Graviton: (w + 8) — 1 = 35 graus de liberdade em D = 10;
e Kalb-Ramond: w = 28 graus de liberdade em D = 10;
e Dilaton: 1 grau de liberdade.

De modo que os dois tipos de Supercorda fechada contém o campo gravitacional.

Além destes bdsons, a teoria de Supercordas fechadas possui outros campos bosonicos sem
massa. Estes sao oriundos do setor Ramond-Ramond, ja que o produto de dois espinores trans-
forma-se como um vetor. Neste setor, o estado fundamental é

IR, A"\ ® |R,A%)p @ |pT,pr), M? =0. (3.87)

em que s] = S = + para o tipo I/B e s = 4+ e s = — para o tipo ITA. O estado acima
contém 8 x 8 = 64 graus de liberdade. O que, juntamente com o setor NS-NS, nos fornece um
total de 128 graus de liberdade bosonicos.
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Um estado geral pode ser escrito como
|PrR) ~ (F + F UM 4 o Fyy oy THH10)[ A% A%2) (3.88)

em que |A®1, A%?) é uma notacdo abreviada para o vacuo do setor R-R €8
1
{1,T#, ... THt0} [HL-Hk = Hp[m---uk]

é uma base construida a partir das matrizes de Dirac. A condicao de quiralidade, que é o que
diferencia os tipos I1A (nao-quiral) e I1B (quiral), resulta que apenas os coeficientes de F),; .,
com k par (impar) sdo nao-nulos para a teoria do tipo 1A (I1B). Como um tensor de n indices
¢é dual a um tensor de 10 — n indices, os campos independentes em cada teoria sao:

e Tipo I1A: F, Ful/ € F,uupcr
e Tipo IIB: F,u, Fuyp € Fpupaﬁ'

Além disso, pode-se mostrar [7, 21, 22] que é vdlida a identidade de Bianchi para os coeficientes
F,,. 4, € isso nos leva a interpretar estes campos como tensores de intensidade de campo aos
quais associamos potenciais:

1
By, = 7—579m A

] (3.89)

B2 k]

ou, escrita numa notacao mais compacta’,
Fy = dAg_y). (3.90)
Em termos destes potenciais, temos: Assim as teorias II/A e [1B possuem:
e Tipo ITA: um campo sem dindmica F' e os potenciais A, e A,
e Tipo IIB: os potenciais A, A, e A,,,s. Sendo este dltimo um potencial auto-dual®.

A parte fermionica da teoria surge nos setores R-NS e NS-R da corda fechada. Os estados
nao massivos destes setores sao:

R—NS': (b1 5) 1| R, A“D) g @ INSSO) p @ |pT, pr), (3.91)
NS—R: (b1 )T INSO) g @ |R, A®))p @ [p*, pr), (3.92)

E claro que cada um dos estados acima é fermidnico no espago-tempo. Para a contagem dos
graus de liberdade, basta lembrar que I =1,...,8 e AG1) =1, ... 8 de maneira que temos um
total de 2 x 8 x 8 = 128, que é o niimero necessario para haver supersimetria espago-temporal
no nivel nao massivo. Nestes setores, a diferenca entre os dois tipos é que os estados acima tém
mesma quiralidade (/1B) ou quiralidades opostas (I1A).

5Colchetes indicam anti-simetrizacdo dos indices.

"Nesta notacio, Fj é chamado de forma diferencial. No apéndice C, apresentamos brevemente este formalismo.

8Esta caracteristica nao é implementada na lagrangeana, tendo que ser colocada & mao na teoria, através das
equagoes de movimento.



Capitulo 4

Supergravidade

Na supersimetria apresentada no capitulo anterior, os parametros das transformacoes sao
espinores constantes (supersimetria global). Ao tornar estes parametros funcoes da posigao,
obtemos uma supersimetria local que dara origem as Teorias de Supergravidade. Estas surgi-
ram como uma tentativa de usar a supersimetria nos modelos de gravitagdo a fim de diminuir,
ou mesmo solucionar, os problemas de divergéncia ultra-violeta na gravitacao quantica. Entre-
tanto, logo se verificou que a supersimetria local nao era suficiente para remover divergéncias
ultravioletas na teoria perturbativa. Embora incapaz de livrar a gravitagdo quantica das di-
vergéncias, a supersimetria impoe sobre a mesma uma série de restricoes nos termos que podem
aparecer na acao e isso motivou estudos da supergravidade.

Ao contrario da supergravidade, a teoria de cordas mostrou-se adequada para o estudo
da gravitacao quantica. Mas desenvolvimentos na teoria de cordas mostraram uma profunda
conexao entre essas duas teorias: as teorias de supergravidade sao teorias efetivas no limite de
baixas energias das cordas. Para entender como isso ocorre (maiores detalhes na se¢ao 3.4 Strings
in Background Fields da referéncia [6]), escrevamos a acao de Polyakov (2.7) num espago-tempo

CUI'VO1 :

S = —g / d*€0° X 0, X" g (4.1)

em que escolhemos v, = 14p, OU S€ja, o calibre conforme. Nesta agdo, também deve ser imposta
a condic¢do Ty, = 0, que garante a invariancia conforme na folha-mundo. A acao (4.1) pode ser
vista como a agao de uma teoria de campos em duas dimensoes (modélo sigma nao linear) e a

invariancia conforme pode ser estudada em termos da funcio 3 e desse estudo encontra-se?:
1 zg KAT
—E R“y + §RMN>\TRV + = O (42)
que, numa aproximacao de baixas energias (/; — 0), nos da R, = 0, que é a equacgao de Einstein
no vacuo®!

Estendendo essa anélise de modo a incluir os outros campos nao-massivos da corda bosonica
fechada (Kalb-Ramond e dilaton), obtém-se equagdes de movimento que em baixas energias

"Embora a corda inicialmente oscile num espaco-tempo chato, o graviton surge como um dos modos de vibracdo
e (como é sabido da Relatividade Geral) encurva o espago-tempo. Para ser consistente, devemos analisar o que
ocorre na teoria apds essa curvatura do espago-tempo provocada por ela mesma.

20s objetos geométricos (Ricci e Riemann) estdo assiciados a gy, .

3A equagdo (4.2) é interpretada como uma generalizacio das equacoes de Einstein.
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derivam da acao:

1

5= om

d*x\/—ge ¢ {R —4D,¢D"¢ — 112HWHWP} (4.3)
em que H,,, é o tensor intensidade de campo associado ao Kalb-Ramond e x ¢ uma constante
adequada. A agdo como escrita acima é dita estar no quadro de cordas (string frame) por ser
obtida da teoria de cordas e, embora seja reconhecida como uma agao gravitacional, possui uma
exponencial do dilaton multiplicando o termo de Einstein-Hilbert. E possivel reescrevé-la no
chamado quadro de Einstein (Einstein frame) (em que temos o familiar \/—gR) através de uma
transformacao conforme na métrica g, .

Na supercorda, uma acdo semelhante a (4.3) é escrita para os campos nao massivos do
setor NSNS. Entretanto a acao, quando derivada da supercorda, vive num espaco-tempo de 10
dimensoes.

4.1 As acoes da supergravidade

A Teoria de Supergravidade em 11 dimensoes é, segundo a crenca atual, uma descricao do
regime de baixas energias da (ainda desconhecida) teoria M. A parte bosonica da supergravidade
em D = 11 é descrita pela agao:

1 1 1
Sﬁz):{/dllme+2/[F4/\*F4—3A3/\F4/\F4]} (4.4)

2
2Kk7,

onde o indice (£) indica o quadro de Einstein, Fy = dAs3 é a intensidade de campo do potencial
Ajs e K11 estd relacionado s grandezas da teoria de cordas via k2, = 2778219,

A compactificacdo de uma das onze dimensoes da acdo acima d& origem a supergravidade
do tipo ITA, que é descrita por:

1 1
SIIA= 5 {/dl%\/ng ~ 5 [ dontdos ety n b

10

—e392p, AN*Fy _e¢/2154/\*154+B2/\F4/\F4}} (4.5)

que é uma teoria nao-quiral.
Uma outra possibilidade em D = 10 é a de uma teoria de supergravidade quiral. Tal teoria
¢é denominada tipo IIB e é descrita por

1 1
Sir = 23, {/dlox\/TgR - 2/ [dé A *do + e~ Hy A" Hyt (4.6)

_ 1. .
+€2¢F1 AN*Fy + €¢F3 A*F3 4+ §F5 AN*Fs — Cy N H3 A F3:| }

onde, em (4.5) e (4.6), kg = 877/2g,l% e:

H3 = dBs,, F, =dC,_1, F,=F,£C, 3NHj3

(na dltima férmula, usamos o sinal + (—) para valores impares (pares) de n).
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Para um tratamento que englobe as eqs. (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6), usamos a a¢ao mais
geral (que desconsidera o ultimo termo das agoes acima, mas que para os nossos propositos é
suficiente)

1 1 1
I=— [ d’s/=g{ R~ -0,00"¢ — —e"F? 4.7
22 g{ g On00"0 = 5 e b (4.7)
em que consideramos apenas uma n—forma. Observe que os casos em 10 e 11 dimensoes sao
obtidos com uma escolha adequada dos parametros em (4.7). Obviamente, para isso devemos
incluir mais n—formas, mas estes termos sdo semelhantes ao termo representado na nossa agao
5—n

geral. Em particular, para os campos de Ramond-Ramond em (4.5) e (4.6), temos a,, = >5".

4.1.1 Equacgoes de movimento

Deduziremos as equagoes de movimento da agao (4.3) numa dimensao arbitraria D.
e Fquacao de movimento do dilaton:

A variagao de I com respeito a ¢ é (por simplicidade, usamos d4 = 0):

1 1 1
L= {6cim /de\/jg{—Qé(gwa“@b@”qﬁ) - MF%(@“’)} (4.8)

pois R ¢é o escalar de curvatura, que nao depende de ¢. O primeiro termo é calculado como
segue:

(90" 90" ¢) = gu0(8" 90" ¢) = gy (0"6¢0" ¢ + 0" $0" )
sendo a tltima igualdade decorrente do fato de que 0* e d4 comutam. A simetria de g, implica:

G (0H600" p + 0* 0" d9) = guw0"0¢p0" 0 + 9., 0" p0” §¢
= 29,,0" 0" (0¢) (4.9)

O segundo termo ¢ calculado facilmente. De fato,

ie‘l‘i’ =ae® . 5(e®) = ae™d¢ (4.10)
00
Assim, usando (4.9) e (4.10), escrevemos:
R /de«/i—g{—g 060 (60) — 5-1e"F200) (4.11)
167G p " 2n!" "

A primeira integral de (4.11) pode ser feita por partes. Assim, temos:

1
o = 167G p /dD:U {8V (\/ngwjﬁuqﬁ) —Vg

a
2n/!

ea¢F3} 36 (4.12)
Pelo Principio da Minima Acéo, a equacdo de movimento é obtida impondo que §1 = 0.
Como §¢ é arbitrario, entdao o termo entre chaves na equacgao acima deve anular-se:
1
V=

a
o” (\/—gg,w@“qﬁ) = ﬁe“‘ﬁFg (4.13)
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e Fquacao de movimento para a métrica:

Alguns termos de (4.3) ndo tém dependéncia explicita em g,,. Explicitaremos essa de-
pendéncia:

R =g¢""R,.; (4.14)
o, arA

Ry = Ry, = 893’; fm ATy, — T (4.15)

“¢8M¢ = guuau¢ay¢v (4.16)

F?=F, 5, F7 " = (¢ .g°""") Fyy o For o p- (4.17)

Entdo, a variacao dy,,I (= 01, por simplicidade) é

= 16;GD {5/dloxﬂR+5( /dwx\/iaigb@“gb) +6< /dwx\ﬁeaw?)}
Assim,
51 = 1673 o (051 + 65, +053) (4.18)
Para caleularmos §5;, escrevemos:
55, / dPw5 {\/gR} = / d” {5 (V—g) R+ V_goR) (4.19)

E, explicitando g,, em R no segundo termo, temos:

55, /de{d( V=9) R+ V=g (¢"" R}

= /dDw {Rés/—g +—gR..0g"" + \/—gg“”(SRW} . (4.20)

Mas 1
5\/_7:_7\/—7.99”,/59”” (4.21)
pois 8y/=g = [ 2507 | 6g = —1(~g)"1/2dg, em que b9 = 226G, = AP6g,, = (~g)gu,09", sendo

AMY o cofator de g,,. Observe que a ultima igualdade decorre do fato de que g"” ¢ a inversa de g, e,
portanto, g = (A*”/g) e de que 6(¢g""g,) = 0 e, portanto, g""6g,, = —gud9"”. Entdo a equagao
(4.20) fica:

581 = /de\/ { gW,R—i—RW} 5g, (4.22)
pois f dPx —gg9""o0R,, = 0, uma vez que g"”6RR,,, ¢ uma derivada total, como mostraremos a seguir:
SR, =6R)y, =6, — 00, +0(I7,T3,) — 5(r“Ar ) (4.23)
= 5F,ul/ AT 5F;LA v + 5FZVF>\O' + FZV§F>\0 - 5FZA vo FZA(sFi\J

em que a virgula representa derivada parcial.
Num sistema de coordenadas local, I' = 0 (entretanto, 6I" # 0) e 82# =V, (sendo V, a derivada
covariante), entao:

SR =06(VaLl),) — 6(V,uIy). (4.24)
como § comuta com VH, escrevemos:
g 6R = g" [VA(T),) — Vi (Ty)]
= [g"' VO, — g" VT, ] (4.25)
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que, renomeando os indices mudos v e A do segundo termo, pode ser reescrita na forma de uma derivada
total:
9" 6 Ry = Vx [¢" 0T}, — g™ 6T, ] (4.26)

que nao contribui para as equagoes de movimento (C.Q.D).

Para calcularmos .52, explicitamos a métrica escrevendo 0*¢0,¢ = ¢"*0,¢0,¢ e usamos o fato de

que 0(O*pd” ¢) = 0:
5= [ oy {5 (0.00.0 - 50,0000 ) L ag™. (8.27)

onde foi utilizada a relagdo (4.21).
Para o célculo de §.53, novamente explicitamos a dependéncia da métrica. Assim, temos:

053 = /dee“¢ {5 V=g F? +/—gé(F,, __UnF”l”"’"}

1
=57 dPze® {6(v/=9)F2 +/=g6(g""" ...g7"" Fyy o Fpy o) } -

Neste ponto, sabendo que
§(g7HPr .. gTmPn) = (5g71P) g7 L gTn P L g7 TP (§gTn e

e que

890%[%
dghv

5g7rPr = Sgh = 6ZT65T59HV7

podemos usar a eq. (4.21) e renomear alguns indices mudos para encontrar:

a¢ 1
585 = /dD {2 i [Zg,wF2 —nFm,,,UHF;’LJ’"} } SgH (4.28)

De volta a 01 (eq. (4.18)), temos a variagdo agdo com respeito & métrica. Sendo a variagao dgH”
arbitraria, I = 0 implica:

1 e’ (1
Guw = ( 0,90, ¢ — guua)\fba)\(b) <ng,F2 - nFuaz...anFQ@mon) (4.29)

em que usamos o tensor de Einstein G, = R, — %g#,,R.
e FEquacdo de movimento para a n-forma intensidade de campo:
Escrevemos a n-forma F;, em termos do potencial A(,_)
F,=dA,_;. (4.30)

e calculamos a variacdo de I com relagao ao potencial A é (por simplicidade, §41 = §1):

:1671'1GD/ xr{ g (me#nFul'"M")} (4.31)

pois os demais termos sdo independentes de A.
Para resolvermos (4.31), explicitamos a dependéncia em A de F,, que, em componentes é:

Fuip, = Z (—1)P8“/1A#/2”_#/n (4.32)

Perm
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sendo P o ndmero de permutagdes necessarias para colocar (ujph ... ') na ordem original (pps ... pn)
e 0 somatorio estende-se sobre todas as permutacoes possiveis, ou seja, a soma contém n! termos.
Entretanto, nosso interesse é em F?(A). Para determini-lo, vejamos o caso mais simples em que
n=2
F?=F, F" = (0,A, — 0,A,)F" = 0,AvF" — 0, A, F"" = 20, A, F" (4.33)

em que renomeamos alguns indices mudos e usamos a antissimetria de F'*¥.
Por um procedimento analogo, é facil ver que, no caso geral de uma n—forma,

(_1)Pau’1Aué~~#’nmeMn = Opy Apgop FH (4.34)
qualquer que seja a combinacgao (u}ph ... ) ). Dessa forma, escrevemos:
F? =nld, Ay, FFim (4.35)
Para calcularmos (4.31), recorremos, novamente, ao caso n = 2:
OFMF,, = (21)60" AV F,, = 20 [g"7 "0, Ap (0, AL — 0, A,)] (4.36)
Usando esse resultado em (4.31) e integrando por partes, temos:
ad

_ 1 D [ — € " _uo vp _
01,—o = TonCis /d x{&, _\/ 9599 (Fuw + 0, A, &,AH)}}(SAP

— 1 D [
- 167TGD/d I{aa

1 D [ 2e49
= — Fer A 4.
167rGD/d x{@a V=95 ]}(5 o (4.37)

ag
]

resultando na equagao de movimento:
Oy [V/=ge™*F*] =0 (n=2) (4.38)

O mesmo procedimento pode ser feito para o caso genérico F;,. Dessa forma, obtemos a seguinte
equagao de movimento para a n—forma intensidade de campo:

Oy [V—=ge?Fr2m] =0 (4.39)

Além de (4.13), (4.29) e (4.39), temos ainda a identidade de Bianchi para a n—forma. Assim, o
sistema de equagoes de movimento dos campos é:
a

00 (V=99 0u0) = 5re"

-

1 o
R'L; == Ea'uﬁbayd) + ;7/”' (nF“AQ”‘)‘"FuAQ...An -

8# [\/jgea¢F/LV2~~Vn:| -0
a[#1F#2---#n+1] =0

2_12551?7%) (4.40)

4.2 Solucgoes extensas

Para resolver o sistema (4.40), faremos escolhas de Anzditze apropriados para os campos envolvidos
[23, 25].

Estamos interessados em solugoes do tipo p—brana que, no contexto de uma teoria de gravitagao,
é uma solucao classica estendida em p diregoes. Para melhor descrever este objeto, podemos dividir o



4.2 Solugbes extensas 48

espago-tempo D—dimensional em que vive a brana em um espago-tempo (p+ 1) —dimensional longitudinal
& brana (representado por {t,y'}) e um um espaco d—dimensional

d=D-p—1) (4.41)

transversal & brana (representado por {z%}). Dessa forma, o espago-tempo como um todo é descrito pelas
coordenadas:

z“:{t,yi,xa}, i=1,...,p e a=1,...,d.

Estamos interessados em uma solugao que contenha uma tnica p—brana, portanto, é natural supor
que as p diregoes longitudinais a brana sejam todas equivalentes. No caso geral, a coordenada tipo-
tempo, que consideramos longitudinal & brana, nao sera considerada equivalente as demais coordenadas
longitudinais.

Também é razodvel supor que a p—brana seja um objeto uniforme, de modo que haja uma simetria
de translagao no espaco longitudinal. Além disso, ao considerarmos objetos estéticos (como é feito aqui),
também hé invariancia por translacao na coordenada tipo-tempo.

No espago transversal, como a brana tem uma localizagio definida em termos das coordenadas {z:%},
a invariancia por translagao é quebrada. Por considerarmos uma solugao estética, é razoavel postular
uma simetria esférica no espaco transversal.

O formalismo de vetores de Killing permite inferir uma métrica com tais simetrias. As simetrias de
translagao no espago e no tempo na brana levam-nos aos vetores de Killing

(&) =0 e (&) =10Y (4.42)
A simetrias de rotagdo (SO(p) na brana e SO(d) no espago transverso), levam-nos aos vetores de Killing:
(&)t = yiéf — 5t e (Ewp) = 20) — aPs (4.43)

Como sabemos, a derivada de Lie sobre um campo de vetores de Killing de qualquer tensor é nula.
Se escolhermos esse tensor como sendo a métrica, temos:

‘Cfg/w = guu,pfp + gpugib + gupf,pu =0 (4'44)

As simetrias de translagéo (4.42) nos permitem concluir que a métrica é independente das coordenadas
{t, yz}. Isso por que

09w p 968 205
ayp 0 + gpuaiy# + gupaiyu =0 (445)
ou seja,
ag,uu agm/
= =0 4.46
oy° ot (4.46)
o mesmo podendo ser feito para {yl}
0
S/ (4.47)
oy’
Estudamos agora os vetores de Killing (4.43). Nesse caso, a eq. (4.44) fica (usando (4.46) e (4.47)):
{ , gjua% — 9w, + 9uj 0l — a0l = 0 (Espago y°) (4.48)
¢ —;;b” — b ag;: + b0y, — gauéz + 908 — gwéfj =0 (Espago x%).
Para resolver este sistema de equacoes diferenciais, é conveniente fazer a transformagao
T, =rsinf;...sinf._q cosl,, c=1,...,d—1 (4.49)

Tg=rsinf;...sinf 1 (4.50)



4.2 Solugbes extensas 49

ou, inversamente,

L

cotf, = , c=1,...,d—1 (4.51)
22 4.+l
r=/2} +.. .+ ag (4.52)
a variagao dos angulos é 0<#6,...,05 o <7 e 0<604_1<2m.
Para escrever o operador
0 0
Loy = 2%— — b (4.53)

x

Ox? Oz

nessas coordenadas, primeiro note que (OBS: No que segue, NAO sera usada a notacao de soma
de Einstein):

0 00. 0 (’)Ga 0
dr, 3xa 81" Z D10 00, | O, 00, (4.54)
ja que gzz =0,Ve>a.
Dessa forma, a eq. (4.53) fica:
b—1
Ly =2t 0. 0 %7_ 289 0 b@@ 0 (4.55)

< Dy 00, " Oy 90, D0 00, " O, 00,

Considere a < b (ndo hé perda de generalidade, ja que a equacdo é antissimétrica em a e b e 0 caso
a = b é trivial). Dessa forma, escrevemos:

b—1
L B e Y X1 ¥
e, e (4:50)
Observando que
ié (:ca gzb bgza) =0  (pois c<a<b), (4.57)
temos, simplesmente:
—7 Z gzb aic bgia a(z (4.58)

De (4.49) e (4.50), vemos que 22, + ...+ 22 = r2sin® 6y ...sin? f.. Dessa forma, e usando também

que
1 du

d 1
— cot ™ = - 4.5
7z ©© u(x) Tr o do’ (4.59)
temos: 90 0 - 0 -
To—2C — (sinfy ... sz b-1) (s.1n2 1o 8infa) cos 0, cos 0, cot 0, (4.60)
Oxp (sm 0 ...sin 9671)
comc=1,...,b— 1. Também
a0, cos 0y, sin 6
b . . b a
— 0...85in0p_1) ————— 4.61
3xa (sin ... sinfp-1) sinfq ...sinf,_1 ( )
¢ 89, sind, ...sind
oo _ SMOL-- SMOb-1 (2 0, cos 0. (4.62)

Or,  sinby...sinf,
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Portanto (para a < b < d),

sinfp ...sinfp_1 sinfy...sinf,_1| 0
Loy = o 97 cos? 0, cos b 0 0p————
b [ sinf ...sinf, €08 €08 fp + cos 6 sin sinfy...sinf,_1 | 96, +
b—1 . .
0 0 01...8in6,_
+ Z (sinfy .. sinfy1) (S_m2 Lo S ) cos 0y, cos B, cot 0, —a —
Mo} Sln 01 ...sin 9671) 0.

sinfy...sinf,_1
—cosf, sin § —— =272 4.63
€08 fq Sin B sinf; ...sinf,_1 ( )

E, para o caso em que a < b = d, temos:

cos? 6, +sinb,

sinfq ...sinf, _1 . sinfy...sinfy_1] O
sin 91 .sinéd, sinfy...sinf,_1 | 06,

N Z (sinfy ...sinfy_ 1) (sinf; ...sinb.) cos @, cos 0.

e (sin®#6; ...sin*6,_1) sind, 00,

(4.64)

Embora aparentemente complicado, o operador L, escrito desta forma, permite uma grande simpli-
ficacdo em (4.48)%.

Usando o operador L, como sugerido acima, a solugdo do sistema (4.48) pode ser encontrada sem
grandes dificuldades e é (OBS: Neste ponto, voltamos a usar a notagao de Einstein):

—B2(r) 0 h(r)6apz®
uv = 0 02(7')5”' 0 (465)
h(r)Sapx® 0 k(r)oap + j(r)6actpqrcs?
ou seja,
ds* = —B*(r)dt* + CQ(T)(Sijdyidyj + h(r )6abm“dxbdt + k(r)dapda®da®
+j(r)5ac5bdx“:vbdxcdmd, = Sapz®a? (4.66)

Podemos usar coordenadas esféricas, em que
Sapda®da® = dr? +r2dQ2_, e dQ? | = df? +sin®0,d03 + ... +sin® 0y ...sin? 04 odb?_,.

Além disso, a métrica pode ser posta na forma diagonal através de difeomorfismos (por exemplo, uma
redefinicdo de ¢ incluindo uma parte dependente de r pode eliminar o termo cruzado rdrdt = 6,,2*dx"dt).
Considerando tudo isso, usaremos o seguinte Ansatz para a métrica:

ds? = —B%(r)dt? + C*(r)(dy")* + F?(r)dr® + r*G*(r)dQ3_,, (4.67)
donde tiramos que
V—g = BCPF(Gr)41. (4.68)

Para a n—forma intensidade de campo, uma escolha adequada (chamado Ansatz elétrico ou elementar)
é a (p+ 2)—forma
Fyy . iyr = €iy..5,0r E(7) (4.69)

que satisfaz trivialmente a identidade de Bianchi e, por depender apenas de r, mantém as simetrias
desejadas.

1Por exemplo, observe que
0

0041

0 que permite concluir que go. independe de 04—1 se d — 1 # ¢ # d.

Li_1,4=
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Resta-nos fazer um Ansatz para o dilaton que, tendo em mente a simetria esférica do problema, deve
depender apenas de r:

6= (). (4.70)

As egs. (4.40) podem ser reescritas em termos de fungoes dependentes apenas de r usando os Ansdtze
desenvolvidos na se¢ao anterior.
Substituindo o ansatz elétrico para a (p + 2)—forma (4.69) na terceira equacao de (4.40) e usando
(4.68), temos:
ea¢ (Gr)d71 /

—F = 4.71
T E(r) =Q (471)
onde @ é uma constante. Da expressdo acima, tiramos o valor de E’(r) e obtemos a solugio:
Firir = €1 BOPPe_ 9 (4.72)
1--:1p 1---1p (G’I")d_l
Usando (4.72), podemos calcular os termos dependentes de F' nas eqs. (4.40):
Flio= (p+2)! Fpyy y, FY9w"
_ Q 1 - Q
206 @
= — |20 ___ %
p+2)0e (GraD- (4.73)
Além disso,
FIRteia s, dpea = 040+ D Fryy oy P00
SH 2a¢ Q2
= — g~ 200 ¥
Sb(p+1)e (G (4.74)

onde 0¥ = 815t + 61'8% + 6167
Como o dilaton é fungao apenas do raio r, o lado esquerdo da primeira equacdo de (4.40) é:
1 1
——=0, (V—99"" 09 =——=0,(V—99""0:¢
L0, (V0 00) = 0. (Vi 00)

1 1\
- - D d—1_~ 7
BCPF(Gr)d—1 (BC F(Gr) F2¢>

1\ 1
— m { <BC’1’(G7~)d1F> o + BCp(Gr)d1F¢”} .

Portanto,
1

V=9

_ % {¢~ + [(mB)’ +pnCY — (WFY + (@~ 1) G) + 1]}

r

oy (\/jgglwa/td)) -

Para calcular o lado esquerdo da segunda equacao em (4.40), calculamos o tensor de Ricci usando
(A.14) e (4.15), observando que R = g’ R,,. Dessa forma, temos:

Ri= 5 {—anB)” - (n B [UHB)’ #pICY (Y 4 (= DmGY + 1]}

RV = — {—(ln )" —(InC) {(ln BY +p(InC) — (InF) + (d-1)(InG)" + drl} }
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R = ;2 { (InB)" — p(InC)" — (In B)’* — p(In C)"* + (In BY (In F)’ + p(In C)' (In F)’

—(d-1) {(ln @)+ (InG)” + %(ln G) — (InG)'(InF) — %(ln F)’] }

Ry = { [an Gy + 1] [<1nB>’ +p(nC) — (FY +(d—1)(InG) + ‘H]

1 F?
—(InG)" + = +(d— 2)7T2G2 }

O primeiro par de equagoes em (4.40), fica, portanto:

Rl = 273 <—”<” - g__;”!) GM(GT%U

_ zinl <n! + g__;n!) ew(grgiz—l)

) % ((n - 12;_ (2D - 2)> -ad (Grg?‘i_l) (4.75)
RY: = ;i; (—n(n -+ 2_12”!) e_gw(ar)%?dl)

1 n—1 Q?
= _— [ —pn! 1) p—ap___ <
onl ( Tt 2”') © (GrxdD

1 -1)—(D-2)\ _, Q?
) ((n 1))—(2 )> ¢ ¢(Gr)2(d*1) (4.76)
s _ (@) 1 ((n-1)—(D=-2)\ _,4 @
B =% T3 ( (D —2) >e (Gr)2@-1 (4.77)
. e n—1 5 Q?
Rza :WD_QTL'G 2 ¢W
_1(n— 1) Q*
202 G i
1 2
ﬁau (vV=99""0,9) = 72“'ea¢nv 62a¢(Grg(d_1)
_ ae~ Q?
=~ G (4.79)
Substituindon =p+2e D =d—p— 1, temos:
% {—(mB)” — (In B)' [(mB)’ +p(InC) — (InF) +(d—1)(InG) + d ; 1] } =
__ 422 e @ (4.80)

2(D-2)°  (Gr)2@D

1

= { (InC)" — (InC)’ [(lnB)’ +p(InC) —(InF) + (d—1)(InG)" + d;l] } =
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d-2 _.. @

- 2(D —2) € (Gr)2(@-1) (4.81)
5 (- B) — p(nC)’ — (B)* ~ pnC)” + (I B) (I F) +p(in C) (in FY
—(d-1) |:(ln G)// + (In G)/2 + %(ln G)/ — (In G)l(ln F)/ . %(ln F)/:| } _
@2  d-2 _,, Q2
T 2r?  2(D- 2)6 ¢(G7«)2(d—1) (4.82)
= {_ [(ln e+ i] [“n BY +p(nC) — (I F) + (d— 1)(InG) + d;l]
" 1 F? 1 —a 2

—(In@)" + i (d— 2)r2G2 } - 2(1;_ 2)6 ¢ (Grg(d_l) (4.83)

;;{¢”+¢/kmBy+zﬂnCYUnFY+(dDOnGY+d;1}}—
SR 4 (4.84)

2 (Gr)2@D

4.2.1 Branas extremas

O interesse em branas extremas estd na dualidade de interpretacoes entre estas solugoes e as D-branas
(veja pagina 33 e a ref. [24]). Uma solugdo extrema, como ji comentamos, é caracterizada por um tnico
parametro. Assim, no que segue nesta subsecao, nao podemos introduzir nenhuma outra constante além
daquela introduzida em (4.71).

Uma escolha de coordenadas adequada pode fazer

F=aG. (4.85)

Tal escolha é denominada “calibre isotrépico”.
A semelhanca das equagoes (4.80) e (4.81) nos indica a restrigao

B=C. (4.86)

Esta restrigdo tem um significado fisico: impomos uma invariancia de Lorentz SO(1, p) no volume-mundo
da brana.
Com essas escolhas, as equagoes (4.80) e (4.81) tornam-se idénticas e o sistema (4.80)-(4.84) reduz-se

a
—(InB)" — a-1 (InB) — (InB)' [(p+1)(InB)" + (d - 2)(InG)'] =
_ 2
- _%eﬂmﬂ(d_m rzfi,l) (4.87)

—(p+1)(InB)" —(d—1)(InG)" — (p+ 1) (I B)” + (p+ 1)(In B)'(In G)’ —

d—1

_ 2
d=2  —aog-2w-2_ @ (4.88)

I 1 22 _ e
Gy =307 =559 r2d=1)
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d—1

- {(ln Q) + i] (p+1)(InB) + (d—2)(In@)'] — (InG)" —

_ p+l s o2 Q?
= me G 2d-T) (4.89)

¢+ T2 4 ¢ (p+ ) BY + (4~ 2)(nGY) =

—ad 2
_ _ae —2(d—2) Q
=-— G 2T (4.90)

Tomando a combinacao {(p + 1) x eq.(4.87) + (d — 2)xeq.(4.89) }, temos que

" /2 2d — 390/

o+t + =0 (4.91)

comp=(p+1)InB+(d-2)InG.
A eq. (4.91) é facilmente satisfeita se tomarmos ¢ = C* entretanto, como a condigio de extremismo
nao permite a introdugao de uma nova constante, tomamos

=0 = (@+1)InB+(d-2)lnG=0

ou seja,
Brtigi—2 =1 (4.92)
Resta-nos ainda as equacoes:
d—1 p+1 _ o(d— Q?
" ro_ agp 2(d—2)
(InG)" + " (InG) WD-2) e G D (4.93)
d—1 a Q?
1 v _ 2 —apy—2(d-2) %
o'+ — 9 = 5¢ G RCTPEEVE (4.94)
(D B 2)(d — 2) 12 1 22 1 —ap—2(d—2) Q2
TS (InG)" + 5@5 = 3¢ G ETEEE (4.95)

onde a ultima equacao vem de (4.88), (4.92), (4.93) e (4.41):

~(p+ (I B) — (d—1)(InG)" — (p+ 1)(In B)? + (p+1)(In BY (In G)'

gy - %(;S’Q -
_ d—2 " _ "n_ (d_2)2 2_
= (p+1)p+1(1nG) (d-1)(InG) (p+1)(p+1)2(lnG)
_ =2 0e2 - gy - Len =
(p+ 15 (nG) (nGY — 507 =
—92)2 —
— —(G)’ - (‘; - 2)] ey~ T ey - 1o =
_ (p+1) a2 Q* g d+p—1 2 Lo
=30 -2 2)6 G 3= (d—-2) il (InG) 2(;5 .
A combinagao {axeq.(4.93) — %xeq.(4.94)} fornece:

XII+X/:0
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com y =alnG — %d). Novamente, tomamos
x =0, (4.96)
ou seja,
1
alnG — 2 i ¢o=0
-2
p+1
InG =
nG=p-9?
p+1
G = 4.97
o { o] (1.97)
Assim, a eq. (4.95) fica:
(D=2(d=2) (p+1 o e [ 2d=20+D)] @
p+1  &2(D-2" T 2 P a(D-2) [r2@D
(d=2)(p+1) 1Y\ , 1 2d-2)(p+1)\ @Q*
( 2D—2) 2) TP T T bog)  Jr2D
[(d—2)(p+ 1)+ 30*(D — 2)] §? = 16{7ﬁ((d72)(p+1)+§a2(D72))} Q?
a?(D - 2) 2 r2(d-1)
que, com a abreviagao
1
A= (d—2)(P+1)+§a2(D—2) (4.98)
fica A 0?
2 _ 1 aa,
a?(D — 2)¢ =3¢ Y ey (4.99)
ou seja,
A / 1 R |Q|
=4+ ¢ ad-2
20-2" ~*5° e
1 LM (eﬁ(b)/ — iiﬁ
aVD-2 A V2 rd=1
que, com uma escolha adequada de sinal a fim de evitar uma singularidade nua, nos da:
A 1 A Q)
a>-n? — 1 . 4.1
¢ Ta 2\ 2D —2)ri2 (4.100)
onde usamos a condigdo de que o campo ¢ deve ir a zero no infinito (r — o).
Com a abreviagao
1 A Q| h—2
H=1 =1 4.101
+d—2 2(D — 2) rd-2 +7'd—2’ (4.101)
escrevemos: N b3
e 0% = 5 e?=H 5 |
pt1 R In B AT ptl
G = e{m¢} — o WD7D —e — HPT,
2-d —(d—2)

2(D -2 /
Ftyl...ypr — |g % (H‘l)
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A solucao extrema de uma p—brana esfericamente simétrica é, portanto:

ds® = H™¥'5" (=dt® + dy} + ...+ dy2) + H*'5 (dr® +r2d03_,) (4.102)
et = g5 (4.103)
Q [2D-2) ,
tyi...ypT — T — . .
F 0 ( X ) (H™) (4.104)

O parametro a em (4.7) nos dé o acoplamento do dilaton com a forma. No setor Ramond-Ramond
(RR), para a (p + 2)-forma F,2, temos

a="—=. (4.105)

Assim, para D = 10, temos que A = 16 (veja egs. (4.41) e (4.98)) de modo que as equagoes (4.102),
(4.103) e (4.104) podem ser reescritas

ds® = H™'5" (—dt® + dy? + ...+ dy?) + H*S (dr® +r2dQ3_ ), (4.106)
et = g (4.107)
Apr1 = (H ' =1)da" A ... daP. (4.108)
onde dApy1 = Fpyo e
_ Qp _ 19|
H=1+-75, Qp—fp. (4.109)

4.2.2 Branas negras

Uma solucao mais geral do que a que acabamos de obter pode ser obtida ao relaxarmos a condigao de
extremismo, cosiderando uma solucao dependente de dois parametros, a chamada brana negra. Faremos
uma dedugéo fortemente inspirada no calculo anterior (caminho seguido também por [23]).

No caso extremo, estabelecemos que BCPF~1G9~! = 1 (cf. eq. (4.92), com B = C e F = G).
Motivados pelo caso extremo, introduziremos a fungao:

BCPF'Gi—t = f (4.110)
(o extremismo significa, entdo, f = 1).
Também é conveniente definir:
1 Q?
2_ Y app2a-2(d-1)
S 2(D72)e <G ETCEVE (4.111)

Dessa forma, as eqs. (4.80) - (4.84) podem ser reescritas na forma:

(In B)" + ?(lnB)/ +(InB) (In f) = (d — 2)S?, (4.112)
(InC)” + #(m CY +(InC)(Inf) = (d—2)82, (4.113)

(Inf)" +(nF) — (InF)(nf) — (InF)* + (InB)? + p(InC)* + (d — 1)(InG)"?
+2d_1(1nG)'— E(lnF)/—i-%(blz = (d—2)S?, (4.114)

n, d—1 / ’ ;01 ,  d—2 F?
(InG) +T(lnG) + (InG) (In f) +;(lnf) + 2 (1—(;2)

= —(p+1)8?, (4.115)
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"+ ?(b' +¢'(Inf) = —a(D —2)S>.
Com uma nova mudanga de varidveis, a saber
InB=InC+1nB, InF=InG+InF
(que reduz-se ao caso extremo se B = C = 1), temos, de (4.112),

d—1

(In B)" + (InB) + (InB)' (In ) =

1 d—1

=(InC)"+ (InB)" + d%(ln C) + (InB) + (InC +WmB)(Inf) =

— -1 -1
=(InC)"+ (InB)" + dT(ln C) + d

— [moy + ?(m CY + (InC) (In f)’] + [(mB)" + ?(lnﬁ)’—k

+(InB)'(In f)'] = (d — 2)S*
e, usando (4.113):
(InB)” + ?(m BY + (nB)(In f) = 0.

(InB) + (InC)'(In f)’ + (In B)'(In )" =

(4.116)

(4.117)

(4.118)

Além disso, observe que {(p + 1)x eq.(4.113) + (d —2)x eq.(4.115) } d4 (usando que ¢ = (p+1)InC +

(d—2)InG):
o'+l gy + (dr;?) (nf) + @ (1-F?)| =0,

onde usamos que F' = GF (cf. eq. (4.117)).
Novamente guiados pelo caso extremo, tomamos ¢ = 0, o que relaciona C' a G,

crilgi— =1,
e, como, ainda no caso extremo, tinhamos In f = In B = In F' = 0, tomamos agora,
InB =cplnf, InF =cplnf
onde cp e cp sao constantes que se relacionam por
cg—cr=1
pois, devido a (4.110), temos:
Inf=ImnB+¢p—InF=InB-InF.
Escrevendo (4.118) em termos de In f, temos

d—1
T

(Inf)” + (Inf)”* + =——(In ) = 0.

Para resolver esta equagao, fagamos a mudanca (In f)’ = y(r)/r. Assim,
! 2 d-1
(y_@é)+(y) OB
roor T r T

/ y2+(d_2)y
r

(4.119)

(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)
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[ yrrms)ar=an [ ®

2p(d — 2)
y(T) - ’I”d_2 _ 2'u
e, portanto,
2u
f=1- = (4.125)

onde p é um pardmetro arbitrdrio ndo-relacionado com a carga ) que aparece em (4.111), ou seja, temos
jé dois parametros, o que justifica nao termos introduzido a outra constante de integragao que apareceria
na equagio de segunda ordem (4.124).

Usando que ¢ = 0 em (4.119), podemos calcular as constantes cp e cp:

d—2 d—2
1 ! 1 _ 2cr lnf — 0
— | f) + ——= (1 —e*r)
d—2 ,
(lnf)l + T (1 — f2CF) =0
d—2 d—2
/ _ 2er+l _ .
I
Logo, como
20 d—2
f,:(d_Q)Td_lz r (l_f)v
entdo, devido a (4.122),
1 1
cp = —3 e cp = 3 (4.126)
Assim (ver eq. (4.121)),
B=f> e F=f5. (4.127)

Observe que, para f = 1, a equacio acima nos fornece B = F = 1, como esperdvamos, por coeréncia com
o limite extremo (cf. eqs. (4.110), (4.117) e (4.120)).
Lembrando que fixamos ¢ = 0, usamos (4.119) em (4.115) e obtemos

(nG)" + = GY + (G (n f) + (—(dr_Q)(l - F2)> 142 (1 - FQ)

r2 G2
= _(p + 1)S2a
ou seja,
" _ / 1
(InG) d-—1(InG)  (InG) (InfY = 8
p+1 r p+1 p+1
que, comparada a eq. (4.116)
" 1 / /
(b +d ¢ + (b (lnf)’:—Sz,

a(D —2) r a(D—-2) a(D-2)
sugere a igualdade (cf. eq. (4.96))
G — ealo-m® (4.128)

Para encontrar ¢, observe que, usando (4.111) e (4.117), temos:

1
2(D — 2)

Q2

2 _
§° = r2(d—1)

e—a¢(GF)2G—2(d—1)
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que, usando (4.127), fica:

1 1 Q?
2 _ —a¢ [ = —2(d-2)
oo ()6

usando agora (4.128),
2
L ap -2y @
2f(D —2) r2(d=1)

que, finalmente, usando (4.98), nos dé:

S? =

Assim, a eq. (4.116) fica:

A
a(D —2)

que, somada a (4.129), fornece:
d—1 A
1/ /
ot T ¢+ a(D —2)

¢/2:O

ou seja, , /
(eﬁﬂ L4t (eﬁﬂ -0
r

que tem uma solugao do tipo
A kd72
s ? =1 4

s =K,

onde k%2 é determinado a partir de (4.130), com o auxilio de (4.125):

A a*(D —2)? K" aD-2)K" ' a . _, @
a(D —2) ( A? K2> A K f 2f r2(d—1)

a(D—2) (M2P(d-27  a(D-2) (M 2)d-2)2ud=2) o _, @

A K2p2(d-1) A Kprd—1 frd—l o 2f r2(d—1)
a(D—=2)(d=2)* [(k*2)?*  2u(k**)) _a . @
Ar2(d—1) K2 + Kf - ﬁ r2(d—1)
QR*A
2(D —2)(d —2)?
QA _
2(D —2)(d—2)2

FO2)2 + 2K (K2) =

(k'72)? + 2u(k"?) - 0,

que é uma equacdo algébrica do segundo grau em k%2, cuja solucdo é:

o A
(K%)= =t \/”2 MR

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

Observe que (k%2) = (h4=2) quando pu = 0 (cf. eq. (4.101)), ou seja, a solugdo negra reduz-se a solugao

extrema quando deixamos apenas o parametro (), como era de se esperar.
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A solucao negra é, portanto,

D_2 2(D —2 2
e =K =5 Fry, . ypr = gl\/ ( A >\/1 + kd‘_LQ (K~ (4.135)

ds® = K5 (< fd® + dy? + ...+ dy2) + K>*5 (f7'dr® +12d03_)) . (4.136)

Novamente como esperado, a solu¢ao extrema surge quando p=0e f = 1.

4.2.3 Comentarios a respeito das solugoes.

Algo muito interessante ocorre quando exploramos o background devido & uma p-brana (4.106), (4.107)
e (4.108) com o auxilio de uma outra brana, chamada brana-teste, para a qual supoe-se despreziveis os
campos gerados por ela prépria. Sobre a brana-teste, hd campos de calibre (Fy,;) cuja dindmica é ditada
pelo background G ..., Ap+1 e ® de acordo com a ac¢do de Born-Dirac-Infeld:

Spp = —Tp/d”"‘lge_@\/det(éab +272F ) + 7p /M Api1 A 2mIiF (4.137)
pt1

Usando o calibre estético, em que y* = £% e ' = x(£%), calculamos o pull-back da métrica extrema:
Gap = Gap + Gj0,3' 0y, (4.138)

de modo que a agdo de baixas energias para os campos sobre a brana® é [14, 26]:
2712)? 1 o1
Spp & —Tp% /dP“g {28"@6@(;51 + 4F“bFab} . (4.139)

A agdo acima é idéntica a parte bosonica da cinemética de um campo de Super-Maxwell com 16
supercargas (portanto, metade da quantidade total de supercargas da Teoria de Supergravidade em 10
dimensdes ©.):

1 1 |
Som = ——— [ d"'¢ {6“@-6@# + F“Fab} (4.140)
9Dy 2 4

com a identificagao
2

9bp = o5
Dp (27i2)2T,

Este célculo, que mostra como computar a constante de acoplamento de uma teoria de calibre em (p+1)-
dimensoes a partir de uma solugao supergravitacional em 10 dimensoes, apenas tem sentido gracas a
dupla natureza das branas. Observe que interpretamos a brana que cria o background como uma p-brana,
uma solucao extensa da supergravidade. Ja a brana-teste, sobre a qual vivem os campos de calibre e
escalares, é interpretada como uma D-brana (cf. se¢do 2.7).

A solugao negra recebe este nome devido a semelhanga com o buraco negro de Reissner-Nordstrom
(RN), que também contém dois pardmetros: massa e carga. O buraco negro de Schwarzschild, que é um
objeto pontual (e, portanto, tem uma linha-mundo unidimensional) é simplesmente um buraco negro de
RN com carga nula. Vejamos, entdo o que encontramos fazendo @ = 0 (e, portanto, k =0 e K = 1) em
(4.136):

—1
2 2
s, = l— (1 - sz) dt* + <1 - Tjg) dr® +r2dQ5 | +dyi + ...+ dy; (4.141)

5Lembre que sobre a brana também propagam-se campos escalares que estdo relacionados as coordenadas
transversais ao volume-mundo da brana: z* ~ ¢°.
SLembre-se que a solucio extrema preserva apenas metade da supersimetria, por ser um objeto BPS.
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em que usamos (4.125).

A métrica acima é interpretada como uma generalizagdo do buraco negro de Schwarzschild, rep-
resentando um objeto nao mais pontual, mas espacialmente estendido em p diregoes, que deforma o
espago (d + 1)-dimensional transversal a si de uma forma semelhante & métrica de Schwarzschild (o caso
{p = 0;d = 3} da métrica entre colchetes é exatamente a solucao de Schwarzschild para as equagoes de
Einstein).



Capitulo 5

Consideracoes finais

Teorias que foram completamente formuladas em poucos anos (e.g., a gravitagdo de Newton e as
relatividades de Einstein) demoraram alguns anos para serem aceitas sem resalvas pela maioria da co-
munidade cientifica. A Teoria de Cordas enfrenta um problema ainda mais sério frente ao ceticismo:
nao possui uma formulacao completa, nem evidéncias experimentais. Entretanto, nos tdltimos 20 anos, a
teoria amadureceu e hoje é um dos assuntos mais estudados em fisica tedrica.

Muitos fatores explicam este interesse pela Teoria de Cordas. O mais direto deles é que a teoria
proporciona um modo de quantizar a gravitacao, realizando um feito ha muito desejado pelos fisicos
tedricos: unir a Relatividade Geral e a Mecania Quéantica, os dois pilares da fisica moderna. Essa
unificacao é obtida de um modo fundamentalmente diferente do que é feito em Teoria Quantica de
Campos. Em TQC, escrevemos a teoria cldssica do campo que desejamos quantizar e aplicamos as
relagoes de comutacao, enquanto que na teoria de cordas, a teoria classica nao dé indicios de que estamos
lidando com a gravidade ou mesmo com campos de calibre. E surpreendente que todas estes campos
surjam quando as relacoes de comutagao sao impostas a corda. Vimos no capitulo dois como se da este
surgimento: interpretando os modos de oscilagao da corda como particulas, uma delas tera propriedades
semelhantes a do graviton, a particula portadora da forca da gravidade.

Além disso, a teoria estreita os lagos entre gravitagao e os campos de calibre, que descrevem as demais
interagdes (eletromagnetismo e forgas nucleares fraca e forte). A relagdo entre esses dois tipos de campos
nao € trivial, ja que no contexto de Teoria Quantica de Campos nao ha nenhuma relacao profunda entre
os dois: uma teoria de campos de calibre nao inclui, necessariamente, a gravitacao e vice-versa. KEsse
nao é o caso nas teoria de cordas, que incluem, de um modo ou de outro, ambos: gravidade e campos de
calibre.

Nesta relagdo, usualmente denominada correspondéncia calibre/gravitacdo, as branas desempenham
um papel muito importante. Como vimos na tultima secao do capitulo anterior através de um exemplo
simples, é possivel obter informacoes de uma teoria de calibre a partir de uma solugao gravitacional. Esta
correspondéncia esta intimamente ligada, como comentamos, a dupla interpretagao dos objetos extendidos
da teoria. A primeira interpretacao é a de que estes sdo D-branas, hiperplanos onde as extremidades de
uma corda aberta estao presas. Este objeto é necessario para que a teoria seja T-dual, pois a dualidade T’
transforma condigoes de contorno de Neumann em Dirichlet. Por outro lado, objetos extendidos também
aparecem nas teorias do tipo II, em que os campos antissimétricos do setor de Ramond-Ramond devem
ser acoplados com objetos extendidos (para que a acdo seja um escalar, um potencial C,,. ., deve
acoplar-se com um volume-mundo de n dimensdes). Estes objetos que carregariam as cargas dos campos
de Ramond-Ramond sao as p-branas que estudamos no capitulo anterior. Por serem introduzidos por
razoes diferentes, ndo hd garantias de que D-branas e p-branas sdo o mesmo objeto (ver discussao em
[14]). Entretanto, uma série de trabalhos a partir de 1995 [10] identificou as solugdes solitonicas cldssicas
(p-branas) com os objetos nao-perturbativos requeridos pela dualidade T' (D-branas).



Apéndice A
Notacao

Neste apéncice, colecionamos algumas expressoes que variam de modo arbitrario pela literatura com
o intuito de permitir uma rapida localizacao das convengoes usadas.

Sistema de unidades e algumas grandezas

Usamos o sistema natural de unidades, em que h = ¢ = 1. Neste sistema, a tensao da corda T e o
comprimento da mesma /g relacionam-se por:

T=_—— (A1)

Dimensoes

Usualmente, consideramos a letra D para a dimensao do espaco-tempo e p para a dimensao espacial
do volume-mundo de uma p-brana. Nos raros trechos em que uma confusio pode surgir (por exemplo,
quando usamos a letra D para “Dirichlet”), usamos a letra N para a dimensao do espago-tempo. Quando
necessario dividir o espaco-tempo, usaremos d para indicar a dimensao do espago fora do volume-mundo.

Letras com linhas, pontos, barras e chapéus

No capitulo 2 em geral, linhas e pontos representam derivadas com respeito a ¢ e 7, respectivamente.
Entretanto, as vezes a linha é usada para representar derivadas com respeito ao argumento da funcao
(como é o caso da eq. (2.77) e no capitulo 4).

Uma barra sobre a letra é usada pra indicar os modos “pra esquerda’e os operadores a eles relaciona-
dos. Também representamos com uma barra o complexo conjugado da carga supersimétrica. A operacio
de conjugacdo aparece representada por “*7e “I”.

Letras com chapéus estao relacionadas a teoria T-dual. Além disso, o chapéu sobre a letra indica o
pull-back (veja eq. (2.84)). Nao espera-se confusao entre estes dois usos, por serem os mesmos aplicados
em contextos bem distintos.

Indices

Sempre que forem usadas coordenadas do cone-de-luz, os indices maitsculos do meio do alfabeto
latino representam as coordenadas deixadas intactas, ou seja, as coordenadas

A e
As coordenadas z° e z', no cone-de-luz sdo substituidas por:
9

1
et = — (2 + 2!) e T =

V2
Nas secoes 2.5 e 2.6, em que uma dimensao é compactificada, usamos indices minusculos latinos para
representar as dire¢coes nao compactificadas.
Indices gregos cobrem todo o espago-tempo:

(2 — z1). (A.2)



64

enquanto que as letras do meio da alfabeto latino percorrem o volume-mundo:

4,7,...=0,...,p

(entretanto, quando fazemos uso das coordenadas do cone-de-luz {z~,z%,z'}, i vai de 2 & p). Quando
necessario, usaremos indices do inicio do alfabeto latino para percorrer as dimensoes fora do volume-
mundo:

a,b,...=1,...,d.

Ao tratarmos espinores, usaremos indices do inicio do alfabeto grego para denotar as componentes do
espinor de Weyl. Indices sem pontos transformam-se segundo a representagao (%, 0) do grupo de Lorentz
e os indices com pontos, segundo a representacao (0, %) O espinor de Dirac contém dois espinores de

Weyl:
Up = ( Xa > (A.3)
(0
Em quatro dimensoes, a, & = 1, 2.

A quantidade de geradores @ da superdlgebra é denotada por N e indices maitisculos do inicio do
alfabeto latinos os rotulam:

AB,...=1,...,N.

Espinores: convengoes e relagoes tteis
Em geral, usaremos a notacio de Weyl, como explicado acima. Os tensores antissimétricos e*?

(621 = =1, e1p =2t =1, €11 = €22 =0)
e 4B
(821 = 812 = 1, Eiy = 821 =-1, €i1 = €35 = 0)
levantam e baixam os indices:
—& L — iﬁ
b =e"hs, Yo =eapd’, U =y, Py =450, (A.4)

em que a notacao de soma de Einstein é subentendida nos indices repetidos. A supressao dos indices em
contragoes é feita de acordo com a convencao:

VX =V Xa = —ng“ = x% = X¥; (A.5)
Y = X" = —@aycy = Yd@a =X

Note que (x¥) = (x*¥a)" = ¥aX* = X = X¥-
As matrizes o sao definidas por:

o [ -1 0 L (01 s [0 i s (1 0
"‘(01"’_10"’_10"’_01’(A'6)

oo afB af K

c eeay s (A.7)
Mais sobre as matrizes sigma:

70 =0 Fh23 _ _ 123 (A.8)

38 3
oh ol = —2600) (A.9)

) Z— 1 —V V—,
ot = i(a“a — o) (A.10)
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Eijkajk = —jo’

Objetos geométricos
Adotamos a assinatura (— + +...4) para a métrica:

+(ds)? = —(dt)* + (dz")? + ... + (daP~1)?

O tensor de curvatura (ou tensor de Riemann-Christoffel) é definido como:

A A
A aFw _ 8Puv N S O U
MUK oV ok HKET VN |2y

em que 1";)1, ¢ o simbolo de Christoffel,

o 1 vo {8,9”1/ 69>\u _ 69;0\}

Aw =g oz Ozt oxv

A equagdo de campo para a gravitagdo (ou equagdo de Einstein) é:

1
R, — ig,“,R = +87GTy,

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

em que R,, = be\y é o tensor de Ricci e R é o escalar de Ricci, definido por R = ¢g*Ry,, e G é a

constante de Newton para a gravitacao.



Apéndice B
Espinores em diversas dimensoes

Um espinor é um objeto que, sob uma transformacao de Lorentz, transforma-se de acordo com:
1/); =3X,"y, (B.1)

em que Y = fﬂF”,F”] s@o geradores do grupo de Lorentz (i.e., satisfaz eq. (3.3)). A representagao
de Dirac é aquela na qual I'* sao representagoes irredutiveis da algebra

{T#, TV} = 2. (B.2)

Esta dlgebra é satisfeita por matrtizes k x k, (k é par' e é chamado dimensdo da dlgebra). Mostraremos
agora o seguinte: Se a dimensdo do espago-tempo D for par?, entdo a dimensio da repre-
sentacao irredutivel de (B.2) é k = 2P/2,

A dimensdo de uma representacdo é igual ao numero de elementos de sua base. Para construir
uma base para I'*| notamos que a dlgebra (B.2) pode ser escrita na forma familiar de operadores de
criagdo/aniquilagao: definimos D/2 operadores de criagdo e D/2 operadores de aniquilagao:

1

o+ = 5(rl + 1Y) (B.3)
1

ret = i(r% +T2th g =1,..., —= (B.4)

que satisfazem
{ret o=y = gob, {ret bt} = {T°7 1"} = 0.
Como sempre, definimos um estado que é aniquilado por todos os I'*~:

I710)

e os demais sdao construidos através de atuacoes de I'*T. Notando que (I'**)? = 0, vemos que o niimero
de estados (elementos da base) é

. ( DO/2 >+<D1/2>+,_.+(gg ) —9D2  (C.Q.D).

'Para mostrar isto, observe que I''T! = —T''T% = (—NI'T°, em que I é a matriz identidade com k x k
componentes. Como det(AB) = det(A) det(B) = det(BA), entao k deve ser par:
det(—I) = (-1)" =1 ) g €z

2Neste apéndice, consideramos D sempre par, pois os casos de interesse para nés sio D = 2 (folha-mundo
da Supercorda), D = 4 (espago-tempo segundo o senso comum) e D = 10 (espago-tempo segundo a Teoria de
Supercordas).
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Portanto, se aumentarmos a dimensao de duas unidades, as matrizes I'* dobram de tamanho:
2D+2/2 — 9 % 2P/2 E possivel construir uma representacio em D + 2 a partir de uma representacio em
D por meio de um produto direto:

e D=2:
so(00) (1)

e D=4
ru:(—g“ j’u)=w@(‘01 ?), =01 (B.6)
(0 ) e (V) o
P2, ) mmae (0 7))

o D=2k+2:

rﬂ—y*‘@(_ol (1)) p=0,1,...,(D-3) (B.9)
F(Dz)zlgkxgk@)((l) (1)>’ F(Dl):IQkX2k®<? BZ> (B.10)

O espinor de Dirac é definido em qualquer dimensdo (em dimensdes fmpares, este possui 27 —1/2

componentes complexas) e, embora represente irredutivelmente a dlgebra (B.2), o mesmo nao é, em
geral, a representagdo minima do grupo de Lorentz SO(1,D — 1). A notagdo que usamos no texto é a
de Weyl que, em quatro dimensoes, é uma representacao irredutivel de SO(1, D — 1). Espinores de Weyl
possuem metade do ntimero de componentes de um espinor de Dirac e podem ser construidos apenas em
dimensoes pares.

Uma outra representacao é a de Majorana, em que uma condicao de realidade é imposta a um espinor
de Dirac. Esta imposi¢ao reduz a metade o nimero de componentes de um espinor de Dirac. Para ser
possivel definir um espinor real, é necessirio que seja possivel representar a dlgebra (B.2) com matrizes T'#
puramente imagindrias (para que a acdo de Dirac seja real). A contrucdo dessas matrizes imagindrias é
possivel nas dimensoes de nosso interesse (D = 2,4 e 10), mas néo é possivel, por exemplo, nas dimensoes
D=56eT.

A condicao de realidade pode ser imposta também ao espinor de Weyl, dando origem a representagao
de Majorana-Weyl, que tem quatro vezes menos componentes do que a representacao de Dirac. Esta
construgao é possivel apenas em dimensao 2(mod.8), ou seja, D = 2, 10, 18, etc.

Apresentamos abaixo o nimero de componentes (o asterisco representa componentes complexas) de
cada tipo de espinor e da representacao irredutivel do grupo de Lorentz SO(1, D — 1) nas dimensdes de
interesse (duas, quatro e dez dimensoes).

D ‘ Dirac ‘ Majorana ‘ Weyl ‘ Majorana-Weyl ‘ Rep. Minima

2 | 2(%) 2 1% 1 1
414 4 2 (%) - 4
10 | 32 (%) 32 16 (%) 16 16

Mais sobre espinores em vdrias dimensdes pode ser encontrado no apéndice B de [10] (vol. II) e em
[27, 28]. O dltimo capitulo de [29] apresenta a supersimetria em dimensoes arbitrrias e contém também
um apéndice sobre espinores em varias dimensoes.



Apéndice C

Uma brevissima introducao as
formas diferenciais

Definimos uma n-forma W,, por:

1
W, = EWMU,M"dx‘“ Ao Adxtr (C.1)

em que o produto “A”satisfaz:
dazt A dx¥ = —dz” A dxt, dz" A dxt =0, (C.2)

e, portanto, o tensor covariante Wy, ,, ¢é totalmente anti-simétrico. Em especial, uma 0O-forma ¢ sim-
plesmente um escalar e a derivada (chamada derivada exterior) é uma 1-forma:

d = daz"0,. (C.3)

Definida desta forma, é claro que
d*> =0, (C.4)

pois 0,0, é simétrico e da* A dx¥ é anti-simétrico. Assim, se uma n-forma H,, for tal que exista uma
(n — 1)-forma C(,,_1) que satisfaca

H,, = dC(,_1), (C.5)
entao

dH, = d*C;,_1) =0 (C.6)

e C(,—1) €é chamado potencial de H,. Qualquer forma que possa ser escrita como a derivada exterior de
um potencial, como em (C.5), é chamada de exata. E aquela para a qual a derivada exterior é nula, como
em (C.6), é chamada fechada. Toda forma exata é fechada.

Uma n-forma W,, em D dimensoes possui

2= ()=

componentes independentes, ja que cada componente é obtida tomando n nimeros diferentes do conjunto
(0,...,D—1). E interessante notar que uma (D — n)-forma, que denotaremos por *W,,, possui a mesma
quantidade de componentes independentes. Dizemos que *W,, é o dual de W,,. Estas estao relacionadas
por um mapa, chamado de dualidade Hodge:

* V _g ey —n
Wn = m'gyl'“”Dfnﬂlu‘ﬂn Wh-Badypht A A da¥P 5 (C.?)
em que g912-(P—1) — —€012...(D—1) = +1 e g é o determinante da métrica.

O livro [30] contém uma excelente introdugdo as formas diferenciais, com énfase na interpretacao
geométrica. Uma discussdo um pouco mais detalhada pode ser encontrada no livro [31].
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