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Resumo

Nesta dissertagao calculamos o parametro de fluxo eliptico vy, em funcao da pseudorapidez
71, do momento transversal p; e da centralidade da colisao. Encontramos que v,, em fungao
de n, reproduz a forma caracteristica dos dados experimentais, apresentando um maximo
em 1 = 0 e diminuindo conforme |n| aumenta. Obtivemos, também, que v, em funcdo
de p;, cresce de forma, aproximadamente, linear, ndo apresentando a saturacao observada
nos dados experimentais, para p; > 1.5 GeV (quando usamos a formula de Cooper-Frye).
Usando o mecanismo de emissao continua, hd uma considerével redugao do fluxo eliptico,
na regiao de p, grande. Entretanto, tal reducao nao caracteriza uma saturacao. No caso
de vy, em funcao da centralidade, os resultados mostram-se consistentes com os dados
experimentais. Verificamos, também, que os efeitos de uma equagao de estado com ponto
critico é pouco significativo para o fluxo eliptico. Por outro lado, encontramos uma forte
dependéncia de v, em relacdo ao tipo de condigbes iniciais adotado (condigbes iniciais
médias ou condigdes iniciais flutuantes). Finalmente, propomos uma férmula para calculo
de vq, a partir de quantidades que podem ser medidas experimentalmente. O resultado
obtido com esta féormula mostra-se consistente com v, calculado de maneira teérica (em

relagdo a diregdo do parametro de impacto).



Abstract

In this work, we calculate the elliptic low parameter v,, as a function of the pseudorapidity
7, the transversal momentum p, and the centrality of the collision. We found that wvs,
as a function of 7, reproduces the characteristic shape of the experimental data, with a
maximum at 77 = 0 and decreasing as |n| increases. We also observed that vy, as a function
of p;, linearly increases, therefore it doesn’t show the saturation observed in experimental
data, for p, > 1.5 GeV (when we use the Cooper-Frye prescription). Using the continuous
emission mechanism, we observed a considerable reduction of the elliptical flow in the range
of high p;. However, such a reduction doesn’t characterize a saturation. In the case of vs,
as a function of centrality, the results are consistent with the experimental data. We also
verified that the effect of a equation of state with critical point is of little importance to
the elliptical flow. On the other side, we found a strong dependence of vy on the type of
initial conditions used (average or fluctuating initials conditions). Finally, we propose a
prescription to calculate v, from quantities which can be experimentally measured. The
result obtained with this prescription is consistent with the vy theoretically computed

(using the impact parameter direction).
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Capitulo 1

Introducao

Colisoes nucleares de alta energia sao de grande interesse, pois permitem o estudo das
propriedades da matéria sob condi¢oes extremas de densidade e temperatura. Uma das
possiveis ferramentas para estudar o sistema complexo criado nestas colisoes é o modelo
hidrodinamico.

A aplicacao deste modelo estd fundamentada na hipdtese de que este sistema atingira,
rapidamente, um estado de equilibrio térmico local. No entanto, devemos enfatizar que tal
hipotese nao est4 garantida a priori. Esperamos que os estudos tedricos e experimentais
de alguns observéveis apropriados possam confirmar a aplicabilidade do modelo. Nesta
dissertacao nos concentramos sobre o parametro de fluxo eliptico vs.

Este observavel é o segundo coeficiente da expansao de Fourier da distribuicao de par-
ticulas observadas, em funcao do angulo azimutal, e esta relacionado a existéncia de ani-
sotropia nesta distribui¢ao. Do ponto de vista do modelo hidrodinamico, esta anisotropia
pode surgir se a matéria formada na colisdo atingir um estado de equilibrio térmico local e
nao for, azimutalmente, isotropica. Portanto, a concordancia entre vy previsto pelo modelo
hidrodinamico e os resultados experimentais pode estar, intimamente, relacionada com a

validade da hipdtese de termalizacao. Conseqiientemente, tal fato reforgaria a credibilidade
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do modelo hidrodinamico.

Esta dissertacao apresenta um estudo tedrico de v, em colisoes Au+Au, com energia
incidente de 200 A GeV. Os resultados teodricos foram comparados com os resultados experi-
mentais da colaboragdo PHOBOS, no RHIC. Para fazermos os célculos usamos o programa
SPheRIO!1], com condigdes iniciais, para a hidrodinamica, fornecidas pelo programa Ne-
xus?[2]. O programa SPheRIO tem sido desenvolvido pelo nosso grupo de pesquisa, nos
ultimos anos. Sua principal vantagem é a capacidade de incorporar qualquer geometria
nas condicoes iniciais. Alguns resultados obtidos com este programa podem ser vistos em
[3, 4, 5, 6, 7].

A seguir, apresentamos como esta dissertacao esta dividida. No capitulo 2 mostramos
os aspectos basicos do modelo hidrodindmico. No capitulo 3 discutimos o método numeérico
usado para resolver as equagoes da hidrodinamica e que est4 implementado no programa
SPheRIO. No capitulo 4 apresentamos os conceitos bésicos do fluxo eliptico, que é o objeto
de estudo deste trabalho. No capitulo 5 mostramos os resultados de v,, em func¢ao da
pseudorapidez, do momento transversal e da centralidade. Discutimos, também, os efeitos
de diferentes equacgoes de estado, mecanismos de desacoplamento e tipos de condigoes

iniciais, sobre vy. Finalmente, no capitulo 6, apresentamos as conclusoes.

'Smoothed Particle hydrodynamic evolution of Relativistic heavy Ion collisions.
2Denominaremos Nexus-+SPheRIO o acoplamento entre o programa hidrodinamico SPheRIO e o gera-
dor de eventos Nexus.



Capitulo 2

Modelo hidrodinamico

Numa colisao de dois nicleos pesados e altamente relativisticos, uma consideravel fracao
da energia cinética dos niicleos incidentes é convertida em milhares de particulas obser-
vadas. Esse fendmeno, chamado de producao multipla de particulas, ocorre de maneira
extremamente complexa e é um tema de intenso estudo experimental e teorico.

Uma das possiveis descricoes deste fenomeno é o modelo hidrodinamico, proposto ha
cingiienta anos por Landaul8, 9]. Segundo este modelo, o sistema inicial formado na coli-
sao atingird rapidamente um estado de equilibrio térmico local, devido a varias interacoes
iniciais entre as particulas incidentes. A partir deste instante, o sistema poderé ser con-
siderado como um fluido, que se expandira de acordo com as equagoes da hidrodinamica
relativistica!. Num instante posterior, quando o livre caminho médio for suficientemente
grande, de modo que nao existam mais interagoes entre as particulas, o sistema entrara no
estégio de desacoplamento e as particulas estardo livres para alcancar os detectores. Na
versao mais moderna, se a energia dos niicleos incidentes for alta o suficiente, serd esperada
a criacao de uma fase inicial de plasma de quarks e gluons, com posterior transicao para

uma fase hadrénica.

! Nesta descricdo, as propriedades microscopicas da matéria se traduzem através de equacdes de estado.
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Devemos enfatizar que os ingredientes basicos do modelo hidrodinamico, isto ¢, condi-
¢oes iniciais, equacgao de estado e mecanismo de desacoplamento, nao sao bem conhecidos.
Por conta disso, usamos alguns dados experimentais para escolher, entre algumas possibi-
lidades, que tipo de condic¢oes inicias, equagao de estado e mecanismo de desacoplamento,
melhor os reproduzem.

Nas proximas se¢oes apresentaremos uma breve descricao de cada ingrediente do mo-

delo.

2.1 Equacoes da hidrodinamica relativistica

Se a matéria nuclear formada na colisao de dois ions pesados relativisticos alcancar um
estado de equilibrio térmico local, sua subseqiiente evolu¢ao dinamica serd dada pelas
equacoes da hidrodinamica relativistica?. Na versdo mais simples destas equacoes, que

descreve um fluido ideal[11, 10], temos:

9,T" =0 (2.1)
e
8, (nu’) =0, i=1,2..,N (2.2)
onde
" = (e + p) u'u” — pg"” (2.3)

2A mecanica relativistica dos meios continuos estd baseada na hipétese de existéncia de um tnico
sistema de repouso onde as densidades de momento do tensor energia momento T#" sdo nulas[10].
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é o tensor energia-momento do fluido ideal e n;u” = j7 é a i-ésima corrente de carga
conservada. A equacgao 2.1 representa a conservagao da energia e do momento. As relagoes
2.1, 2.2 e 2.3, juntas, formam um conjunto de 4+N equacoes com 5+N incognitas, portanto,
para fechar o sitema devemos acrescentar mais uma equacao. Esta é obtida por meio das
equagoes de estado da matéria que forma o fluido (por exemplo, plasma de quarks e gluons
ou matéria hadronica). Por questoes de dificuldade numeérica na resolucao das equagoes
da hidrodindmica|3|, a tinica carga conservada que assumiremos serd o niimero barionico,

assim,

0, (npu”) = 0. (2.4)
Uma conseqiiéncia importante das equagoes 2.1, 2.3 e 2.4 é a conservacao da entropia
durante a evolu¢ao dindmica do fluido (veja apéndice A), entao
0, (su”) =0 (2.5)
onde s é a densidade de entropia propria.
No caso de um fluido ideal constituido de pions, podemos escrever que
p R Qs (2.6)

onde p é a densidade de pions e a é uma constante[9]>. Levando em conta a equagao 2.5,

vemos que, neste caso, o nimero de pions é, aproximadamente, conservado.

3Por exemplo, num gas ideal de pions sem massa o = 45¢ (3) /27* ~ 0.278.
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2.2 Condicoes iniciais

As condicgoes iniciais para as equagoes da hidrodinamica 2.1, 2.2 e 2.3 sao dadas pelo tensor
energia-momento e pelas correntes de cargas conservadas (por exemplo, carga elétrica,
namero baridnico, estranheza, etc.), todas essas grandezas calculadas no “tempo proprio”
7 ~ 1fm, quando supomos que a matéria alcancou um estado de equilibrio térmico local.

Na abordagem hidrodinamica é usual assumir que essas condicoes iniciais sejam simé-
tricas e lisas, parametrizadas de forma conveniente, o que corresponderia a uma média das
quantidades hidrodinamicas iniciais, existentes em cada colisao. Neste procedimento, as
grandezas observaveis sao obtidas a partir de condi¢oes iniciais médias e nao apresentam

flutuagdes. Podemos representar essa idéia da seguinte formal3]:

NL Z ©n), — 1 2.7)

Na relagao 2.7, N., é o namero de eventos?*, (CT) j5 é a condicao inicial do j-ésimo evento
e f é alguma grandeza observavel.

Uma vez que as dimensoes do sistema criado na colisdo sao muito pequenas, é razoavel
esperar que as condigdes iniciais (C1) i sofram flutuacoes consideraveis a cada colisao,
mesmo quando fixamos os paradmetros da colisdo, como por exemplo, a energia incidente
ou o parametro de impacto b. Neste sentido, uma maneira alternativa e talvez mais proxima
do procedimento experimental seja calcular o observavel f a cada colisao e, posteriormente,

tomarmos o seu valor médio. Esse procedimento pode ser representado como segue:

(1=, =), 29

4Neste texto um evento significa uma colisdo entre dois nticleos.
A condigao inicial (CT) ;» associada ao j-ésimo evento, representa o estado inicial das grandezas hidro-
dindmicas, tais como: densidade de energia, densidade barionica, velocidade do fluido, etc.
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Neste caso, (CI — f); € o valor do observavel f calculado no j-ésimo evento e (f) € o
seu valor médio. Note que, agora, podemos calcular o valor da dispersao de f.

Para obtermos as condigoes iniciais flutuantes (C1) ; € necessario adotar algum modelo
microscopico que dé conta das interagoes complexas entre as particulas que constituem
a matéria nuclear formada na colisdio. Um destes modelos é o NeXus|[2]. Este gerador
de eventos pode fornecer o tensor energia-momento 7""(x), as densidades de corrente
barionica ji(7), de estranheza jg(r) e de carga jg(z), em cada ponto do espaco, no “tempo
proprio” 7 = /12 — 22 ~1 fm, para qualquer par de nicleos incidentes. Com a finalidade de
ilustrar essa discussao, mostramos na figura 2.1 a densidade de energia na regiao central de
rapidez, em colisoes Au+Au, a uma energia incidente de 200 A GeV. Estes célculos foram
feitos por meio do gerador de eventos NeXus. O gréafico da esquerda é um exemplo de
condicao inicial associada a uma tnica colisao aleatéria. Note a existéncia de picos de
densidade de energia e pouca simetria. O grafico da direita ¢ um exemplo de condicao
inicial simétrica e lisa. Este foi obtido tomando-se o valor médio da densidade de energia
em duas mil colisoes aleatérias, com parametro de impacto variando de 5.86 fm a 7.56 fm.

Neste contexto, poderiamos nos perguntar se as grandezas observaveis obtidas por meio
de condigGes iniciais médias (relagdo 2.7 e figura 2.1 (direita)) sdo compativeis com aquelas
obtidas por meio de condicées iniciais flutuantes (relacdo 2.8 e figura 2.1 (esquerda)).
Responderemos esta questao mais adiante quando dicutirmos os efeitos de ambos os tipos de
condigoes iniciais nos observéveis: v, em fungao da pseudorapidez® (segio 5.8) e distribuigio
de particulas em fun¢do da pseudorapidez e momento transversal (se¢ao 5.1).

Um fato que deve ser levado em conta é que, de modo geral, as condic¢oes iniciais ge-
radas por um modelo microscopico nao correspondem, necessariamente, a uma matéria

localmente termalizada. No caso do Nexus, as quadrivelocidades correspondentes as den-

6 A pseudorapidez 7 de uma particula é uma fun¢do do angulo 6, formado entre o momento da particula

e o eixo do feixe incidente. n = —In [tan (§)] = iin (||§’||J—F£Z)'
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dens. energia [GeV/fm*3] dens. energia [GeV/fm*3]

12 4
10 A
8

o N &~ o
TR RN

Figura 2.1: Exemplos de densidade de energia na regiao central de rapidez, em colisoes
Au+Au, a 200 A GeV. Estes graficos foram obtidos por meio do gerador de eventos NeXus.
O eixo vertical representa a densidade de energia em unidades de GeV//fm?. O gréfico da
esquerda corresponde a uma tnica colisao aleatoria. O grafico da direita corresponde ao
valor médio de duas mil colisoes aleatoias, com parametro de impacto variando de 5.86 fm
a 7.56 fm.

sidades de corrente nao coincidem entre si e também nao coincidem com a velocidade do
sistema onde T*(z) é diagonal. Seguindo um procedimento proposto por Landau [11],
podemos tratar este problema identificando o auto-vetor normalizado do tensor energia-

momento 7" (x) com a quadrivelocidade do fluido e o seu auto-valor com a densidade de

energia,

THu” = eut. (2.9)

Usando essa quadrivelocidade, podemos calcular a densidade baridnica prépria da se-

guinte forma:

np = jpu, (2.10)

e, analogamente, as outras densidades. Por meio deste procedimento forcamos um estado

de equilibrio térmico local, conservando a densidade de energia propria do sistema.
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2.3 Equacoes de estado

Nos dias atuais é amplamente aceita a exiténcia de uma fase de plasma de quarks e gluons
em colisoes nucleares de alta energia, como aquelas realizadas no RHIC. Em outras pala-
vras, quando a matéria formada na colisao alcancar o estado de equilibrio térmico local,
parte dela estara na fase hadronica e parte na fase de plasma de quarks e gluons. Conforme
a matéria se expandir e se tornar mais fria, a fase de plasma sofrer4 uma transicao para
a fase hadronica (adotamos aqui uma transi¢ao de primeira ordem). Antes do fim do pro-
cesso de expansao, toda a matéria estara na fase hadronica. Diante deste quadro, vemos
a necessidade de encontrar equacoes de estado para ambas as fases. Para isso, suporemos

7

que cada fase é composta por uma mistura de gases ideais em equilibrio térmico e quimico’.

Isso pode ser representado da seguinte forma:

p(Tpp) = 3 pi (T, ) (2.11)

1i = Bipis (2.12)

onde p (T, up) e up sdo a pressao total e o potencial quimico bariénico da mistura; p; (T, ),
1; € B; sdo, respectivamente, a pressao, o potencial quimico e a carga baridnica da i-ésima
componente da mistura.

No contexto do Ensemble Grande Canénico temos:

p(m ) = 0 [in (100 O)) o7 (213)

"E feita também uma corre¢do devido ao efeito de volume excluido[12, 13], anloga & correcdo de esfera
dura de Van der Waals.
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gi =1/ k* +m? (2.14)

onde h=c=1, 6; = £1 (+ para férmions, - para bésons), 5 = % é o inverso da temperatura
e g; é o fator de degenerescéncia da i-ésima componente da mistura. E importante lembrar
que, neste ensemble, a pressao como funcao da temperatura e do potencial quimico é uma
equacao fundamental, ou seja, contem toda informacao termodindmica do sistema.

Para obtermos as equagoes de estado, devemos integrar 2.13 e usar as relagoes termo-

dinamicas:
n; = (T)T’ (2.15)
_ 9 (Bpi (T, pa))
€ = ( 03 )Ai , (2.16)
e

= B (pi + € — pni) - (2.17)

Na relacdo 2.16, \; = ¢°# & chamada fugacidade.
Motivados pelas relagoes 2.11, 2.12 e 2.15 podemos definir a densidade barionica da

mistura como:

Op (Tv /LB) 8]?@ T, Mz 8]9@ T, :uz
T, _ = E E B,————= E B;n; 2.18
b ( MB) oug aMB O = ( )

onde n; é a densidade de particulas da i-ésima componente da mistura (relagao 2.15).
Nas proximas se¢oes integraremos 2.13 para a fase de plasma de quarks e gluons e para

a fase hadrénica.
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2.3.1 Fase hadroénica

Com excecao dos pions, a maioria das particulas hadrénicas e de ressonancia® podem ser

bem aproximadas pelo limite de Boltzmann (veja apéndice B). Neste caso temos:

~ 9i o o mi
pi (T, ;) ~ 27T2€TT m; Ky <T> (2.19)

onde K, é a funcdo de Bessel modificada e m; é a massa do i-ésimo tipo de particula. A
introdugao das particulas de ressonancia é entendida como um meio efetivo de levar em
conta as interagoes entre os hadrons|3|. No caso de um gés de pions (0, = —1 e pu, = 0),
a integracdo de 2.13 leva a seguinte expressao[9]:

L Ko (2= (141))

I 2. 2
(1) = =—=T"m; E
P (T) 272 — (141)°

(2.20)

Usando as relagoes 2.12, 2.19 e 2.20, a pressao da fase hadronica é dada, aproximada-

mente, por:

9i Bibp o o ( Z) In 22 — Ky (nilﬂr (1+l))
T ~ ™ T2m2K. T°m2 . 2.21
pu (T, 1s) i 9m2¢ mite ) gt —~ (141 (221)

2.3.2 Plasma de quarks e gluons

Para introduzir as equagoes de estado do plasma de quarks e gluons usaremos o modelo
de sacolas (MIT Bag Models). De acordo com ele, a pressdo do gas de quarks e gluons é

contrabalanceada pela pressao do vacuo B, ou seja,

8Particulas de ressonancia sdo particulas que decaem por meio da interagdo forte[14]. Apresentam
um tempo de vida tao curto (~ 10_233) que ndo podem ser observadas diretamente. A existéncia de
tais particulas é deduzida a partir de ressonéncias na se¢do de choque dos hadrons em funcdo da energia
(o2 (E)
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prqa (T, ) = Zpi (T, s) — B. (2.22)

Na somatoria em 2.22 levaremos em conta apenas quarks u, d e gluons. Além disso,
suporemos que a massa de repouso de cada quark seja desprezivel, comparada a sua energia
total®. Nestas condi¢oes, a pressao do plasma de quarks e gluons é dada, aproximadamente,

por (veja apéndice C):

(Gutty + gapg) | T° (gupty + gapg) | TT7° (gu + ga) | g1 7
T un) ~ \utu u i + —B. (2.23
praa (T pi5) 2472 12 360 90 (2:23)

As cargas barionicas dos quarks u e d sdo iguais (B, = By = %) Portanto, de acordo

com a relacao 2.12, vemos que

1
P = Ha = Sh. (2.24)
Além disso,
gu = ga = 2 (spin) x 3 (cores) (2.25)
e
gy = 2 (spin) x 8 (cores) . (2.26)

Substituindo 2.24, 2.25 e 2.26 em 2.23 encontramos, finalmente, que

4 T2 2 37
brqac <T7 :uB) ~ 1523;1_2 + :B =+ %W2T4 - B. (227)

9Quarks estranhos podem ser incluidos nesta fase mas, neste caso, nio podemos desprezar sua massa
de repouso.
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2.3.3 Diagrama de fases

De modo geral, na regiao de coexisténcia das fases, devemos impor equilibrio térmico,
quimico e mecanico[15]. Lembrando que as duas primeiras condiges ja estao satisfeitas

em nosso tratamento, resta-nos impor a seguinte igualdade:

pu (T, uB) = proa (T, ps) - (2.28)

A equagdo 2.28 define uma curva que divide o plano (up,7T) em duas regides, como
pode ser visto na figura 2.2. A regido onde py (T, ug) > ppoc (T, 15) € a fase hadronica
e a regiao onde py (T, ug) < ppoc (T, 1up) € a fase de plasma. Neste diagrama, ambas as

fases estao em contato através da curva de transicao de fase 2.28.

T

160 MeV Plasma de Quarks e Gluons

Hadrons

0 1.5 GeVv HB

Figura 2.2: Tlustragdo do diagrama de fases no plano (ug,T).

Um outro diagrama pode ser construido se mapearmos o plano (up,7") no plano (ng, s)
através das relagoes 2.12, 2.17 e 2.18!°. Este diagrama encontra-se na figura 2.3. Neste

caso, a fase hadrénica (regido com pequenos valores de s e np) ndo estd em contato com a

10Este mapeamento é necessario porque as relacdes 2.17 e 2.18 ndo sdo convenientes para fazermos
célculos em hidrodindmica. De fato, as varidveis que utilizamos nos célculos sao densidade de entropia e
ntmero bariénico e ndo temperatura e potencial quimico.
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fase de plasma (regido com grandes valores de s e ng), existindo entre elas uma regiao nao
mapeada. Esta é denominada fase mista. Para determinarmos quantidades termodinami-
cas na fase mista devemos observar que cada ponto (up,T’) sobre a curva de transigdo de
fase corresponde a dois pontos no plano (ng,s): um localizado sobre o contorno da fase

hadrénica (nf, s™) e o outro localizado sobre o contorno da fase de plasma (ng, 3Q>.

T I T I T T T
-1 .
o 1 1
§12— f
:>‘/ | .
o g
3]
[ i
>
a
2 4] 5 |
[
L i
| | 1 | L | L

O L
0O 04 08 12 16 2
Baryon Number Density (1/fm3)

Figura 2.3: Diagrama de fases no plano (ng, s)[3]. Algumas isotermas estio representadas
com suas respectivas temperaturas. E possivel ver a existéncia de trés fases: fase hadronica
(regido com pequenos valores de s e np), fase mista (regido intermediaria) e plasma de
quarks e gluons (regido com grandes valores de s e np).

Deste modo, para um ponto (ng, s) na fase mista, definimos que:

B B

A relagdo 2.29 estabelece um mapeamento da curva de transi¢do de fase (localizada
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no plano (up, 7)) na fase mista (localizada no plano (np,s)). Podemos generalizar esse
procedimento para todas as densidades de grandezas extensivas, por exemplo, no caso da

densidade de energia:

€@ — € H H
e:m(ng—n3)+e : (2.30)
B~ "p

Nesta secao e nas anteriores, introduzimos os ingredientes necessarios para a constru-
¢ao de uma equacao de estado com transicao de fase de primeira ordem, conectando a fase
hadronica com a fase de plasma de quarks e gluons. Esta equagao, juntamente com as equa-
¢oes de conservacao da energia e do momento 2.1 e do nimero baridénico 2.4, determinam

a evolugao dinamica do fluido a partir de condigoes iniciais pré-estabelecidas.

2.3.4 Ponto critico

Recentes estudos de QCD na rede mostram que a curva de transicao de fase 2.28 tem um
ponto critico, de modo que, na regiao de pequeno nimero baridnico a transicao é do tipo

“crossover”[16] (veja a figura 2.4).
T

Plasma de Quarks e Gluons

Hadrons

0 He Up

Figura 2.4: Ilustracao do diagrama de fases no plano (up,7") com ponto critico.

Com a finalidade de estudar os efeitos da presenca ou auséncia de ponto critico nas



CAPITULO 2. MODELO HIDRODINAMICO 21

equacgoes da hidrodinamica, introduzimos a seguinte equagao de estado, simulando a pre-
senca de ponto critico |5, 6]
(P = Pq) (P — Py) =06 (pp) (2.31)

onde

0 (nB) = Soexp [— (up/pe)?] - (2.32)

Na relacao 2.31, Py é a pressao da fase de plasma e Py é a pressao da fase hadronica.
Na relacao 2.32, §, € uma constante e u. é, aproximadamente, o potencial quimico critico.

Resolvendo a equacao 2.31 e usando as relacoes termodinamicas 2.16, 2.17 e 2.18, temos:

P=APy+(1—)\)Py+ \/(P 22 — (2.33)
Q — rm) +
ng = Ang+ (1 —X)ng — 2 (1n/1e) 0 , (2.34)
V/(Pg = Py)* + 45
e=Aem +(1— M) eg — 2[1+ (o /me) ] 0 (2.35)
V/(Pg — Pu)* + 45
s=Asg+(1—X\)sg (2.36)
onde

A= % [1 — (Py — Py) /\/(PQ — Py)* + 45} : (2.37)

Na figura 2.5 encontramos a densidade de energia (relagdo 2.35), a densidade de entro-
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pia (relacdo 2.36) e a pressdo (relacao 2.33), dadas em funcao da temperatura, para trés
valores de potencial quimico. Os graficos com linha pontilhada correspondem a equagao
de estado sem ponto critico (dp = 0). Neste caso, as quantidades extensivas apresentam
descontinuidade na temperatura de transicao. Os graficos com linha continua correspodem
a equacao de estado com ponto critico (dy # 0). Nestes, a transi¢do é continua e lisa na
regidao de pequeno nimero bariénico (up ~ 0). Note que conforme o potencial quimico

aumenta e, portanto, 6 — 0, recuperamos a transi¢ao de primeira ordem.

40 _u=0GeV _u=0.2GeV _ 11=0.4 GeV
P g g g
e - - -
bl
> 1 = -
[«b) = E
w 10 F 3
— 102 = : — - ; . -
L) B B B
E ; g ,
~— 10 - - -
(/)] E = =
£ 1 [ . :
- A f
O 10 E 7
10' . | | . [ | ‘ , . | . |

0.1 0.15 0.2 0.1 0.15 0.2 0.1 0.15 0.2 0.25
T (GeV)

Figura 2.5: Graficos de € (T'), s(T") e P (T) obtidos por meio da equagdo de estado com
ponto critico (linha continua) e sem ponto critico (linha pontilhada)[5, 6].
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Na figura 2.6 mostramos a razao s/e e a pressdao, dadas em fungdo da densidade de
energia, para trés valores de potencial quimico. Vemos nesta figura que na regiao de
potencial quimico nulo (up ~ 0), a densidade de entropia fornecida pela equagao de estado
com ponto critico é maior que a densidade de entropia fornecida pela equacao de estado
sem ponto critico (para alguns valores de €). Por conta disso, o uso da equagdo de estado

com ponto critico acarreta um aumento do ntimero de particulas produzidas®!|6].

LLR=O GeV }.LR=O.2 GeV MR=0.4 GeV
:q>, 8.5
S 8
(9]
% 7.5
b 3
6.5
— 1
ooE | B |
«— 0.8
= 7 1 :
s 2°
o 04 |
0.2 | - E
0 T el |

o 2 o) 2 0 2 4

e(GeV/im’)

Figura 2.6: Graficos de ? (¢) e P (¢) obtidos por meio da equacdo de estado com ponto
critico (linha continua) e sem ponto critico (linha pontilhada)[5, 6]. Note que conforme o
potencial quimico aumenta as curvas tornam-se indistingiiiveis.

Devemos observar também que, na regiao onde up ~ 0, a expansao do fluido é maior
quando utilizamos a equagao de estado com ponto critico. Isso ocorre porque, nesta regiao,

a pressao fornecida pela equacgao de estado com ponto critico nao é constante em nenhum

10s pions correspondem a grande maioria das particulas criadas numa colisiio nuclear relativistica e,
como mencionamos na se¢ao 2.1, a densidade de pions é, aproximadamente, proporcional & densidade de
entropia (relagdo 2.6).
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intervalo de densidade de energia (figura 2.6 (linha continua) e p15 = 0). Por conta disso, a
expansao do fluido ocorre sempre de forma acelerada. Por outro lado, a pressao fornecida
pela equagao de estado sem ponto critico é constante num certo intervalo de densidade de
energia (linha pontilhada). Conseqiientemente, neste intervalo, a expansio do fluido ocorre
com velocidade constante.

Na secao 5.5, veremos como a escolha da equacao de estado, com ou sem ponto critico,

pode afetar o fluxo eliptico.

2.4 Mecanismos de desacoplamento

Até o momento, discutimos as condicoes iniciais e a evolug¢dao hidrodindmica da maté-
ria formada em colisdes nucleares de alta energia. Nesta secao, discutiremos como as
particulas sao emitidas a partir do fluido em expansao, ou seja, o chamado processo de
desacoplamento. A seguir, descreveremos dois mecanismos de desacoplamento: emissao
com temperatura fixa e emissao continua.

No capitulo 5 discutiremos como a escolha do mecanismo de desacoplamento afeta a
distribuigdo de particulas em fungdo do momento transversal (se¢do 5.1) e o fluxo eliptico

(segao 5.6).

2.4.1 Emissao com temperatura fixa

Este mecanismo de desacoplamento é descrito pela formula de Cooper-Frye[17], que fornece

a distribuicao invariante de momento como sendo

EdN g ktdo,

BE (27?)3 /2 exp [(k#uy, () — p () /T ()] F 1 (2.38)

Na férmula 2.38, x é um ponto do espaco-tempo, > é uma hipersuperficie de tempera-



CAPITULO 2. MODELO HIDRODINAMICO 25

tura constante, do,, ¢ um elemento desta hipersuperficie e g é o fator de degenerescéncia
da particula em consideracao. O sinal positivo esta associado aos férmions e o negativo

aos bosons. A hipersuperficie X é obtida através da condicao:

T (z) =Ty (2.39)

onde Ty é a temperatura de desacoplamento!2.

O ponto bésico da abordagem de Cooper-Frye é que, antes de atravessar a hipersuperfi-
cie X, as particulas tém comportamento hidrodinamico e depois de atravessa-la tornam-se
repentinamente livres, viajando inercialmente até os detectores. Neste mecanismo, as
particulas desacopladas carregam uma memoria das condigoes do fluido, no ponto da hi-

persuperficie de onde foram emitidas.

2.4.2 Emissao continua

Neste mecanismo de desacoplamento é assumido que, em cada ponto do espago-tempo =,

cada particula do fluido tem uma probabilidade de escape, dada por[18, 19]:

P (2, k) — exp {— / h pavdr] , (2.40)

onde p é a densidade de particulas do fluido, ¢ é a secdo de choque da particula em
consideracao e v é a velocidade média desta particula em relacao as particulas do meio.
A integral em 2.40 est4 escrita no sistema proprio da particula, com 7 (e 7) indicando o
tempo'®. Com isso, a fungdo de distribui¢do f (x, k), do sistema em expansio, tem duas
componentes, uma correspondendo & parte do fluido que ja esta livre e outra a parte que

ainda interage, ou seja,

12Na referéncia [3] se discute como essa temperatura pode ser estimada.
13Na verdade, a probabilidade P (z, k) é um invariante e pode ser calculada em qualquer referencial.
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f (:L‘7 k) = flivre (l‘, k) + fint (l‘, k) . (241)

Podemos escrever a parte livre da seguinte forma:

Fiore (k) = Pf (2, ) = % F (@, ). (2.42)

Supondo que todas as particulas interagentes estdao termalizadas, temos

e 8 1
fint (2:8) = 1 37 o [ (@) — i @) T @I T (2.43)

onde o sinal positivo corresponde aos férmions e o negativo aos bosons.

A férmula para o espectro de particula livre é dada por:

dN

EF—s
A3k

— / fiivre (0, k) K'do,, + /&L (¥ frivre (z, k)] d*r, (2.44)

onde a integral de superficie corresponde as particulas que ja estavam livres no tempo
inicial e a integral de volume deve ser calculada na regiao do espaco-tempo ocupada pelo
fluido. A funcao de distribuigdo fi..e (x, k) é obtida a partir das relagoes 2.42, 2.40 e 2.43.

Uma vez que as particulas podem ser emitidas em diferentes estigios da expansao do
fluido, é razoavel esperar que os observaveis, obtidos através da emissao continua, apre-
sentem diferencas em relacdao aqueles obtidos através da féormula de Cooper-Frye. Neste
ultimo mecanismo, as particulas com grande momento transversal p, sao emitidas apos
uma longa aceleracao do fluido. No caso da emissao continua, muitas particulas com p,
grande sao emitidas no inicio da expansao, quando a matéria estd muito quente.

Na secao 3.1 discutiremos como ambos os mecanismos de desacoplamento sao imple-

mentados no programa SPheRIO através do formalismo das particulas SPH.



Capitulo 3

Métodos numéricos

Encontrar solucoes analiticas para as equacoes da hidrodindmica tem se mostrado possivel
somente em casos onde existe alto grau de simetria aliado ao uso de uma equagao de estado
muito particular e limitadal3]. Conseqiientemente, dependemos de métodos numéricos
quando estamos interessados no estudo de situagoes onde existe pouca simetria e grande
riqueza de fen6menos, como é o caso das colisoes nucleares de alta energia, realizadas no
RHIC.

Como mencionado no capitulo anterior, os ingredientes bésicos do modelo hidrodina-
mico, isto é, condicoes iniciais, equacgao de estado e mecanismo de desacoplamento, nao sao
bem conhecidos. Por conta disso, nao procuramos solucoes extremamente precisas para as
equagoes da hidrodindmica, mas solucoes aproximadas que caracterizem suficientemente
bem a dindmica do fluido, dadas as condigoes iniciais e equagao de estado. Um método nu-
meérico que satisfaz esse requisito é o método SPH!. Este método foi aplicado inicialmente
em problemas de astrofisica [20]. Sua extensdo a colisdes nucleares de alta energia pode
ser feita através da formulacao lagrangiana da hidrodinamica [1]. Tal formulacao é dada

pela acdo [21]:

Smoothed particle hydrodynamics

27
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= / [—€(np,s)] d*x (3.1)

e pelas equagoes de vinculo:

0y (npu”) =0, (3.2)
0, (su”) =0 (3.3)
u’u, = 1. (3.4)

Na equacao 3.1, € é a densidade de energia propria do fluido. As equagoes 3.2 e 3.3
representam, como sabemos, a conservacao do nimero barionico e da entropia. Na relacao
3.4 temos a condicdo de normalizacao da quadrivelocidade do fluido. A aplicacdao do
principio variacional a agao 3.1, sob vinculos dados pelas equacoes 3.2, 3.3 e 3.4, leva as
equagoes da hidrodinamica 2.1 e 2.3 (veja apéndice D).

A idéia bésica do método SPH é parametrizar a densidade das grandezas extensivas da

seguinte forma?:

a* (7 t) = Z%W (F— 7 (t) ;) (3.5)

onde a* (7,t) é a densidade de alguma grandeza extensiva, vista de um referencial fixo, o

sdo constantes e W (7 — 7; (t) ; h) é uma fungao positiva® com as seguintes propriedades:

2As quantidades indicadas com (*) sdo dadas em relagao a um referencial fixo.
3Em geral supomos que W é uma funcio par.
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/W(F— 7 () ;h) d*F = 1 (3.6)

lim W (7 — 7 (£) ; h) = 63 (7 — 7 (¢)). (3.7)

h—0

A quantidade total da grandeza extensiva A é obtida pela integracao da equagao 3.5

em todo o espacgo, ou seja,

Altot) — /a* (7, 1) d*F = Zai. (3.8)

Olhando a relacao 3.8, fica claro que trocamos o fluido continuo por um conjunto
de “particulas”, onde cada uma delas carrega uma por¢ao a; da quantidade extensiva A.
Chamaremos essas “particulas” de particulas SPH.

Outra propriedade importante da parametrizacao 3.5 é que ela implica na conservagao

de A. Para ver isso, note que

aa Oéi% .

(2

O ==Y oW e ) ) =~V YW o ()8 (39)

dr;

> com a velocidade do fluido no

Identificando a velocidade da particula SPH, v; =

ponto 7; (t), podemos definir a densidade de corrente de A da seguinte forma:

Ta=>_ W (¥ =7 (t);h). (3.10)

Deste modo, a equacao 3.9 torna-se:
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oa*

- _V-J4 3.11
ot Vda (3.11)

Em nosso tratamento de colisoes nucleares de alta energia, as quantidades extensivas

conservadas sao nimero barionico e entropia. Portanto, temos que

ng(ﬁt>::§:bﬂv(f-a<w;h) (3.12)

ST 0) = D BiW (7= 7 (1): 1) (3.13)

onde 1v; e [3; sao as porcoes de nimero barionico e de entropia, carregadas pela i-ésima
particula SPH. De acordo com a equacao 3.11 as parametrizacoes 3.12 e 3.13 satisfazem
as respectivas equacoes de conservacgao 3.2 e 3.3.

Definimos a quadrivelocidade da i-ésima particula SPH da seguinte forma:

ui = (%, Viv:) (3.14)

onde

Vi = (3.15)

é o i-ésimo fator de Lorentz. Com isso a equacdo 3.4 é satisfeita no sentido que (u"u,), = 1.
Nosso préoximo passo é parametrizar a densidade de energia propria e¢. Isso pode ser

feito da seguinte forma:

e@ﬁ)ZE:&W%F—ﬁ@ﬁh) (3.16)
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onde

& == (3.17)

Na relagdo 3.17, E; é a energia propria (ou energia interna) da i-ésima particula SPH.
De forma analoga a um elemento de fluido, a energia interna de uma particula SPH nao é

constante no tempo. Sua variacao é dada por:

onde
=2 ,ﬁl - (3.19)
Si ;S
e
s; = BW (i =15 h). (3.20)
J

Na relacao 3.18, p; é a pressao e V; é o “volume” da i-ésima particula SPH. Na relacao
3.20, s é a densidade de entropia calculada na posicao 7;. Note que a parametrizacao
3.16 nao satisfaz a equacao de continuidade 3.11, uma vez que, & nao é constante no
tempo. Este fato é razoavel pois a energia interna de um fluido em movimento nao é uma
quantidade conservada. Somente a energia total é conservada.

Substituindo 3.16 em 3.1, encontramos que

E;
Ispy = —/Z 7cht. (3.21)

O movimento das particulas SPH deve ser tal que a acdo 3.21 seja um extremo. Por-

tanto, as equagoes de movimento destas particulas sao obtidas através da condicao:
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§lgpy = 0. (3.22)

Na equacao 3.22, devemo-nos lembrar que as parametrizacoes 3.12 e 3.13 ja satisfazem
as equacoes de conservacao. Conseqiientemente, nao precisamos incorporar os vinculos ao
procedimento variacional, como é feito no caso geral (veja apéndice D). Substituindo 3.21

em 3.22, temos:

Slspr — /Z [pz‘ (5Vz‘)%‘7j Ei(0%) | gy _ 0 (3.23)

onde usamos que 6 F; = —p;6V;.

Levando em conta que

0 = T - 60} (3.24)
€
0% O8] fi AT g 7
5V =V (? — ) = s {—%zvrévﬂr o zj:ﬁj (075 — 075) - ViWi; } (325)
onde

Wi =W (ri —rj;h), (3.26)

a equacao 3.23 torna-se:

ﬁz‘pi
(s)?

[ s (2 )i [5

[Z B3; (07; — 675) - VWi | dt = 0. (3.27)
J



CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS 33

A integral da esquerda pode ser feita por partes, assim temos:

/Zvl 5112%52( ! +pl) /Z 7 { (em:p:) ’Yﬂﬁ} - Ordt. (3.28)

’l

No caso da integral da direita, em 3.27, procedemos da seguinte forma:

dt =

/ > fj [Z B; (67 — 67%) - VW
7 7 j

ST

Usando o fato que V,W;; = —V,;W;;, temos:

Ot — /Zzp(f)ﬁ; (VW) - 6rdt (3.29)

- orjdt =

/Zzpzﬁzﬁj v VVU 5T]dt /Z [Z pzﬁzﬁjv VVZ]

- St (3.30)

R

Substituindo 3.30 em 3.29 e impondo a condicao W;; = Wj;, encontramos que

/ > (ﬁ Z; [Z 8; (67 — 677) - viwij] dt =
X Si i

- S]] s [ [S22ww,] sr-
i Ly A ARG
/ > [Z BiB; ( ( g)g + (i ]‘)2) VWi | - ot (3.31)

Substituindo 3.28 e 3.31 em 3.27 temos que
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d LB i j .
/E}bﬂ@Cﬁﬁ)w4+2ﬁ@(éﬁ*é&>mm%wMﬁ=0 (3.32)

J

Uma vez que as variagoes 07; sao arbitrarias, encontramos, finalmente, que:

(3

Ag (64PN sl _N"gg (P P ow.
7 {ﬁz (718%)%@@] = ;ﬁ,ﬁj <( 2 + (8*)2> ViWi;. (3.33)

i i 5y j
Vemos, na equacao 3.33, que trocamos um sistema de equacoes diferenciais parciais por
um sistema de equacoes ordinarias.
Na apresentacdo do método SPH feita aqui, utilizamos a métrica de Minkowski g =
diag (—1,1,1,1). Entretanto, podemos estender o método a um sistema de coordenadas ge-
neralizado [1]. Em particular, o sistema de coordenadas conveniente para colisdes nucleares

de alta energia é dado por:

T=Vt? - 22 (3.34)
1 t+ 2
= — h .
Ms Qtan (t—z) (3.35)
e
x
= ) (3.36)
Yy

Nestas coordenadas a equacao 3.33 torna-se:

d. _ 1 3. P Dj e
T T ;ﬁzﬁ] <(s;)2 + ) Vil (3.37)



CAPITULO 3. METODOS NUMERICOS 35

onde

L opn (PHeENdns . pte\drp
W_Tm< p )d et By < s )dT 239

(3.39)

1
”)/:
\/I—U%—TQUZ

Na relacao 3.38, 155 é o versor na dire¢ao 7. Na referéncia [1| o método foi aplicado
a situacoes em que a solucao analitica é conhecida. Neste caso, apresentou resultados

satisfatorios e eficiéncia com relagao ao tempo de calculo.

3.1 Distribuicao de momento na representacao SPH

Na representacao SPH, a distribuicdo de momento 2.38 é dada por:

dN
== Z LDnguh” (ujuk”, 15) (3.40)

ﬁ Sj }”Ju }
onde a soma é feita sobre todas as particulas SPH, no ponto do espaco-tempo em que cada
uma delas atravessa a hipersuperficie X, de temperatura constante. Na relagao 3.40, n;, é
a normal a essa hipersuperficie.

No caso do mecanismo de emissao continua, existem algumas dificuldades, pois a proba-
bilidade P depende do momento da particula e das condig¢oes do fluido em tempos futuros,
como pode ser visto na relagao 2.40. Para implementar este mecanismo no programa SPhe-
RIO, algumas aproximagoes sao necessarias|3]. Primeiramente, tomamos P em média, isto
é,P(x,k) — (P (z,k)) =P (x). Deste modo P (x) pode ser pensado como a probabilidade

de emissdo de uma particula SPH*. A partir da relacio 2.40, temos que

4Quando dizemos que uma particula SPH é emitida no ponto o do espaco-tempo, isso significa que o
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P (z) = exp {— (ov) / OOp(T’)dT’] : (3.41)

onde a integral é calculada na direcao da velocidade da particula SPH. Para as particulas
SPH cuja velocidade aponta para fora do fluido, a densidade de particulas p, em func¢ao do

tempo préprio, diminui rapidamente, conforme esté ilustrado na figura 3.1.

pf

7

# v }_I
T T T

Figura 3.1: Densidade de particulas, em funcao do tempo préprio, para uma particula SPH
cuja velocidade aponta para fora do fluido.

Aproximando a integral em 3.41 pela area do tridngulo (figura 3.1, regido hachurada),

temos:

/ T () dr ~ % o (DI (3.42)

Usando a relacao 2.6, podemos escrever que

—_

/TOO p(m)dr ~ §a|58(;—;]7| (3.43)

Substituindo 3.43 em 3.41, encontramos, finalmente, que

elemento de fluido localizado neste ponto emite suas particulas elementares de acordo com a distribuicao
térmica f (u k" (zo), 1 (20),T (x0)). A cada ponto do espago-tempo ocupado por uma particula SPH esta
associado uma probabilidade de escape P (z).
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P (z,k) — P(x) =exp [—I{M] (3.44)

onde

K= %Oz {ov) . (3.45)

Embora aproximadamente, podemos calcular P em cada ponto do espacgo-tempo. Note
que quanto menor é o valor do parametro x, maior a probabilidade de escape. Na secao 5.1,
usaremos a distribuicao de particulas em fung¢ao do momento transversal para estimarmos
este parametro.

A distribuicdo de momento 2.44, na representacao SPH, é dada, também, pela relacao
3.40, mas, neste caso, a soma ¢ feita sobre as particulas SPH que sao selecionadas de acordo
com a probabilidade P, dada pela relacao 3.44. Aqui, a normal n;, aponta na dire¢ao do
quadri-gradiente de P. Este procedimento favorece a emissao de particulas SPH rapidas,
cuja velocidade aponta para fora do fluido. Por conta disso, acreditamos que a principal

caracteristica do mecanismo de emissao continua é preservada nesta aproximagcao.



Capitulo 4

Fluxo Eliptico

O parametro de fluxo eliptico vy é uma das medidas do comportamento coletivo da matéria
criada em colisoes nucleares de alta energia. Este observivel pode ser pensado como um
teste da hipotese de termalizacao da matéria. Para entendermos melhor o significado de
vy devemos olhar a geometria da colisdo. Na figura 4.1 (esquerda) temos uma ilustragio
idealizada de uma colisao aleatoéria de dois niicleos. Esta colisao ocorre com parametro
de impacto b que esta na direcao do eixo Ox. O eixo da colisao é perpendicular ao plano
da figura'. A regido hachurada é a regido de interpenetracdo dos niicleos e tem a forma
espacial da matéria que é criada?. Nesta idealizacdo suporemos que a distribuicdo inicial
de matéria seja simétrica em relacao ao plano de reacao, como mostrado na figura 4.1
(esquerda). Suporemos, ainda, que o nimero de particulas criadas seja suficientemente
grande, de modo que, a emissdao de particulas ocorra, também, de forma simétrica em
relacao ao plano de reacao da colisao. Com isso em mente, o ponto principal na discussao

de vy pode ser colocado da seguinte forma: se o livre caminho médio entre as particulas que

!Define-se o plano de reagao da colisdao como o plano determinado pelo eixo da colisdao (eixo z) e o
parametro de impacto.

2Rigorosamente falando, os nticleos sio compostos por um niimero finito de particulas. Conseqiiente-
mente, a distribui¢do inicial de matéria formada em uma colisdo aleatéria ndo é, em geral, tao simétrica
como aparece na figura 4.1 (esquerda). Veja, por exemplo, a figura 2.1 (esquerda). Na verdade, a figura
apresentada é apenas uma idealizagdo geométrica de uma, colisdao aleatoria.

38
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formam a matéria for suficientemente pequeno, podemos admitir um estado de equilibrio
térmico local. Deste modo, o gradiente de pressao entre os pontos O e A serd maior
que o gradiente de pressao entre os pontos O e B, ou seja, a for¢a que impele a matéria
a se expandir serd maior na direcao do parametro de impacto e menor na sua diregao
perpendicular (note que a distancia OA é menor que a distancia OB e a pressdo em A é
igual a pressao em B). Conseqiientemente, o nimero de particulas produzidas na dire¢do
do parametro de impacto ser4 maior que o nimero de particulas produzidas na sua direcao
perpendicular. Na figura 4.1 (direita) mostramos um grafico, em coordenadas polares,
da distribui¢ao de particulas em funcao do angulo azimutal ¢, que seria esperada nesta
situacao idealizada. Note que a coordenada radial p é dN/d¢. Vemos que a distribuicao
é alongada na direcdo do parametro de impacto como conseqiiéncia de dois fatores: (i)
forma da distribui¢do inicial de matéria (figura 4.1 (esquerda), regido hachurada), (i7)
termalizacdo desta matéria. Portanto, uma medida do alongamento de dN/d¢, neste caso,
em relacao a direcao do parametro de impacto, pode fornecer informacao sobre a hipotese
de existéncia de termalizagdo. Uma medida deste alongamento pode ser feita expandindo
dN/d¢ em série de Fourier e verificando o peso da componente eliptica na expansao. Assim

temos que

% = v {1 + Z 20 cos [n (¢ — ®y)] + Z 20, sen [n (¢ — @b)]} (4.1)

onde

vfl = —]1[ 0% —(fl];] cos [n (¢ — Dy)] do, (4.2)
, 1 [?™dN
b P — _— —

Un = o sen [n (¢ — @p)] dop (4.3)
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p=dN/d¢

Figura 4.1: [esquerda] Ilustracdo de uma colisdo aleatéria de dois nicleos. O eixo da
colisdo é perpendicular ao plano da figura. A regido hachurada é a regiao de interpenetracao
dos ntcleos e tem a forma espacial da matéria criada. As setas indicam que o nimero de
particulas criadas na dire¢ao do parametro de impacto é maior que o nimero de particulas
criadas na sua dire¢do perpendicular. [direita] Grafico, em coordenadas polares, da
distribuicao de particulas em funcao do angulo azimutal ¢. A coordenada radial p é
dN/d¢. Se a matéria formada na colisido, que esta ilustrada na figura da esquerda (regido
hachurada), atingir um estado de equilibrio térmico local, entdo, dN/d¢ terd uma forma
alongada na direcao do parametro de impacto, como esta ilustrado no grafico a direita.

2m dN
N = / —d¢ = 2mvy. (4.4)

O indice b em v? e v b indica que a expansdo 4.1 é feita em torno de ®;, que é o angulo
entre b e 0 eixo Oz (na figura 4.1 (esquerda) escolhemos ®, = 0). Como supomos que
as particulas sao emitidas de forma simétrica em relagao ao plano de reacao, encontramos
que v,° = 0. A componente eliptica na expansio 4.1 é v} cos [2 (¢ — ®,)], assim, definimos

o parametro de fluxo eliptico v, a patir da relacdo 4.2, como sendo

b= — —cos [2 (¢ — @y)] do. (4.5)

Em resumo, o parametro v3 dado em 4.5 é uma medida do alongamento de dN/d¢ na
direcao do parametro de impacto.

Uma caracteristica importante do fluxo eliptico é que ele depende fortemente da cen-
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p =dN/d¢

)q»
z®

o

Figura 4.2: [esquerda] Ilustragdo de uma colisdo central de dois nicleos (b =~ 0). O eixo
de colisao é perpendicular ao plano da figura. As setas indicam que a distribuicao azimutal
de particulas é isotropica. [direita] Grafico, em coordenadas polares, de dN/d¢ que seria
consistente com a distribuigdo inicial de matéria (figura da esquerda, regido hachurada).
tralidade da colisdo®. Precisamente falando, quanto mais central for a colisio, menor sera
a intensidade do fluxo eliptico. Para entendermos isso, devemos olhar, novamente, a geo-
metria da colisdo. Na figura 4.2 (esquerda) temos uma ilustracido de uma colisdo central
(b=~ 0). Neste caso, o gradiente de pressao entre os pontos O e A é igual ao gradiente
de pressao entre os pontos O e B, ou melhor, o gradiente de pressao é isotrépico. Con-
seqiientemente, dN/d¢ serd também isotrépica, ndo apresentando, portanto, componente
eliptica. Na figura 4.2 (direita) mostramos um grafico de dN/d¢ que seria esperado nesta
situagao.

Até o momento supomos uma situacao idealizada em que a distribuicao inicial de ma-
téria tem uma forma simétrica em relacao ao plano de reagao, como mostrado nas figuras
4.1 (esquerda) e 4.2 (esquerda). Supomos, ainda, que o nimero de particulas criadas é
suficientemente grande, de modo a garantir que a emissao de particulas é, também, simé-
trica em relagao ao plano de reagao da colisao. Entretanto, numa colisdao realista de dois

niicleos, ambas as hipoteses nao sao validas. De fato, os niicleos sao compostos por um

3A centralidade C da colisdo é uma funcio de b. Usualmente estas grandezas estdo relacionadas pela
2
formula C = fﬁ, onde R é o raio do nicleo.
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numero finito de particulas. Conseqiientemente, a distribuicao inicial de matéria nao é, em
geral, tdo simétrica como aparece nas figuras 4.1 (esquerda) e 4.2 (esquerda). Além disso,
os resultados experimentais do RHIC tém mostrado que o nimero de particulas criadas
numa colisao tipica de dois nicleos pesados é apenas da ordem de milhares. Portanto,
numa situacao realista nao est& garantido nenhum tipo de simetria em relagao ao plano de
reacdo da colisdao. Outro fato relevante é que dN/d¢ pode mudar de evento para evento,
mesmo quando fixamos os pardmetros da colisao, como por exemplo, o pardmetro de im-
pacto e a energia dos nicleos incidentes. Na figura 4.3 (esquerda) mostramos um grafico
de dN/d¢ associado a uma colisdo aleatoria (periférica). Os célculos foram feitos por meio
do programa Nexus+SPheRIO. Nesta colisao usamos dois niicleos de ouro com energia
incidente de 200 A GeV e parametro de impacto 8.84 fm. Note que dN/d¢ apresenta uma
forma alongada, de modo que, a densidade de particulas que escapam na dire¢ao do para-
metro de impacto é 60% maior que a densidade de particulas que escapam na sua direcao
perpendicular. Entretanto, como esperavamos, nao existe simetria em relacao ao plano de
reacao da colisdo. Neste evento, o eixo de simetria estd deslocado de um angulo ¥, em
relagao & dire¢ao do parametro de impacto?. Na figura 4.3 (direita) mostramos um grafico
de dN/d¢ associado a uma colisdo central. Nesta colisdo utilizamos dois niicleos de ouro
com energia incidente de 200 A GeV e parametro de impacto 0.15 fm. Note que, para este
evento central, dN/d¢ é aproximadamente isotrépica.

A simetria em relagdo ao plano de reagao, discutida até o momento, pode ser recupe-
rada se fizermos uma média de v5 sobre muitos eventos. Certamente, se fizermos varias
colisoes fixando a direcao de b e tomarmos o valor médio de dN /d¢ nestes eventos, entao,
a distribuicao média obtida sera simétrica em relacao a direcao de b que foi fixada. Com

essa motivacao escrevemos:

4W, & 0 angulo entre o eixo de simetria de dN/d¢ (linha pontilhada) e o eixo Oz.
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p~876 * %
b=0.15fm

(o7

Figura 4.3: [esquerda] Grafico, em coordenadas polares, de dN/d¢ associado a uma
colisdo periférica (estrelas). Note que a coordenada radial p é dN/d¢. Os calculos foram
feitos por meio do programa Nexus+SPheRIO. Nesta colisao utilizamos dois nicleos de
ouro com energia incidente de 200 A GeV e parametro de impacto 8.84 fm, na direcao
do eixo Oz. A linha continua é uma elipse ajustada aos pontos. [direita] Grafico, em
coordenadas polares, de dN/d¢ associado a uma colisdo central (estrelas). Utilizamos a
mesma energia incidente e pardmetro de impacto de 0.15 fm. A linha continua é uma
circunferéncia ajustada aos pontos.

<%> B N1 j; (%) (4.6)

onde

(%) {1+ZZ COS n (¢ — ®)] +Z (n) sen [ (¢_q>b)]} (4.7)

e N., & o nimero total de eventos. Substituindo 4.7 em 4.6 encontramos que

<Cfl—];[> {14—22(@ >cos (o — Dyp)] +Z < >S€Il (¢—q’b)]} (4.8)
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onde
1 Ney
(v0) = 53 ; N;, (4.9)
Ney 1 Ney
<Uz> = (Z NJ> Z Nj (UZ)]‘ s (410)
j=1 j=1
Ney 1 Ney
M N; N; (v? (4.11)
()= (%) ),
(§

T (dN
Nj:/o (d—(b)jdqs. (4.12)

Uma vez que (dN/d¢) é simétrica em relagao a dire¢do do pardmetro de impacto,
encontramos que <v;f’> = 0 em 4.11. Como estamos interessados na componente eliptica da
expansao, definimos, a partir das relagoes 4.5 e 4.10, o parametro de fluxo eliptico médio

<Ug> Ccomo segue:

() = (N; N]) ) N; /0% (%)j cos [2 (¢ — y)] dep. (4.13)

A férmula 4.13 pode ser usada como uma medida do alongamento médio de dN/d¢ em
relacao a direcao do parametro de impacto. Entretanto, existe um inconveniente, ou seja,
ela nao pode ser usada pelos experimentalistas. De fato, numa colisao de dois niicleos,
o parametro de impacto e, portanto, ®;, é uma quantidade que nao pode ser medida
experimentalmente. Portanto, a formula 4.13 tem apenas utilidade teoérica.

Os experimentalistas fazem a expansao de dN/d¢ para cada evento da seguinte forma:
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dN o0s
% = {1 + ;Z%I’ cos [n (¢ — \I/n)]} (4.14)

onde
N 1 [?™dN
1 [*dN

Vo = N @ cos[n (¢ — ¥,)] do (4.16)

e
2T dN d
v, = ltan_l [f(;r 5;\5[ sen (n¢) ¢] . (4.17)
n fo s cos (ng) do

Na relacao 4.14, o segundo termo da série fornece a componente eliptica de dN/d¢.
Deste modo, definimos, a partir da relagio 4.16, a quantidade v5** (fluxo eliptico observado)

da seguinte forma:

2T
gbs:N/ ﬂcos 2(¢p—Wy)]do (4.18)

onde

! [ o dp son (29) d(ﬁ] . (4.19)

. |
v, = 5 tan OQW % cos (20) do

O angulo Vs, na relacdo 4.19, define o eixo de simetria indicado na figura 4.3 (esquerda),
linha pontilhada. Este angulo pode ser pensado como uma aproximagao do angulo ®,.
Na pratica, os experimentalistas tentam estimar <v > através do valor de <U0b5> que é

a quantidade que eles podem medir experimentalmente. Analogamente & relagdao 4.13,

definimos:
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(o) = <NZN> NZ/ <%> cos [2 (6~ (w),) ] do. (4.20)

Nosso objetivo, agora, ¢ propor uma maneira de estimar <v2> a partir de <U0b5> Através

das expansoes 4.1 e 4.14, podemos escrever a seguinte relacao:

v = v cos [2 (Uy — @y)]. (4.21)

Tomando o valor médio em ambos os lados de 4.21, temos:

(v8) = (v cos — D)) (4.22)

obs

Vamos considerar que v5” é, aproximadamente, independente do angulo (U, — ®,).

Deste modo, podemos escrever que:

(v8) ~ (V8% (cos [2 (Ty — Bp)]) . (4.23)

A quantidade (cos [2 (U5 — ®})]) é positiva, uma vez que, cos [2 (Uy — ®,)] > 0 para a
grande maioria dos eventos. Com isso, temos que:

(vh) < (wgh). (4.24)

Para que os experimentalistas usem a formula 4.23, devemos trocar o fator (cos [2 (Vo — $p)])
por alguma quantidade que possa ser medida experimentalmente. Para isso, fazemos a se-

guinte aproximagcao:

(cos [2(WUy — D)) ~ <cos [2 ( pr0 )]> <COS [ ( <0 (Db)D (4.25)
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O angulo \I!g>0, introduzido em 4.25, é obtido através de uma férmula andloga a4 4.19. A
diferencga é que consideramos apenas as particulas com 1 > 0 em dN/d¢. No caso do angulo
\I/g<0 o procedimento é similar. Na relacao 4.25 supomos que os angulos (\Ifg>0 — (IDb) e

(\Ifg<0 — <I>b) sao independentes. A partir desta relacao podemos escrever que

(cos [2 (g — @)])* ~ {cos [2 (\Ilg>0 — @) ]) (cos [2 (\Ilg<0 —dy)]). (4.26)

Notando que

<COS [2 (\I/;’>O - \11;’<0)}> = <COS [2 (\I/;’>O - (Db)D <cos [2 (\I/;KO - (Db)} > +

+ (sen [2 (\I/;’>O — @4)]) (sen [2 (\If;KO — D)) (4.27)

e usando novamente a hipdtese que os angulos (\I’g> 0 _ Cbb) e (\Ilg<0 — <I>b) sao indepen-

dentes, temos que:

{cos [2 (W57 — wI<")]) = (cos [2 (U577 — @) ) {cos [2 (V5" — ®y)]) . (4.28)

Substituindo 4.28 em 4.26, temos:

(cos [2 (g — D)) ~ \/<COS 2 (\I/g>0 - \IJ;KO)} ). (4.29)

Finalmente, a relacao 4.23 torna-se:

() = (05 1/ (cos [2 (137" — w5<)]). (4.30)

Na relacao 4.30 todas as grandezas do lado direito podem ser medidas experimental-



CAPITULO 4. FLUXO ELIPTICO 48

mente. Chamaremos esta quantidade de (v5°) (fluxo eliptico reconstruido), assim:

(v5e) = (vg") \/<cos [2 (w57 — 1<), (4.31)

Usando o programa Nexus+SPheRIO podemos calcular (v5) (relagdo 4.13) e (v5*)
(relagdo 4.31), uma vez que o programa fornece o parametro de impacto e dN/d¢, a cada

evento. Deste modo, podemos testar a formula 4.30 (ver se¢ao 5.7).
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Resultados

5.1 Distribuicoes de particulas em funcao de n e p;

Como ja mencionado, os ingredientes bésicos do modelo hidrodinamico sdao: condigoes ini-
ciais, equacao de estado e mecanismo de desacoplamento. Em nossa abordagem temos
as seguintes opcoes: condicoes iniciais lisas ou flutuantes, equacao de estado com ou sem
ponto critico e emissao com temperatura fixa ou emissao continua. Como todo modelo,
cada opcao citada depende de um conjunto de parametros, por exemplo, a equacao de es-
tado com ponto critico depende do potencial quimico critico[6], a emissdo com temperatura
fixa depende da temperatura de desacoplamento|3|, etc. Deste modo, devemos encontrar
meios para estimar o valor destes parametros. Em alguns casos, isso pode ser feito através
do resultado experimental de alguns observéveis, isto é, ajusta-se os parametros do modelo
de modo que esses observaveis sejam reproduzidos. De posse desses parametros “calibra-
dos” podemos calcular os demais observaveis. Esta idéia foi utilizada neste trabalho no
seguinte sentido: os parametros do modelo devem ser ajustados de modo a reproduzir os

observaveis mais simples!, como por exemplo, a multiplicidade de particulas, a distribuicao

!Entendemos como observaveis simples aqueles que sdo medidos experimentalmente de forma relativa-
mente direta, como é o caso de dN/dp; e dN/dn. Note que 7, por exemplo, é uma funcdo apenas do angulo

49
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de particulas em funcao da pseudorapidez 1 e do momento transversal p;, etc. Precisa-
mente falando, usamos dN/dn para ajustar a densidade de energia inicial fornecida pelo
Nexus? e dN/dp; para estimarmos a temperatura de desacoplamento, no caso de emissao
com temperatura fixa, e o pardmetro x, no caso de emissdo continua (férmula 3.44).

Na figura 5.1 mostramos um grafico de dN/dn para particulas carregadas (distribuigao
média) na janela de centralidade de 15% a 25%. Os célculos foram feitos usando condi-
coes iniciais flutuantes®, equacao de estado sem ponto critico e temperatura de desacopla-
mento de 150 MeV. A linha continua é o resultado teoérico obtido através do programa
Nexus+SPheRIO, as barras hachuradas representam a dispersdo teorica de dN/dn e os
quadrados, com as respectivas barras de incerteza, sao os dados experimentais da colabo-
racao PHOBOS|22]|. Devemos mencionar que a densidade de energia inicial fornecida pelo
Nexus foi ajustada de modo a reproduzir os dados experimentais.

Na figura 5.2 mostramos a distribuigdo de particulas carregadas em fung¢io de p; (dis-
tribuicdo média), na mesma janela de centralidade e para trés temperaturas de desaco-
plamento. Note que conforme a temperatura aumenta, a inclinacdo da curva também
aumenta. Isso ocorre porque quanto maior a temperatura de desacoplamento menor é a
expansao do fluido. Deste modo, a expansao transversal também diminui, ocasionando
a diminuicao do nimero de particulas emitidas com momento transversal grande. Neste
grafico, a curva que melhor reproduz os dados experimentais corresponde & maior tempe-
ratura, isto é, 150 MeV. Uma vez que a temperatura de transicao de fase, na regiao de
potencial quimico nulo, é da ordem de 160 MeV, nao devemos aumentar mais a tempera-
tura de desacoplamento, com a intencao de melhorar o ajuste, pois nao pode haver emissao
de particulas na fase de plasma. Na figura 5.3 mostramos, através das barras hachuradas,

a dispersao tedrica da distribuicao de particulas em funcao de py.

0 entre a velocidade da particula e o eixo da colisdo (n = — In [tan (0/2)]).

2Em colisdes de nicleos pesados com energia incidente de 200 A GeV, o programa Nexus tem apresentado
uma discrepancia na distribuicdo de particulas carregadas em funcdo de 7.

3Neste caso o valor médio do observével é dado pela relacio 2.8.
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Figura 5.1: Distribuicao de particulas carregadas em fun¢ao de 7, na janela de centrali-
dade de 15% a 25%. A linha continua representa o céalculo teoérico, as barras hachuradas
representam a dispersao teodrica e os quadrados, com as respectivas barras de incerteza,
sdo os dados experimentais da colaboragio PHOBOS|22|. Nos calculos usamos condigbes
iniciais flutuantes, equacao de estado sem ponto critico e temperatura de desacoplamento
de 150 MeV. A média foi feita sobre 200 eventos.

1000 —— ‘ ‘
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Figura 5.2: Distribuicdo de particulas carregadas em funcao de p;. A janela de centrali-
dade é de 15% a 25%. Apresentamos trés curvas, cada uma delas esta associada a uma
temperatura de desacoplamento. Para todas as curvas, os calculos foram feitos usando
condigoes iniciais flutuantes e equacao de estado sem ponto critico. A média foi feita sobre
200 eventos. Os quadrados sao os dados experimentais da colaboracio PHOBOS|23].
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Figura 5.3: Distribui¢do de particulas carregadas em funcdo de p; (linha continua). Esta
curva é a mesma que esta apresentada na figura 5.2 (7; = 150 MeV'). Aqui, mostramos a
dispersao teodrica através das barras hachuradas. Os quadrados sao os dados experimentais
da colaboragaio PHOBOS|23|.

Na figura 5.4 mostramos o efeito do tipo de condigOes iniciais na distribui¢do de par-
ticulas em funcao de p;. A curva continua foi obtida através de condic¢oes iniciais médias
(veja a figura 2.1 (direita) e a relagdo 2.7) e as demais foram obtidas através de condigoes
iniciais flutuantes (veja a figura 2.1 (esquerda) e a relacdo 2.8). Vemos que utilizando
condicoes iniciais médias, os dados experimentais sao melhor reproduzidos na temperatura
de desacoplamento de 135 MeV, mais baixa que o valor encontrado no caso de condicgoes
iniciais flutuantes. Isso ocorre porque a expansao do fluido é mais violenta no caso de
condicgoes iniciais flutuantes, devido a presenca de picos de densidade de energia.

Na figura 5.5 mostramos um gréafico anilogo ao grafico apresentado na figura 5.2. Neste
caso, o mecanismo de desacoplamento é a emissao continua e o parametro que estamos
ajustando é k (veja relagdo 3.44). Devemos lembrar que quanto menor o valor de x, maior
é a probabilidade de emissao de particulas. Note que diminuindo o valor de k, a inclinacao

da curva aumenta.
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Figura 5.4: Distribuicdo de particulas carregadas em fun¢ao de p;. A curva continua foi
obtida usando condicoes iniciais médias. As demais foram obtidas através de condigoes
iniciais flutuantes. Para todas as curvas, os célculos foram feitos usando a equacao de estado
sem ponto critico. Os quadrados sao os dados experimentais da colaboragio PHOBOS|23|.
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Figura 5.5: Distribuicao de particulas carregadas em funcao de p;, calculada com emissao
continua. Apresentamos trés curvas, cada uma delas esta associada a um valor do para-
metro k. Para todas as curvas, o calculos foram feitos usando condigoes iniciais flutuantes
e equacgao de estado sem ponto critico. A média foi feita sobre 200 eventos. Os quadrados
sdo os dados experimentais da colaboragao PHOBOS|23].

Podemos explicar isso da seguinte forma: se x é pequeno, muitas particulas podem ser
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emitidas precocemente, ou seja, antes que a expansao transversal seja grande. Conseqiien-

temente, essas particulas sao emitidas, em média, com momento transversal pequeno.
Nesta secao usamos os resultados experimentais de alguns observéaveis para ajustar um

conjunto de parametros. Nas proximas secoes utilizaremos esses parametros para calcular

o fluxo eliptico.
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5.2 (v) em funcao de n e da centralidade da colisao

Na figura 5.6 apresentamos os resultados de <vl2’> em funcao de 7, para particulas carre-
gadas, em trés janelas de centralidade. Os calculos foram feitos usando condigoes inici-
ais flutuantes, equacao de estado sem ponto critico e temperatura de desacoplamento de
150 MeV. Neste grafico, as curvas sao os resultados tedricos obtidos através da relagao 4.13
(formula tedrica)?, onde dN/d¢ é fornecida pelo programa Nexus-+SPheRIO. Os circulos
(centralidade de 3% a 15%), triangulos (de 15% a 25%) e quadrados (de 25% a 50%) s@o os
dados experimentais da colaboracdo PHOBOS|24]. Na tabela 5.1 mostramos os intervalos,

em parametro de impacto, que utilizamos para selecionar os eventos.

: : : ‘
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Figura 5.6: <vg> em func¢ao de 7, para particulas carregadas, em trés janelas de centrali-
dade. Os céalculos foram feitos usando condicoes iniciais flutuantes, equacao de estado sem
ponto critico e temperatura de desacoplamento de 150 MeV. As curvas sao os resultados
teoricos e os circulos (3%-15%), tridngulos (15%-25%) e quadrados (25%-50%) sdo os dados
experimentais da colaboracaio PHOBOS|24].

Vemos na figura 5.6 que <vg> diminui conforme a centralidade da colisao aumenta, como

discutimos no capitulo 4. Além disso, para cada janela de centralidade, <vg> diminui se

4Note que ‘fl—]l deve ser entendida como ‘fl—g (n), ou seja, devemos considerar apenas as particulas com

pseudorapidez 7 pertencente ao intervalo n £ 7.
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| janela | centralidade | b; (fm) | by (fm) |

central 3% — 15% 2.62 5.86
meio central | 15% — 25% | 5.86 7.56
periférica | 25% — 50% | 7.56 10.70

Tabela 5.1: Janelas de centralidade. A relacao entre a centralidade C e o pardmetro de
impacto b é dada pela formula b = 2RV/C, onde R ~ 1.3A3 fm é o raio do niicleo.
|n| aumenta. De fato, a temperatura inicial do fluido é mais baixa em regides onde |7|
é grande. Por conta disso, a expansao nestas regioes € menos intensa, ocasionando uma
diminuic¢ao do fluxo eliptico®.

Finalmente, nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9 mostramos a dispersao teérica de v} em funcao
de n (barras hachuradas). As curvas de <v§> em func¢do de 7 sdo as mesmas que estao

apresentadas na figura 5.6.
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Figura 5.7: <v§> em funcao de 7, para particulas carregadas, na janela de centralidade de
3% a 15% (linha continua). A média foi calculada sobre 267 eventos. As barras hachu-

radas representam a dispersdo teérica de v3. Os circulos sio os dados experimentais da

colaboracao PHOBOS|24].

5Devemos ter em mente que a anisotropia nas condigoes iniciais (figura 4.1 (esquerda)) é convertida em
anisotropia na distribui¢do azimutal de particulas (figura 4.1 (direita)) através do processo de expansdo
do fluido. Deste modo, qualquer mecanismo que diminua a expansao estard diminuindo o fluxo eliptico.
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Figura 5.8: <vg> em funcao de 7, para particulas carregadas, na janela de centralidade
de 15% a 25% (linha tracejada). A média foi calculada sobre 200 eventos. As barras
hachuradas representam a dispersao teérica de v5. Os triangulos sdo os dados experimentais
da colaboragdo PHOBOS|24].
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Figura 5.9: <vg> em funcao de 7, para particulas carregadas, na janela de centralidade
de 25% a 50% (linha ponto-trago). A média foi calculada sobre 500 eventos. As barras
hachuradas representam a dispersio teérica de v3. Os quadrados sdo os dados experimentais
da colaboragdo PHOBOS|24].

Nas préximas se¢oes, apresentaremos os graficos do fluxo eliptico em funcao de 7 apenas

na janela de centralidade de 15% a 25%, pois os resultados nas demais janelas sdo analogos.
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5.3 <v§> em funcao do momento transversal

Na figura 5.10 mostramos um gréafico de <v12’ > em funcao de p;, para particulas carregadas,
na janela de centralidade de 0% a 50%. Os célculos foram feitos usando condi¢oes inici-
ais flutuantes, equacao de estado sem ponto critico e temperatura de desacoplamento de
150 MeV. Neste gréfico, a curva continua é o resultado tedrico obtido através da relacao
4.13, onde dN/d¢ é fornecida pelo programa Nexus+SPheRIO. Os quadrados sao os dados

experimentais da colaboracgaio PHOBOS|24].
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Figura 5.10: <v§> em funcdo de p;, para particulas carregadas, na janela de centralidade
de 0% a 50% (linha continua). A média foi calculada sobre 1000 eventos. Os célculos
foram feitos usando condicoes iniciais flutuantes, equacao de estado sem ponto critico e
temperatura de desacoplamento de 150 MeV. Os quadrados sao os dados experimentais
da colaboragdo PHOBOS|24].

Vemos nesta figura que (v2) é uma funcio crescente em relacdo a p; (de forma aproxi-
2

madamente linear). Este comportamento pode ser entendido se observarmos os seguintes

pontos: (i) as particulas com p; grande se originam, principalmente, de regides do fluido

onde existe grande expansdo transversal, (i7) se existe anisotropia nas condigoes iniciais® e

6Note que na janela de centralidade de 0% a 50% a maioria das colisdes sdo ndo centrais. Estas
contribuem para a anisotropia nas condi¢oes iniciais.



CAPITULO 5. RESULTADOS 59

grande expansao transversal, o fluxo eliptico é grande.

Um fato notavel na figura 5.10 é a discrepancia entre os célculos hidrodinamicos, aqui
descritos, e os dados experimentais na regidao de p; grande (p; > 2GeV)7. Note que os
dados experimentais indicam uma saturacao do fluxo eliptico para p; > 1.5 GeV. Na secao
5.6 veremos que o mecanismo de emissao continua pode fornecer melhores resultados para
o fluxo eliptico na regiao de p; grande.

Finalmente, na figura 5.11 mostramos a dispersao teérica de v3 em funcgdo de p; (barras
hachuradas). Vemos que a dispersao teorica é uma funcdo crescente em relacdo a p;. Isso
se deve ao fato de que o ntimero de particulas diminui de forma muito rapida conforme p;

aumenta (para p; > 2 GeV temos, em média, menos que dez particulas por colisdo [23]).

T
r (0-50)%
04 0<m< 15 1

00 [= T, = 150 MeV] .

0 05 1 15 2 25 3 35 4
P (GeV)

Figura 5.11: (v}) em funcéo de p, (linha continua). Esta curva é a mesma que estd apre-
sentada na figura 5.10. Aqui, mostramos a dispersao teoérica através das barras hachuradas.
Os quadrados sdo os dados experimentais da colaboracdo PHOBOS|24].

"Esta discrepancia pode ser vista também em outros calculos hidrodinamicos|25].
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5.4 Efeito da temperatura de desacoplamento

Na secao 5.1 vimos que a temperatura de desacoplamento de 150 MeV é a que melhor
reproduz a distribuigdo de particulas em fungao de p; (veja figura 5.2). Na se¢do 5.2 usamos
esta temperatura de desacoplamento para calcular <v§> Nesta secao, o objetivo é verificar
se <vg> muda, apreciavelmente, quando usamos uma temperatura de desacoplamento um
pouco mais baixa.

Na figura 5.12 mostramos um grafico de <v§> em funcao de 7, para as temperaturas de
desacoplamento de 140 MeV (linha tracejada) e 150 MeV (linha continua). Para ambas as
curvas, os calculos foram feitos usando condic¢oes iniciais flutuantes e equacao de estado sem
ponto critico. Vemos que abaixando a temperatura, <vl2’> aumenta. Note que em alguns
pontos a diferenca chega a 20%. Este comportamento esta de acordo com o esperado, uma

vez que, abaixando a temperatura de desacoplamento, aumentamos a expansao do fluido.
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Figura 5.12: <v12’> em funcao de 7, para particulas carregadas, na janela de centralidade
de 15% a 25%. Duas temperaturas de desacoplamento foram usadas: 150 MeV (linha
continua) e 140 MeV (linha tracejada). Para ambas as curvas, os calculos foram feitos
usando condic¢des iniciais flutuantes e equacao de estado sem ponto critico. A média foi feita
sobre 200 eventos. Os quadrados sdo os dados experimentais da colaboragio PHOBOS|24].
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Na figura 5.13 mostramos um grafico de <v§ > em funcao de p;, para as mesmas tempera-
turas de desacoplamento. Vemos, nesta figura, que as conclusoes sao as mesmas, exceto na
regido de p; grande (p; > 2GeV). Devemos lembrar que o niimero de particulas emitidas
nesta regido é muito pequeno (temos, em média, menos que dez particulas por colisio).
Este fato inviabiliza qualquer tipo de explicacao qualitativa baseada no movimento coletivo

do fluido.
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Figura 5.13: <v§> em funcdo de p;, para particulas carregadas, na janela de centralidade
de 0% a 50%. Duas temperaturas de desacoplamento foram usadas: 150 MeV (linha
continua) e 140 MeV (linha tracejada). Para ambas as curvas, os calculos foram feitos
usando condicdes iniciais flutuantes e equacao de estado sem ponto critico. A média foi feita
sobre 1000 eventos. Os quadrados sao os dados experimentais da colaboragdo PHOBOS|24].
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5.5 Efeito da presenca de ponto critico

Na secao 2.3.4 vimos que, usando a equacao de estado com ponto critico, a matéria com
baixa densidade bariénica (up ~ 0) expandira sempre de forma acelerada, enquanto que a
matéria com alta densidade bariénica expandird com velocidade constante, durante o tempo
em que estiver ocorrendo a transicao de fase. Diante deste quadro, vemos que a equagao
de estado com ponto critico favorece a aceleragdo em regioes do fluido onde a densidade
barionica é baixa. Nesta se¢ao, vamos verificar se este fato tem alguma conseqiiéncia para
o fluxo eliptico.

Antes de apresentarmos os resultados, devemos observar que as particulas com 7 pe-
queno (|n| < 1) sdo emitidas, principalmente, da regido de rapidez nula®, onde a densidade
barionica é baixa. Deste modo, esperamos que o fluxo eliptico, calculado com a equacao de
estado com ponto critico, apresente um aumento, que deve ser observado, principalmente,
na regiao onde || < 1. Para grandes valores de 7, esperamos que o aumento do fluxo
eliptico, discutido acima, seja desprezivel.

Na figura 5.14 mostramos um grafico de <vg> em funcao de 7, para a equagao de estado
com ponto critico (linha continua) e sem ponto critico (linha tracejada). Para ambas
as curvas, os céalculos foram feitos usando condigoes iniciais flutuantes e temperatura de
desacoplamento de 150 MeV'. Na figura 5.15 mostramos um grafico anilogo. Neste, usamos

a temperatura de desacoplamento de 140 MeV .

8Se considerarmos que os nticleos colidem na origem do eixo de colisdo, a regido de rapidez nula est4
associada & matéria que é criada nas proximidades da origem. Esta matéria possui baixa densidade
baridnica, pois, apds a colisdo, os nicleos incidentes se afastam da origem, carregando consigo grande
parte no namero baridnico.
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Figura 5.14: <v§ > em funcao de 7, para particulas carregadas, na janela de centralidade de
15% a 25%. Duas equagdes de estado foram usadas: com ponto critico (linha continua) e
sem ponto critico (linha tracejada). Para ambas as curvas, os calculos foram feitos usando
condicoes iniciais flutuantes e temperatura de desacoplamento de 150 MeV. A média
foi feita sobre 200 eventos. Os quadrados sdao os dados experimentais da colaboracao
PHOBOS|24].

Vemos na figura 5.14 que, a excecao de algumas flutuacoes, o efeito da equagao de
estado com ponto critico é pequeno, quando usamos a temperatura de desacoplamento de
150 MeV. No entanto, na figura 5.15, onde usamos uma temperatura de desacoplamento
mais baixa (140 MeV'), o comportamento é proximo do esperado. Provavelmente o que esté
ocorrendo é o seguinte: quando usamos a temperatura de desacoplamento de 150 MeV/,
o tempo de expansao do fluido nao é suficientemente grande, para que o comportamento

distinto das regioes de alta e baixa densidade baridnica, possa ser observado com clareza.
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Figura 5.15: <vg> em funcao de 1. Duas equacoes de estado foram usadas: com ponto
critico (linha continua) e sem ponto critico (linha tracejada). Aqui usamos a temperatura
de desacoplamento de 140 MeV. Os quadrados sao os dados experimentais da colaboragao

PHOBOS|24)].
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5.6 Efeito do mecanismo de desacoplameto

Na figura 5.16 mostramos um grafico de <vl2’ > em funcao de 7. Dois mecanismos de desaco-
plamento foram usados: emissdo com temperatura fixa (linha tracejada) e emissao continua
(linha continua). Para ambas as curvas, os célculos foram feitos usando condicoes iniciais
flutuantes e equacao de estado sem ponto critico. Para a emissdo com temperatura fixa,
usamos Ty = 150 MeV e para emissao continua, usamos « = 0.15. Ambos os parametros
ajustam bem a distribuigdo de particulas em fungdo do momento transversal (veja figuras

5.2 5.5).

: : : :
0.061~ (15-25) % .

0.05 o »E—ﬁ < .

— - Emissao com temperatura fixa
— Emissdo continua

0
g

Figura 5.16: <v§ > em funcao de 7, para particulas carregadas, na janela de centralidade de
15% a 25%. Dois mecanismos de desacoplamento foram usados: emissao com temperatura
fixa (T; = 150 MeV, linha tracejada) e emissdo continua (x = 0.15, linha continua). Para
ambas as curvas, os calculos foram feitos usando condicoes iniciais flutuantes e equacao de
estado sem ponto critico. A média foi feita sobre 200 eventos. Os quadrados sao os dados
experimentais da colaboracaio PHOBOS|24].

Vemos na figura 5.16 que o0 uso do mecanismo de emissao continua acarreta uma reducao
do fluxo eliptico, & excecao de algumas flutuacoes na regido de n grande. Isso ocorre

porque, neste mecanismo, algumas particulas sdo emitidas precocemente?, ou seja, antes

9Neste caso, muitas particulas podem ser emitidas de um elemento de fluido antes que ele atinja a
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que a expansao transversal do fluido seja grande. Conseqiientemente, a distribuicao destas
particulas em funcao do angulo azimutal é mais isotropica.

Na figura 5.17 mostramos um grafico de <v§’> em funcao de p;, para emissao com
temperatura fixa (linha tracejada) e emissdo continua (linha continua). Vemos nesta figura
que o uso do mecanismo de emissao continua acarreta uma consideravel reducao do fluxo
eliptico na regidao de p, grande (p; > 1.5 GeV). Isso ocorre porque as particulas com p,
grande tém maior probabilidade de serem emitidas precocemente.

Devemos observar que, mesmo usando o mecanismo de emissao continua, o calculo do
fluxo eliptico nao apresentou a saturagao na regiao de p; grande. Como mencionado na
secao 3.1, este mecanismo esta implementado de forma aproximada no programa SPheRIO.

Acreditamos que uma implementagao mais realista possa apresentar melhores resultados.
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Figura 5.17: <vl2’> em funcao de p;, para particulas carregadas, na janela de centralidade de
0% a 50%. Dois mecanismos de desacoplamento foram usados: emissdo com temperatura
fixa (T, = 150 MeV, linha tracejada) e emissao continua (k = 0.15, linha continua). Para
ambas as curvas, os calculos foram feitos usando condicoes iniciais flutuantes e equacao de
estado sem ponto critico. A média foi feita sobre 1000 eventos. Os quadrados sao os dados
experimentais da colaboracdio PHOBOS|24].

temperatura de desacoplamento.
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5.7 Comparagao entre (v5), (v5"*) e (v5)

No capitulo 4 vimos que a férmula 4.13 para o fluxo eliptico, ndo pode ser usada pelos
experimentalistas. Por conta disso, propusemos, através da relacao 4.30, uma maneira de
estimar <vg> a partir de quantidades que podem ser medidas experimentalmente. Nesta
secdo usaremos o programa Nexus+SPheRIO para verificar se esta relaciao é consistente.
Na figura 5.18 mostramos uma comparagao entre (v5) e (v$*), dados em fungdo de 7,
na janela de centralidade de 15% a 25%. Para ambas as curvas, os céalculos foram feitos
usando condicgoes iniciais flutuantes, equacao de estado sem ponto critico e temperatura

de desacoplamento de 150 MeV. Vemos que o resultado é consistente com a relacao 4.24.

Na figura 5.20, onde <v§> e <v§b5> sao dados em funcao de p;, encontramos um resultado

analogo.
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Figura 5.18: (v3) e (v§*), em funcdo de 7, para particulas carregadas, na janela de cen-
tralidade de 15% a 25%. Para ambas as curvas, os célculos foram feitos usando condigoes
iniciais flutuantes, equacao de estado sem ponto critico e temperatura de desacoplamento
de 150 MeV. A média foi feita sobre 200 eventos. Os quadrados sdo os dados experimentais
da colaboragdo PHOBOS|24].

Tec

Na figura 5.19 mostramos uma comparagio entre (v5) e (v5°), dados em funcdo de 1.
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Podemos ver que ambas as grandezas sao compativeis. Note que a concordancia é melhor
na regiao onde |n| < 2. Fora desta regido, as curvas apresentam uma ligeira discrepancia
(para n = 1, a diferenga é de 4% e para n = 4.5, é de 12%). Isso se deve ao fato de que
a aproximacdo 4.25 ndo é boa na regido onde |n| > 2 (para calcularmos ¥2”° usamos o
intervalo 0.1 < 1 < 2 e para calcularmos ¥1<° usamos —2 < n < —0.1). Na figura 5.20
podemos ver que <v§ > e (v5e°) concordam bem na regido onde p; < 2 GeV, o que corresponde
a considerar a grande maioria das particulas. Isso ocorre porque, neste gréfico, estamos

considerando apenas as particulas com 7 pertencente ao intervalo [0, 1.5].
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Figura 5.19: <v§> e (v3°), em fun¢do de 1. Os quadrados sdo os dados experimentais da
colaboracao PHOBOS|24].
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Figura 5.20: <vg>, <v§b5> e (v5°), em fungdo de p;, para particulas carregadas, na janela de
centralidade de 0% a 50%. Para todas as curvas, os calculos foram feitos usando condigoes
iniciais flutuantes, equacao de estado sem ponto critico e temperatura de desacoplamento de
150 MeV. A média foi feita sobre 1000 eventos. Os quadrados sao os dados experimentais
da colaboragdo PHOBOS|24].
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5.8 Efeito do tipo de condicoes iniciais

Em hidrodinamica é comum o uso de condic¢oes iniciais simétricas e lisas. Entretanto,
acreditamos que usar condigoes iniciais flutuantes seja um procedimento mais realista.
Nesta secao mostraremos que v, dependeréa, fortemente, do tipo de condi¢ao inicial adotada.

Na figura 5.21 mostramos um gréfico de <vg> em funcao de 7, para os dois tipos de
condigoes iniciais. A curva tracejada foi calculada por meio da formula 4.5, onde dN/d¢ foi
obtida a partir de condigGes iniciais médias (veja a figura 2.1 (direita)). A curva continua foi
calculada por meio da formula 4.13, onde (dN/d¢) ; foi obtida a partir de condigGes iniciais
flutuantes (veja a figura 2.1 (esquerda)). Para ambas as curvas, os calculos foram feitos
usando a equacao de estado sem ponto critico. Para condicoes iniciais médias, usamos
T, = 135 MeV e para condigoes iniciais flutuantes, usamos T; = 150 MeV. Ambos os
pardmetros ajustam bem a distribuigao de particulas em fungao de p; (veja as figuras 5.2
e 5.4).

Vemos na figura 5.21 que <vg>, obtido através de condicoes iniciais médias, é consi-

deravelmente maior que o obtido através de condicdes iniciais flutuantes!®.

Isso ocorre,
provavelmente, porque o tempo de expansao é maior quando usamos condicoes iniciais
médias, o que acarreta um aumento do fluxo eliptico (note que a temperatura de desaco-
plamento é mais baixa quando usamos condi¢oes iniciais médias). Por outro lado, os picos
de densidade de energia, caracteristicos das condicoes iniciais flutuantes, expandem, por
algum tempo, de maneira isotrépica, ocasionando uma reducao do fluxo eliptico quando
usamos este tipo de condicoes iniciais.

Outro fato notavel na figura 5.21 é a presenca de trés regioes de grande discrepancia.

O pico central (linha tracejada) corresponde a matéria criada na regido central de rapidez

e os picos laterais correspondem, provavelmente, aos nicleos que se afastam apoés a colisao.

10Qutros célculos usando condigdes iniciais lisas podem ser vistos em [25].
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Figura 5.21: <vl2’> em funcao de 7, para particulas carregadas, na janela de centralidade
de 15% a 25%. Dois tipos de condicoes iniciais foram usadas: condigoes iniciais médias
(linha tracejada) e condicoes iniciais flutuantes (linha continua). Para ambas as curvas,
usamos a equacao de estado sem ponto critico. Para condicoes iniciais médias, usamos
T, = 135 MeV e para condigoes iniciais flutuantes, usamos T; = 150 MeV. Os quadrados
sao os dados experimentais da colaboragaio PHOBOS|24].



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertacao, apresentamos um estudo teérico do parametro de fluxo eliptico vy, dando
énfase sobre: (i) o célculo de vy em fun¢do da pseudorapidez, do momento transversal e
da centralidade; (ii) os efeitos de diferentes equagdes de estado, mecanismos de desaco-
plamento e tipos de condig¢oes iniciais, sobre vy e (7ii) a proposi¢do de uma foérmula para
célculo de vy a partir de quantidades que podem ser obtidas experimentalmente.

Na secao 5.1 usamos a distribuicao de particulas, em funcao de 7, para ajustar a den-
sidade de energia inicial, fornecida pelo programa Nexus. Usamos, também, a distribuicao
de particulas, em funcao do momento transversal, para ajustar a temperatura de desaco-
plamento, no caso de emissao com temperatura fixa, e o parametro x, no caso de emissao
continua. Encontramos os seguintes valores: T; = 150 MeV (condigdes iniciais flutuantes),
Ty =135 MeV (condigoes iniciais médias) e k = 0.15 (condigoes iniciais flutuantes).

Na secao 5.2 apresentamos os calculos de <v§’ >, em funcao de 1. Verificamos que a forma
caracteristica dos dados experimentais é reproduzida, ou seja, <US> apresenta um maximo
em 7 = 0 e diminui conforme |n| aumenta. Nas trés janelas de centralidade observa-se o
mesmo comportamento. Verificamos, também, que aumentando a centralidade da colisao,

<vg > diminui. Em algumas regioes, esta redugao ocorre na mesma proporc¢ao que os dados
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experimentais.

Na secao 5.3 apresentamos os calculos de <vg>, em funcao de p;, usando a tempera-
tura de desacoplamento de 150 MeV. Verificamos que <vg> cresce de forma, aproxima-
damente, linear, nao apresentando a saturacao observada nos dados experimentais, para
p; > 1.5GeV . Acreditamos que este problema se deve, pelo menos em parte, ao proprio
mecanismo de emissao com temperatura fixa, pois, neste mecanismo, as particulas sao
emitidas somente quando o elemento de fluido atingir a temperatura de desacoplamento.
No entanto, é razoavel, que uma fracao consideravel das particulas com grande momento
transversal possam escapar antes.

Na secao 5.4, substituimos o valor da temperatura de desacoplamento de 150 MeV
por um valor ligeiramente menor (140 MeV), para avaliarmos a sensibilidade de (v5) em
relacdo a este parametro. De modo geral, verificamos que <v§> aumenta. No caso de <v§>,
em funcao de 7, a diferenca chega a 20%, em alguns pontos. No caso de <v§>, em funcao
de p;, a diferenga chega a 4% (note que, no grafico 5.13, 0 < n < 1.5).

Na secao 5.5 apresentamos os calculos de <vg>, em fun¢do de 7, usando a equacao
de estado com ponto critico. Verificamos que, para a temperatura de desacoplamento de
150 MeV, o efeito da equacao de estado com ponto critico mostra-se pouco significativo.
No entanto, para uma temperatura de desacoplamento um pouco menor (140 MeV'), veri-
ficamos um comportamento préoximo do esperado, ou seja, um aumento de <v12’> na regiao
de 7 nulo.

Na secao 5.6, substituimos o mecanismo de emissao com temperatura fixa pelo meca-
nismo de emissao continua. Verificamos que <vg >, em funcao de 7, apresenta uma reducao,
que chega a 13% em alguns pontos. No caso de <vg>, em funcao de p;, a redugao ocorre,
principalmente, na regido de p; grande (p; > 1.5GeV). Entretanto, esta reducao ainda
nao caracteriza a saturagao observada nos dados experimentais. Para valores menores de

Py, encontramos o mesmo comportamento linear, obtido através do mecanismo de emissao
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com temperatura fixa.

E importante mencionar que a implementacdo da emissdo continua, em sua totalidade,
no programa SPheRIO, apresenta muitas dificuldades numeéricas e, por este motivo, tal me-
canismo encontra-se implementado de maneira aproximada, na versao atual do programa.
Esperamos que uma aproximacao mais realista possa reproduzir melhor os resultados ex-
perimentais.

No capitulo 4, propomos, através da relacao 4.30, uma maneira de estimar <v§ >, a partir
de quantidades que podem ser medidas experimentalmente. Na secao 5.7 verificamos que
esta relagao é consistente, através da comparagao entre <vg > e (v5°°), em fungao de 7 e p;.

Na secao 5.8 apresentamos uma comparacao entre <vg> obtido através de condigoes
iniciais médias e <v§> obtido através de condic¢oes iniciais flutuantes. Verificamos que o
primeiro é, consideravelmente, maior. Por exemplo, no grafico de <v§>, em funcao de 7,
encontramos uma diferenca de 35% na regido de 7 nulo.

Dentre as discussoes acima, gostariamos de chamar a atencao para dois aspectos ex-
tremamente importantes: o uso de condigoes iniciais flutuantes e o uso do mecanismo de
emissao continua. Ambos apresentam resultados muito interessantes. Do nosso ponto de
vista, estes modelos descrevem de forma mais realista os fendmenos fisicos.

Atualmente, estamos trabalhando na melhoria do mecanismo de emissao continua que,
como vimos, mostrou-se uma ferramenta promissora para descrever o processo complexo
de emissao de particulas.

Acreditamos que os resultados apresentados nesta dissertacao representam uma pe-
quena contribuicao para o estabelecimento do modelo hidrodindmico como uma ferramenta

importante no estudo de colisoes nucleares de alta energia.



Apéndice A
Conservacao da entropia

Considerando g, = diag (1, -1, -1, 1), (x°, 2!, 2%, 2%) = (t,2,y, z) e c=1 o tensor energia-
momento é dado por

™" = wutu” — g"p, (A.1)
onde w = ¢ + p. Tomando a divergéncia de A.1 e multiplicando ambos os lados por u,
temos,

wu”u,,ut + u,uto, (wu”) — u,g"o,p = 0. (A.2)

Na equagao A.2 usamos o fato que 9,7*” = 0. Uma vez que u,u* = 1, v’ = u,g" e
u,0,u" = 0 esta equagdo se torna

Oy (wu”) —u”d,p = 0. (A.3)

A equacao A.3 pode ser escrita ainda da seguinte forma

0, (inBu”> — inBu”a,,p =0 (A.4)

np np
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ou

ngu’0, (i) + i&, (npu”) — Ln]gul’ﬁyp =0. (A.5)

np np np
Se 0 nimero bariénico é uma grandeza conservada, entdo J, (npu”) = 0 e a equagao

A5 fica

npu’ {ay <:—B> - é Vp} — 0. (A.6)

Usando a relacao termodinamica d < ) — @dp =Td <%), onde T é a temperatura,

W
nB

encontramos que

Tnpu’d, (i) = 0. (A7)

Notando que

np np np np

0, (su”) =0, (ingu”) = ngu’0, (i) + i&, (npu”) = ngu”0, (i) ., (A.8)

chegamos, finalmente, & conservacao da entropia, ou seja,

9, (su”) = 0. (A.9)



Apéndice B

Limite de Boltzmann

A relagdo 2.14 apresenta simetria esférica, assim, 2.13 pode ser dada como (omitindo o

indice i):

p(T, ) = Am / k2in (1 + eeﬁ(H*V“*mg)) dk. (B.1)

@2m)’ 8 Jo

Integrando B.1 por partes encontramos que:

g /°° k* 1
6 Jy VT )

p(T,p) = dk. (B.2)

No limite de Boltzmann, temos para férmions:

1
r o~ B(VEFmME—p) B.3
ST - (B-3)

onde 3 (Vk%* 4+ m? — pu) > 1 e para bosons:

1
oVRETE 1 € (B.4)

onde Svk? +m? > 1. Substituindo B.3 em B.2 temos:

7
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9

o] /{Z4
T ~ Bu S
p( ,,u) 67T26 /0 /k:2+m2

Por conveniéncia, escreveremos a integral em B.5 da seguinte forma:

e VRS g (B.5)

__E 0 VEk? +m?

Integrando B.6 por partes encontramos que:

00 4
[=-2 _BK ave g (B.6)

I= % / ke VRS ). (B.7)
0

Fazendo a substituicao Svk? + m? = x e, novamente, integrando por partes temos:
1 > 2 2 % —x
I= 7 (z* — (Bm)7)? e “da. (B.8)

A solucdo da integral dada em B.8 tem a forma geral|26]:

/uoo (2% —u?)" e de = % (%u) " I () K(, 1y (ua) (B.9)

desde que u > 0, Re (o) > 0 e Re (v) > 0. Portanto

[ ;;”j%r @) K> (Bm). (B.10)

Substituindo B.10 em B.5 encontramos, finalmente, que:

m
p(T, ) ~ QiWQe%TQmQK2 (T) . (B.11)

No caso de bosons, basta tomarmos = 0 em B.11 (veja relagoes B.3 e B.4).



Apéndice C

Limite ultra-relativistico

No limite ultra-relativistico, o espectro de energia de um gas ideal é dado por:

5 (E) =k (C.1)

uma vez que, neste limite, a massa de repouso das particulas pode ser desprezada. Subs-

tituindo C.1 em 2.13 encontramos a seguinte expressao (omitindo o indice i):

9 [o¢]
p(T,p) = 27{25 /0 k2 (1 + 0e7W=R)) dk. (C.2)

Note que C.1 apresenta simetria esférica. Integrando C.2 por partes temos:

_ 9 [T
p(T,n) = /0 k ) Jredk. (C.3)

672

De acordo com C.3 a pressdo de um gés de quarks (¢ = 1) é dada por:

Y94 [T 3 1
pq <T7 M) - A k eﬁ(k*/i) _'_ 1dk (C4)

Para obtermos a pressao de um gés de anti-quarks, basta trocarmos p por —p em C.4,
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assim
_ 91 [Tys L
Pg (T7 :u) - 62 /0 k eBlk+u) 4 ldk (C5)
No caso de um gés de gluons =0 e § = —1, entao
po (T M)zg_g/wk?) Lk (C.6)
g 672 Jo elk — 1

Usando as relagoes C.4, C.5 e C.6, podemos escrever a pressao do gas de quarks e gluons

da seguinte forma:

R 9 93 9y

Expandindo em série de poténcias a funcao de distribuicdo de Fermi-Dirac e Bose-

Einstein, temos:

oo

T
m _ g<_1>j+l PR se B (u—k) <0, (C.9)
eﬁ(mi) F1 i (—1)* et se B (K + ) >0 (C.10)
€
eﬁkl_ : = jio;e_]ﬂk se Bk > 0. (C.11)

Substituindo as séries C.8, C.9, C.10 e C.11 em C.7 e integrando termo a termo, en-

contramos que
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g (n 22 - (-1) ol 4 ggT4 — 1
T = | —+6T 127 — C.12
p(Top) =5 | +6T%° ) S+ Z + ;j4 (C.12)

j=1

onde consideramos g, = g; = g. Os valores das séries numéricas sdo dados por[26]:

o ]+1 2

Z I o (C.13)
Jj=1

o0 J+1 4
Z _m (C.14)
J=1 720

i i4 - ”-. (C.15)

Finalmente, substituindo o valor das séries numéricas C.13, C.14 e C.15 na relacao
C.12, encontramos a pressao de um gas de quarks e gluons no regime ultra-relativistico,
ou seja,

g,u4 gT2,U2 7gT47T2 ggT4,ﬂ.2

T 1) = . C.16
P =9t T T 750 T (C.16)




Apéndice D
Formulacao variacional

Aplicando o principio variacional & acao 3.1, sob vinculos dados pelas equacgoes 3.2, 3.3 e

3.4, temos:

dA = 5/ [—e (ng,s) + A0, (npu”) + €0, (su”) — %w (u’u, — 1) d*z =0 (D.1)

onde \, ( e w sao multiplicadores de Lagrange e funcoes arbitrarias de x. A partir da

equacao D.1 obtemos as equagoes de Lagrange:

0Ly ) 0Ly

0, — =0 D.2
(3(@77]') M (D-2)

onde

1
Les (1) = —€(npg,s) + A0, (npu”) + (0, (su”) — aw (uu, — 1) (D.3)
e

ﬁ: (nB7S7uV7)\7 C,W) (D4)
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Na relacao D.3, L. é denominada densidade de lagrangiana efetiva e as varidveis
ng,s,u’,\,( e w sao consideradas independentes’. As equacoes de Lagrange; associa-
das as coordenadas A, ( e w; sao as equacoes de vinculo 3.2, 3.3 e 3.4. No caso das variaveis

ng,s e u” temos, respectivamente, as seguintes equacgoes:

w4 u"o,\ =0, (D.5)
T+u"0,( =0 (D.6)
e
ngo,\ + s0,( + wu, = 0. (D.7)
Nas equagoes D.5 e D.6 utilizamos as relagoes termodinamicas p = < a?;) el =

(%)w' Multiplicando ambos os lados de D.7 por u” e usando as relacoes 3.4, D.5 e D.6

encontramos que

w=ngu+sT=€e+p (D.8)
onde p é a pressao. Vemos em D.8 que w é a densidade de entalpia. Multiplicando D.7 por
Uy, temos:

Wlely, = —Npgly (O,\) — sty (0,C) . (D.9)

Tomando a divergéncia em D.9 e usando as relagoes 3.2 e 3.3, chegamos a seguinte

expressao:

!'Devemos considerar também que 677 = 0 na regido de contorno.



APENDICE D. FORMULACAO VARIACIONAL 84

07 (wu,u,) = —npuy (0°0,\) — suy (0°0,(C) . (D.10)

Vemos, ainda, que:

npuy (070,\) = ngd, (us0°\) — ng (7X) (Oyuy) = —npd,pu —np (°A) (O,u,) (D.11)

suy (070,() = —s0, T — s (0°C) (D, uy) - (D.12)

Portanto, podemos escrever D.10 da seguinte forma:

07 (wuyu,) =ngo,u+ s0,T — (0,u,) u’w. (D.13)

Usando a relagdo de Gibbs-Duhem, dp = sdT + npdpu, e notando que (0,u,)u’ = 0,

encontramos, finalmente, que

07 (wu,u,) = O,p, (D.14)
ou seja,
0°T,, =0 (D.15)
onde
T,, = wugl, — gouP (D.16)

é o tensor energia-momento do fluido ideal.
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