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Resumo

Altmann, E. G. Tempo de retorno em sistemas dinamicos, Dissertacao (Mestrado),
Instituto de Fisica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2003.

Estudamos nesta dissertagao o tempo de recorréncia em sistemas dinamicos, concentrando-
nos na estatistica do tempo de retorno. Calculamos numericamente a distribuicao de tempo de
retorno a uma regiao especifica do espago de fases de sistemas cadticos e comparamos com a
distribuicao binomial, deduzida para um processo aleatério. Os principais resultados obtidos
foram: surgimento do efeito que denominamos meméria de curto alcance, tipico de sistemas de-
terministicos e associado a distribuicao das érbitas periddicas instaveis; a distribuicao de tempo
de retorno caracteriza as principais propriedades temporais no caso de sistemas intermitentes.
As conexoes do tempo de retorno com regimes de transporte anémalo foram apresentadas, res-
saltando suas limitagoes. O tempo de retorno foi utilizado ainda para analisar séries temporais,
obtidas tanto de um modelo de mistura de um contaminante escalar passivo, como experimental-
mente no plasma confinado magnéticamente. No primeiro caso constatamos que os retornos da
série temporal assemelham-se as recorréncias no espaco de fases do sistema dinamico responsavel
pela mistura do contaminante: o mapa padrao com fase aleatéria. Constatamos o surgimento de
caudas de lei de poténcia na distribuicao de tempo de retorno e calculamos sua dependéncia com
o aumento da nao linearidade e da aleatoriedade do sistema. Destacamos o efeito de multiplas
caudas de lei de poténcia, ausente no caso das distribuigées obtidas no espaco de fases. As
séries obtidas em Tokamaks aplicamos o modelo de cascata log-normal para explicar sua funcao
densidade de probabilidade. A distribuicao de tempo de retorno destas séries mostrou estar
diretamente relacionada com a correlagao de curto e longo alcance presente na série.

Palavras chaves: tempo de recorréncia de Poincaré, estatistica de tempo de retorno, sis-
temas calticos, séries temporais, turbuléncia em plasma.



Abstract

Altmann, E. G. Return time in dynamical systems, Dissertation (Master), Instituto
de Fisica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2003.

We study the recurrence time in dynamical systems. The statistics of the recurrence time to
a specific region of the phase space of chaotic dynamical systems were obtained numerically and
compared with the binomial-like distribution, deduced for a random process. The main results
are: the presence of the so called short time memory effect, typical for deterministic systems
and related to the distribution of the unstable periodic orbits; the return time distribution
captures the main temporal properties of intermittent systems. The possible connections of the
recurrence time statistics to the anomalous transport were presented, with special attention to
their limitations. The return time statistics was applied to analyze time series obtained from
an Hamiltonian model and from magnetically confined plasma. In the first case we noticed
that the recurrences of the series were similar to the recurrences obtained in the phase space
of the Hamiltonian dynamical system: the standard map with a random phase. We analyze
the dependence of the power-law tails of the distributions with the non-linearity and with the
randomness of the system. One effect that appears only in the time series case is the multiple
power law tails. We apply the log-normal cascade model to explain the probability density
function of the series obtained in Tokamaks. The recurrence time statistics of the series is
closely related to the short and long time correlation present on the series.

Keywords: Poincaré recurrence time, return time statistics, chaotic systems, temporal
series, turbulence in plasma.
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Capitulo 1

Introducao

A presente dissertacdo consiste em um estudo das recorréncias em sistemas
dinamicos. Por recorréncia pensamos o retorno do estado de um sistema fisico, ou o
valor de uma série temporal, a uma determinada configuracao pré-estabelecida apds
um intervalo de tempo. Ainda que o tema da dissertacao seja colocado nesta forma
restrita, as motivagoes iniciais, bem como os resultados finais, relacionam-se com
areas amplas da fisica. A contextualizacido deste trabalho, que pretendemos realizar
neste capitulo introdutério, passa por estabelecer tanto as linhas gerais das dreas da
fisica relacionadas com o estudo como pela descricao dos resultados anteriores que
motivaram este problema especifico.

1.1 Panorama

Afim de fornecer um panorama introdutério das teorias fisica relacionadas ao nosso trabalho,
descreveremos a seguir sucintamente o surgimento do caos deterministico, a passagem da termo-
dindmica a mecanica estatistica e o problema do confinamento magnético do plasma. Os dois
primeiros tépicos relacionam-se de forma imediata com os sistemas dinamicos que estudamos e
com a motivacdao do problema. Ja a fisica de plasma aparece como exemplo de aplicacao, tanto
devido a obtencao de sistemas dinamicos de interesse como pelas séries temporais experimentais
que analisamos.

1.1.1 Sistemas dinamicos cadticos

A partir do advento da mecanica classica, tornou-se dominante a descrigao dos fenémenos
fisicos e astronémicos por sistemas dinamicos deterministicos. Tais sistemas tém suas trajetorias
univocamente estabelecidas, fixada sua condi¢ao inicial, uma vez que a regra de evolugao é fixa.
A resolugao do problema de Kepler (dois corpos submetidos a atragao gravitacional) a partir da
lei da gravitacao universal de Newton pareceu dar uma interpretagdo mais fundamental para as
orbitas planetarias, estabelecendo-se assim a primazia da descricao dindmica sobre a geométrica
nio s6 nos fendémenos do céu como também nos da terra. E interessante notar, no entanto, que
muitas das propriedades dos sistemas dinamicos que utilizaremos neste trabalho permaneceram
ignoradas até meados do século XX, ainda que estivessem contidas em equagoes diferenciais
conhecidas desde ha trés séculos. Isso se deve a dificuldade de um tratamento analitico das
equacoes nao lineares que, segundo a nomenclatura atual, descrevem propriedades cadticas.

Os trabalhos de Poincaré no famoso problema de trés corpos (1892-1898) anteciparam muitas
das caracteristicas inovadoras da teoria do caos [Ruelle, 1991]. Os desenvolvimentos na primeira

13



1.1. PANORAMA 14

metade do século XX também sdo inegéveis, especialmente na fundamentacio mateméatica.! Em
1890, pouco antes de abordar o problema de trés corpos, Poincaré enunciou seu famoso teorema
da recorréncia (veja item 2.1.1 a seguir), marco inicial do estudo da recorréncia em sistemas
dinamicos, tema desta dissertacao. Notamos assim a proximidade histérica do surgimento do
caos deterministico e do estudo da recorréncia, que certamente nao é fortuita.

No entanto, do ponto de vista do desenvolvimento do caos deterministico, é somente a partir
da integracao numérica de equacoes diferencias nao lineares, possibilitada pelo desenvolvimento
dos modernos computadores (por exemplo, no trabalho pioneiro de [Lorenz, 1963] em meteoro-
logia), que pode ficar claro o quanto eram surpreendentes, dramaéticas e gerais as consequéncias
das nao linearidades. Os vigorosos trabalhos da década de 1970 vieram concretizar o surgimento
da area que hoje denominamos caos deterministico e que ampliou a compreensao da ciéncia
moderna [Grebogi e Yorke, 1997].

Além da divergéncia de trajetdrias semelhantes devido a sensibilidade as condigbes iniciais,
que limita em grande parte as consequéncias do determinismo, uma das caracteristicas mais
inovadoras explicitadas pela teoria do caos é a obtencao de comportamentos bastante “compli-
cados” e ricos a partir de sistemas dinamicos extremamente simples. Caracteristicas que eram
atribuidas a processos aleatérios (estocésticos) ou a sistemas complicados surgiram em sistemas
deterministicos de baixa dimensdo. Uma analogia imediata desses sistemas foi buscada com sis-
temas turbulentos, por exemplo com Landau e Hopf, antes mesmo do estabelecimento da teoria
do caos [Ferrara e do Prado, 1994]. Hoje estd claro que os fenémenos caéticos desempenham um
papel fundamental na turbuléncia, ainda que esta seja mais complexa, e de dificil classificacao,
sendo sistemas cadticos com poucos graus de liberdade insuficientes para a descricao de toda
fenomenologia da turbuléncia [Bergé et al., 1984, Grebogi e Yorke, 1997].

Ainda que originalmente as primeiras descobertas tedricas e experimentais tenham sido fei-
tas em dreas da fisica (ou correlatas, como a meteorologia, astronomia, etc...) foram necessarios
poucos anos para que os instrumentos da teoria do Caos fossem aplicados, tedrica e experimen-
talmente, & quimica, biologia, engenharia, psicologia, medicina, economia, entre outras areas
[Grebogi e Yorke, 1997, Nussenszveig, 1999].

1.1.2 Da termodinamica a mecanica estatistica

Apesar do estudo da recorréncia ter sua origem préxima aos primérdios da teoria do caos, ela
se popularizou a partir do debate sobre os fundamentos da mecanica estatistica. Uma distincao
importante entre os sistemas estudados pela teoria do caos e pela mecanica estatistica refere-
se ao numero de graus de liberdade. Enquanto que a primeira lida com um nimero pequeno
(dificilmente maior que uma dezena) a segunda trabalha com um nimero muito grande (limite
termodinamico?).

Ao longo do século XIX os estudos sobre os processos de troca de calor, transicdo de fase e
rendimento de maquinas térmicas haviam adquirido um acimulo de conhecimentos e um grau
de sofisticagao que tornava claro que a fisica ja dispunha de uma nova teoria, a termodinamica.
Na segunda metade desse mesmo século, é desenvolvida a mecanica estatistica, que procura
estabelecer uma explicagao microscépica mecanicista para os fendmenos macroscopicos descritos
pela termodindmica. A partir de uma hipdtese atomistica simplificada que, a rigor, pouco diferia
das hipdteses dos gregos antigos, a mecanica estatisticas foi capaz de explicar, e até mesmo prever
com uma precisao incrivel, diversos resultados macroscépicos [Lebowitz, 1999].

'Um bom exemplo desses trabalhos, que muitas vezes pareceu esquecido, sdo os da escola russa
[Bergé et al., 1995].

20 limite termodindmcio caracteriza-se pelos limites do nimero de particulas — 0o, volume — co mas com a
razao entre essas grandezas constante.
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Um dos problemas de compatibilizar a mecanica estatistica & termodinamica, que foi motivo
de diversos questionamentos e paradoxos aparentes ainda no século XIX, envolvia a questao da
irreversibilidade. A termodindmica tem como uma de suas leis bésicas (a segunda) o crescimento
monotonico da entropia com o tempo, enquanto as leis da mecanica sao invariantes pela reversao
temporal. Este conflito, no entanto, é suavizado se levarmos em conta que na realidade a termo-
dindmica nao se reduz a mecanica estatistica. Os resultados principais passam a ter uma nova
interpretagao estatistica. No caso da entropia, por exemplo, esta passa a ter uma probabilidade
muito pequena de diminuir com o tempo. As disputas e discussoes sobre os fundamentos da
mecanica estatistica permanecem até hoje e invariavelmente envolvem a questao da reversibili-
dade dos processos dinamicos. Neste contexto, a recorréncia em sistemas termodinamicos passa
a ser importante uma vez que retornos a uma determinada posi¢ao do espago de fases resul-
tam em retornos no valor da entropia, o que violaria a segunda lei da termodinamica®. Neste
trabalho, o problema da irreversibilidade é colocado de forma implicita no capitulo 4, quando
aplicamos equagoes cinéticas (de difusdo ou de Fokker-Planck), que apresentam uma direcao
temporal preferencial, a um sistema Hamiltoniano, invariante por reversao temporal.

E interessante notar que, tanto o desenvolvimento da teoria do caos, mencionados acima,
quanto as controvérsias sobre os fundamentos da mecanica estatistica possuem uma consideravel
independéncia em relagdo a mecanica quantica, desenvolvida nas primeiras décadas do século
XX. No caso da mecanica estatistica, onde efeitos quanticos sao fundamentais na maioria dos
fendmenos, nenhuma modificacao importante em sua estrutura formal foi necessaria para aco-
moda-los. Ja aplicacdo da teoria do caos aos casos quanticos (drea denominada também de caos
quantico) é mais dificil uma vez que o conceito de trajetéria, tdo caro ao caos deterministico,
inexiste nos fendomenos quanticos. Pretendemos argumentar assim que nao ha nenhuma sim-
plificacao ou menor interesse pelos estudos aqui desenvolvidos pelo fato dos sistemas serem
perfeitamente cldssicos (no sentido de nao serem quanticos).

1.1.3 Fusao e confinamento magnético do plasma

A fisica de plasma tem se desenvolvido desde a década de 1950 estimulada (e financiada)
pela perspectiva da geracao de energia a partir da fusao termonuclear controlada. O processo
de fusao, ao contririo da fissdo nuclear utilizadas nas atuais usinas, consiste na formagao de
um nucleo atomico pesado a partir da juncao de dois ntucleos mais leves. Quando a diferenca
de massas entre o estado final e inicial for negativa, existe a emissdo de energia (E = mc?). A
reacao de fusao que requer menor temperatura e libera maior quantidade de energia é a que
envolve os isétopos do Hidrogénio, deutério (D) e tritio (T) [Gross, 1984]:

D43T — *He+'n.

Esse mecanismo de geragao de energia é o mesmo que ocorre nas estrelas e na bomba de
Hidrogénio. No entanto, sua aplicacao para fins pacificos requer que o processo ocorra de forma
controlada. Um reator projetado para a producao de 1 GW requer uma temperatura dos fons
de T =1,2 x 101K, e o produto da densidade com o tempo de confinamento da energia do
plasma (ntimero de Lawson) da ordem de 7.7, ~ 2 1020%. As indicagbes sao que dessa forma
seria possivel a geracao de energia de forma nao poluente a partir de matéria prima abundante.
Apesar dessa perspectiva tentadora para um mundo crescentemente industrializado e urbano,
uma série de dificuldades inesperadas, de natureza tanto técnica quanto basica, vém adiando
sua concretizacao desde a década de 1950. Ainda que a geragao comercial de energia pela fusao
permaneca longe de ser alcangada, a tentativa de superacao das dificuldades surgidas resultou em

importantes descobertas e desenvolvimentos da fisica. Os avangos mais notaveis possivelmente se

3Este é o paradoxo de Zermelo que serd discutido em mais detalhe no item 2.1.2.
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encontram na fisica de plasmas, estado da matéria obtido a temperaturas e densidades elevadas
e que compoe a imensa maioria da matéria bariénica do universo.

Ao contrario das estrelas, que mantém o plasma confinado gragas a sua prépria forca gravi-
tacional, o confinamento do plasma em laboratoério tém sido realizado a partir de dois métodos
principais: inerciais e magnéticos. Nos concentramos na andlise do segundo caso, relacio-
nado aos nossos estudos. Diversas mecanismos de confinamento magnético tém sido propos-
tos [Ferrara e Nascimento, 1987], e a maquina que mais tém alimentado as esperancas de atingir
uma reacdo auto sustentada (EProduzida) > plinjetada)y ¢ o Tokamak?, ilustrado na figura 1.1.

Figura 1.1: Desenho ilustrativo de um Tokamak, maquina toroidal de confinamento magnético do plasma. O
plasma, no centro, é confinado e controlado a partir de campos magnéticos gerados por correntes nas espiras
e pela corrente de plasma.

No caso do Tokamak, importantes limitagoes para o confinamento do plasma sao: o surgi-
mento de instabilidades no plasma e um transporte de particulas contra a parede do Tokamalk,
fazendo assim com que o plasma perca energia e esfrie [Callen et al., 1992]. Ainda que a compre-
ensao tedrica dos processos dinamicos do plasma nao esteja em um nivel satisfatorio, recentes
estudos mostram que a turbuléncia na borda de plasmas confinados em Tokamaks desempe-
nham um papel importante para a determinacao do tempo de aprisionamento e o transporte
das particulas [Wootton et al., 1990]. As medidas de transporte de particulas para fora da édrea
de confinamento mostram que ele é consideravelmente maior do que o indicado pelas teorias
neo-classicas, que levam em conta apenas as interacoes coulombianas entre as particulas.

Estamos portanto particularmente interessados no estudo do plasma na borda do plasma,
onde ocorre a perda de particulas energéticas e onde as informagOes experimentais sao mais
acessiveis, inclusive através de séries temporais da densidade e dos campos E e B obtidos a partir
de sondas. E também nesse dominio que valem os modelos de sistemas dinamicos Hamiltoneanos
que tém sido propostos para descrever as linhas de campo magnéticos na borda do plasma, aos
quais as particulas seguem em primeira aproximacao.

O estudo do transporte de particulas no plasma confinado magnéticamente permanece um
problema de grande interesse. Duas maneiras distintas de aborda-lo tém predominado, sendo
que a segunda é a que estd subjacente aos trabalhos com mapas simpléticos (conservativos,
Hamiltoneanos) nos quais nos baseamos:

(i) As linhas de campo magnético possuem uma forma simples (integrével) mas o movimento
das particulas é complexo.

40 nome Tokamak deriva do termo russo que designa cAmara magnética toroidal.
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(7) As linhas de campo magnético apresentam uma forma complexa (cadtica) e das particulas
seguem aproximadamente essas linhas.

Parece claro que uma descricao adequada do plasma teria que conter componentes das duas
abordagens, dependendo do regime de operacao do Tokamak e das particulas que queremos des-
crever. A segunda delas, por exemplo, aplica-se mais naturalmente as particulas leves (elétrons)
e rapidas uma vez que nesse caso o tempo entre colisdes de particulas é menor que o tempo
tipico de 6rbita em torno do tordide.

E a partir de modelos Hamiltoneanos nao lineares para as linhas de campo magnético no
Tokamak (como o do limitador ergédigo®) que o problema do confinamento de particulas do
plasma se conecta aos topicos descritos anteriormente. Na realidade o movimento do plasma no
Tokamak é, em muitos casos, turbulento sendo vélidos os comentarios realizados acima sobre
as limitagoes de um modelo cadtico para descrever tal situagdo. O problema da turbuléncia
consiste em um dos mais persistentes da fisica e estd longe de ser compreendido. A abordagem
tradicional estd relacionada aos trabalhos cldssicos de Kolmogorov [Frisch, 1995] mas aparecera
nesta dissertacao de forma marginal quando tratamos das séries experimentais no apéndice C,
onde encontra-se uma introducao ao problema.

1.2 A dissertacao

Nos concentramos agora nos trabalhos realizados especificamente nesta dissertacdo. A com-
preensao dos resultados obtidos passa necessariamente por uma explicacdo dos objetivos que
este estudo se propunha inicialmente. Para realizar esta contextualizagao parece ser necessario
apresentar os resultados obtidos anteriormente em nosso grupo.

1.2.1 Motivacgoes e resultados anteriores

O presente trabalho d4 continuidade aos trabalhos que vém sendo desenvolvido em nosso
grupo nos ultimos anos. Um dos interesses centrais do grupo é a andlise tedrica e experimental
das oscilagoes do plasma confinado magnéticamente.

Um trabalho que esta sendo realizado ha varios anos diz respeito a obtencao de um mapa
simplético (Hamiltoneano) que descreva as linhas de campo magnético no Tokamak com limita-
dor ergddigo (veja o trabalho de revisao [Caldas et al., 2002]). Ainda que os sistemas utilizados
nesta dissertagdo sejam mais simples, é importante ressaltar que de forma subjacente pensamos
na conexao entre os sistemas Hamiltoneanos e as linhas de campo magnético no Tokamak.

Mais recentemente dois trabalhos serviram de motivacao direta ao projeto aqui desenvolvido.
Em um outro estudo de mestrado [Palladino, 1998] foi abordado o problema da mistura de um
contaminante escalar passivo sob agao do mapa padrao com fase aleatéria (veja segoes 4.1 e 5.1.1
a seguir). Por outro lado, uma série de estudos concentraram-se na andlise das recorréncias em
séries temporais do plasma [Baptista et al., 2001a, Baptista et al., 2001b], do mercado finan-
ceiro [Baptista e Caldas, 2000, Baptista e Caldas, 2002] entre outras [Baptista et al., 2000].

O primeiro objetivo a que este mestrado se propunha era relacionar esses dois estudos
através da comparagao das recorréncias de uma série temporal obtida no modelo estudado
em [Varosi et al., 1991, Palladino, 1998] com os resultados obtidos dos dados experimentais.
Um segundo passo previsto seria a utilizacao de mapas simpléticos mais realistas ao qual seria
feito uma abordagem semelhante a realizada no mapa padrao: introducao de uma fase aleatéria e
estudo das recorréncias. Tinha-se em mente ainda, a possibilidade da associacao da estatistica de
tempo de retorno com propriedades de transporte, como sugerido em [Zaslavsky e Tippett, 1991].

®Dispositivo utilizado para aumentar o confinamento do plasma [Caldas et al., 2002] que serd abordado em
mais detalhes no capitulo 6.
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1.2.2 Desenvolvimentos

Os célculos relativos a estatistica de tempo de retorno para o modelo escolhido foram feitos
com sucesso e estao descritos integralmente no capitulo 5. A tentativa de realizar uma com-
paragao com os resultados experimentais, bem como de tentar uma associacao com os regimes
de transporte, levaram-nos a um estudo mais aprofundado do significado do tempo de retorno
de um sistema dinamico. Este estudo provocou uma alteracao da interpretacao dos resultados
anteriores e uma mudanca nos rumos da dissertacgao.

Acreditamos que uma das principais contribuicées deste trabalho tenha sido o de esclarecer
alguns pontos acerca do estudo do tempo de retorno em sistemas dinamicos cadticos bem como
da interpretacao dos calculos realizados para séries temporais experimentais. E por isso que a
dissertacao versa sobre o tempo de retorno em sistemas dindmicos enquanto que os aspectos
relacionados a fisica de plasma aparecem somente no final (capitulo 6), apés uma série de consi-
deracoes sobre o significado da aplicagdo da estatistica de tempo de retorno a séries temporais.
As respostas que obtivemos aos questionamentos mencionados acima serdo retomadas somente
na conclusao (item 7.2.1).

Apesar de abordarmos de forma direta ou indireta os pontos acima mencionados, tomamos
como ponto de referéncia para a redacao desta dissertagao o tempo de recorréncia. Enfatizamos
as origens do seu estudo bem como os principais resultados matemaéticos, com especial atencao
para a estatistica de tempo de retorno. Ao calcularmos numericamente a distribuigdo de tempo
de retorno em diferentes sistemas cadticos foi possivel compreender os diferentes efeitos surgidos
bem como seus significados em cada um dos casos. Discutimos ainda uma das caracteristicas
de grande interesse no calculo do tempo de retorno, sua conexao com o transporte anémalo.
Somente nos ultimos capitulos da dissertacao tratamos de nos aproximar novamente das situagoes
experimentalmente factiveis quando voltamos a nos aproximar do projeto inicial. Calculamos
assim o tempo de retorno no modelo escolhido bem como em séries temporais experimentais do
plasma.

1.2.3 Ordenamento dos capitulos

Em termos dos capitulos temos inicialmente (capitulo 2) os resultados mateméticos e de-
finigOes relacionados ao problema da recorréncia. No capitulo 3 as distribuicoes de tempo de
retorno de diversos sistemas dinamicos cadticos sao comparadas. As conexdes entre o tempo de
retorno e o transporte anéomalo sao exploradas no capitulo 4, apds o estudo do mapa padrao
com fase aleatéria. Esta é a dinamica subjacente ao modelo que nos propomos a estudar inici-
almente e que ¢ finalizado no capitulo 5, quando introduzimos um contaminante escalar passivo
e calculamos em detalhe os tempos de retorno da série temporal obtida. Do ponto de vista do
estudo das recorréncias a funcao deste capitulo é permitir-nos a comparacao entre o tempo de
retorno calculado no espago de fases e aquele obtido em séries temporais. Por fim, capitulo 6,
calculamos a distribuicao de tempo de retorno no caso de séries temporais obtidas no plasma.
As conclusoes do trabalho, bem como possiveis continuacoes, sao indicadas no capitulo 7.

Do corpo central da dissertagao (capitulos 2-6) os capitulos 2 e 4 apresentam majoritari-
amente a interpretacao e reproducgao de resultados ja conhecidos na literatura, enquanto que
nos capitulos 3 e 5 predominam resultados originais. No capitulo 6, bem como no apéndice C,
aplicamos métodos conhecidos para a analise de dados experimentais. A ordem escolhida para
a apresentacao dos resultados, que priorizou os aspectos ligados ao problema do tempo de re-
torno, nao prejudica a leitura fragmentada da dissertagdo. Acreditamos que, apds a leitura do
capitulo 2 os demais capitulos podem ser lidos separadamente (especialmente o 5 e o 6).



Capitulo 2

O tempo de recorrencia de Poincaré

Apresentamos neste capitulo os resultados matematicos e as definicbes nos quais
nos basearemos: teorema da recorréncia de Poincaré, o lema de Kac sobre o tempo
médio de recorréncia e a definicao de distribuicao de tempo de retorno, deduzida
para um processo estocdstico sem memoria. Por fim exemplificamos a obtencao
da distribuicao de tempo de recorréncia. Consideragoes sobre as implicagoes desses
resultados na fisica permeiam as secoes.

2.1 Recorréncias

Assim como diversos ramos da fisica, matemaética e filosofia da ciéncia, a idéia de estudar
as recorréncias de um sistema dinamico deve-se ao francés Henri Poincaré (1854-1912). A ob-
servacio da evolucao temporal das trajetérias de um sistema dinamico’ é feita no espaco de fases
ja que um ponto deste espaco descreve univocamente o estado do sistema. A idéia de Poincaré,
ilustrada didaticamente na Figura 2.1 para o caso de um espago de fases bi-dimensional, foi
observar as recorréncias (ou retornos) das trajetérias a uma mesma configuragao, isto é, a um
mesmo ponto (ou regido I) no espago de fases.

Figura 2.1: llustracdo da recorréncia de uma trajetdria ao intervalo I do espacgo de fases.

O sentido estrito de recorréncia é satisfeito dentre os sistemas deterministicos somente no
caso de trajetérias periddicas, uma vez que, sendo a regra de evolucgao fixa e univoca, um mesmo
ponto evolui sempre da mesma forma. Entretanto, o sentido da recorréncia de Poincaré é que a
trajetdria retorna a um ponto d-préoximo & condicao inicial. Assim, a trajetéria de um sistema
é dita recorrente a um intervalo I se, uma vez iniciada no ponto Xy € Is, para Vd existir um

! De forma geral um sistema dindmico é composto por uma regra de evolucio, nido necessariamente deter-
ministica, e uma condigdo inicial.

19
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tempo t* tal que, apds t*, a trajetéria encontra-se a uma distancia |X' . — Xo’ < 4, ou seja,
Xt* € I5. Neste sentido, Poincaré demonstrou que a recorréncia nao se restringe aos casos
triviais de sistemas periédicos e quasi-periddicos. A partir dessa defini¢do podemos distinguir
também uma recorréncia de uma recorréncia de Poincaré, sendo que esta tltima estd associada
ao retorno a um intervalo infinitesimal no espaco de fases enquanto que a primeira refere-se a
uma regiao arbitraria nao necessariamente do espaco de fases do sistema.

2.1.1 Teorema da recorréncia de Poincaré

O estudo do tempo de recorréncia tém inicio portanto a partir do teorema da recorréncia de
Poincaré de 1890, que enunciamos em linguagem moderna a seguir [Kac, 1959]
[Cornfeld et al., 1982].

Teorema da Recorréncia de Poincaré: Em um conjunto €2 define-se uma me-
dida? positiva i, com u() < oo (por simplicidade adotaremos (£2) = 1). Suponha
que exista um conjunto de transformacoes (;, um para um de {2 nele mesmo, que
preserve a medida. Seja I € 2 um subconjunto, tal que () > 0. Entao para quase
todo (a menos de um conjunto de medida p nula) w € I existe um tempo ¢ tal que
Gw e I.

E possivel enfraquecer a condicao sobre ( para que ele seja um endomorfismo, isto é, um
mapa (nao necessariamente um para um) de {2 em si mesmo tal que para qualquer A € ) temos
que (TTA € Qe p(A) = p(¢1A).

No caso de sistemas dinamicos podemos pensar em ) como sendo o espago de fases (ou
uma superficie de energia) e ¢ como sendo a dinadmica que age neste espago. O intervalo de
recorréncia I sera definido genéricamente pelo conjunto de pontos d-préximos a um ponto X, €
Q. Apesar de demonstrado inicialmente para sistemas Hamiltoneanos (que conservam energia)
¢ importante ressaltar, conforme o enunciado acima, sua validade para um conjunto grande de
sistemas dinamicos confinados. No caso dos conjuntos atratores esta propriedade nada mais é
que sua propria definicao.

2.1.2 Tempo de retorno

O teorema da recorréncia de Poincaré garante que, para um conjunto grande de sistemas
dindmicos confinados, as trajetdrias retornam infinitas vezes arbitrariamente préximas a quase
todos pontos iniciais (a menos de um conjunto de medida-y nula), formando um conjunto infi-
nito de instantes de retorno. O tempo entre dois retornos consecutivos é definido como o tempo
de primeiro retorno. De forma geral o tempo de r-ésimo retorno 7; nada mais é que o tempo
entre o i-ésimo instante de recorréncia e o instante i +r-ésimo (ilustrado para o caso r = 1 na Fi-
gura 2.2). Um tempo de r-ésimo retorno é apenas um de uma cole¢ao infinita 7; : i = 1,2,...,00
(o que nos permite denominar cada um desses tempos genéricamente de 7', omitindo o indice 7).
Consistentemente com a definicao de recorréncia de Poincaré, denominaremos tempo de retorno
de Poincaré (TRP) o tempo de retorno (TR) a um intervalo infinitesimal I do espago de fases.

O interesse no TRP de um sistema fisico foi particularmente despertado pelos debates gerados
apods o surgimento da mecanica estatistica, que pretensamente abrangeria toda a termodinamica.
A esséncia das objecgoes levantadas ao projeto de Boltzmann derivavam da assimetria temporal
inexistente na mecéanica e presente na termodinamica, explicitada por sua segunda lei que afirma
que a entropia cresce monotonicamente com o tempo [Nicolis e Prigogine, 1989, Kac, 1959].

2Utilizaremos sempre a medida natural do sistema, que pode ser pensada como a frequéncia de visitacio da
regido [Alligood et al., 1996].
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Figura 2.2: Exemplo para o caso unidimensional do tempo de primeiro retorno ao intervalo I = [X.—4, X.+4]
com X.=—-0,2e 0 =0,01. O sistema utilizado para ilustracdo é uma série de pontos aleatdrios distribuidos
de forma Gaussiana

Um dos primeiros paradoxos levantado por Loschmidt sugeria que se todas as velocidades das
particulas fossem invertidas, a entropia teria que diminuir, contradizendo a termodinamica.
A aplicagdo do Teorema da Recorréncia de Poincaré a um sistema de interesse da mecéanica
estatistica, realizado por Zermelo, leva a um aparente paradoro similar: se o sistema volta
infinitamente a um ponto do espago de fase o valor da entropia, definido exclusivamente a
partir de varidveis dinamicas do sistema, também ird retornar infinitas vezes a qualquer valor
possivel [Kac, 1959, Zaslavsky, 1999].

Boltzmann sustentou suas posicoes argumentando pela impossibilidade pratica da reversao
das velocidades das moléculas e mostrando que o tempo médio de recorréncia para um sistema
termodinamico (muitas particulas) serd enorme (muitas vezes maior do que a idade do uni-
verso) [Lebowitz, 1999]. A solugao de Boltzmann admite portanto a violagdo da segunda lei da
termodinamica, mas argumenta que estatisticamente ela é muito improvével, ressaltando assim
a importancia do calculo do tempo médio de recorréncia.

2.1.3 O lema de Kac

A obtencao do tempo médio de primeiro retorno (r = 1) para um determinado estado de um
sistema dinamico pode ser feita através do lema de Kac. Este resultado, originalmente publicado
em [Kac, 1947], parece ser o mais relevante obtido no estudo das recorréncias entre os debates
do fim do século XIX e as ultimas décadas do século XX.

Inspirados no artigo original de Kac, vamos enunciar o seu lema de duas maneiras distintas.
A primeira delas é formulada a partir de um processo estocéstico que supoe a existéncia de dois
tipos de eventos: retornos (a) e nao retornos (a). A probabilidade de termos uma sequéncia de
n eventos determinados seréa denominada W,, e a probabilidade condicional como P,. Assim, a
probabilidade de termos dois nao retornos é dada por Wa(a, a) e a probabilidade de termos dois
nao retornos, apds um retorno, é dada por Ps(ala,a). Se os eventos sao amostrados a tempos
constantes 7 definimos o primeiro TR médio como sendo

o0
0o =Y _(k+1)7Pisa(ala,...,d,a)
k=0

Lema de Kac (1): Se lim,_o Wy(a,a,...,a) = 0, ou seja, a probabilidade de
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haver um retorno é 1, entao
-

Wi(a)

O, = (2.1)

A segunda versao, essencialmente igual a primeira, pode ser enunciada em uma linguagem
mais proxima da utilizada na secdo anterior. Sob as mesmas hipéteses do Teorema da Re-
corréncia de Poincaré teremos que o tempo médio de retorno (T') a um intervalo I € 2, obtido
a partir da média do conjunto 7;, é dado por

Lema de Kac (2):
-

T) =75 (2.2)

A aplicacdo do Lema de Kac para o caso de sistemas continuos requer algumas modificagoes.
Se tomarmos o limite 7 — 0 para o tempo de amostragem, a Eq.(2.2) fornece-nos como resultado
correto, mas trivial, o tempo de retorno médio como sendo nulo. Isso se deve ao fato de estarmos
levando em consideracao falsos retornos, isto é, pontos que permanecem no intervalo I apds 7
por nao terem saido deste intervalo. Este problema foi contornado por Kac, seguindo resultados
anteriores de Smoluchowski [Kac, 1959], que faz com que o Lema de Kac para tempos continuos
seja reescrito como
ey 10)

u(l) — p(lz)

onde I, € I é o conjunto de pontos que permanece em I apds o tempo 7. Note que para a
Eq.(2.3), o limite 7 — 0 n&@o acarreta em um resultado trivial.

Uma forma intuitiva de entender o Lema de Kac é encarar a medida do intervalo (ou a
probabilidade de retorno) como sendo

(T) = (2.3)

# pontos no intervalo I

= . 2.4
a # pontos total (2:4)

A partir da figura 2.2, vé-se que a soma de todos os tempos de retorno nada mais é que o tempo
total de amostragem da série, ou seja, se hd um ponto amostrado a cada unidade de tempo
teremos o numero total de pontos. Podemos entao escrever

_ Zf/TZ B # pontos total

T —
(T) N # pontos no intervalo I

1
s
E interessante notar ainda que, com essa justificacdo do lema de Kac, nao estamos supondo a
aleatoriedade do processo, uma vez que o resultado se mantém ainda que a série temporal seja
embaralhada de forma arbitraria modificando a ordem e o tamanho dos tempos de retorno.
Baseado no lema de Kac, a série dos tempos de recorréncia foi recentemente utilizada em
andlises fractais e multi-fractais [Afraimovich e Zaslavsky, 1997,  Afraimovich, 1997]
[Hadyn et al., 2002]. Esses casos baseiam-se na relagdo entre o tempo médio e o raio ¢ da
hiper-esfera de retorno I. No caso da densidade de pontos do sistema ser continua, teremos que
1

p(l) = Ty X 6P, onde D é a dimensdo do espacgo de fases do sistema ou entdo a dimensdo

ocupada pelo atrator. E f4cil perceber, portanto, que nos casos em que a dinamica faz com que
a densidade de pontos no espaco de fases se distribua de forma fractal teremos que a medida do
intervalo, que pode ser vista nesse caso como o numero de pontos dentro do intervalo, crescera
nao mais de acordo com a dimensao do espaco de fases mas com a dimensao de informagao D;
que mede a fractalidade local. O tempo médio de retorno, que pode ser obtido da série de
tempos de retorno, relaciona-se com ¢ como

(T) o 6P (2.5)
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para 6 — 0. Variando o raio § da hiperesfera de retorno obtém-se Dy. Este método estd ilustrado
na Figura 3.25 a seguir.

2.2 Distribuicao de tempo de retorno

No final do século XX, além dos estudos da fractalidade do sistema obtida através da analise
da série de retornos [Afraimovich, 1997, Afraimovich e Zaslavsky, 1997, Hadyn et al., 2002], a
distribuicao de tempos de retorno (DTR) de Poincaré passa a ser utilizada no estudo do trans-
porte anomalo dos sistemas Hamiltonianos [Zaslavsky, 2002b, Zaslavsky e Tippett, 1991] e para
andlise de séries temporais [Baptista et al., 2001a, Baptista e Caldas, 2002, Gao, 1999].

Se por um lado o lema de Kac possibilita uma série de aplicagoes utilizando a série de tempos
de retorno, por outro lado ele fixa o valor do tempo médio de retorno como sendo a medida do
intervalo. Buscaremos aqui outras informacgoes das propriedade temporais de sistemas dinamicos
através da distribuicao de tempos de retorno (DTR) do conjunto T, ou seja, o célculo da
probabilidade de termos um retorno de tamanho T.?

A DTR de um processo aleatério pode ser obtida de forma bastante simples e, como veremos,
servird como base para o estudo das DTR em sistemas caéticos. Por simplicidade trataremos
inicialmente do caso de tempos discretos em que o sistema é observado a intervalos de tempo
constantes 7 = 1. O caso continuo serd discutido na secao 3.2 e pequenos ajustes sdo ne-
cessarios [Kac, 1947, Balakrishnan et al., 2000, Gao, 1999].

2.2.1 A distribuicao do tipo binomial

Tratando-se o sistema de um processo aleatério podemos pensar que a cada iteracao hé
uma probabilidade fixa p da trajetéria se encontrar na regiao de retorno I e, portanto, uma
probabilidade 1 — u dela nao estar em I. Considerando que a trajetéria parte de I, um r-ésimo
tempo de retorno ocorre no tempo 7" quando ocorrerem r — 1 retornos nos 7T'— 1 tempos apds sua
saida de I e no tempo T ocorra um retorno. Na ilustracao abaixo denotamos cada observacao
do sistema por um [, que recebe um X no caso de haver um retorno.

X O0OXO...X
_—

T caixas [J e r eventos X
A probabilidade de termos r retornos X e T — 7 ndo retornos [J é dada por u"(1 — p)T—".

Considerando que a ultima iteracao deve obrigatoriamente ser um retorno, temos

(T —1)!
(T —r)l(r—1)!

possibilidades de termos (r — 1) retornos em (7' — 1) observagdes. Ou, de outra forma, esta é
a probabilidade de distribuirmos (r — 1) eventos X em (7' — 1) caixas [J. Obtemos assim uma
distribuigao do tipo Binomial para o r-ésimo tempo de retorno (TR)

T-1)!
(T—<r)!(r)— i (L

Pp(T;r,p) = )y

, (2.6)

que esta ilustrada na Fig. 2.3 para p = 0, 05.
Para sistemas dinamicos com uma medida invariante e com cada passo independente dos an-
teriores, a equacao Eq. (2.6) fornece-nos a distribuicao do r-ésimo TR, sendo vélida a analogia da

3R importante ressaltar que estamos interessados na estatistica da série de tempos de retorno fixado o valor
de r ao contréario do realizado em [Balakrishnan et al., 2000, Balakrishnan et al., 2001]
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Figura 2.3: llustrac3o das distribuicdes do tipo Binomial para o r-ésimo tempo de retorno.

probabilidade u, utilizada na obtengao da Eq. (2.6), com a medida invariante do intervalo pu(I),
conforme a Eq. (2.4). Calculando explicitamente para a Eq. (2.6) o TR médio,

(T) =Y TPp(T;r,p) = . (2.7)
T=1 K

verificamos a validade do lema de Kac (Eq. (2.2)) no caso r = 1.
Condicoes que toda distribuicao de probabilidade devem satisfazer sdo a positividade (P(T') >
0,VT)), que é evidente no caso da Eq. 2.6, e a normalizagao, ou seja,

Z P(TB;ra M) =1, (28)
T=1

que é verificado para a Eq. (2.6).
Em geral estamos interessados na distribui¢ao de primeiro retorno. Substituindo r» = 1 na
Eq. (2.6) obtemos

P(T;1,p) = p(1—p)" (2.9)

que pode ser reescrita como
Pp(T31,p) = (=T,
1—p

que, em primeira aproximacao no limite u — 0, se reduz a distribuicao de Poisson
Pp(T;1, 1) = pe T (2.10)

E importante ressaltar que o tempo de retorno de Poincaré (TRP) é definido precisamente neste
limite. A distribuicdo do tipo Binomial parece descrever, de forma mais geral, a solucdo para
problemas de tempo de recorréncia e se reduz a distribuigao de Poisson no caso de tempos de
recorréncia de Poincaré.

No apéndice B é apresentada uma deducgao para distribuicao do tipo Poisson de r-ésimo
retorno. E bem sabido [Feller, 1950, Vanin e Guffon, 1996] que esta distribuicao pode ser obtida
a partir da distribuicao Binomial no limite de 7' — oo e © — 0 mantendo o produto uT
constante. E interessante notar, no entanto, que para a obtencao da estatistica de primeiro
retorno (Eq. 2.10) somente o limite ¢ — 0 foi necessario.
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2.2.2 Exemplo: série aleatéria Gaussiana

Como exemplificacao do célculo da DTR tomamos uma série (sistema unidimensional) aleatéria
de pontos (x;) distribuidos de acordo com uma densidade de probabilidade Gaussiana

L@
pola) = o=—5e 207 (211)

V2oro?

onde (x) =0e o =0,2 (veja Fig. 2.4). A probabilidade de retorno para um intervalo I(X¢, ),

Ho=R(l2)

pelX)

oo L ‘ ‘ ; ‘ | ‘
—-1.0 -0.8 —-0.6 —0.4 —-0.2 O0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 2.4: Fung3o densidade de probabilidade Gaussiana com (x) = 0 e o = 0,2. A probabilidade de retorno
para as regides I; e I, designadas como p; e ps, estdo representadas pela drea abaixo da curva.

u(I(Xe,0)) (a drea abaixo da curva p(x) referente ao intervalo I), é obtida como sendo

Xc+0

pIXet) = [ pota)da, (2.12)

Em particular, utilizaremos nos calculos numéricos a seguir os intervalos I; e Io, ilustrados
na Fig 2.4, e definidos como (X, =0,3,0; =0,02) e (X2 = —0,2,02 = 0,06), respectivamente
(vide Fig. 2.2). Suas probabilidades, calculadas a partir da Eq. (2.12), sao u(I;) = 0,02596
e p(l2) = 0,09679. Procedemos entao o célculo numérico da série de tempos de retorno para
esses intervalos e na figura 2.5, verificamos a distribuigdo (2.6) para a série temporal Gaussi-
ana, testando nossos algoritmos e comprovando a validade da distribuigao (2.6) para processos
aleatérios. Note a utilizacdo de uma escala logaritmica no eixo y da Fig. 2.5, diferentemente
da Fig. 2.3, que torna a distribuicao de primeiro retorno uma reta. Estamos particularmente
interessados nesta distribuicao de retorno r = 1, dado o maior destaque a esta estatistica na
literatura e a facilidade de visualizacao. Podemos considerar em geral, ainda que possam haver
excessoes, a equivaléncia entre a estatistica do caso r = 1 com a dos valores de r > 1.

2.2.3 Dependéncia do TR médio com o intervalo

As relagoes entre o tempo médio de retorno (T') e a posi¢ao do intervalo de retorno X, e a
largura 0 foram calculadas em diversos artigos para séries temporais experimentais: série do mer-
cado financeiro [Baptista e Caldas, 2000, Baptista e Caldas, 2002], séries do plasma
[Baptista et al., 2001a, Baptista et al., 2001b, Ferreira et al., 2002, Baptista et al., 2002] entre
outras [Baptista et al., 2000]. Nesses artigos é colocada ainda uma relacao entre a distribuigao
de tempo de retorno de Poincaré e suas variacoes relativas. Nesta dissertacao nao calculamos
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Figura 2.5: Distribuicdo de r-ésimo retorno para uma série aleatéria Gaussiana. As linhas cheias sdo a
distribuicdo (2.6) para os valores analiticos de u(I) e r especificados.

estas relagbes por termos uma visdo distinta de seu significado. Pretendemos argumentar a
seguir que nenhuma informacao relevante sobre a dinamica do sistema, que nao esteja presente
na funcao densidade de probabilidade dos dados, é obtida através do calculo dessas relagoes.

Considerando o lema de Kac, a dependéncia do TR médio com o intervalo de retorno (tanto
X. como §) se da exclusivamente em termos da medida do intervalo, u(I). Alterando-se a
posigao e a largura do intervalo de retorno alteramos o valor de sua medida (drea abaixo da
curva p(z)) e, uma vez que (T) = i, o tempo médio serd alterado da mesma forma. A obtencao
da dependéncia explicita de (T') com X e § ocorre através da integral explicitada pela Eq. (2.12)
no caso de densidade Gaussiana. A resolug@o analitica desta integral pode nao ser trivial. No
caso da Eq. (3.10) a seguir, foi possivel resolvé-la e comparar o resultado analitico com simulagoes
numéricas na Figura 3.5.

Quando calculamos a dependéncia do TR médio com o intervalo de retorno I, outro ponto
importante a ser considerado ¢é a distin¢ao entre o tempo de retorno no espago de fases do tempo
de retorno em uma série temporal. Quando tomamos uma série experimental estamos, em geral,
tratando de uma projegao de um espago de fases de muitas dimensoes. Uma recorréncia da série
temporal nao significa uma configuracao similar do sistema fazendo com que a interpretagao
de recorréncia original seja significativamente alterada. Ainda que no espaco de fases geral a
trajetéria esteja confinada a uma dimensao fractal, ao projetarmos todas as dimensoes para ape-
nas uma (aquela observada em forma de série temporal), esta informagao nao mais é obtida a
partir da relacdo (2.5). Se desejarmos calcular a dimensao fractal local, Dy, é necessario recons-
truir o espago de fases original [Takens, 1981, Ferrara e do Prado, 1994]4 para entao proceder ao
célculo do TRP no espaco de fases reconstruido (ou ent@o aplicar outros algoritmos). O calculo
da escala do TR médio (T') com a largura do intervalo ¢

(T) = A5~

para séries temporais seria ¢ = D; somente quando a série estd restrita a um dominio fractal no
espaco, ou seja, quando a densidade de pontos da série se distribui de forma fractal. Nos casos
de séries temporais com uma densidade de pontos suave o valor de (T") = 1/u(I) é obtido pela
integragao da densidade de pontos (Eq. (2.12)). Para 6 — 0, sendo a distribuigao de pontos p(x)
suave, podemos expandir o resultado desta integral, em primeira ordem em J, em torno do

4 Notamos que o método de reconstrucio do espaco de fases de Takens é eficiente somente em sistemas de
baixa dimensao e com pouco ruido.
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intervalo de retorno I = [X. — §, X. + 0] o que tornard a dependéncia do tempo médio linear
com ¢. Pensando de outra forma podemos aproximar em torno de X, a curva p(z) pela sua reta
tangente. O célculo da medida, que nada mais é do que a drea abaixo da curva de p(x), seré o
valor médio da reta p(X,.) multiplicado pela largura do intervalo 26. Ou seja

p(I) = 2p(Xc)d,

para 6 — 0. Comparando com a relacao anterior vemos que os valores obtidos serao sempre A =
2p(X.) e 0 = 1 justificando o valor de o calculado em diversos casos nos artigos mencionados
acima como valores préximos a um e contrariando suas conjecturas que relacionavam o ao grau
de mistura presente no sistema. Mais detalhes sobre a dependéncia do TR médio com o intervalo
serao discutidos no item 5.2.3.






Capitulo 3

Distribuicao de tempo de retorno em
sistemas caodticos

Neste capitulo calculamos a distribuicdo de tempo de retorno em diferentes sis-
temas cadticos. Iniciamos investigando a validade da distribui¢ao Binomial (2.6) no
caso do mapa logistico com caos completo. Delimitamos seu dominio de validade e
apresentamos o efeito de memoria de curto alcance relacionado com a distribuicao
de 6rbitas periddicas. Analisamos entdo sistemas dinamicos que apresentam atra-
tores estranhos, onde constatamos a generalidade dos efeitos de memoria de curto
alcance. Por fim, passamos a discutir os sistemas que, de forma ampla, denomi-
namos intermitentes. Entre eles incluem-se, além daqueles usualmente classificados
por Pomeau-Manneville, a intermiténcia induzida por crise e os sistemas dinamicos
conservativos no caos incompleto. Notamos que a estatistica de tempo de retorno
de Poincaré captura as principais caracteristicas do comportamento temporal destes
sistemas.

3.1 Distribuicao binomial e memoéria de curto alcance

As relagoes binomial (2.6) e Poisson (2.10) para a distribuigao de tempo de retorno (DTR),
deduzidas na secao 2.2, se aplicam a sistemas cujos retornos estao completamente descorrelacio-
nados. Esta condicao é bastante forte quando pensamos em sistemas dinamicos deterministicos.
Por outro lado, sabemos que sistemas cadticos, inclusive de baixa dimensao, tornam-se des-
correlacionados rapidamente apresentando muitas das caracteristicas de um sistema aleatorio.
Iniciamos a investigacao da DTR em sistemas deterministicos pelos sistemas cadticos com caos
bem desenvolvido, onde podemos tomar a distribuicao binomial como referéncia.

Na literatura a distribuigdo de Poisson (2.10) é aplicada a um grande nimero de siste-
mas cadticos. Usualmente, essas referéncias afirmam que a distribuigao do tipo Poisson (2.10)
aplica-se a sistemas suficientemente cadticos, ou entao, com propriedades fortes de mistura
[Zaslavsky et al., 1997, Panouiu, 2000, Zaslavsky, 1995, Aquino et al., 2001], ndo ficando claro
a que sistemas se referem. Parece-nos importante, portanto, procurar compreender mais preci-
samente a quais sistemas dinamicos aplicam-se estas distribuicoes. Para esclarecer este ponto
procuramos as justificativas e deducoes dessa distribuicao. Em geral, como por exemplo em
[Gao, 1999, Zaslavsky e Tippett, 1991, Zaslavsky, 1995], as justificativas para a estatistica do
tipo Poisson nao sao claras. Referéncias para uma dedugao sao obtidas em [Zaslavsky et al., 1997,
Afraimovich e Zaslavsky, 1997, Zaslavsky, 2002b], mas infelizmente nao sao acessiveis.! Resul-

'Em geral referem-se aos artigos em russo de G.A. Margulis em Funkts. Anal. i Prilozh. nimero 3 p. 80 de

29
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tados matematicos conseguem demonstrar a estatistica de Poisson para o tempo de retorno de
Poincaré em sistemas uniformemente hiperbélicos [Hirata, 1993].

Prosseguimos entao nossos estudos através de experimentos numéricos aplicados a sistemas
caoticos. Constatamos e exploramos as origens e consequéncias dos desvios provocados em
tempos curtos. E importante notar que, assim como em qualquer aplicacao prética, trabalhamos
necessariamente com intervalos de retorno finitos o que faz com que seja necessario discutir a
validade deste efeito para intervalos pequenos bem como no limite formal § — 0.

3.1.1 Resultados para o mapa logistico

Ap6s o calculo da DTR em sistemas aleatdrios sem memoria passaremos a estudar um sistema
deterministico com caos bem desenvolvido. Escolhemos inicialmente o mapa logistico com b = 4,
ou seja,

Tyl = f(xn) = bxp(l —xy,). (3.1)

A escolha desse sistema deve-se, além de ser um exemplo conhecido de caos bem desenvol-
vido [May, 1976, Ferrara e do Prado, 1994, Alligood et al., 1996], a possibilidade (somente no
caso b = 4) de obtermos uma expressao analitica para a densidade invariante de pontos (dedu-
zida no apéndice A)
1
() = ———. 3.2
pr(x) i (3:2)
Assim podemos obter analiticamente os valores das medidas dos intervalos I7 (X, = 0,9, =
0,01) e Iy (X2 = 0,648,5, = 0,01), como sendo u(l1) = 0,02124 e pu(Iz) = 0,01333, respecti-
vamente. Esses intervalos serao utilizados nas simulacoes nesta secao e podem ser vistos, assim
como a distribuicao (3.2), na figura 3.1.

p()

=R y)

1.0 r |J.2=l-1(| 2)

Figura 3.1: Densidade de probabilidade invariante para o mapa logistico (Eq. (3.2)). As marcacdes
e 12, representam a medida dos intervalos I; (X, = 0,9,81 = 0,01) e Is(X2 = 0,648,5, = 0,01),
respectivamente.

Mapa logistico f1°(z)

Como ficara claro a seguir, a iteracdo do mapa logistico por si sé nao é suficiente para garantir
as hipdteses de probabilidade fixa e independente da iteracao utilizadas para a obtencao da
estatistica Binomial (Eq. (2.6)). Para nos aproximarmos dessas condigbes, e assim verificarmos

1969 e numero 4 p.62 de 1970.
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a validade da distribui¢ao Binomial também em sistemas deterministicos, tomamos a composicao
de m mapas logisticos definida como

f@) = fG. f(f (@),

m vezes

O resultado para a distribuigao de tempo de retorno para o caso m = 10 aparece na figura 3.2
explicitando que sistemas suficientemente cadticos e os aleatdrios sao indistinguiveis do ponto
de vista da DTR?, ao menos para intervalos de retorno desta magnitude.

10"
107 9
=
< 10 20 o
=
[a
10 9
1075 ‘:“ M& To

1
100

Figura 3.2: Distribui¢do de tempo de retorno para o mapa f™(z) com m =10, I; = [X. =0,9,, = 0,01],
e N = 10® pontos da série temporal. A linha cheia representa a distribuicdo Binomial com pu(I;) = 0,02124.
No detalhe a ampliagdo da regido de tempos de retorno curtos.

Mapa logistico f!(z)

Repetimos os mesmos procedimentos realizados na segao anterior agora para o casom =1 e
apresentamos o resultado na figura 3.3. Notamos que DTR possui um decaimento exponencial
por quase todo o intervalo. No entanto, a inclinacao deste decaimento nao coincide com a
inclinacao da distribuicao Binomial que, no caso de d pequeno, nada mais é que a medida do
intervalo de retorno pu([I).

O desvio da DTR em relacdo a Binomial é provocado pela existéncia de uma memdria de
curto alcance® que faz com que o sistema guarde informacdo de sua origem (e de seus retor-
nos) por um numero de iteragoes, violando a hipétese de probabilidade fixa e independente da
iteragdo. Na figura 3.3, podemos notar que os retornos para 7' < n* (com n* ~ 10 para o mapa
logistico) possuem um desvio significativo do caso Binomial, enquanto que para T" > n* todos
os pontos parecem coincidir com uma queda exponencial. Estudaremos a seguir as origens e
propriedades dessa memdria de curto alcance e veremos que, apesar de somente um numero

20 motivo da escolha de m = 10 ficard claro na préxima secio e estd relacionado como valor da meméria de
curto alcance ( n*), tipico para intervalos desta magnitude.

3Usamos este termo em contraposicio & meméria de longo alcance que pode provocar um desvio do tipo cauda
de lei de poténcia na DTR.
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Figura 3.3: Distribuigdo de tempo de retorno para o mapa f™(z) comm =1, I;([X.1 =0,9,6; = 0,01]), e
N = 108 pontos da série temporal. A linha tracejada representa a distribuicio Binomial com u(I;) = 0,02124
e a linha cheia o cdlculo da exponencial obtida analiticamente descontando os 10 primeiros pontos. No
detalhe a ampliagdo da regido de tempos de retorno curtos. Os quadrados que envolvem os pontos sdo
célculos analiticos (Eq. (3.3))

pequeno de tempos de retorno desviar do comportamento exponencial, isto é suficiente para
alterar toda a distribuicao de tempos de retorno.

3.1.2 Orbitas periddicas instaveis

Tomaremos proveito da simplicidade do mapa padrao para calcular explicitamente a proba-
bilidade de retorno para tempos curtos e compreender a origem da meméria de curto alcance.

Retornos Curtos

O procedimento para o cdlculo da probabilidade de retorno de um tempo T = n, ilustrado
na Fig. 3.4, consiste em notar que os pontos do subconjunto R,, C I que retornam a I apds n
iteracoes do mapa f(z) é equivalente ao conjunto de pontos de I que retorna a I apds 1 iteragao
do mapa f"(x). Uma pequena dificuldade deste procedimento, que na prética impossibilita
o céalculo de retornos para tempos grandes (7" > 10), é o fato de estarmos interessados no
primeiro retorno. Notamos assim que, se R, N R, # @ para m < n, os pontos desta interseccao
retornarao a I em m, e nao n, iteragdes. Para evitar este erro, definimos um novo intervalo
R, = R, — (R, N Ry,) para todo m < n. A probabilidade de primeiro retorno para um tempo
T = n é dada por: -
((Rn)
(1)
Através desse procedimento, foi possivel tracar os quadrados da figura 3.3 em perfeito acordo com
os resultados numéricos. A origem da memoria de curto alcance pode ser entendida notando,
a partir da figura 3.4, que a existéncia da regiao R, estd ligada a existéncia de uma O6rbita
periédica de periodo n na regiao (ou préximo a regiao) I e que o tamanho de cada uma das
sub-regides de R, estd relacionado com a derivada do mapa f".

Pl(T = n) =

(3.3)
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Figura 3.4: llustracdo do cdlculo da probabilidade de retorno para T = 2 a regido I; do mapa logistico. A
regido R representa os pontos de I que retornam a I depois de duas iteragdes do mapa. Vemos ainda que
R, =o.

E possivel ainda compreender, baseado neste mesmo tipo de argumento, por que os retornos
voltam a decair exponencialmente apds um tempo T' > n*. Quando n cresce, a regiao R,, passa a
ser a unido de um conjunto grande, N, de sub-regides disjuntas R¢ do intervalo I que se tornam
progressivamente pequenas

N

N
Ry =|J R, quando pu(R,) =) u(R}). (3.4)
i=1 =1

O numero dessas sub-regides pode ser estimado levando-se em conta que f™(z) é um po-
linémio de ordem 2". Portanto 2" sub-regides no intervalo [0,1] distribuidas de acordo com
a medida invariante py(x) (Eq. (3.2)). As sub-regides, R%, sdo justamente aquelas que ficam
dentro do intervalo I. Para n grande podemos estimar N =~ 2"u(I) sub-regides no intervalo I,

cada uma delas com uma medida

p(rs) =10 (3.5)

A probabilidade de termos um retorno ao intervalo I no tempo T'=n é

P(T=n)= . (3.6)
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Substituindo as Eqs. (3.4) e (3.5) na Eq. (3.6), obtemos uma probabilidade de recorréncia,
P(T = n) =~ p(I), independente de n para n grande, que é a mesma hipétese assumida para
a deducao da equagao Binomial na secao 2.2. Note que P(T'), dado pela Eq. (3.6), ndo é a
probabilidade de primeiro retorno a I no tempo T = n. Esta é dada pela Eq. (3.3), com R,
ao invés de R,,. E no cdlculo de R, que a memoria de curto alcance atua uma vez que para os
tempos curtos a aproximagao N =~ 2"u(l) ndo é vélida para n < n*. De forma geral, em um
sistema hiperbdlico caético o nimero de sub-regioes de recorréncia deve crescer com o ntiimero
de 6rbitas periddicas, ou seja, como €T, onde h é a entropia topoldgica.

Calculo Analitico da exponencial

E interessante notar as imposicdes que a condi¢io de normalizacio (Eq.( 2.8)) e o lema de
Kac (Eq.( 2.2) nos impée. Uma vez escolhido o intervalo de retorno I a probabilidade p([)
passa a estar fixa. Se temos uma distribuicao exponencial, que representa de forma geral um
decaimento linear no grafico linear X logaritmico,

P.pp(T) = Ne™PT (3.7)

durante todo intervalo T' € [0, co[, a normaliza¢ao nos impoe que N = 3 e para satisfazer o lema
de Kac devemos ter (N = 3 = p(I)) resultando na distribuicao do tipo Poisson (Eq. (2.10)).

No caso de efeitos de memodria (ou de correlagdo como veremos na se¢ao 3.2.2) atuarem até
o tempo T' = n*, uma exponencial (Eq. (3.7)) valerd somente para 1" > n*. Os valores de N e
[ podem ser entao determinados, uma vez conhecidos (de forma analitica como na Eq. (3.7) ou
numérica) os valores dos retornos para 7' < n*, impondo a normalizagao

n*—1 00
Y PT)+ ) Pep(T) =1, (3.8)
T=1 T=n*
e o lema de Kac )
n — (o) 1
Y TP(T)+ > TPep(T) = —— . (3.9)
T=1 T=n* 'u( )

O acordo entre esta espécie de ajuste analitico e os resultados numéricos pode ser comprovados
nas figuras 3.3 e 3.9 e demonstra que o desvio da distribuicao Binomial é provocado unicamente
pelos tempos de retorno curtos (7 < n*).

3.1.3 Efeito de / pequeno

A partir do coeficiente [ calculado acima (Eq. 3.7) torna-se claro que mesmo uma distribuicao
que apresentar um decaimento do tipo exponencial durante quase todo o intervalo de retorno
pode estar bastante longe de uma distribui¢ao do tipo Poisson (8 # u(l)). Passamos agora a
verificar a dependéncia do expoente (3 da exponencial (3.7), ajustada numericamente & DTR do
mapa logistico, com a largura § do intervalo de retorno. Sabemos que, no caso da estatistica
ser do tipo Poisson, este expoente é dado simplesmente por p(/) enquanto que o caso Binomial,
que generaliza o Poisson, é dado por In(1 — u(I)). A dependéncia de p com § é obtida a partir
da integracao da densidade invariante (Eq. (3.2))

X490 1 J
xems m /i) (3.10)

= %(arcsin(Q(Xc +9)—1) —arcsin(2(X, —9) — 1)).

/L(Xm 5) =
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Utilizaremos a comparacao de  com p(l) como quantificador da memoria de curto alcance.
Na figura 3.5 utilizamos esta relacao para verificar a validade do lema de Kac para o caso do
mapa logistico f1(x) na regidao da Fig. 3.3. Assim, nessa figura vemos que (T)~! calculado
numericamente ¢ igual ao valor de p(I) obtido analiticamente na Eq. (3.10).

0.5

1<T>

Il Il Il
(0] 0.05 0.1 0.15 0.2
e}

Figura 3.5: O inverso do tempo de retorno médio para o mapa logistico Eq. (3.1), como funcdo de 6. A linha
cheia é u(X,, d) obtido da substituicdo de X, = 0,8 na Eq. (3.10). O simbolo e indica o valor correspondente
de (T)~! para cada valor de 6.

Afim de explorar o limite de validade dos efeitos de meméria mostramos na figura 3.6 que
a diferenga entre um ajuste numérico e os resultados das distribuigoes “esperadas”, apesar de
significativamente maiores para § grande, permanecem mesmo para valores pequenos de §. No
que se refere as distribuigoes binomial e Poisson, confirmamos a concordancia para o limite de
intervalo do tempo de retorno pequeno e verificamos a generalidade da primeira para o caso do
tempo de retorno de um sistema com memoria desprezivel mesmo para § grande. Podemos ver
ainda o bom acordo entre o célculo analitico de  (simbolos <), obtido a partir da combinagao
das Egs. (3.8),(3.9) e (3.7), com o resultado numérico. Os plateaus da Fig. 3.6 estao relacionados
com a presenca de pontos periédicos de periodos pequenos dentro do intervalo I. Por exemplo,
o plateau entre § = 0,1 e § = 0,15 aparece devido ao ponto periédico analisado na figura 3.4.

A partir da Figura 3.6 vemos que no limite § — 0 o coeficiente da exponencial obtida 5 — 0.
Para verificarmos se hd uma convergéncia para a distribui¢ao de Poisson calculamos na figura 3.7
a distancia relativa entre o coeficiente obtido () e o da distribui¢ao Poisson (1 = 1/(T’)), ou seja,
B—1/(T) = B(T) — 1. Dessa vez escolhemos um intervalo de retorno aleatoriamente X. = 0.582.
Notamos que os resultados numéricos parecem convergir, dentro das incertezas de ajuste, a
partir do limite numérico de 6 < 10~%. Este resultado indica que no limite de Poincaré (§ — 0)
a exponencial obtida para TR grandes aproxima-se da DTR de Poisson. No entanto, o valor
de 0 para o qual isto ocorre esta além da convergéncia da distribuicao binomial em Poisson,
indicando assim que o efeito de memoria de curto alcance persiste para intervalos pequenos,
mas finitos.

De forma complementar a figura 3.7 investigamos na figura 3.8 a dependéncia da memoria
de curto alcance com a posigdo do intervalo de retorno (X.). Nesta figura mostramos a reta
ajustada ao regime exponencial da DTR dos mil intervalos de retorno de medida p = 0,001
comparada com o resultado binomial. Vemos assim que os efeitos de memoria de curto alcance
ocorrem para todos os intervalos de retorno, havendo tipicamente uma maior probabilidade de
obtermos expoentes maiores que o resultado binomial. Os pontos que sobressaem com um desvio
negativo do expoente [ podem ser associados & posicao das orbitas periédicas de periodo mais
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Figura 3.6: Os simbolos e representam o coeficiente, 3, ajustado para a parte linear (em um gréfico linear-
log) da distribui¢do de tempo de retorno como func¢do de § (X. = 0,8) para o mapa logistico, f(x). Os
simbolos M representam o mesmo coeficiente, para o mapa flo(x), e os simbolos < os coeficientes, 3, obtido
para P.;,(T) levando em conta n* = 10. As linhas continua e tracejada s3o os coeficientes esperados para
a distribuicdo do tipo binomial e Poisson, respectivamente. No detalhe uma ampliagdo do grafico maior. As
incertezas sdo menores que os tamanhos dos pontos em todos os casos.

baixo. Por exemplo, os pontos associados as érbitas de periodo 1 do mapa logistico (préximos a
x=0ex=0,75) apresentam um grande desvio negativo em relagdo a binomial (inclusive fora
da escala).

Quando diminuimos muito o valor de § temos, como tendéncia, uma diminuicao do nimero
de pontos fixos de periodo baixo dentro da regiao I. E possivel imaginar, olhando a figura 3.3,
que ¢é a presenca de drbitas periddicas de periodo baixo que provoca o desvio em relagao a
distribui¢ao de Poisson e que, portanto, este desvio se anularia no limite § — 0. Entretanto a
situagao nao é tao simples. Na figura 3.9 apresentamos a distribuicao de tempo de retorno para
a regiao I, onde a drbita periédica de periodo 7 é a de periodo mais baixo (lembre-se que temos
27 = 128 6rbitas periédicas de periodo p < 7 no intervalo [0,1]). Quando diminuimos o valor
de ¢ algo similar é esperado, pois os tempos de retorno curtos nao irdo ocorrer ja que nao havera
orbitas periddicas de periodo baixo dentro do intervalo I. Notamos, no entanto, que ainda para
este caso o desvio em relagao a distribuigao de Poisson é evidente na figura 3.9. Este resultado
nao é surpreendente se pensarmos em termos do ajuste analitico realizado no item anterior: a
auséncia de retornos de periodo baixo faz com que esta probabilidade de retornos tenha que
se distribuir para retornos maiores, de maneira a satisfazer o lema de Kac e a normalizacao.
Notamos portanto que tanto a presenca como a auséncia de Orbitas periédicas de periodo baixo
no intervalo I do mapa logistico provocam efeitos de meméria de curto alcance.

3.1.4 Validade da distribuicao binomial

A distribuicao de tempo de retorno do tipo binomial mostrou-se valida para sistemas dindmicos
aleatérios e deterministicos com memoria desprezivel. Desta forma, concluimos que toda in-
formacao sobre a dinamica deterministica de um sistema dinamico presente na DTR, a menos
da propriedade de mistura forte, estda contida nos desvios em relacao a esta distribuicao.



3.1. DISTRIBUICAO BINOMIAL E MEMORIA DE CURTO ALCANCE 37

(a)

15 T

+—& Mapa logistico

B.<T>-1
T

— Poisson
05— — Binomial
Q . d . . d T > . + T .
107 10!
(b) 8
0.01s I . o008
0.06
001 |- —|
L 4 oo4
0.005 — —
_ —| ooz
B 3
o — —— )
-0.02
|
-0.005
107 107 107 107

Figura 3.7: (a) Comportamento da relagdo entre o desvio do coeficiente da exponencial 8 ajustada a DTR
e o coeficiente da binomial (3(T") — 1) como fun¢do de § (X. = 0,8) para o mapa logistico, f(z). As
linhas tracejadas e continuas s3o os coeficientes esperados para a distribuicdo do tipo Poisson e binomial,
respectivamente. Para possibilitar um melhor estatistica, evitando a periodicidade provocada pela precisido
finita dos cdlculos numéricos, ao invés de uma (nica trajetdria foram sorteadas aleatoriamente condi¢des iniciais
dentro do intervalo I e iteradas cada uma 10° vezes. As incertezas devem-se ao ajuste numérico dos pontos.
Os gréficos (b) e (c) sdo ampliagdes do grafico (a). O intervalo foi escolhido de forma aleatéria X, = 0.582.

Exploramos um tipo de desvio para tempos curtos associado com a distribuicao de orbitas
periédicas instaveis. E interessante ressaltar que o tempo de atuacao deste desvio n* = 10
permaneceu aproximadamente constante independente da posicao dos intervalos de retorno [
utilizados?. E claro que ao variarmos o valor § teremos valores distintos de n* ja que a pro-
babilidade de termos érbitas de periodo baixo dentro do intervalo ird diminuir. Para o mapa
logistico com b = 4 o expoente de Lyapunov é A\ = In(2) e o tempo tipico de divergéncia de
condigoes iniciais préximas (tempo de Lyapunov) é da ordem de ﬁ ~ 1.4. Notamos portanto
que n* >> % e, nesse sentido, podemos pensar que o valor de n* guarda informagoes novas sobre
as propriedades de mistura do sistema.

Podemos finalmente reavaliar as afirmacoes sobre a generalidade da aplicagao da estatistica
de Poisson para sistemas cadticos. A partir dos artigos [Hirata et al., 1999, Kurka et al., 2002,
Hirata, 1993] podemos ver que sistemas com propriedades fortes de mistura, como os sistemas do
tipo axioma A ou Anosov (subconjunto dos sistemas axioma A)[Lichtenberg ¢ Licberman, 1983,
Devaney, 1987] satisfazem as condigoes da DTR do tipo Poisson. Tais resultados tém sido expan-
didos recentemente e parecem valer também para mapas unimodais como o mapa
logistico [Bruin e Vaienti, 2003]. Estes resultados sao validos no limite formal de § — 0. Para
qualquer finalidade pratica (6 # 0) os efeitos de meméria de curto alcance serdo muito impor-

4Este fato motivou-nos a utilizar o valor de m = 10 na secio 3.1.1. Notamos que para intervalos de retorno
muito pequenos esperamos notar a meméria de curto alcance também nesse mapa.
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Figura 3.8: Desvio do coeficiente da exponencial em rela¢do ao resultado binomial (3(T") —1) como fung¢3o da
posicdo do intervalo (X.). Em (a) apresentamos o resultado numérico para os mil intervalos de medida p =
1073 do mapa logistico. A linha continua (em 3(T) — 1 = 0) representa o resultado esperado para uma
distribuicdo binomial. Em (b) o histograma dos resultados de (a). Em (c) uma amplia¢do de (a) na regido
indicada, onde evidencia-se o tamanho tipico das incertezas obtidas no ajuste numérico.

tantes e permanecem mesmo para intervalos de retorno pequenos. Podemos afirmar assim que
os efeitos de memoria de curto alcance podem surgir na DTR de um sistema, ainda que desa-
pareca no caso do TRP, quando § — 0. Enfatizamos que este limite ocorre, na pratica, muito
apds a convergéncia da distribui¢do Poisson na binomial, como ilustra a figura 3.7. Veremos na
sequéncia do trabalho que este tipo de efeito surge também em sistemas cadticos mais complexos.

E importante alertar ainda para uma outra consequéncia do efeito de memdria de curto
alcance: a possibilidade de erros na andlise da distribuicdo. Como vimos, somente um pequeno
nimero de pontos da DTR destoa de um decaimento exponencial. Um procedimento tipico
para melhorar a visualizagao dessas distribuigoes, que utilizaremos freqiientemente nas préximas
secoes, é a utilizacdo de um canal do histograma (bin) grande. Nesse caso, é possivel que
toda a distribuicdo, a menos de um unico ponto, esteja perfeitamente alinhada. Ainda assim a
distribuigao ¢ significativamente diferente de uma Poisson. O expoente 3, por exemplo, é distinto
do inverso do tempo médio 1/(T") e da medida do intervalo u(I), o que seria contraditério com
o lema de Kac no caso da estatistica de Poisson.

3.2 Atratores estranhos

Intmeros sistemas nao lineares dissipativos possuem atratores no espaco de fase que apre-
sentam uma dimensao fractal. Nesta secao exploramos a distribui¢ao de tempo de retorno sobre
esses atratores denominados estranhos. Examinamos sistemas com duas e trés dimensoes do
espago de fases bem como sistemas de tempo continuo e discreto. Constatamos dessa maneira



3.2. ATRATORES ESTRANHOS 39

-2

10

-3

10

P(T;1,1,)

-4

10

-5

10 L 1 L 1 L 1 L 1 L le
0 100 200 300 400 500
T

Figura 3.9: Distribuicdo de tempo de primeiro retorno de Poincaré para o intervalo I5([X.2 = 0,648,002 =
0,01]) do mapa logistico, 108 iteragdes do mapa. A linha tracejada é distribuicio Binomial com u(l) =
0,01333. A linha cheia é a expressdo dada pela Eq. (3.7) com T' > n* e n* = 9. O gréfico menor é uma
ampliacao da regido de retornos curtos.

a generalidade do efeito de memoria de curto alcance para intervalos de retorno finitos. Os
procedimentos necessarios para o estudo destes sistemas mais gerais também sao discutidos.

Ressaltamos que os sistemas estudados (mapa de Hénon e circuito de Matsumoto-Chua)
foram escolhidos como casos tipicos de mapas e equagoes diferenciais ordindrias que apresen-
tam caos (atratores estranhos). Nao estamos interessados nas motivagao fisica que levaram a
estes sistemas e tampouco na sua caracterizacao detalhada, o que pode ser obtido na literatura
indicada.

3.2.1 O mapa de Hénon

Trabalharemos inicialmente com um sistema bi-dimensional, o mapa de Hénon definido aqui
como

Ty =1— 1,422 + yn,

(3.11)
Yn+1 = 07 33:11 )

que, com estes parametros, resulta no famoso atrator de Hénon [Henon, 1976, Alligood et al., 1996,
Ferrara e do Prado, 1994]. Afim de escolhermos um intervalo de retorno, (X, d), de forma ar-
bitraria no atrator, iteramos o mapa (3.11) 103 vezes e tomamos o tltimo ponto como valor
de X.. Escolhemos o valor de § = 0,01. Ressaltamos que, neste caso, X. é um vetor de duas
componentes e o intervalo é definido como um circulo de raio § em torno de X.. O resultado
da DTR esta expresso na figura 3.10 e apresenta o mesmo tipo de desvio que obtivemos para o
caso do mapa logistico. O valor de n* = 35 nesse caso também é muito maior que o inverso do
expoente de Lyapunov % ~ 2.3.

Ao analisarmos sistemas cadticos tipicos, como o sistema de Hénon, devemos notar que
apesar de existir uma medida positiva em qualquer regiao do atrator, nao temos uma expressao
para descrever a densidade de pontos em termos das coordenadas (z,y). O cdlculo da medida
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do intervalo, que no caso de sistemas bi-dimensionais seria

u() = [ [ ot yydady.

nao pode ser feito de forma analitica. Para compararmos a distribuicao de tempos de retorno
da Fig. 3.10 com a distribui¢ao binomial utilizamos o lema de Kac e calculamos o valor de u a
partir do inverso do tempo médio de retorno (obtido do célculo numérico da série de tempos de
retorno).
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Figura 3.10: Distribuicdo de tempo de retorno para o mapa de Hénon. O intervalo de retorno I(X,,J)
foi escolhido de forma casual apés a eliminagdo do transiente: X. = (0,304,0,210) e 6 = 1072, A curva
pontilhada é a distribuicio binomial com (1) = (T)~! = 0,00785. O gréfico interno é uma ampliagio que
mostra a memodria de curto alcance.

3.2.2 Circuito de Matsumoto-Chua

Passamos a tratar agora do famoso circuito de Matsumoto-Chua (MC). A escolha deste
sistema de tempo continuo deve-se a:

(i) sua simplicidade; ele possui o menor nimero de graus (3) de liberdade necessérios para
que um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem seja cadtico.

(71) numerosa literatura a respeito [Madan, 1993, Anishchenko et al., 1994].

(7ii) possibilidade de estudar neste mesmo sistema a intermiténcia induzida por crise (inter-
miténcia caos-caos) (segao 3.3).

O circuito elétrico de MC é composto por dois capacitores, um indutor, um resistor linear e
um resistor linear por partes (onde esta contida a nao linearidade do sistema). As varidveis do
sistema sao proporcionais as tensoes nos capacitores (z,y) e a corrente no indutor (z). Tratare-
mos aqui com uma versao equivalente mais apropriada das equagdes [Medrano-Torricos, 2004a,
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Medrano-Torricos, 2004b]

t=ax(y—x—k(z)),
y=r—-y+=z, (3.12)
Z:—ﬁ*%

onde k(x) contém toda a nao linearidade do sistema e é definido como sendo

bxr+ (a—b) sex>1
k(x)=14 br—(a—b) sex<-—1
azx se |z| <1

As constantes do sistema («, ) estdo associadas aos valores das capacitancias, resisténcia li-
near e indutancia enquanto que as constantes (a, b) estdo associadas a inclinagao das retas na
curva caracteristica da resisténcia linear por partes. Em nossos estudos numéricos manteremos
fixos (8 = 20,a = —1,1428571,b = —0,71428571) e utilizaremos « como parametro de con-
trole. Nessas condicoes o sistema tende ao caos através da rota de Feigenbaum via duplicacao
de periodo [Alligood et al., 1996, Ferrara e do Prado, 1994] de a = 9,5 (perfodo 1) a v = 11,1
(caos) [Medrano-Torricos, 2004a]. Para esses parametros coexistem dois atratores do tipo Ross-
ler (Fig. 3.12a) com suas respectivas bacias de atragdo. Aumentando ainda mais o parametro de
controle o tamanho dos atratores cresce até a ocorréncia de uma crise de bacia (em « = 11, 2834)
que provoca a fusao dos dois atratores dando origem ao atrator do tipo duplo rolo (Fig. 3.12b).

o
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o
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Figura 3.11: Atrator de Rossler e atrator duplo-rolo.

Além das consideragoes envolvendo o lema de Kac [Kac, 1947, Kac, 1959] levantadas no final
do item 2.1.3, as mudangas necesséarias devido ao fato de estarmos trabalhando com sistemas
continuos, ao calcularmos a distribuicao de tempo de retorno sao essencialmente duas:

Definicao de retorno. Uma vez que, na pratica, estamos tratando de regioes de retorno
I finitas no espaco de fases, é natural que apds a entrada da trajetéria em I ela demore um
tempo até sair. Uma vez que os métodos de integragao numéricos inevitavelmente discretizam
o tempo em passos (no caso utilizado, método de Runge-Kutta de quarta ordem [Press, 1995],
passos fixos de tamanho h &~ 0,005), se aplicarmos inadvertidamente os métodos desenvolvidos
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(a) o=11.28 (b) o=11.3
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Figura 3.12: Atratores do circuito de MC projetados nos planos xy e xz. (a) Atrator de Réssler e (b) Atrator
duplo-rolo com regides de retorno utilizadas em destaque.

para sistemas discretos teremos um conjunto grande de falsos retornos de tamanho h (Fig. 3.13).
Ignoramos assim os falsos retornos de tempo h e adotamos como um tempo de retorno o tempo
entre duas entradas na regiao I [Gao, 1999], conforme ilustrado na figura 3.13. Ressaltamos que
este tipo de falsos retornos podem surgir também na analise de dados obtidos experimentalmente
e nao deve deve ser confundido com a memoéria de curto alcance discutida anteriormente.

t+9h

Figura 3.13: llustracdo da andlise numérica de um sistema dindmico de tempo continuo. Na trajetdria da
direita ressaltamos os pontos obtidos pela integracio numérica. Nesse caso o tempo de retorno computado é
de T' =t + 14h — t + 2h = 13h.



3.2. ATRATORES ESTRANHOS 43

Definicao do canal do histograma. Um segundo ponto importante é a escolha do ta-
manho do canal de histogramacao (bin) para a montagem da distribui¢ao de retornos. No caso
discreto um bin grande é um recurso para o caso de pouca estatistica que pode provocar, no
entanto, uma suavizacao da distribuicao inclusive acobertando efeitos de meméria de curto al-
cance. Para evitar este tipo de desvio utilizamos bin=1 e iteramos o sistema muitas vezes (o
que pode nao ser factivel em uma situagdo mais realista). Uma possibilidade similar a ser ado-
tada no caso de sistemas continuos ¢é a utilizacao do bin minimo, ou seja, do tamanho do passo
h. No entanto este procedimento mostra-se invidvel, uma vez que seria necessiario um tempo
muito grande de integragao, e inadequado, uma vez que este parametro estd relacionado com a
precisao do algoritmo de integragao, podendo ser inclusive variavel e arbitrariamente pequeno.
Na pratica adotamos um bin que seja suficientemente grande para termos uma boa estatistica
considerando as limita¢oes computacionais (ou do tamanho dos dados analisados), tomando o
cuidado de verificar o surgimento de efeitos (especialmente de tempos curtos) resolvidos somente
com bins menores.

Tomadas essas precaucoes, analisamos o sistema de MC escolhendo inicialmente uma situacao
de caos bastante desenvolvido (o = 11,28 préximo a «, = 11,2834) para analisarmos o tempo
de retorno no atrator de Rossler. O resultado é apresentado na figura 3.14 e confirma o mesmo
tipo de efeito para tempos curtos.
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Figura 3.14: Distribuicdo de tempo de retorno para o atrator de Rossler (v = 11.28). Notamos o desvio da
distribuicdo binomial devido ao desvio dos tempos curtos (relacionado a distribuicdo de érbitas periddicas e a
correlacio) (T') = 14, 3.

A andlise do comportamento do tempo de retorno da figura 3.14 pode ser relacionada agora
com outras medidas tais como a autocorrelacao e o espectro de Fourier do sistema. Para tanto
escolhemos uma série temporal para a varidvel z da equacao 3.12 e na figura 3.15 apresentamos
sua funcao de autocorrelagao e o espectro como funcao do tempo.

A transformada de Fourier de uma funcao do tempo f(t) é dada por

“+oo
flw) = / e “f(t)dt, (3.13)

—0o0
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No caso discreto, como o obtido pela integracao numeérica do sistema, a transformada de Fourier
fica sendo [Bergé et al., 1984]

1 « 2mik
T = —— ; — . 3.14
T NG j;x] exp[—i - ] (3.14)

Graficando |2|? por cada uma das freqgiiéncias f = ﬁ obtemos o espectro de poténcia de uma
determinada freqtiéncia. O espectro de séries temporais, obtido a partir do quadrado do mdédulo
da transformada de Fourier do sinal, nos indica qual o peso com que cada uma das freqiiéncia
(ou o seu inverso, o periodo) comparece nas oscilagoes.

Notamos que o espectro apresentado na figura 3.15 possui um pico acentuado em torno de
t ~ 1.8. Esse é o tempo associado a uma rotacao em torno do ponto fixo instavel (veja Fig. 3.12a
superior) e, uma vez que a regiao de retorno abrange um pequeno intervalo do atrator, esperamos
que esse tempo de retorno seja bastante freqliente. De fato, com atengao é possivel perceber
na distribui¢ao de tempo de retorno (Fig. 3.14) a existéncia de uma probabilidade de retorno
bastante grande por volta deste tempo seguida de uma probabilidade nula para tempos menores
ou maiores.

Ja a fungao de autocorrelacao é definida no caso discreto como

1 n—m
Crp = p— JZ::l TiTjrm (3.15)
onde Cy, = Cy,(t) = C(mAt). Essa fungao indica a meméria que o sinal guarda de seu valor
m pontos antes. Sinais periédicos terao uma funcao de autocorrelacao periédica, enquanto para
sinais cadticos ou aleatérios ela decaird a zero rapidamente. A associagao da autocorrelacao
com o tempo de retorno também é bastante imediata. Apds um retorno, podemos imaginar
que um tempo de retorno de tamanho 7' = 7 é mais provédvel (improvavel) quando o sistema
é correlacionado (anti-correlacionado) no tempo 7. As oscilagbes que notamos no detalhe da
figura 3.14, apods o efeito de memoéria de curto alcance, sao similares as que observamos para a
autocorrelacao de z na figura 3.15.

Existem algumas semelhancas e distingoes entre os efeitos da autocorrelacdo e da memoria
de curto alcance na DTR que devem ser ressaltadas. A funcao de autocorrelagao em sistemas
cadticos tem um decaimento exponencial a zero fazendo com que seu efeito na distribuicao de
tempo de retorno também tenda a zero, com eventuais oscilagbes. Assim, esperamos que a
autocorrelacao tenha conseqiiéncias similares as descritas no item 3.1.3 para o efeito de érbitas
periddicas: desvio do comportamento binomial no tempo curto que pode ter efeitos sobre toda
distribuicao e pode ser mascarado com a utilizacdo de um bin muito grande. No entanto, a
origem dos efeitos parece ser bastante distinta assim como o tempo de atuacao (geralmente
maiores para a autocorrelagao). Efeitos tipicos da memdria de curto alcance, ausentes no caso
da autocorrelacao, sao a auséncia de retornos de um tempo curto e uma distribuigao irregular
de retornos de tempo curto.

Reduzindo ainda mais o parametro de controle, no sentido do atrator periddico, podemos
obter uma situagao ainda mais drastica (Fig. 3.16). Nesse caso os retornos ficam restritos aos
multiplos da freqiiéncia caracteristica para tempos indefinidamente longos na forma de uma
quasi-periodicidade®. Conseqiientemente, o desvio em relacdo & binomial também é dréstico.

Notamos assim que a DTR em sistemas cadticos de tempo continuo, como o circuito de MC
tratado aqui, é também essencialmente exponencial. Notamos no entanto que, além da memoria

®Note a partir da ampliacio da figura 3.16 que entre dois picos a probabilidade de retorno é nula por um
intervalo de tempo.
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Figura 3.15: Andlise da série temporal z(t) para os mesmos pardmetros da Fig. 3.14. De cima para baixo
uma amostra da série, a funcdo de autocorrelacdo e o espectro em funcdo do periodo.
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Figura 3.16: Distribuicdo de tempo de retorno para o atrator de Rdssler (aw = 11). Notamos que o desvio do
comportamento exponencial devido a autocorrelagao se estende para todos os tempos.

de curto alcance relatada anteriormente, a presenca de correlagao no sistema, bem como de
periodos caracteristicos, possuem uma influéncia direta na DTR. Dependendo dos parametros
de controle o sistema pode se aproximar de um regime quasi-periédico e nesse casos esses efeitos

nao ficarao restrito aos TR curtos.
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3.3 Sistemas intermitentes

Até o momento obtivemos a distribui¢ao de tempo de retorno (DTR) para os sistemas
cadticos paradigmaticos, que foram sistematicamente comparadas com a distribuicao binomial
(Eq.(2.6)). Calculamos agora a distribuicdo de tempo de retorno para sistemas intermiten-
tes. Abordamos trés casos de intermiténcia: intermiténcia do tipo II (no sentido de Pomeau-
Manneville [Bergé et al., 1984]), intermiténcia induzida por crise e intermiténcia em sistemas
Hamiltonianos. Para cada uma das intermiténcias apresentamos uma sucinta andlise tedrica
centrada nas suas propriedades temporais e simulagoes numéricas da DTR para um sistema par-
ticular. Ao contrario das DTR que tratamos até o momento vemos surgir DTR. completamente
distintas da binomial.

3.3.1 Intermiténcia de Pomeau-Manneville
Teoria

A denominacdo intermitente parece derivada do estudo da dinamica de fluidos e da tur-
buléncia. Apesar de nao ser possivel precisar uma defini¢ao, o termo esta ligado a uma mudanca
brusca e repentina no comportamento de uma grandeza que passa a alternar entre duas ou mais
situacoes distintas. Em sua versao mais simplificada, podemos pensar em um fendmeno intermi-
tente como consistindo de um comportamento regular ou laminar do sistema durante um longo
periodo de tempo, interrompido por um estouro cadtico. O comportamento imprevisivel do
sistema reside nao apenas na regiao do estouro, mas também na duracao das regides laminares.

Dentro do estudo de sistemas cadticos o termo intermiténcia associa-se a rota para o caos de
Pomeau-Manneville  via  intermiténcia [Pomeau e Manneville, 1980, Bergé et al., 1984]
[Ferrara e do Prado, 1994] que, conjuntamente com a rota de Feigenbaum via duplicacao de
periodo e de Ruelle-Takens via quasi-periodicidade, consistem nas maneiras paradigméticas de
perda de estabilidade estrutural de um sistema ao variarmos um parametro de controle. Tra-
taremos agora dos principais aspectos desta teoria, ressaltando as propriedades temporais da
regiao laminar.

Dentro da abordagem de Pomeau-Manneville, os sistemas intermitentes sao resultados de
bifurcagoes que provocam a perda da estabilidade de um ponto fixo. Realizando o procedimento
usual para determinar a estabilidade do ponto fixo, linearizacao e calculo dos autovalores \;
da matriz de Floquet, notamos que no caso de mapas intermitentes a érbita peridédica passa
de estavel (\; < 1) para instdvel ()\; > 1) a medida que variamos um parametro de con-
trole € = a — a.. Os sistemas intermitentes sao entao classificados em tipo I, Il e 111 segundo
a forma como os autovalores cruzam o circulo de raio unitario: pelo +1, complexo conjugado
com Im(A) # 0 e -1 respectivamente (veja figura 3.17). Imediatamente apds a perda da estabili-
dade o mapa de retorno forma uma espécie de canal que aprisiona a trajetoria em um movimento
aproximadamente regular durante um longo periodo de tempo (figura 3.18).

Entre muitas caracteristicas compartilhadas pelos sistemas intermitentes de mesmo tipo uma
delas é a distribuicao do tempo de duracao da regiao laminar, resultado utilizado inclusive para
sua classificagdo. Faremos uma descricao sucinta desses resultados indicando a referéncia onde
pode-se encontrar uma discussdo mais detalhada®. Em geral estamos interessados em saber,
para um determinado ¢, a distribuigdo das regides laminares de tamanho 7: P(7,e). Como
veremos, a distribuicao de tempos de retorno reproduziréd essencialmente esta distribuicao.

Tipo I: Este tipo de intermiténcia caracteriza-se pelo fato do tamanho das regioes laminares
se concentrar em valores da ordem de 7 = 1/e, nao sendo encontradas regioes laminares longas.

SPara manter a coeréncia da notacio desta secdo com a aplicacio que serd realizada a seguir adotamos como
parametro de controle € um valor que é a metade do valor utilizado usualmente na literatura.
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Figura 3.17: llustracdo da perda da estabilidade de uma drbita periddica para cada um dos tipos de inter-
miténcia: I, IIelll. As setas no plano complexo representam direcées em que o autovalor do ponto fixo

cruza o circulo de raio unitario no parametro a = a., tornando-se instaveis
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Figura 3.18: llustracdo da formagdo do canal de intermiténcia imediatamente apds a perda de estabilidade
da érbita de periodo 3. A medida que variamos ¢ de negativo a positivo a curva cruza a reta dando origem a

um canal. Essa figura corresponde ao mapa logistico [Ferrara e do Prado, 1994].

Tipo II: No caso de intermiténcia do tipo II a distribuicao das regioes laminares

é [Bergé et al., 1984, Huang e Kim, 1987]
2 —eT
ece
P[](T,&) X 7(1 — 6757—)2 .

E interessante destacar os dois regimes caracteristicos desta distribuigao

P o %2 quando 1 € 7 < e~ !
u e " quando 7 > e !
Tipo III: Para sistemas que apresentam a intermiténcia do
encontramos [Bergé et al., 1984]

e—E’T

P -
111(7,€) o (1- 6*457)% )

(3.16)

(3.17)

tipo  II1,

(3.18)
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de onde destacamos os regimes

73% quando 1 < 7 < g~}

Prir o< { e T quando T > ! (3.19)

Mais recentemente um novo tipo de intermiténcia vém sendo investigada, a intermiténcia
on-off [Heagy et al., 1994]. Ao contrério da intermiténcia no sentido de Pomeau-Manneville, a
intermiténcia on-off é criada a partir da variacao de um dos parametros de controle de um sistema
caodtico. A flutuacao desse parametro ao redor de um ponto de bifurcacao faz com que o sistema
alterne intermitentemente entre o comportamento anterior e o posterior & bifurcacdo. Apesar da
origem distinta da intermiténcia, a distribuicao dos tempos da regiao laminar apresenta os mes-
mos limites apresentados na equacao (3.19) para a intermiténcia do tipo III [Heagy et al., 1994].
A cauda exponencial estd associada ao ruido ou aleatoriedade no sistema, quando este é o me-
canismo responsavel pela variacdo do parametro de controle. Esperamos que as conclusoes que
estabelecemos aqui para a intermiténcia de Pomeau-Manneville se apliquem igualmente a este
tipo de intermiténcia.

Exemplificaremos a aplicacao do tempo de retorno de Poincaré em um sistema intermi-
tente do tipo Il a seguir. Antes porém convém introduzir um novo tipo de distribuigao
de TR caracteristico de sistemas intermitentes. Conforme sugere-nos o primeiro regime das
equagoes (3.17) e (3.19) dizemos que uma distribuigao é do tipo lei de poténcia quando

Poot(T) = aT77 . (3.20)

Para melhor visualizar a distribuicao de lei de poténcia apresentaremos os resultados sempre em
um grafico log-log, onde ela apresenta-se como uma reta.

Note que para sistemas onde é possivel definir uma medida positiva e finita, o lema de
Kac (Eq. 2.2) impoe-nos que o TR médio é finito e portanto, quando a distribuicao (3.20)
aplica-se no limite T' — oo tém-se v > 2. Este resultado é violado nos casos da intermiténcia 17
e 111 quando € = 0 uma vez que nesses casos a medida de todo intervalo também é divergente.
No entanto, para ¢ ligeiramente superior a 0 deixa de valer o limite T' — oo para a lei de poténcia
e o TR médio volta a ser finito.

Aplicagao para o mapa de Manneville

Um caso tipico de sistema intermitente de tipo I é o mapa de Manneville”. [Manneville, 1980]

Tni1 = fo(zn) = (L +&)zn + (1 —e)z? (modl) . (3.21)

A medida que variamos o parametro ¢ de 0 a 1 passamos de um sistema completamente
intermitente (conforme Fig. 3.20) até o Bernoulli-shift, um sistema de caos completo. No caso
intermitente, o comportamento das trajetorias se distingue em duas regioes: laminar e cadtica.
Para este sistema, a regiao laminar consiste em um crescimento lento e monotonico ao longo
do canal ilustrado na figura 3.19. Apds a saida do canal ocorre um estouro caético até que
finalmente a trajetéria é reinjetada. Quanto mais préximo a origem (ponto fixo instdvel) a
trajetoria for reinjetada, maior serda o tempo da regiao laminar. O canal é criado pois o grafico
de f-(x) é tangente & reta y = x na origem quando € = 0. De fato,

df
7|x:0 =1+¢ )
dx
"Nao confundir com outros mapas também denominados de Manneville, como  em

[de S. Cavalcante e Leite, 2002]
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indicando que com ¢ crescente, o canal torna-se cada vez menos efetivo. Este efeito pode ser
verificado a partir da figura 3.20 e ilustra o resultado destacado na relacio (3.17)%.

0.75 —

0.25 —

Figura 3.19: Mapa de retorno f. dado pela Eq. (3.21) (¢ = 0) com ilustragdo de uma trajetéria com condi¢do
inicial dentro do canal zog =0, 1.

Figura 3.20: Exemplo de trés séries de pontos do mapa de Manneville (Eq. 3.21) para diferentes valores de .
A reta preta indica o local do fim do canal f.(x) = 1 e as duas cinzas a regido de retorno I(X,. = 0,2,5 = 0,01)
utilizada na Fig (3.21).

Na figura 3.21 apresentamos uma distribuicdo de tempo de retorno para o mapa de Manne-
ville no caso de € = 0. Observamos um comportamento descrito por lei de poténcia (Eq. (3.20))

8 A distribuicio de tempo das regides laminares deste sistema obedece a Eq. 3.16. No entanto,
em [Manneville, 1980] a relacado apresentada é para nimero N(7 > 79,€) de regides laminares maiores que 7.
Esta distribuigao é obtida de P(7, epsilon)

N(t > 1) = / P(r,e)dr .
0
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com v = 2. Vemos que este resultado reflete a distribui¢do das regides laminares (Eq.( 3.16)).
Se tomamos um caso tipico, com € # 0 obtemos um decaimento com lei de poténcia até o
tempo T' & 1/ e um decaimento exponencial para T > 1/, precisamente como previsto em 3.17.
Ressaltamos que neste ultimo caso a lei de Poténcia ajustada ao regime intermediario levou-nos
a um valor de v superior a 2, o que deve ser resultado do fato do limite 1 < 7 < 7! da
Eq. (3.18) nao se aplicar a contento. Ja o comportamento exponencial levou-nos a um valor do
expoente b = 0,00098 + 0,00004 ~ 0,001 = & conforme previsto pela relagao (3.17).

e=0
107 . .
bin=1
* bin=100
- '\:2
-
10-4 — - —
-
-
"
= "w_._
a iy
1045 [ —
10° —

Figura 3.21: Distribuicdo de tempo de retorno para o mapa de Manneville come =0e X.=0,2,0 = 0,01
mostrando um comportamento do tipo lei de poténcia com expoente v = 2.

3.3.2 Intermiténcia induzida por crise
Teoria

Um tipo de intermiténcia presente em atratores cadticos, também provocada pela variagao
de um parametro de controle a, é a intermiténcia induzida por crise (crisis-induced intermit-
tency [Grebogi et al., 1987]). A medida que aumentamos o parametro de controle a o atra-
tor sofre uma crise (mudanga repentina e descontinua no atrator cadtico) em um determinado
parametro de controle a = a, [Grebogi et al., 1982]. A intermiténcia é observada no sistema
logo apés uma crise o g a,. Seguindo [Grebogi et al., 1987], listamos os trés principais tipos de
crise que um atrator pode sofrer e enfatizamos as defini¢oes de tempo caracteristicos T utilizadas
para caracterizar cada um dos casos.

i Destruicao do atrator. Apds a crise o atrator estranho deixa de existir podendo dar ori-
gem a um transiente cadtico (sobre o antigo atrator) bastante longo [Grebogi et al., 1986].
O tempo caracteristico 7 é dado pelo tempo médio que a trajetéria leva para sair do antigo
atrator cadtico considerando um conjunto de condigoes iniciais.

ii Aumento do atrator. O atrator estranho sofre um aumento de tamanho depois da crise.
O tempo caracteristico 7 é definido como o tempo médio que a trajetéria leva para visitar
a nova regiao.
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Figura 3.22: Distribuicdo de tempo de retorno para o mapa de Manneville com ¢ = 0.001 e X, =0,2,§ =
0,01 mostrando um comportamento do tipo lei de poténcia até retornos da ordem de % a partir de onde volta
a predominar um decaimento exponencial.

iii Fusao de atratores. Os dois atratores crescem com o aumento de o, e em o = . 08
dois tocam simultaneamente a bacia de atracao do outro atrator. A trajetoria passa entao
a visitar os dois atratores sendo que o tempo de permanéncia médio em cada atrator é
definido como 7.

No que se refere aos dois ultimos casos listados acima, o termo intermiténcia é justificado
pela analogia com o caso de Pomeau-Manneville (ftem 3.3.1):

Intermiténcia de Pomeau-Manneville: caos — regular — caos — regular — ...
Intermiténcia induzida por crise: caos; — caosy — caos] — €ao0Sy — ...

(3.22)

O principal resultado demonstrado em [Grebogi et al., 1987] para os trés casos acima diz
respeito ao comportamento do tempo caracteristico 7 em funcao do parametro de controle «

T (a—al) . (3.23)

A dedugao da relagao (3.23), bem como uma deducao analitica do expoente A, requerem
uma compreensao sobre o processo responsavel pela crise. Os processos de crise estudados sao
decorrentes de um cruzamento das variedades estével e instavel de pontos fixos instaveis (selas).
No valor do parametro critico a, a variedade estavel tangencia a variedade instavel do mesmo
ponto fixo (tangéncia homoclinica) ou de um outro ponto fixo de mesmo periodo (tangéncia
heteroclinica). O parametro A da Eq. (3.23) pode ser obtido como fungdo dos autovalores
do ponto fixo instavel cuja variedade instdavel sofre uma tangéncia. No caso de mapas bi-
dimensionais teremos dois autovalores 1, 32 (um associado a variedade instavel (|51] > 1) e
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outro a variedade estavel (|52| < 1)) e o parametro A pode ser obtido como

11 In|B]

1y ’ 3.24
2 il 520
para o caso heteroclinico, e
In| |
2
= 3.25
(In|B152/?) (3.25)

para o caso homoclinico [Grebogi et al., 1987]. No caso de contragao forte B2 — 0 temos v = %
em ambos os casos, que é o resultado para mapas unidimensionais com um maximo quadratico.

Aplicagao ao circuito de Matsumoto-Chua

Para verificar o comportamento da distribuicdo de tempo de retorno (TR) em sistemas
intermitentes gerados por crise retornamos ao circuito de Matsumoto-Chua, Eq. (3.12), e pas-
samos a estudar a distribuicdo de TR para o atrator de duplo-rolo préximo a bifurcagao -
Rossler—duplo-rolo - que ocorre para a. = 11,2834. Essa situacao é analoga ao caso iii
(fusdo de atratores) discutido acima, sendo este caso um sistemas tridimensional com tempo
continuo. O sistema costuma permanecer um longo tempo confinado em um dos rolos, ou
seja, em um dos remanescentes atratores de Rossler, até passar para o outro atrator cadtico,
configurando uma intermiténcia também denominada caos-caos [Anishchenko et al., 1994].

A figura 3.23 mostra a distribuicdo de TR para o sistema de MC para « = 11,285, regime
intermitente. Algumas semelhangas com os casos vistos anteriormente sao notérias: decaimento
exponencial com autocorrelacao e meméria de curto alcance. Como novidade ressalta-se o sur-
gimento de um segundo regime de decaimento exponencial na distribuicao de TR. Podemos
associar cada um dos regimes de decaimento exponencial com o movimento em cada uma das
partes do atrator. O primeiro regime estd associado ao atrator onde se encontra o intervalo de re-
torno I a exemplo do atrator de Rossler. J4 o segundo regime exponencial refere-se a trajetorias
que safram do primeiro atrator, passam um tempo (distribuido também exponencialmente) no
segundo atrator, e finalmente retornam ao primeiro atrator e ao intervalo I. Denominamos o
tempo entre os dois regimes como sendo o tempo critico T* que pode ser obtido, conforme ilus-
trado na figura 3.23 (a partir do ajuste de exponenciais a cada um dos regimes) e observando sua
interseccao e caracteriza um tempo tipico de permanéncia em um dos atratores. Como veremos,
este tempo T também representa um tempo caracteristico do sistema, ou seja, é uma defini¢do
andloga ao tempo de residéncia médio 7 em um atrator utilizado em [Grebogi et al., 1987].

A dependéncia de T™ com o parametro « pode ser entendida de forma qualitativa. A medida
que diminuimos o parametro de controle, aproximando-nos do valor da bifurcacdo a — a,
esperamos que o movimento fique cada vez mais confinado em um dos atratores e que, portanto,
T* — oo. No limite oposto, & — oo, o atrator do tipo duplo-rolo tende a se consolidar e a
distingao em dois atratores distintos a ser artificial fazendo com que T* — 0. Na figura 3.24
apresentamos os resultados obtidos para a dependéncia de T™ com o parametro « das trés regioes
de retornos marcadas na figura 3.12. A curva ajustada para cada sequéncia de pontos é da forma
da Eq. 3.23 (com N sendo a constante de proporcionalidade) mostrando que este tempo critico
apresenta um comportamento coerente com a teoria descrita no item anterior.

Neste caso o valor de A nao é universal, ou seja, depende da regiao de retorno utilizada. Esta
dependéncia de T com o ponto de retorno pode ser explicada parcialmente como uma funcao
da medida do intervalo I. Passamos a estudar em detalhe a dependéncia da medida pu(I) = ﬁ
e de T* para um ponto de retorno fixo (X, fixo), variando §. Os resultados se encontram na
figura 3.25, sendo que o primeiro grafico apresenta o calculo de D; como expoente da dependéncia
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Figura 3.23: Distribui¢do de tempo de retorno para o atrator de duplo rolo (o = 11, 285) préximo a bifurcag3o.
Notamos o aparecimento de dois regimes de decaimento exponencial dos tempos de retorno. As retas em azul
sdo os ajustes para cada uma das regides e enfatizam o tempo caracteristico 7. As retas foram multiplicados
por um fator 50 para melhor visualizacdo. [Xc¢ = (1,790657,0, 046032, —2,262724),5 = 0,07, (T) = 36, 5].

- N=35.50, A=0.160
—— N=28.96, A=0.313
600 - N=20.62, A=0.158

L i i i |
11.283 11.284 11.285 11.286 11.287 11.288

Figura 3.24: Dependéncia do tempo tempo critico T com o pardmetro de controle « para as trés regides
distintas de retorno assinaladas na Fig. 3.12b. As curvas continuas representam ajuste da Eq. (3.23), onde N
é a constante de proporcionalidade.

de log(p) X log(d). Além de exemplificar o método sugerido no item 3.1.2 indica os pontos
adequados para que no segundo grafico fique clara dependéncia exponencial de T com 9.



3.3. SISTEMAS INTERMITENTES 54

. @ (b)
10 e®7 1000 [
[ | .
1 7? \ 445 .28*exp(—0.620%x)
10° 4 i
“
<> -1 o=
s 10 a3 4 100 4
= F ] [ e ]
Pontos utilizados no ajuste. | r o=
7 I &
107? 4
p=21590x>*" @
10°° -3 = = o 10 ! !
10 10 10 10 o > a 6
° H(%6)
Figura 3.25: (a) Medida do intervalo de retorno pu(I) = ﬁ para diferentes valores de 6 com X, =

(—1,261882,0, 317816, 2,198729) indicando que Dy = 2,27 +0,05. (b) Dependéncia exponencial do tempo
de retorno critico T com § para o mesmo X, quando § — 0.

3.3.3 Intermiténcia em sistemas Hamiltonianos
Teoria

Estamos interessados agora em sistemas dinadmicos conservativos, isto é, sistemas onde a
energia é conservada. Neste caso a dinamica é descrita pela Hamiltoniana H(Z;t). Os siste-
mas Hamiltonianos mais simples que apresentam caos sao os quase-integraveis, isto é, sistemas
descritos por uma Hamiltoniana integravel sujeita a uma perturbacao dependente do angulo e
eventualmente do tempo

H(I60;t) = HI)+eV(L0,t) . (3.26)

Os sistemas quase-integraveis descrevem uma grande quantidade de fenémenos Fisicos e
podem ser explorados a partir de métodos perturbativos e da teoria KAM [Zaslavsky, 1991,
Lichtenberg e Lieberman, 1983, Walker e Ford, 1969]. No préximo capitulo discutiremos alguns
desses aspectos em mais detalhes.

A medida que aumentamos o valor do parametro e passamos de uma situacao integravel
(trajetérias periddicas e quase-periddicas) para um regime onde coexistem regides cadticas (mar
estocdstico) com regides regulares (ilhas). Este cendrio é bastante conhecido da mecanica classica
e recentemente teve exploradas suas conexoes com o transporte anémalo, o que apresentaremos
no capitulo seguinte.

O movimento de uma trajetoria iniciada em uma regiao cadtica do espago de fases de um
sistema quase-integravel é bastante complexo. Apesar da trajetéria ndo penetrar nas regioes
regulares (ilhas) perceberemos que a presenca de algumas dessas estruturas afeta de maneira
decisiva o comportamento das trajetérias. De fato, gracas a presenca de cantori (toroides de
dimensao fractal) e de um labirinto de cadeias de ilhas dentro de cadeias de ilhas, geradas por
ressonancias, trajetorias do mar estocédstico podem ser aprisionadas em regioes estreitas proximas
as ilhas, permanecendo um tempo muito longo até escapar novamente para o mar estocastico.
Podemos destacar portanto dois tipos de movimento, ressaltando os aspectos temporais:
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e Mar estocastico. A trajetdria realiza um movimento erratico similar a um movimento
Browniano (passeio aleatério), possuindo uma estatistica do tipo Poisson para os retornos
(visitagoes).

e Préoximo as Ilhas. A trajetoria fica confinada por um longo tempo proximo as ilhas em
um processo de aprisionamento (trapping). Durante esse tempo o movimento é aproxima-
damente regular. O tempo de aprisionamento tipico é da forma de uma lei de Poténcia,
isto é, para uma trajetéria presa a distribuicao do tempo que ela permanece préxima da
ilha é

Papri(T) oc T Verri. (3.27)

Uma vez a trajetéria iniciada em uma regiao cadtica, ela alterna entre estes dois regimes de
movimento indefinidamente, dizemos assim que se trata de um movimento intermitente. Apesar
da alternancia ser entre regimes regulares e cadticos essa intermiténcia se distingue do conceito
usual pois o movimento cadtico nao se dé na forma de um estouro.

A distribuicdo de TR em um sistema deste tipo refletird a presenca desses dois processos.
Para TR curtos esperamos uma queda exponencial (movimento no mar estocdstico) como na
Eq. (2.10). J& para TR longos esperamos que os aprisionamentos nas ilhas predomine provocando
uma distribuicao do tipo lei de poténcia como na Eq. (3.20)°

e T tempos “curtos”

P(T) o { T~7 tempos “longos” (3.28)

Ressaltamos, como veremos a seguir, a possibilidade da existéncia de mais de um regime de lei
de poténcia com y; # o tanto devido a presenca de mais de uma ilha no espago de fases quanto
devido a multi-fractalidade de uma tnica ilha. Pelo lema de Kac, o tempo médio deve ser finito
e portanto o valor de v (quando t — oco) deve ser Yoo > 2.

A relacao entre o expoente v da equagao (3.20) (retorno) e o expoente Y4, da equacao (3.27)
(aprisionamento) pode ser obtida considerando que o tempo que a trajetéria leva para retornar
ao intervalo de retorno I, apds libertar-se de seu aprisionamento, é muito menor que o tempo
tipico de aprisionamento. Isto é, para tempos grandes a exponencial tende a zero muito mais
rapido que uma lei de poténcia. Considerando que a trajetéria fica aprisionada na ilha, a
probabilidade de termos um retorno em 7" = 7 é proporcional a probabilidade da trajetdria ter
saido do aprisionamento até o tempo T = 7, que por sua vez é dado por

-
P’r‘etov"no OC/ papri(T)dT-
0

Calculando explicitamente para o caso da Eq. (3.27) e comparando com a Eq. (3.20) obtemos a
relacao
Y= Yapri + 1, (329)

que relaciona o expoente de aprisionamento v, com o expoente do tempo de retorno -y.

Exemplo: mapa padrao

Passamos agora ao estudo numérico de sistemas dindmicos conservativos no cendrio de caos
incompleto. Tomaremos aqui o mapa padrao no torus (com duplo mod (1)) como sistema
quase-integravel tipico

Yn+1 = Yn — Ksen(2mwx,) mod(1),

3.30
Tntl = Tn + Ynt1 mod(1), ( )

9Existem  diversas fungdes na literatura que possuem estes mesmos limites (Mittag-
Leffler [Klafter et al., 1996],q-exponencias,etc...) no entanto parece-nos mais adequado manter a divisdo
da fungdo uma vez que os processos que geram cada um dos regimes é proveniente de efeitos distintos.
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onde K ¢ o parametro de controle e o mod(1) na primeira equagao foi tomado, levando em conta
sua simetria, para mantermos o sistema confinado. A deducao e as caracterizagoes detalhadas
deste sistema serao feitas no préximo capitulo. Passamos a ilustrar as caracteristicas descritas
na secao anterior e ao calculo do TR.

Espaco de Fases

Q116 0117 0116

Figura 3.26: Retrato de fases do mapa padrdo (Eq. (3.30)) para K = 0,4. As figuras (b), (c) e (d) sdo
as ampliagdes marcadas nos mapas (a), (b) e (c) respectivamente. CondigBes iniciais escolhidas de forma
aleatdria.

Iniciamos nosso estudo fixando o parametro de controle em um valor intermediario K = 0, 4,
isto é, acima do valor critico K. = 0,15464..., onde surge o caos global mas suficientemente
baixo para preservar estruturas. A figura 3.26a mostra o retrato de fases do mapa padrao
para esse caso onde nota-se a presenca de uma ilha de periodo 1 com uma cadeia de periodo 4
ao redor. Na figura 3.26 apresentamos ainda sucessivas ampliacbes em uma ilha mostrando o
carater recorrente de ilhas dentro de ilhas. Este carater fractal do espaco de fases na fronteira
com o mar estocastico (veja especialmente a figura 3.26¢) é o responsavel pelo aprisionamento
das trajetérias. Além deste labirinto de ilhas a presenca de cantorus'® também é responsavel por

10Quando uma superficie toroidal irracional é rompida pela perturbacéo ela deixa de ser continua e pode passar
a ter uma estrutura similar a um conjunto de cantor [Alligood et al., 1996]. Essas estruturas toroidais com
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barreiras no espaco de fases que dificultam a passagem das trajetdrias e diminuem o expoente
de Lyapunov, valores positivos mas muito préximos a zero, nas regides proximas as ilhas.

Afim de quantificar o tempo de aprisionamento e retorno, apresentamos na figura 3.27 o
retrato de fases do mapa padrao com K = 0.4 junto com as regioes utilizadas para o aprisiona-
mento e o retorno.

cada 4 iteracoes

aprisionamento a

Figura 3.27: Retrato de fases do mapa padréo Eq. (3.30) com K = 0,4. A regido quadrada foi considerada
para o aprisionamento. As regides circulares foram consideradas para o tempo de retorno (a regido que
extrapola o grafico deve ser entendida como sendo completada em x negativo).

Aprisionamento

Para quantificarmos o aprisionamento ao redor de uma ilha, definimos o quadrado vermelho
na figura 3.27 e observamos a evolucao de uma unica trajetéria iniciada no mar estocéstico.
Quando a trajetoria entrava na regiao delimitada, observamos se apds 4 iteragbes do mapa
(perfodo da ilha) a trajetéria permanecia na regido. Enquanto esta condigao era satisfeita
repetiamos o procedimento. Uma vez que esta condigao nao era satisfeita obtinhamos o tempo
de aprisionamento como o tempo entre a entrada e a saida na regiao mencionada. Iterando
uma tnica trajetéria n = 10! vezes montamos o gréafico da Fig. 3.28. Conforme ressaltamos
na introdugao tedrica, o comportamento é do tipo lei de poténcia e deve ser contrastado com
uma distribuicao exponencial, que tende muito mais rapidamente a zero, que seria obtida se
nao houvessem estruturas no espaco de fases. O comportamento de multi-escala, isto é, mais
de uma inclinacao da lei de poténcia, estd relacionado com a multi-fractalidade das ilhas e serd
discutido no item 4.3.1.

dimensao fractal sao denominadas cantori.
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Historicamente o aprisionamento das trajetorias proximo as ilhas sao conhecidos ha mais de
vinte anos [Chirikov, 1979, Lichtenberg e Lieberman, 1983]. O mapa padrao tem sido utilizado
para ilustrar essas propriedades gragas a sua simplicidade e ao fato dele poder ser utilizado como
aproximacao local de sistemas Hamiltonianos genéricos, como discutiremos no capitulo 4. As
propriedades do aprisionamento das trajetorias, bem como seus efeitos sobre diferentes grande-
zas, tém sido discutidas. Em [Karney, 1983, Chirikov e Shepelyansky, 1984] abordou-se a cor-
relagao, em [Grassberger e Kantz, 1985, Kantz e Grassberger, 1987] o expoente de Lyapunov e
em [Geisel et al., 1987] o espectro de Fourier de trajetérias do mapa padrao. Seus efeitos sobre
o transporte vem sendo explorado mais recentemente [Ichikawa et al., 1987, Zaslavsky, 2002b] e
serd discutido em detalhe na secao 4.2. De maneira geral fica claro que a estatistica do tempo
de retorno de Poincaré é um instrumento adequado para explorar o efeito de aprisionamento
das trajetdrias no espago de fases do caos incompleto [Chirikov e Shepelyansky, 1999].

log X log

% bin=1
by bin=100
«— bin=1000

—_ Tap.i=1 75
- Tap'i=1 90 7]

P(T, )

10

aprisionado

Figura 3.28: Distribuicido do tempo de aprisionamento nas ilhas do mapa padrdo com K = 0,4. A regido
de aprisionamento é o quadrado da Fig. 3.27. Notamos um comportamento geral do tipo lei de poténcia e
apresentamos dois intervalos de tempo com coeficiente distintos, reflexo da multi-escala do sistema. As retas
em azul e vermelho foram divididas por um fator 100 para efeito de visualizagdo.[N;; = 101]

Tempo de Retorno

Passamos, finalmente, para a estatistica de tempo de retorno (TR). Tomamos o cuidado de
escolher a regiao de retorno no mar estocéstico (circulos na figura 3.27) fixando Xe¢ = (0,4,0,1).
Na Fig. 3.29 apresentamos a estatistica de tempo de retorno utilizando 6 = 0,01. O com-
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portamento geral é bem descrito pela relacao (3.28), ou seja, um comportamento exponencial
para tempos curtos (relacionado a trajetérias do mar estocdstico) e um comportamento do tipo
lei de poténcia para tempos longos (relacionado a trajetérias aprisionadas nas ilhas). Nota-
mos, a partir do detalhe da figura que a memdria de curto alcance também age neste sistema
conservativo. No que se refere a cauda de lei de poténcia, a Fig. 3.29 nos mostra que, apesar
de termos iterados o mapa 10" vezes'! a estatistica de tempos longos é muito baixa, sendo
necessaria a utilizacdo de valores grandes de bins para caracterizar a cauda. Comparando os
regimes de tempo da Fig. 3.29 com os do aprisionamento na Fig. 3.28 notamos que mesmo em
tempos em que o aprisionamento é claramente uma lei de poténcia, vemos um comportamento
exponencial no TR. Isto se deve ao fato érbitas nao aprisionadas poderem levar um tempo longo
para retornar ao intervalo, uma vez que este é bastante pequeno.

Uma possivel solucao tanto para a pouca estatistica como para uma melhor visualizagao da
cauda é aumentar o tamanho da regiao de retorno. Baseados nas dedugoes da relagao binomial na
secao 2.2 vemos que o expoente da exponencial deve ser proporcional a medida do intervalo b o
wu(I). Na figura 3.30 apresentamos a distribuigdo de tempo de retorno com § = 0,1, isto é,
10 vezes maior que na figura 3.29. Dessa forma a drea de retorno tornou-se 100 vezes maior
e notamos que a exponencial decai mais rapidamente a zero permitindo que a cauda de lei de
poténcia surja aproximadamente em um tempo 100 vezes menor (T ~ 4 x 102 para 6 = 0,1 e
T =~ 4 10* para § = 0,1). Notamos assim que o efeito de aumentarmos § neste tipo de sistema
(garantindo que regiao de retorno permanega inteiramente no mar estocdstico) é permitir que a
cauda de lei de poténcia se torne mais visivel. Notamos ainda que, apesar de iterarmos o mapa

linear X log log X log
10% T T T T T
10° — —
== hin i — .
bin 1000 101 ]
% hin 10 000
ajuste sem 18 pis
— u=1/<T>=354 10"
10° — —
linear X log
T T T
10° —
I I |
107 10 20 30 —
| |
0 10 10 10" 10 10" 10
T T

Figura 3.29: Distribuicdo de tempo de retorno para o mapa padrio com K = 0,4. [Xc¢ = (0,4,0,01),6 =
0,01, Njy = 10*]

"Esse procedimento nos tomou cerca de 10 horas em um computador intel-pentium 4.
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dez vezes menos na Fig. 3.30 do que na Fig. 3.29, a estatistica tornou-se melhor permitindo que
comparassemos as caudas da distribuicao de retorno com as de aprisionamento. Ressaltamos que
a comparacao para os expoentes da lei de poténcia sao bastante sensiveis e suscetiveis a variacgoes.
Ainda assim, podemos notar a semelhanca da cauda da distribuicdo de tempos de retorno com
a de tempo de aprisionamento (figura 3.28) confirmando assim numericamente a relagao (3.29)
entre os expoentes de aprisionamento e retorno. Concluimos assim que a DTR obtida para
os sistemas Hamiltoneanos no regime de caos incompleto caracteriza bem o movimento das
trajetérias explicitando nas caudas de lei de poténcia o aprisionamento das trajetérias préximo
as ilhas.

linear X log log X log
o I
10 ' ' i | )& | | ' ﬁll I I |
inear X log . —
R B e s e B o 1‘"\ bin=100 _
~ == pin=10*
"] =
o & : p=1<T>=0.03539
\ =
10—
1 | | | | | |
10.4 IL 0 10 20 30 40 _]

P(T)

10-12 —
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0 5000 10000 15000 20000 1ot 10 107 100 10 10°

T T

Figura 3.30: Distribuicdo de tempo de retorno para o mapa padrdo com K = 0,4. As leis de poténcia
com 1 = 2,9 e yo = 2,75 foram baseadas nos ajustes da figura 3.28 e levando em conta a relagdo (3.29).
[Xc=(0,4,0,1),6 = 0,1, Ny = 1017]



Capitulo 4

Conexao entre o tempo de retorno
de Poincaré e o transporte anomalo

O objetivo deste capitulo é abordar as conexdes entre o tempo de retorno de
Poincaré e o transporte anémalo. Para tanto, construiremos inicialmente um mo-
delo dinamico em que esta conexao pode ser feita de forma explicita: o mapa padrao
com fase aleatoria. Este modelo serd estudado em detalhe por estar relacionado com
o problema inicial da mistura do contaminante escalar passivo (veja as motivagoes
iniciais no item 1.2.1) que serd descrito no capitulo 5. As origens fisicas deste modelo
e suas caracteristicas principais sao descritas na secao 4.1. Os regimes de transporte
difusivo e anoémalo sdo caracterizados na secao 4.2, onde sao exploradas ainda as
propriedades dos modos balisticos, responséveis pelo transporte anémalo. Aos leito-
res familiarizados com os processos de difusao do mapa padrao recomendamos que
passem diretamente a secao 4.3, quando as relacoes entre a distribuicao de tempo de
retorno e o transporte anémalo sao finalmente estabelecidas.

4.1 Mapa padrao com fase aleatoria

4.1.1 Origens e motivagoes

O conjunto de sistemas Hamiltonianos divide-se entre os casos integraveis e nao integraveis.
No primeiro caso, um sistema de dimensao n possui n constantes de movimento. Dessa forma é
possivel, ainda que muitas vezes seja uma tarefa dificil, encontrar coordenadas candnicas (I, 6)
que possuem uma dependéncia temporal trivial, apresentado a seguir no caso bi-dimensional

=1,
4.1
6 = 6y + Hell)y, (4.1)

onde Hy é a Hamiltoniana do sistema integravel.

J& nos sistemas nao integraveis (que sao necessariamente nao lineares), essas constantes de
movimento nao existem e o movimento pode ser cadtico em regides do espago de fases. A
obtencao explicita da dependéncia temporal das varidveis é impossivel de ser obtida e outros
métodos de andlise sdo necessarios. Uma abordagem para esses sistemas é estudar o caso dos
sistemas quase-integraveis, ou seja, quando a Hamiltoneana Hy aplica-se uma perturbacao eH;.
Nesse caso, escrevemos a Hamiltoneana de um sistema quase-integravel genérico da forma

=

H(I,6,t) = Ho(I) + eHy (I, 6, ¢). (4.2)

61
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Para os sistemas descritos pela equagao (4.2), uma série de métodos perturbativos de andlise
estao disponiveis assim como a aplicacdo da Teoria KAM.!

O mapa padrao

No caso de sistemas dinamicos com tempo discreto? o sistema bi-dimensional integravel mais

simples, onde a Hamiltoneana é proporcional ao quadrado da agao (caso tipico relacionado a

energia cinética) fornecendo-nos dg" = I, que aplicado em (4.1) resulta em

In+1 = In 5

4.
s = O+ L. (4:3)

Se perturbarmos a agdo I acima com uma funcao senoidal do angulo 6 e de intensidade
K, obtemos o mapa padrao, deduzido pela primeira vez em [Chirikov, 1979], e que é um dos
paradigmas de sistemas quase-integraveis [Lichtenberg e Lieberman, 1983, Zaslavsky, 1991]

I+ =1, — Ksen(0,)

4.4
pis = O + Lo, (44)

A facilidade de manuseio numérico de mapas, inclusive para tempos bastante longos, é uma
de nossas principais motivagoes para sua utilizagdo. Além disso, como também serd visto na
secao 6.1, muitas das propriedades e estruturas presentes nos sistemas Hamiltoneanos quase-
integraveis mais complexos podem ser aqui obtidas. Esse mapa é obtido também como solugao
de uma série de sistemas da mecanica cldssica e Quantica sendo o mais famoso deles o rotor
sujeito a uma forca impulsiva, que descrevemos a seguir [Zaslavsky, 1991].

O rotor impulsionado

Suponha que sobre uma mesa horizontal uma massa m esteja amarrada a um fio de com-

primento [ e sofra uma for¢a impulsiva na diregao horizontal (i) de médulo constante (K) a
intervalos de tempo (7) constantes. Podemos escrever a forca resultante como sendo

F=K Y ot—jr)i

j=—o0

A sua energia potencial é obtida a partir da integracao da expressao acima

U = — / FRdr=K Y ot - ) / sen(0)ldf = —Kleos(8) S 6(t - j)

j=—00 j=—o00

Dessa forma podemos escrever a Hamiltoneana do sistema (que devido a forga externa nao é
uma constante do movimento)

2 o
N s
H=3 "5 chos(@)jz_:ooé(t §7), (4.5)

10 nome KAM refere-se aos mateméticos russos Kolmogorov, Arnold e ao suico Moser que nos meados do século
XX demonstraram o famoso Teorema KAM que assegura a existéncia de um e suficientemente pequeno para o qual
o sistema permanece quase todo inalterado (integrdvel) [Lichtenberg e Lieberman, 1983, Walker e Ford, 1969].

?Esses sistemas, também denominados como mapas, difeomorfismos ou equacdes a diferencas, podem ser
interpretados ainda como uma segdo de Poincaré de um sistema continuo.
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e as equagoes de Hamilton como

p=—55 = —Ksen(0) 32, 6(t — j7),
b ol b (4.6)
op ml?

Afim de discretizar o sistema vamos analisar o que ocorre com o momento e o angulo na
equacao acima no intervalo entre os impulsos e no intervalo em que a forga impulsiva ocorre.
Devido ao sucesso dessas integracoes esse sistema é considerado quase-integravel.

No intervalo entre impulsos, vemos que o momento (p) imediatamente depois do impulsos j
¢ igual ao momento p imediatamente anterior ao impulso j+1: p;,; = p;. Jéd no caso do angulo
notamos que 07, = 6; + Txp;.

Por outro lado integrando a equagao (4.6) no intervalo que envolve o impulso, e lembrando
que f_+: d(z)dx = 1 obtemos que ; = 0% e pj = p; — leen(G;). Combinando os resultados
advindos dessas duas andlises podemos escrever a dependéncia do momento angular e do angulo,
por exemplo no instante imediatamente posterior ao impulso, como sendo

j+1 = Y5 T mEPj

Comparando os sistemas (4.4) e (4.7) vemos que, tomando 7 = 1 no segundo, ele reduz-se

ao primeiro. Cabe ressaltar que se tomarmos os valores (p, #) antes da forca impulsiva o mapa
obtido terd uma expressao distinta mas serd completamente equivalente, fato este que faz com

que diferentes mapas padroes aparecam na literatura.

Introducao da fase aleatéria

Procurando avaliar o papel da aleatoriedade em nossa dinamica introduzimos ainda uma
alteracdo ao mapa (4.4), conforme [Vdrosi et al., 1991]. Este artigo trata de modelos hidro-
dindmicos e o seguinte campo de velocidades é proposto com a intencao de deduzir o mapa
padrao modificado

U(z,y,t) = viyZ + vasen[p(t) + z]or(t)y , (4.8)

onde o7(t) =T > —° 6(t—nT) é uma funcao impulsiva periédica e a fungéo ¢(t) nao é periddica,
fazendo com que o mapa resultante dependa da iteracao n. Uma integracao andloga ao pro-
cedimento que nos levou ao mapa (4.7) leva-nos ao mapa padrao que, no entanto, apresentara
uma dependéncia temporal na fase da perturbacao senoidal devido & fungao ¢(t). Supondo que
essa fungao tenha uma dependéncia complexa no tempo e que os valores de ¢(nT') nao estejam
correlacionados, podemos toméa-la como uma dependéncia aleatoria.

A exemplo do que foi feito em [Palladino, 1998], estamos interessados em poder variar con-
tinuamente a influéncia dessa varidvel aleatéria em nosso sistema. Escrevemos explicitamente
essa fase no mapa padrao da equagao (4.4) e obtemos assim o modelo para a dindmica a ser
utilizada em nossos estudos numéricos:

Yn+1 = Yn — Ksen(2mx, + ROy,)

4.9
Tnt1 = Tn + Ynt1 mod(1). (4.9)

A fase foi escrita como ¢, = Rdy,, onde 0, ¢ um nimero aleatério entre [0,27] e R € [0,1] é o
parametro de controle da aleatoriedade que, a exemplo do pardmetro de controle nao linear (K),
serd variado em nossos estudos. A partir da inclusdo dessa fase aleatéria pretendemos simular a
influéncia de outros graus de liberdade em nosso sistema. Note que nao se trata de um ruido, ja
que quando R — 1 sua influéncia é determinante, mas de uma componente de nosso modelo. Por
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conveniéncia podemos considerar o mapa (4.9) como sendo o mesmo que o mapa (4.4) dividido
por 27, tendo como alteracao apds a redefinicao das variaveis, a periodicidade dos eixos e o valor
do parametro K = KC/27.

4.1.2 Caracterizacao do modelo

Como ilustra o célculo da sua matriz Jacobiana [Lichtenberg e Lieberman, 1983], o nosso
modelo (4.9) é de fato conservativo apesar da aleatoriedade introduzida, isto é, a energia se
conserva assim como a area no espago de fases (teorema de Liouville)

OYn+1 OYn+1
1 —Kcos(zp + Ry)
_ 8yn {axn _ n n _
J = det 82;“ dg;“ det ( 1 1— Kcos(xy, + Roy) > L (4.10)

Outra caracteristica que serd importante nos nossos estudos é o fato do mapa (4.9) ser
inversivel (como pode ser trivialmente verificado e é apresentado na Eq. (5.13) a seguir), ou seja,
tanto iteragoes positivas como negativas a partir de um determinado ponto (xg, o) levam-nos
univocamente a novos pontos.

No que se refere aos intervalos dos eixos, o eixo x, segundo a propria construcao, deve ser
tomado mod(1), uma vez que trata-se de uma coordenada angular de periodo um. J4 o eixo y
do mapa padrao apresenta uma peculiaridade especial em relacao a outros mapas. Uma vez que
a segunda equagao de (4.4) depende exclusivamente de = € [0, 1] e da fungao seno, que também
é periddica de periodo um, vemos que também a coordenada y é periédica de periodo um.
Gragas a esta periodicidade o mapa adquire uma propriedade que tem importantes consequéncias
para a difusao das trajetérias do sistema e serd tratada mais adiante: a existéncia de modos
aceleradores [Lichtenberg e Lieberman, 1983] (Para uma ilustragao da periodicidade do mapa
no eixo y veja a figura 4.7 adiante).

Retrato de fases

Afim de ilustrar a dindmica do modelo escolhido, ilustramos nas figuras 4.1 a 4.3 o retrato de
fases para diferentes valores dos parametros de controle (K, R). O retrato de fases é construido
a partir da escolha de um conjunto de diferentes condic¢oes iniciais, aqui igualmente espacadas
sobre o eixo y, que sao iteradas sucessivamente marcando no espaco de fases com um ponto as
posicoes visitadas.

Comecgamos analisando o caso trivial, isto é, K = 0 representado na figura 4.1. Nesse caso
vemos a partir da Eq. (4.9) que a varidvel y nao se altera & medida que iteramos o sistema.
Como estamos tomando condigbes iniciais xg = 0, caso escolhamos uma condigao inicial em y
racional (yo = % € Q) veremos ¢ pontos marcados no retrato de fases. Enquanto que se yq for
irracional veremos uma linha completa. Uma vez que interpretamos esse mapa como uma secao
de Poincaré de um toroide (veja figura 6.1 a seguir), denominamos essas trajetérias também
como superficies toroidais racionais e superficies toroidais irracionais, sendo que estas ltimas
preenchem um torus completo.

Notamos, a partir do primeiro grafico da figura 4.2, que a medida que aumentamos a per-
turbagao nao linear, partindo de um regime integravel, criam-se ilhas em torno das superficies
de fluxo toroidais racionais, surgindo pontos de equilibrio elipticos e hiperbdlicos. Isso se deve
a ressonancia provocada entre a freqiiéncia de perturbacao e a freqiiéncia natural dessas su-
perficies. Ja as superficies irracionais sao rompidas passando a apresentar diversos furos na
antiga linha completa. A medida que crescem em tamanho, as ilhas criam regies estocasticas
entre as suas cadeias até que por fim a tltima trajetéria irracional (aquela de freqiiéncia igual
a0 numero aureo w = %(\/5 — 1)) é rompida e instaura-se o caos global (para o nosso modelo
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Figura 4.1: Retrato de fases para o mapa padrdo com K = 0, caso integravel. Iteramos mil vezes oitenta
condic¢des iniciais sobre o eixo y, marcando os pontos no mapa.

isso ocorre para K > % = 0,15464... = K.). Em torno das ilhas, que possuam por
sua vez uma freqiiéncia associada, surgem ressonancias secundarias que provocam cadeias de
ilhas de bifurcacao cujas ilhas também estao suscetiveis a ressonancias que criam novas ilhas
e assim sucessivamente. Um aumento ainda maior da perturbacao faz com que as ilhas redu-
zam seu tamanho no espaco de fases e pontos fixos elipticos estdveis se tornem hiperbdlicos
instaveis. Esse cendrio descrito é tipico de sistemas quase-integraveis e é explicado pela teoria
KAM [Lichtenberg e Lieberman, 1983, Walker e Ford, 1969, Zaslavsky, 1991].

No caso do aumento do parametro de controle aleatério (figura 4.3), também notamos a
perda de estabilidade das trajetorias integraveis. No entanto, ela se d4 de um forma distinta,
passando a desviar levemente cada uma das trajetorias de seu tragado deterministico. A medida
que aumentamos a perturbacao, as estruturas vao tornando-se cada vez menos nitidas.

4.2 Transporte no modelo

A descricao do movimento de cada uma das particulas sob a acdo de um sistema dinamico
é, muitas vezes, uma tarefa impossivel seja pelo desconhecimento preciso da dinamica ou pela
complexidade dos cédlculos. Outras vezes nao estamos interessados em saber o comportamento
individual de particulas, mas em conhecer comportamentos médios do sistema. Essas sao as
duas principais razoes para a introducao de métodos estatisticos na descricao dos fenémenos
dindmicos.

Em nosso caso estamos interessados em conhecer de que forma um conjunto de trajetorias
(que denominaremos muitas vezes particulas) se dispersa. Um exemplo intuitivo é pensarmos
em como se afastam as particulas de contaminante se pingarmos uma gota de tinta em uma
superficie liquida (ou sobre o nosso mapa).

4.2.1 Transporte difusivo

A primeira abordagem sistematica para esse problema parece ter sido dada por um médico
austriaco, Adolf Fick, em 1855 (veja a descrigdo em [Sokolov et al., 2002]). Ele imaginou que a
corrente de contaminante, a exemplo do que ocorre com a corrente elétrica ou de calor, deve ser
proporcional a diferenca de concentragao entre duas regioes

j(7,t) = =D VP(7t) , (4.11)
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Figura 4.2: Retrato de fases do modelo a medida que cresce o pardmetro de controle n3o linear K (com R=0).
Para cada figura foram escolhidos 100 pontos iniciais uniformemente distribuidos sobre o eixo y e iterados 800
vezes.
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Figura 4.3: O mesmo que na figura 4.2, mas crescendo pardmetro de controle aleatério (com K =0, 2).
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onde D é o coeficiente de difusdo e P a concentragao. Se considerarmos ainda a equacao de
conservacao das particulas

IP(7,t) 2
— =-V. t 4.12
R0 _ v, (4.12)
obtemos, a partir de (4.11) e (4.12), a famosa equagao de difusao
T
ap(((;;) = D V*P(7,t) . (4.13)

Obtemos ainda, de maneira intuitiva, uma equacao para esse movimento que leve em conta a
presenca de uma forga externa no sistema. Para isso basta somar ao lado direito da equagao (4.11)
o termo proporcional a forga externa (f)

Nesse caso a equagao de difusdo passa a ser escrita como a equacao de Fokker-Planck (EFP),

0735:,0 = —V.(—vfP(7,t) + DVP(7,1)). (4.14)
A EFP é utilizada na descrigdo de uma variedade de fenémenos na fisica. Nesse caso a fungao
P(7,t) é interpretada como a probabilidade de encontrarmos um evento em determinada posigao
e tempo. Sua generalidade deve-se ao fato de descrever a distribuicao de probabilidades para
um sistema sem correlagao ou do tipo Markoviano, ou seja, em que o evento posterior depende
somente das condicdes do sistema imediatamente antes.®> Sua deducdo é feita, por exemplo,
para o caso tipico de um movimento aleatério com passo fixo a intervalos de tempo constante
no limite do continuo [Feller, 1950]. No caso unidimensional, por exemplo a difusdo em y no
nosso mapa, e com tempo discreto a equagao (4.14) se escreve como

OP(y,t) 0 102

“n —@(Bp(yvt)) + 587342(

onde B é o coeficiente de friccao e D o de difusdo. Em sistemas Hamiltonianos que obedecem
a essa equacao, nao é dificil mostrar que [Lichtenberg e Lieberman, 1983]

DP(y,t)) (4.15)

1dD
B=_-—.
2 dy
A distribuicao de probabilidades em sistemas de dimensao d que obedecem a equacao (4.14)
¢ da forma

(4.16)

1 r?
A - 4.1
P{Y) (47 D1)/2 <P(= 157 (4.17)
sendo que o desvio quadratico médio das particulas é da forma
(ri(t)) = /T2P(F,t)d3’l“ =2Dt, (4.18)

onde (.) denota a média sobre um conjunto de trajetérias. Esse resultado (4.18) fornece-nos uma
resposta estatistica adequada ao problema colocado inicialmente sobre a evolugao temporal de

3 No entanto em sistemas com o espaco de fase suficientemente cadtico (estocdstico) o decaimento da funcao de
autocorrelacao (a ser definida na Eq. (3.15)) é exponencial fazendo com que o teorema do limite central se aplique
e a equacao de Fokker-Planck seja valida para esses sistemas para tempos maiores do que os tempos tipicos desse
decaimento [Lichtenberg e Lieberman, 1983, Vergassola, 1998].
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um conjunto de particulas uma vez que precisamos de um tinico niimero D € R para caracterizar
a velocidade com que as particulas se espalham. Isto por que a dispersao, ou média do desvio
quadratico, evolui linearmente com o tempo. Este resultado é obtido também para o classico
problema do movimento Browniano (ou passeio aleatério Browniano) em que cada particula
desloca um passo para uma diregao aleatéria a cada instante de tempo. No caso geral a equacao
(4.18) torna-se

(ri(t)) = /rQ”P(F, t)d3r oc t™ (4.19)

onde n € N.

4.2.2 Transporte anémalo

Em muitos casos de interesse o movimento cadtico das particulas nao é suficientemente
descorrelacionado, ou entao temos um passeio aleatorio onde o tamanho do passo pode ser arbi-
trariamente grande, para que suas propriedades estatisticas sejam descritas pela EFP (4.14). O
tratamento estatistico é entao bastante dificultado sendo muitas vezes necessario novos métodos
ou a alteragao substantiva dos atuais.

Uma conseqiiéncia natural para esses sistemas é que a evolucdo temporal da dispersao (Ar?)
nao se dé linearmente com o tempo como em (4.18). Uma dependéncia mais geral é da forma

(r(8)) oc . (4.20)

O intervalo de variagao do parametro v é determinado analisando-se o caso extremo de um
movimento uni-direcional (maior variacao possivel). Neste caso terifamos uma dependéncia r o ¢
e portanto v = 2 em (4.20). Esse regime de transporte é denominado balistico e temos portanto
que 0 > v > 2. Regimes de transporte super-balistico sao medidos em fenémenos turbulentos
mas nao serao explorados nesta dissertagao.

O andlogo da equacgao (4.19) nesse caso é

(r2my o t (4.21)

ou de forma mais geral, quando o coeficiente depende do momento? que estamos analisando

(rmy oc t"n, (4.22)

Uma proposta de abordagem estatistica para esses tipos de sistemas é a introducao da EFP
fraciondria [Zaslavsky et al., 1997, Sokolov et al., 2002] que generaliza a equagao (4.15) para

O°P(y,t) o o2

o =~ s AWPW.0) + o (DP.1) (4.23)

onde 0 < a < 1 é um coeficiente associado a fractalidade do espago e 0 < 8 < 1 do tempo. Note
a generalizacao da derivada parcial 9 para o caso fraciondrio 9°.° Nesses casos é possivel obter

4As diferentes poténcias 2,74, 7%, ... sio denominadas também de momento.

A definicdo de derivada fraciondria é feita a partir do operador integral fracionario D™ “(u > 0)

_ 1 ¢ -1
D“ft:—/t—fu f(&)de.
0 =50 [ =01
A derivada fraciondria D“(u > 0) é entdo definida como sendo

D"f(t) = D"[D~ " F(0)]

com m inteiro [http://mathworld.wolfram.com].
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o coeficiente de transporte como sendo

v=2 (4.24)

Nesse ponto é necessario dedicarmos um paragrafo a nomenclatura, que é bastante diver-
sificada na literatura e freqiientemente leva a confusoes. Dos processos que apresentam uma
variacao linear da dispersao (Eq. (4.18)) diremos que possuem um transporte difusivo ou nor-
mal. J& no caso dos que obedecem a (4.20), ou outra diferente de (4.18), diremos que trata-se
de um caso de transporte anémalo, subdividido por sua vez no caso super-difusivo (1 < v < 2)
e sub-difusivo (0 < v < 1).

Convém nao confundir ainda o transporte anomalo (ou difusdo anémala) aqui referido com
o transporte andémalo que surge no contexto da fisica de plasma. Nesse caso o termo refere-se a
coeficientes de difusao da equacao (4.18) (um transporte normal segundo a nossa notagao) que
estao muito acima do previsto pela teoria de transporte neo-cléssica (que leva em conta somente
as interacoes Coulombianas). Em Tokamaks os resultados mostram que o coeficiente de difusio
medido é tipicamente 10 vezes maior que o da teoria [Wootton et al., 1990], no entanto nao
conhecemos resultados experimentais que determinam se ele é normal ou anémalo (segundo o
nosso sentido).

4.2.3 Explorando o modelo

Buscamos caracterizar agora os processos de transporte difusivo e anémalo em nosso mo-
delo®. Na figura 4.4 est ilustrada a variacdo dos pontos nesse modelo, efeito que pretendemos
quantificar e estudar nesta secdo. Sobre o eixo x 7 perfilamos uma série de particulas que serdo
seguidas afim de quantificar a variacio do deslocamento sobre o eixo y.8

Primeiramente, seguiremos uma tentativa de descrigdo analitica e na sequéncia ilustramos
resultados numéricos. A partir da expressao do mapa (4.9) escrevemos [Ott, 1993]

AY =Y, 11 — Y, = Ksin(2w X, + R6,)

<AY?>=K? < sin2(27an + R6,, >

Observando o segundo termo da relacao (4.9) vemos que se K >> 1 a varia¢ao do argumento
da fungao seno é bastante maior que 27. Pode-se considerar entao que esse valor varia de forma
aproximadamente aleatoria. O mesmo argumento vale se R =~ 1. Podemos escrever entao

1
< sin?(2n X, + R6,) >= 3
e dessa forma obter a aproximacao quasi-linear para o coeficiente de difusao

D, =K?/2. (4.25)

5Seguimos nesta secio uma sequéncia didatica e ilustrativa, onde iremos introduzir os trabalhos consa-
grados sobre a difusdo no mapa padrao [Lichtenberg e Lieberman, 1983, Ott, 1993, Rechester e White, 1980,
Ichikawa et al., 1984].

"Neste exemplo, assim como em algumas simulacbes numéricas tomamos as particulas inicialmente sobre o
eixo z, no entanto essa escolha é irrelevante (como nossas simulagdes mostraram) salvo mengao em contrario.

8Seguiremos aqui o estudo da difusdo em y (momento), ressaltamos no entanto que o estudo da difusdo angular
(em z) também pode ser feito de forma andloga.
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Figura 4.4: Evolucio de um conjunto de particulas apds n iteracbes do mapa padrio (K = 2eR = 0).

Para verificar essa expressao, passamos ao calculo numérico do coeficiente de difusao em
funcao de K. Para tanto, retomamos a configuracao apresentada na figura 4.4 e apés cada
iteracao calculamos o valor do deslocamento quadratico médio, ou dispersao,

1 i=Np
2 . % i\2
lim E _ 4.26
<yn> Npl NP g (yn yO) ) ( )

onde Np é o nimero de particulas que estamos utilizando, o indice ¢ marca as N, particulas
utilizadas e y, é a posicao apds n iteracoes da i-ésima particula. O coeficiente de difusao,
coerentemente com o que foi estabelecido em (4.18), é proporcional a inclinacdo da reta de
(y2) x n. Ou seja,

1
D, = lim —(y2). (4.27)

n—oo 2n

Apresentamos na figura 4.5 o resultado de % em funcao de K. Notamos claramente que
para R=0 ocorre uma oscilacao em torno do valor esperado (%) pelo modelo quase linear, com
picos bastante acentuados para K ~ 1,1, K ~ 2,1, .... No caso de R = 1 as oscilagoes sao
significativamente menores e nao parecem formar um padrao determinado.

Tratamentos analiticos mais refinados, a partir da integracdo direta da probabilidade
[Rechester e White, 1980] ou a partir de caminhos no espago d(}% Fourier [Rechester et al., 1981]

dao conta de muitos dos desvios apresentados na figura 4.5. E interessante notar ainda nessa
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figura que o efeito da aleatoriedade é, nesse caso, varidvel: aumenta a difusdo ou diminui, de-
pendendo do parametro K [Palladino, 1998].

D
i

ol w“‘\&fhgﬂv%&@ﬁ@ﬁw&ﬁ

DJKQ

Figura 4.5: Variacio do coeficiente de difusdo no eixo y dividido por K2 em funcio do pardmetro de controle
K para a dindmica da Eq. (4.9). Foram utilizados mil pontos iniciais (inicialmente sobre o eixo y) iterados mil
vezes. O valor 0,5 para é o previsto pela aproximacdo quasi-linear, Eq. 4.25
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Figura 4.6: Deslocamento quadratico médio de 4000 particulas (igualmente espagadas sobre o eixo ) sob a
a¢do do mapa padrdo (R = 0).

Para explorar as origens dos desvios apresentados na figura 4.5, repetimos a configuracao
apresentada na figura 4.4 e quantificamos a dispersdao das particulas < Ay? > em funcdo do
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numero de itera¢oes. O resultado obtido para K = 1,5 e¢ K = 1,1 (R = 0) estd apresentado
na figura 4.6 e confirma a relacio linear: < Ay? >oc t para o caso K = 1,5; mas mostra um
dependéncia quadratica no caso de K = 1,1: < Ay? > t?. Vemos que nessas condicdes o
transporte é anomalo (balistico) tornando-se impossivel a definicao de um coeficiente de difusao
como o da equagao (4.18). Dessa forma, os picos da figura 4.5 (na realidade ha uma divergéncia)
ocorrem pois o coeficiente de difusdo nao pode ser definido para esse parametro devido & nao
convergéncia da Eq. (4.27).

Notamos portanto que no mapa padrao (R=0 em nosso modelo) existem regimes de difusao
normal e anémalo (nao difusivo) dependendo do parametro de controle K. A seguir estudare-
mos a razao do surgimento da difusao andmala que mostra ser resultado de estruturas especiais
no espago de fases denominadas modos balisticos [Ishizaki et al., 1990]. Um estudo do coe-
ficiente v do transporte anémalo para o mapa padrao para valores de K Z K. se encontra
em [White et al., 1998].

4.2.4 Modos balisticos

Os modos balisticos, comumente denominados modos aceleradores, surgem no mapa padrao
gracgas ao fato do eixo y ser periddico. O termo acelerador refere-se ao fato das ilhas provocarem
um movimento continuo no eixo y do mapa padrao, relacionado a agao ou momento da Hamil-
toniana. Analisamos primeiramente o caso mais simples de modo balistico, que ocorre quando
um ponto do mapa leva-nos ao mesmo ponto transladado em y de um ndmero inteiro [ € Z*.
Gragas a periodicidade em y este efeito ird se repetir indefinidamente. Isto é, observando (4.4b),

Yn+1 — Yn = | = —Ksen(2nx).
Dessa relacao observamos que a posi¢ao em x desse ponto deve ser

1 l
bal

= — — 4.28
x 5 arcsen(K) , (4.28)
enquanto a outra equacio do mapa padrao assegura que y** = [.

Para analisar a estabilidade dos dois pontos [Lichtenberg e Lieberman, 1983]
[Ichikawa et al., 1987] que satisfazem a Eq. (4.28) calculamos o polindmio caracteristico, a partir
da matriz Jacobiana, nesse ponto

Oyn+1 _ Oyn+1 ac
- 1-A +271 K cos(2mxc)
— Oyn Oxn — —
P(A) = det ( gzﬂ % Y ) det ( 1 1+ 27 Kcos(2mz®) — A )
n n r=x2¢

(4.29)
= A2 — 24 20 Kcos(2mz®)| A + 1,

e impondo que os autovalores A sejam imaginarios (ponto fixo eliptico, e portanto estével)
obtemos

|2 £ 2rKcos(2ma®)| < 2 = 0 < 2wrKcos(2mz®) < 2. (4.30)

Substituindo a expressao (4.28) em (4.30), obtemos a condicao de estabilidade em fungao do

parametro de controle K
2
| < K < |l[{/1+ (ﬂ) : (4.31)
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Vemos que os modos aceleradores sao estaveis justamente préximo, e um pouco acima, de
valores inteiros de K. Além disso, quando aumentamos o numero [ € N temos uma faixa cada
vez menor no intervalo K para o qual o modo balistico é estdvel. Essas duas caracteristicas da
relacao (4.31) explicam o resultado observado na figura 4.5: os picos concentram-se proximos
a valores inteiros de K e diminuem de tamanho quando K cresce. Quando introduzimos o
efeito da aleatoriedade (R # 0) esperamos que trajetérias proximas (ou mesmo dentro) das
ilhas aceleradoras sejam retiradas e portanto esse efeito cesse, explicando por que o resultado
numérico para R = 1 (figura 4.5) se aproxima da aproximagao quasi-linear (4.25).

A figura 4.7 fornece uma boa ilustragao do fendmeno que procuramos analisar acima. Vemos
que o comportamento da trajetéria do caso K = 1,1, colocada préxima ao modo acelerador,
destoa do movimento das demais trajetérias. A cada iteracao a particula se desloca Ay = 1
sempre na mesma direcao, provocando um transporte balistico coerente com a figura 4.6b.

[A] K=0.25 e R=0 [B] K=1.1 e R=0
el AN i e QS S ; ! : 1
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Figura 4.7: llustracdo da acdo do modo balistico (estdvel para K = 1,1). Duas condigdes iniciais distintas
(em cada grafico) com cinco iteragdes do mapa padrdo (R=0 na Eq. (4.9)) estdo ressaltadas. Ao contrério
dos retratos de fase anteriores (Fig. 4.2) nessa figura expandimos o eixo y para dar conta da trajetdria no
modo acelerador.

Uma analise ampliada na regiao do modo balistico nos mostra a estrutura responsavel por esse
movimento (figura 4.8). O estudo da formacao dessa ilha se encontra em
[Rom-Kedar e Zaslavsky, 1999]. Nessa figura, retratamos uma propriedade importantissima,
e muitas vezes pouco entendida, do modo balistico no que se refere a difusdao. A trajetéria em
destaque, externa a ilha balistica, representa a mesma trajetéria acelerada da figura 4.7, s6 que
reduzida a uma mesma ilha (mod(1) em y). Portanto, ndo sao somente as trajetérias internas
ao modo acelerador que sao “aceleradas”, mas também as préximas a ele. Deve-se somar a esse
efeito o fato de as trajetorias serem grudadas (sticked) as ilhas (conforme ilustrado no item 3.3.3)
ficando aprisionadas durante muito tempo a elas antes de voltarem ao mar estocdstico. Dessa
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forma, ainda que essa estrutura tenha uma atuacgao local, dentro e nas vizinhancas da ilha, seu
efeito torna-se global devido ao aprisionamento, por tempos finitos mas longos, das trajetorias
do mar estocastico. De fato, o aprisionamento em torno dos modos aceleradores é, muitas vezes,
do mesmo tipo do discutido no item 3.3.3. Para confirmar esta afirmacao, em torno do modo
balistico definimos uma regiao e verificamos o tempo em que a trajetéria ali permanecia, proce-
dimento analogo ao que realizamos na figura 3.27. A distribuicdo do tempo de aprisionamento
é apresentada na figura 4.9 e mostra um comportamento similar ao da figura 3.28, isto é, um
comportamento geral do tipo lei de poténcia com diferentes expoentes.
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Figura 4.8: Ampliacdo do retrato de fases do mapa padrdo com K = 1,1 (Fig. 4.7B) na regido da ilha
aceleradora. A trajetéria em destaque é a mesma da figura 4.7b que mostrou-se acelerada. Nessa figura
tomamos mod(1) em y para facilitar a visualizac3o.

E importante notar que os modos aceleradores nao se restringem aqueles analisados acima,
isto é, existem outros modos aceleradores para os quais a cada m iteracoes a trajetoéria retorna ao
mesmo valor de x e a um valor de y = yp+I. Para uma lista ndao exaustiva dos modos aceleradores
e da difus@o no limite de K baixo consulte [Ichikawa et al., 1987], onde entre K = 0,3475 e
K = 0,9825 estao listados 22 modos aceleradores com suas consequéncias na difusao. Notamos
que esses valores do parametro K onde concentram-se os modos aceleradores estao proximos ao
valor critico K. = 0, 1546....

Ressalvamos que as caracteristicas aqui abordadas sao especiais do mapa padrao e nao re-
fletem uma propriedade geral dos sistemas dindmicos Hamiltonianos uma vez que elas estao
baseadas na simetria no eixo y originada de sua extrema simplicidade. Quando este é utilizado
como aproximacao local de outros mapas esse fendmeno tende a nao aparecer, uma vez que o
movimento das particulas aceleradas ultrapassa rapidamente o dominio de validade da apro-
ximagao. Os modos aceleradores, nesses casos, podem dar origem aos modos quasi-aceleradores
[Lichtenberg e Lieberman, 1983], mas o efeito certamente é limitado.
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Figura 4.9: Distribuicdo do tempo de aprisionamento em uma regido que engloba o modo balistico do mapa
padrao com K = 1,1. Notamos um comportamento geral do tipo lei de poténcia e apresentamos duas janelas
de tempo com coeficiente distintos, reflexo da multi-escala do sistema.

4.3 Sistemas em que o tempo de retorno caracteriza o trans-
porte anémalo

O projeto inicial para a dissertagéo pretendia estudar a associagao da distribuicao de tempo
de retorno e o transporte anémalo das particulas. Nesta secao vamos explicitar os casos em
que essas conexoes podem ser feitas de forma quantitativas. Nos baseamos nos resultados da
literatura, concentrando-nos no caso do mapa padrao.

Apbs os artigos cldssicos sobre o transporte anémalo no mapa padrao [Ichikawa et al., 1984,
Ichikawa et al., 1987, Rechester e White, 1980], sua conexao com correlages de longo alcance e
com passeios aleatorios foi explorada em [Ishizaki et al., 1990, Ishizaki et al., 1991]. Com o ar-
tigo [Zaslavsky e Tippett, 1991], que possui o sugestivo titulo de Conexao entre a estatistica de
tempo de retorno e o transporte anoémalo (Connection between Recurrence-Time Statistics and
Anomalous Transport), comegaram a ser exploradas as conexdes das propriedades estatisticas
das recorréncias com o transporte andomalo. Uma série de trabalhos de G. M. Zaslavsky e
colaboradores tém explorado o mapa padrao e outros sistemas Hamiltoneanos como exemplos
da Cinética Estranha (Strange Kinetics [Shlesinger et al., 1993]), relacionando o tempo de re-
torno de Poincaré com o transporte anoémalo [Zaslavsky e Edelman, 2000, Zaslavsky et al., 1997,
Benkadda et al., 1997]. Outra corrente, que continuou os desenvolvimento baseados em pas-
seios aleatérios, explorou também as propriedades de retorno e aprisionamento do mapa padrao
bem como de outros sistemas dindmicos [Zumofen e Klafter, 1994, Zumofen e Klafter, 1993,
Klafter et al., 1996] propondo uma conexao da distribuigao de TR com o transporte anémalo
distinta. As diferentes interpretagoes de ambos os grupos se tornaram explicitas a partir de co-
mentdrios e corre¢oes mutuos [Zumofen e Klafter, 1999, Benkadda et al., 1999]. Deste confronto
parece-nos claro que a abordagem resumida em [Zaslavsky, 2002b] descreve melhor a conexao do
tempo de retorno de Poincaré com o transporte anéomalo para o caso do mapa padrao tratado na
secao 4.1. A conexao através de passeios aleatorios, defendida pelo outro grupo, serd explicitada
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no item 4.3.3.

Baseados nesses artigos podemos listar trés tipos de conexao entre o tempo de retorno de
Poincaré, através do expoente vy do regime de lei de poténcia (3.28) da DTR, e o coeficiente v do
transporte anémalo. A conexao do tempo de retorno com o transporte anomalo se da essencial-
mente devido ao aprisionamento de trajetdrias em torno de um modo balistico. Assim, cada uma
das trés conexoes com o transporte anémalo podem ser verificadas para um mesmo mapa (por
exemplo o mapa padrao) dependendo do tipo de aprisionamento presente ou da faixa temporal
onde as hipdteses se apliquem. Notamos ainda que, apesar do transporte anémalo ocorrer para
a variavel y (relacionada ao momento p) do mapa padrao, isto é, analisamos o mapa padrao
no cilindro, devemos calcular a distribuicao de tempo de retorno para o mapa padrao no torus,
isto é, tomando mod 1 na varidvel y. Desta forma, gracas a equivaléncia do mapa no eixo y, a
cada intervalo, capturamos as propriedades de aprisionamento das estruturas através do tempo
de retorno. O transporte no angulo x também é de interesse e o surgimento de modos balisticos
é natural dada a simetria nessa varidavel em qualquer sistema.

4.3.1 Ilhas fractais

Estudaremos inicialmente o caso de aprisionamento devido a uma estrutura de ilhas dentro de
ilhas ( “Hierarchical Island Trap”), caso ilustrado no item 3.3.3. Os resultados do item 3.3.3 nos
mostraram que o aprisionamento de trajetorias em ilhas do espaco de fases é bem caracterizado
pela distribuicao de tempo de retorno. Ja nos itens 4.2.3 e 4.2.4 vimos que o transporte anémalo
no mapa padrao é conseqiiéncia direta e exclusiva do aprisionamento das trajetérias em ilhas
balisticas, os modos aceleradores. O transporte anémalo (super-difusivo) ocorre somente nos
casos em que ilhas balisticas existem no espago de fases do sistema estudado, ou seja, no caso
do mapa padrao isto ocorre somente para valores bem determinados de K. Sao esses os casos
que tratamos a seguir. A obtencao de uma relacdo quantitativa entre v e y supoe ainda outras
simplificacoes:

e Consideramos o caso em que somente uma estrutura de aprisionamento estd ativa no espago
de fases. Como vimos no item 3.3.3 relagao entre o expoente de aprisionamento ~y,pr; € de
retorno 7 é obtido como v = gpri + 1, expressao (3.29). Apesar do tempo de retorno ser
medido localmente, a distribuicao de tempo de retorno de Poincaré fornece uma informagao
global do espago de fases do sistema (gragas a ergodicidade do mar estocéstico) e refletira
a distribuicao de aprisionamento de uma determinada ilha somente no caso em que ela for
a Unica estrutura aprisionadora ativa.

e Uma tnica estrutura aprisionadora pode provocar o surgimento de um fenémeno de multi-
escala no sistema, isto é, diferentes regimes de lei de poténcia nos tempos de aprisionamento
e retorno. Isto deve-se a multi-fractalidade da ilha, isto é, a medida que observamos
a ilha em escalas sucessivamente menores nao obtemos uma configuracao auto similar
(caso fractal) mas notamos uma dependéncia das propriedades das ilhas com a escala
de observagdo. No contexto da figura 3.26 a fractalidade seria obtida se cada cadeia
interna da ilha preservasse as mesmas propriedades da cadeia mais externa. Ou seja, a
estrutura topoldgica se repetiria a cada nova escala. Neste caso o aprisionamento se dara
de forma uniforme em cada uma das cadeias e uma unica cauda de lei de poténcia sera
observada. Nos casos em que essa simetria nao ocorre, trajetérias que penetram até as
menores escalas das estruturas, e portanto sao aprisionadas por mais tempo, podem sofrer
um aprisionamento distinto daquelas que sao aprisionadas por menos tempo, provocando
mais de um regime lei de poténcia. Através de um ajuste fino dos pardmetros de controle
sempre é possivel construir uma estrutura perfeitamente auto-similar. Por simplicidade
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trataremos neste caso da geometria fractal onde a distribuicao de aprisionamento e de TR
apresentam um unica cauda de lei de poténcia.

Assumindo estas condigoes para o sistema estudado obtém-se [Zaslavsky et al., 1997]
[Zaslavsky, 2002b] o expoente de transporte v (Eq. (4.20)) como fungao do expoente «y da lei de
poténcia da distribuicao de tempo de retorno (eq. (3.28)) como sendo

v=r—2. (4.32)

Para obter esta relagao, que une de forma simples dois conceitos importantes e aparente-
mente independentes, é necessdrio relacionar as escalas temporais e espaciais do sistema. FEssa
unido se dé a partir do uso de técnicas de grupo de renormalizagao aplicadas ao espago de fa-
ses [Zaslavsky, 1994], que apresentamos apenas um esbogo. Definimos os parametros de escala
que relacionam o periodo 7 e o comprimento [ da ultima curva invariante de determinada ilha
de uma determinada cadeia-k, com a cadeia mais interna da geracao seguinte k + 1, como sendo

Ryt Tipr = M T L1 = Ml (4.33)

onde A\ > 1 e A\ < 1. A condigdo de fractalidade (auto similaridade) impoe que os valores
de \;, A\ sejam independentes da escala, isto é, iguais para qualquer valor de k. Esta condicao
pode ser pensada também como uma idealizagao do caso tipico em que os parametros de escala
dependem de k e é necessario a utilizacao de valores efetivos [Zaslavsky, 2002a]. Obtém-se entao
sua relacdo com os coeficientes «, § da equacao de Fokker-Planck fraciondria (4.23) como sendo
InA
b _ I (4.34)
a  InAp
Da mesma forma, relacionando os parametros de escala com o expoente de aprisionamento Ygpri
obtém-se

InX
Vapri = 1+ 2L (4.35)

Juntando as duas equagoes acima com (3.29) e (4.24) obtém-se finalmente a relacdo (4.32).
Vemos assim que sao as propriedades topolégicas das ilhas que permitem obter um vinculo entres
as escalas temporais e espaciais do sistema, de onde deduzimos a dependéncia do transporte
anoémalo com o tempo de retorno de Poincaré.

E interessante notar os limites que a relacao (4.32) impoe para o expoente da cauda de
lei de poténcia da distribuicao de TR. O lema de Kac garante a existéncia de um TR médio
finito forcando um valor assintético de v > 2. Sabemos que os modos balisticos tornam o
transporte super-difusivo (o transporte no mapa padrao parece nao ser sub-difusivo mesmo se ha
exclusivamente ilhas nao aceleradoras [Zumofen e Klafter, 1994]). Portanto no caso da presenca
de modos balisticos fractais teremos 3 > v < 4. Cabe ressaltar, no entanto, que excecoes, aos
limites desse e de outros parametros, parecem nao ser tao raras [Zaslavsky, 2002b].

O comportamento de multi-escala, isto é, mais de uma inclinacao da lei de poténcia no tempo
de aprisionamento e retorno, é conseqiiéncia da multi-fractalidade das ilhas. A cada geracao de
ilhas (k) no espaco de fases, teremos valores distintos de A\;, Ay e, conseqlientemente, tempos
de aprisionamento distintos. Tempos longos de aprisionamento estao associados as trajetorias
que “entraram” mais profundamente no labirinto de ilhas. Do ponto de vista da Fig.3.26 estao
em cadeias mais internas de ilhas. No entanto, como vimos nesta mesma figura, as cadeias de
ilhas em torno de ilhas nao caracterizam um fractal (repetigao igual entre escalas) mas sim um
multi-fractal e, conseqientemente, o aprisionamento se dara de forma distinta para cada regime
de tempo.
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E facil entender também o efeito do ruido (R # 0) no aprisionamento das trajetérias. Tempos
longos de aprisionamentos (grandes voos) estao relacionados com trajetdrias presas em estruturas
muito internas e pequenas do espaco de fases e, portanto, mais suscetiveis ao ruido. O efeito da
aleatoriedade serd o de limitar a lei de poténcia da distribuicao de tempos de aprisionamentos
fazendo com que haja um decaimento do tipo exponencial apds os regimes de lei de poténcia.
Quanto maior o ruido menor serd o regime de lei de poténcia. Esses resultados foram obtidos
na figura 5.17.

4.3.2 Aprisionamento na rede

Um outro tipo de aprisionamento (“net trap”) foi enunciado e brevemente explorado para
o mapa padrao em [White et al., 1998, Benkadda et al., 1999, Zaslavsky, 2002a]. Nesse caso o
aprisionamento nao ocorre devido a distribuigao fractal das cadeias de ilhas e podemos imaginar
que nessa regiao do espago o parametro da equacao de Fokker-Planck fracionéria (4.23) seja a =
2. Ja o parametro temporal pode ser associado ao tempo de aprisionamento da trajetdria, ou
seja, B = Yapri- Assim, obtemos diretamente das equagoes (3.29) e (4.24) a seguinte relagao

v=y-—1. (4.36)

4.3.3 Passeios aleatdrios e voos de Lévy

Na secao 4.2 ressaltamos que o movimento Browniano acarreta um processo difusivo. De
forma analoga, passeios aleatérios com tempo continuo, que modificam algumas das hipéteses do
movimento Browniano, resultam em um transporte andémalo [Klafter et al., 1996]
[Montroll e Shlesinger, 1984]. No passeio aleatério Browniano, supomos que a cada instante de
tempo realiza-se um passo de tamanho fixo em uma diregao aleatoria. No caso de assumirmos que
entre dois passos o sistema espera um tempo que se distribui de acordo com uma lei de poténcia
de média infinita, teremos um regime de transporte sub-difusivo 0 < v < 1 [Sokolov et al., 2002].
Um passeio aleatdrio de tempo continuo que leva a um transporte super-difusivo, caso em que es-
tamos especialmente interessados, é o passeio aleatério de Lévy [Klafter et al., 1996]. Nesse caso
imaginamos que cada particula viaje a uma velocidade constante. Apds cada passo é escolhida
uma nova direcao, aleatoriamente, para o passo seguinte. O tamanho do passo é determinado
pelo tempo de viagem de cada trajetéria. No caso de Lévy este tempo de cada passo, ou tamanho
do voo, é definido por uma lei de poténcia do tipo

W(t) o< 1/(1 4 1), (4.37)

Nesse caso os regimes de transporte dependem exclusivamente de n [Klafter et al., 1996]

t2 balistico sel<n<?2
t2In(t) sen=1
(r2(t))y = { 4+ super-difusivo se 2 <n < 3 (4.38)
tin(t) sen =2
t difusivo se 3 <n

Aplicacoes do passeio aleatério de Lévy foram encontradas em diferentes dreas da Fisica: ma-
pas  unidimensionais  intermitentes  [Zumofen e Klafter, 1993], redes  estocasticas
[Chaikovsy e Zaslavsky, 1991], experiéncias de fluidos em rotacao [Solomon et al., 1993], entre
outros sistemas Hamiltoneanos [Zaslavsky et al., 1993]. O papel do passeio aleatério de Lévy
nesses sistemas é comparavel ao do movimento Browniano nos processos difusivo, isto é, serve
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de modelo dinamico paradigmatico. Neste contexto surgem as distribuicoes de Lévy, que ge-
neralizam e substituem a distribuicao Gaussiana para o caso desse passeio aleatorio, e tem a
propriedade de que a soma de distribuigoes de Lévy permanece sendo uma distribuicao de Lévy.

O mapa padrao também foi analisado a partir do formalismo de passeios aleatérios em
[Balescu, 1997, Zumofen e Klafter, 1994]. A analogia é feita associando-se a distribuigao do
tempo de voo com a distribuicao de tempo em que a trajetéria permaneceu presa ao modo acele-
rador uma vez que ambos os casos apresentam uma distribuicao de lei de poténcia. Assim temos,
da Eq. (4.37) que 7 + 1 = 7gpri € pela relacao (3.29) obtemos 1 = v [Zumofen e Klafter, 1999].
Dois voos sucessivos estao descorrelacionados, a exemplo do suposto no modelo de passeio
aleatério, uma vez que o mar estocastico faz com que a trajetéria perca a memoria rapida-
mente.

A conexao entre o expoente da distribuicdo de tempo de retorno de Poincaré é feita da
mesma forma que nas relagoes (4.38) com v = 7. No regime super-difusivo temos

v=4—~. (4.39)

Notamos, no entanto, as ressalvas a aplicacao dessa relacao para o caso do mapa padrao com
modos aceleradores ou outro sistema Hamiltoneano [Benkadda et al., 1999]. A relagao (4.39)
é obtida a partir da suposicao de um tunico voo, isto é, ignorando aprisionamento em sub-
estruturas, o que é uma aproximagao vélida para tempos curtos (ndo assintético).

4.3.4 Discussoes finais
Resumo

As conexoes possiveis entre o expoente da lei de poténcia da distribuicdo de tempo de re-
torno v e o regime de transporte v obtidas nesta secao estao resumidas no grafico 4.10. Cada
uma dessas relagoes foi obtida a partir de consideragoes sobre o aprisionamento das estruturas
no espago de fases ou sobre a distribuicao dos voos de Lévy do sistema e acarretam resultados
distintos. Nao é possivel realizar nem mesmo uma relagao qualitativa geral, uma vez que o trans-
porte decresce com o aumento de v em um caso enquanto aumenta nos demais. Ressaltamos
que os modelos de transporte andémalo especificados acima tratam da superdifusao (1 < v > 2)
e nao da subdifusdo (0 < v < 1), o que limita o interesse do grafico 4.10 aos valores entre as
linhas horizontais.

Além dos trés casos descritos acima, mencionamos ainda o aprisionamento das trajetdrias
em regioes especificas do espago de fases pode ocorrer pela jungdo de camadas estocasticas
(“stochastic layers”) [Zaslavsky, 2002a, Zaslavsky, 2002b]. Este aprisionamento surge quando
duas regioes cadticas do espaco de fases se fundem ao variarmos o parametro de controle.

Aprisionamento e Ergodicidade

Os diversos tipos de aprisionamentos mencionados aqui dependem exclusivamente da topo-
logia das ilhas no espaco de fases, podendo surgir ou desaparecer, bem como mudar significati-
vamente a intensidade do aprisionamento, para variagoes do parametro de controle do sistema
(o valor de K no caso do mapa padrao)?. Uma questdo importante é portanto a dependéncia da

9Diante das associacdes entre a topologia das ilhas e a DTR podemos compreender a proposta de Chirikov
que a distribuicao de tempo de retorno logo apds o rompimento da tdltima barreira de transporte (superficie
integravel de freqliéncia igual & regra durea) teria uma lei de poténcia com v = 3 independente do sistema
dindmico analisado [Chirikov e Shepelyansky, 1984, Chirikov e Shepelyansky, 2002]. Este resultado seria geral
gracas & equivaléncia topoldgica de todos os sistemas na situagdo em que a ultima barreira KAM é rompida.
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Figura 4.10: Coeficiente de transporte v dado pela Eq.(4.20) em fungdo do expoente da distribuigdo de TR
lei de poténcia 7.

cauda de lei de poténcia na distribui¢do de TR como fungao deste parametro. Os resultados ob-
tidos na literatura, bem como nossas simulagoes, nos mostram que em geral a dependéncia v(K)
é altamente nao trivial assim como o transporte andémalo v(K) [White et al., 1998]. Estes re-
sultados tornam claro que as bifurcacoes e propriedades topoldgicas da fronteira entre as ilhas
e 0 mar estocdstico, bem como sua conexao com o transporte das trajetérias, constituem uma
drea de estudo que ainda nao é bem compreendida [Zaslavsky, 2002a].

Essas consideragoes nos mostram que uma pequena variagao do parametro de controle pode
acarretar no surgimento de uma ilha com um aprisionamento bastante intenso. Este fenémeno
persiste para valores do parametro de controle muito acima do valor critico K >> K.. De fato,
no mapa padrao é exatamente neste regime onde todas as ilhas principais do mapa ja foram
destruidas que alguns dos modos balisticos surgem (como nos mostra a figura 4.5) e, uma vez
que sao as Unicas estruturas aprisionadoras do espaco de fases, permitem realizar a conexao do
TR com o transporte andomalo (veja por exemplo a figura 4.7b).

Essas propriedades do mapa padrao, bem como de outros sistemas Hamiltoneanos bidimen-
sionais, acarretam consequéncias importantes para a ergodicidade do sistema. A ergodicidade
de um sistema dinamico implica que a média temporal de qualquer fungao f(x) das coordenadas
que ¢é realizada sob uma trajetéria (condigao inicial (x = x¢)) é igual & média realizada sobre
um conjunto (ensemble) de N trajetorias

" N
7o) = Jim /0 flao) = Jim 3" f@) = (). (4.40)
E trivial perceber que a existéncia de ilhas no espaco de fases é suficiente para que a Eq. (4.40)
seja violada, ja que as trajetérias do mar estocastico nao podem penetrar nestas regides do
espaco de fases e vice versa. Numa visdo ingénua poderia-se argumentar que, uma vez que uma
trajetéria percorre todo o mar estocastico e que a area das ilhas é desprezivel em relacao a
area total do espaco de fases poderiamos aproximar o sistema por um sistema ergddigo. Este
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raciocinio ignora, no entanto, um outro efeito das ilhas mais importante que sua area no espago de
fases: o aprisionamento de trajetérias do mar estocastico. O fato dos aprisionamentos ocorrerem
de acordo com uma lei de poténcia, ao contrdrio do escape exponencial tipico de sistemas com
grande mistura, faz com que os valores de tempo méaximo da integracao e de ntimero de particulas
utilizados na relagao (4.40) nao sejam jamais alcancados. Essas restri¢oes fizeram com que se
denominasse tais sistemas de pseudoergédigos [Zaslavsky, 2002b] e suas propriedades de mistura
sao consideradas fracas.

Sistemas experimentais e modelos Hamiltoneanos

Notamos que a dependéncia do regime de transporte com  é particular. As pretensdes do
projeto inicial de realizar uma associacao, ainda que qualitativa, entre o tempo de retorno de
séries experimentais do plasma (por exemplo da densidade ou potencial elétrico do plasma em
Tokamaks) com regimes de transporte tém de ser repensada'’. De forma geral, a obtencio do
regime de transporte das particulas ou das linhas de campo em um sistema experimental ou
em um dos modelos que exploramos na se¢ao 6.1, a partir da DTR ¢é dificultada pelos seguintes
motivos:

i) Uma explicagao para o surgimento de uma cauda de lei de poténcia na distribuicao de
TR é a existéncia de um aprisionamento em estruturas no espago de fases. Uma vez que
isto ocorre, as trajetorias acompanharao a estrutura, ou seja, o transporte anémalo ira
ocorrer somente se esta estrutura for um modo balistico. A associacao entre uma cauda
de lei de poténcia na distribuicao de TR e o regime de transporte requer a existéncia de
estruturas aceleradoras ou de um processo tipo voo de Lévy. Dessa forma, para os casos
acima mencionados, podemos estabelecer a seguinte relagao.

Transporte anomalo = Dist. TR com cauda de lei de poténcia.
Dist. TR do tipo binomial = transporte difusivo

As duas relacbes acima se tornam equivalentes se considerarmos os sistemas em que as
Unicas distribuicoes possiveis sao a binomial e a com cauda de lei de poténcia. Essas
relagoes sao inuteis para o nosso propdsito pois, se estamos interessados em sistemas ex-
perimentais, seria necessario a relagao inversa, isto é, a partir de uma cauda de lei de
poténcia podermos inferir a existéncia de um transporte anémalo. Isso nao se verifica ja
que o aprisionamento pode ocorrer em ilhas nao balisticas.

ii) A existéncia de modos aceleradores na diregao da agao (radial) requer uma periodicidade do
mapa nesta direcao que dificilmente existe em sistemas mais realistas. Quando utilizamos
o mapa padrao, que possui esta propriedade, como aproximacao local de um sistema
Hamiltoneano mais complexo devemos levar em conta que seus modos aceleradores violam
a aproximacao local.

iii) Para podermos relacionar quantitativamente 7 a v é preciso conhecer em detalhe os
métodos de aprisionamento e/ou o sistema que relaciona o aprisionamento a um vdo.
Em um sistema experimental dificilmente conhecemos em tamanho detalhe as estruturas
do espaco de fases de forma que nos permitam obter esta associacao. Deve-se levar em
conta ainda que em um mesmo sistema podem haver estruturas aprisionadoras distintas.

10Uma abordagem alternativa para a obtencio do transporte anémalo a partir da série temporal serd discutida
no item 6.1.2 a seguir.
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iv) Em muitos sistemas experimentais de interesse os dados sdo obtidos em forma de uma
série temporal e sequer a distribuicdo de tempos de retorno de Poincaré pode ser ob-
tida (esta ocorre no espago de fases). Uma possivel solugdo para este problema seria
a utilizacdo das técnicas tradicionais de reconstrucao do espaco de fases [Takens, 1981,
Ferrara e do Prado, 1994]. No entanto, em sistemas com muitos graus de liberdade e da-
dos que apresentam ruido intenso, estas técnicas falham. Para aprofundar este ponto,
discutiremos no préximo capitulo a utilizacdo do TR em séries temporais comparando
com os resultados ja obtidos para o espago de fases. Estamos interessados particularmente
em sistemas turbulentos e com grande indice de aleatoriedade e pretendemos explorar as
informacoes obtidas através da estatistica de tempo de retorno. Trataremos de séries ob-
tidas em um modelo baseado no mapa padrao, capitulo 5, para no capitulo 6 tratarmos
de séries obtidas de medidas experimentais realizadas em dispositivos de confinamento de
plasma.



Capitulo 5

Tempo de retorno em séries
temporais

Passamos agora a investigar as distribuicoes de tempo de retorno em séries tem-
porais e comparamos com a distribuicao de tempo de retorno obtida no espago de
fases. Para tanto, adicionamos ao modelo estudado no capitulo anterior um con-
taminante escalar passivo que representa a densidade de particulas sob a acao da
dinamica do mapa padrao com fase aleatéria. Tomamos entdo uma série temporal
do contaminante em um ponto fixo do mapa que passamos a estudar. A distribuicdo
de tempo de retorno apresenta os regimes binomial e exponencial com cauda de lei de
poténcia e investigamos sua dependéncia com os parametros de controle nao linear e
aleatério. Além do interesse especifico nas propriedades do modelo (como foi especi-
ficado nas motivacoes iniciais, item 1.2.1, e justifica a descricao detalhada realizada
a seguir) este capitulo pretende discutir os efeitos de calcularmos o tempo de retorno
nao mais no espago de fases mas em uma série temporal obtido do sistema. Este
tipo de andlise visa aproximar nossos estudos de situagoes experimentais factiveis.
Em particular no sistema estudado foi possivel estabelecer uma analogia (se¢ao 5.4)
entre esses dois casos que ajuda a esclarecer as consequéncias deste procedimento.

5.1 Série temporal no modelo

Em diversas situagoes experimentais a tnica informacao do sistema passivel de ser obtida é
através da medida de determinada grandeza a intervalos de tempo fixo, constituindo assim uma
série temporal. O préprio estudo de propriedades da borda do plasma confinado magnéticamente
em Tokamaks, que serd realizado no capitulo 6, é facilitado pela possibilidade de coletar dados,
do potencial elétrico, temperatura ou densidade, a partir da tensao medida por uma sonda
[Wootton et al., 1990, Baptista et al., 2001a]. Vemos portanto que o estudo de séries temporais
¢é fundamental quando queremos nos aproximar de condi¢oes experimentalmente factiveis.

Estamos interessados em aproximar o nosso modelo de uma situacao tipica da fisica de
fluidos. Para tanto adicionaremos um campo escalar que simula a densidade de particulas (de
fluido ou plasma) e a seguir obteremos uma série temporal deste campo escalar. A exemplo
do que foi feito em [Véarosi et al., 1991, Palladino, 1998], por simplicidade assumiremos que o
campo escalar é passivo, isto é, as particulas seguem a dinamica do modelo (que, como veremos
no préximo capitulo, representa as linhas de E) da mesma forma que um contaminante.

83
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5.1.1 Contaminante escalar passivo

Inicialmente, para ilustrar a dindmica do sistema introduzimos uma linha unidimensional de
contaminante e observamos o seu comportamento. Os resultados estao na figura 5.1 e ilustram
o processo de esticamento e dobra (Stretching and Folding) tipico de sistemas cadticos. Esse
processo, repetido seguidamente no espaco de fases, faz com que pontos inicialmente proximos
divirjam apés um pequeno periodo de tempo (este é o efeito do esticamento). No entanto,
como o sistema é conservativo e limitado, as trajetorias sofrem necessariamente um processo
de dobra, criando a estrutura mostrada e completando a descricao dessa dinamica importante
para a compreensao de sistemas cadticos. Para uma quantificagao desse processo em funcao dos
parametros de controle nos remetemos a [Palladino, 1998, Palladino et al., 2004].
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Figura 5.1: Evolucdo de uma linha (10 mil pontos entre x=0 e x=1, para y=0, no instante inicial) sob a
acio da Eq. (4.9), sem tomarmos mod(1) na sua segunda equacio, para facilitar visualizacdo do processo de
esticamento e dobra.

O contaminante que usamos nos estudos dos proximos capitulos é distribuido de forma bidi-
mensional, preenchendo assim todo espaco e simulando a distribuicao da densidade de particulas
no fluido. Neste caso o espaco de fases deve ser pensado como o espaco de configuragoes. A distri-
buigao inicial do contaminante foi escolhida de forma senoidal [Vérosi et al., 1991, Palladino, 1998],
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para respeitar a periodicidade do mapa no eixo x !(ilustrado na primeira figura da fig. 5.2).
@7(”:5) = sen(2mx) (5.1)

As sucessivas iteragoes do mapa padrao com fase aleatéria (4.9) aplicadas ao contaminante,
a partir de sua condicao inicial (Eq. (5.1)), estao ilustradas na figura (5.2) e mostram, quando
comparado ao retrato de fases da figura 4.2, que sua mistura® estd intimamente ligada as estru-
turas no espago de fases. Ou seja, a mistura ocorre rapidamente nas regioes cadticas do espago
de fases enquanto que nas regioes periddicas (interior das ilhas), a mistura nao ocorre.

Figura 5.2: Evolu¢do de um contaminante escalar passivo, como da equacdo (5.1), a partir da dindmica da
Eq. (4.9) apds N iteragcdes. Tons escuros representam uma concentragdo maior e tons claros uma concentragcdo
menor.[K=0,2, R=0,01].

Descrevemos a seguir o procedimento numérico utilizado na figura 5.2, que é utilizado de
forma geral para obtermos o valor da concentracdao de contaminante em determinado ponto
(zk, yx) apés um certo nimero de iteragoes (N). Considerando o fato de o mapa ser inversivel,
aplicamos o mapa inverso M ~! por N vezes (M ~) sob o ponto (x,yx). Obtemos entdo o ponto
onde estava o contaminante no tempo n = 0 (xg,yp). Sabemos que o valor da concentra¢ao no
tempo n=0 em (xg,yo) é dado pela equacao (5.1) e usando o fato do contaminante nao interagir

'"Em [Palladino, 1998] um contaminante com distribuigao linear também é estudado.

2 De forma simplificada dizemos que um sistema dinamico apresenta a propriedade de mistura (tipo mizing)
se ao aplicarmos a dindmica a dois contaminantes distintos, qualquer regido do espago de fases conterd a mesma
propor¢ao de cada um dos contaminante [Lichtenberg e Lieberman, 1983]. De sistemas em que tal regime as-
sintético ocorre de forma répida (lenta) diz-se que possui a propriedade de mistura forte (fraca) (strong (weak)
mizing). De forma mais geral o problema da mistura de um contaminante em um sistema dinamico é tratado em
[Ottino, 1990].
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(passivo), sabemos que esse mesmo valor serd a concentragao em (2, yx) no tempo n = N. Ou
seja,

n=N n=N _ &n=0
(I)(xk,yk) = (I)[MN(Io»yo)} - (I)[M’N(Ikyyk)}

n=0
(I)(l“oyyo)'

Na construcao da figura 5.2 tomamos uma grade de 600 x 600, tamanho do pixel da im-
pressora, e realizamos o procedimento acima para cada um dos pontos da grade. Quando
temos R # 0 devemos tomar o cuidado de utilizar uma tnica série de niimeros aleatérios, isto
é, em uma mesma iteracao todas as trajetorias sao modificadas por um mesmo nimero d,,.

5.1.2 Obtencao da série temporal no modelo

Baseado nas observacoes acima, escolhemos um ponto no espaco de fase e marcamos o valor
do contaminante naquele ponto a cada iteracao do mapa construindo assim uma série temporal
de valores da densidade. O ponto representa o fato de, no Tokamak, a sonda estar fixa em um
determinado ponto da borda. A série temporal é obtida na pratica a partir da iteracdo do mapa
inverso fazendo com que a regiao de obtencao da série seja estritamente pontual.

A figura 5.3 representa a distribui¢do de contaminante em um determinado instante de
tempo e o circulo simboliza o ponto de coleta da série temporal. A medida que iteramos o mapa,
(4.9) a concentracao em cada um dos pontos ¢ alterada (veja figura 5.2) e tomamos o valor do
contaminante no ponto indicado a cada iteracio do mapa.? O ponto de coleta em cada um dos
valores de parametro K, R deve se encontrar na regidao cadtica. Afim de retratar a mistura do
contaminante. As séries temporais que apresentaremos para o nosso modelo serdao obtidas no
ponto zy = 0,45,y = 0,1, salvo mencao em contrario. Podemos resumir uma série temporal
com N, pontos como sendo

Np n=0 n=1 n=i n=N,
p'P = {cI)(xﬁyf), <I>(xf’yf), ...,@(mfyyf), ey <I>($f’y1;)} (5.2)

Figura 5.3: Distribuicdo do contaminante apés 10 iteraces do mapa padréo perturbado [K=0,2,R=0,1]. O
circulo indica um dos pontos utilizados para obtengdo da série temporal (zy = 0,45,y = 0,1).

3 A série temporal pode ser obtida com uma periodicidade diferente (maior) do que a do mapa caso se deseje
introduzir o parametro associado a velocidade de aquisigdo dos dados.
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Na figura 5.4 estao dois exemplos de séries temporais obtidas. Naturalmente estao confinadas
entre [-1,1] assim como o contaminante (Eq. (5.1)). Notamos que as séries representam flutuacoes
em torno do zero, nao possuindo variacao da intensidade média tampouco tendéncias. Essa
situacao pode parecer um pouco artificial mas reflete nosso interesse no estudo das flutuagoes,
nao de seu comportamento periédico ou médio. Em séries que misturam esses dois tipos de
comportamento é possivel eliminar os crescimentos médios ou periodicidades (de forma andloga
ao feito ao [Kantelhardt et al., 2002]) retendo apenas as flutuagoes.

K=10 R=0
1 — == - T

-0.5 H—

_ h | I [l
306 250 300

Figura 5.4: Dois exemplos de séries temporais de contaminante obtidas para o modelo no pontos x=0,45 e
y=0,10.

Os parametros das duas séries ilustradas na figura 5.4 (K = 0,2 e K = 10) serao tomados
aqui como valores extremos das condicoes de nosso sistema. Exploraremos seus efeitos, bem
como a influéncia da aleatoriedade (R > 0) nesses casos. Com K = 0,2, conforme ilustra o
retrato de fases da figura 4.3, a presenca de estruturas no espago de fases é grande. O caso
K =10 representa o caso em que essas estruturas estao muito reduzidas.

5.2 Analises preliminares

Passamos a analisar a série temporal obtida calculando o espectro de Fourier (5.2.1), a
fungao de autocorrelagao (5.2.2) e a funcao densidade de probabilidade (5.2.3). Ressaltamos
que durante essas andalises, bem como nas discussoes sobre a distribuicao de tempo de retorno,
somente algumas mengoes a estrutura do espaco de fases no cendrio de caos incompleto serao
feitas. Uma analogia mais forte, que permitird uma compreensao mais adequada de toda esta
secao sera feita na segdo 5.4.

5.2.1 Espectro de Fourier

O espectro de Fourier discreto foi definido na equacao 3.13 e indica as frequéncias carac-
teristicas da série temporal analisada. No caso K = 10 (figura 5.5) nenhuma freqiiéncia carac-
teristica foi detectada e o espectro com muitas freqiiéncias presentes, se assemelha ao espectro
tipico de um processo aleatério (ruido branco).
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Figura 5.5: Espectro das séries temporais do modelo utilizado com K=10. A série temporal possui 2!7 =
131072 pontos.
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Figura 5.6: Espectro das séries temporais do modelo utilizado com K = 0,2. A série temporal possui
217 = 131072 pontos. De baixo para cima o valor da perturbacio aleatéria aumenta.

Ja para K = 0,2, notamos uma diversidade de freqiiéncias que dominam a série temporal.
A presenca desses picos estd associada as ilhas no espaco de fases e serao estudadas em mais
detalhes na secao 5.5.1. Notamos ainda que a medida que aumentando a aleatoriedade do sistema
o0s picos sao alargados e suavizados, no entanto, alguns deles permanecem mesmo para R = 1.
Convém ressaltar, no entanto, uma dificuldade relacionada com a ndo estacionariedade da série.
Quando observamos a série temporal para K = 0,2 (como por exemplo na figura 5.4) notamos a
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existéncia de regides que destoam das flutuacoes usuais devido a uma coeréncia. Esse fendmeno
de intermiténcia, que veremos estar relacionado ao aprisionamento de trajetérias nas ilhas do
mapa, é responsavel pelo surgimento de picos no espectro observados na figura 5.6. Uma vez que
isto ocorre para diferentes freqiiéncias em diferentes instantes no caso em que muitas estruturas
permanecem ativas é de se esperar que, conforme constatamos, as freqiiéncias observadas no
espectro dependam da regido da série temporal que tomamos, de seu comprimento e também
dos pontos (z¢,yy) de obtengao da série. Sabendo que o tempo de aprisionamento segue uma
lei de poténcia um tempo demasiado longo seria necessdrio para a obtencao precisa do espectro
completo. Estes resultados serao reinterpretados no item 5.5.2.

5.2.2 Funcao de autocorrelacao

Uma outra andlise imediata que pode ser feita na série é a partir da funcao de autocor-
relacdo, definida na Eq. (3.15). A forma como essa fungao decai a zero, exponencialmente
ou como uma lei de poténcia, também é um indicativo da presenca de memoéria no sistema
[Lichtenberg e Lieberman, 1983].

O célculo para as séries temporais obtidas pelo nosso modelo esta presente na figura 5.7 e
tém sua analise dificultada pelo fato do tempo de coleta entre os dados ser fixo, nao podendo
ser reduzido arbitrariamente. Dessa forma a funcao de autocorrelacdo, em todos os casos,
decai a zero em apenas uma iteracao do mapa, tornando inconclusiva a forma como se da esse
decaimento. Como esperado, devido as estruturas presentes no sistema, o caso em que K = 0.2
e R = 0 apresenta uma correlagdo, baixa mas presente, mesmo para tempos mais longos.
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Figura 5.7: Funcg3o de autocorrelagcdo (3.15) para as séries temporais obtidas no modelo estudado. Note a
escala diferente no caso da série obtida com K = 0,2 e R = 0, indicando uma maior correlago.
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5.2.3 Funcao densidade de probabilidades

Uma informagao importante sobre as séries temporais, particularmente 1til no caso do calculo
da distribuicdo de tempo de retorno, é saber qual a freqiiéncia ou probabilidade que um valor
de contaminante surge na série temporal. Esta relacao é dada pela funcao densidade de proba-
bilidades que, como veremos, nao pode ser obtida de maneira analitica na maioria dos casos.

A dependéncia da distribuicao densidade de probabilidades das séries temporais do sistema
com os parametros de controle K, R é qualitativamente simples. A medida que aumentamos
esses valores teremos uma dindmica mais cadtica e aleatdria, respectivamente. Desta forma,
esperamos que a distribuicao de pontos da série temporal se aproxime da ergodicidade.

Um céalculo analitico para esta densidade, a exemplo do que foi feito para o mapa logistico,
é possivel no caso em que supomos o processo de mistura do contaminante uniformemente
aleatério. A distribuicdo dos pontos da série temporal estard determinada entdo unicamente
pela distribui¢ao inicial do contaminante. No apéndice A esta distribuicao foi obtida como
sendo

p(¢) = = —
FIRENrE
Afim de verificar a ergodicidade do sistema comparamos a densidade de probabilidade das

séries temporais com a distribuicao espacial do contaminante. Esta distribuicdo foi obtida a
partir de cem iteracoes de um conjunto grande de trajetoérias dispostas no eixo .

(5.3)
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Figura 5.8: Distribuicdo de probabilidade para o mapa padrdo com K=10 e R=0. [A] Série temporal com
10° pontos e [B] série espacial (10° pontos espalhados espacialmente sob o eixo x e iterados 100 vezes). A
curva representa a distribuicdo do caso ergddigo, equagdo (5.3).

As figuras 5.8A e 5.9A mostram 10° valores obtidos apés a iteracio do mapa inverso a partir
do ponto escolhido. J4 as figuras 5.8B e 5.9B mostram 10° valores obtidos apds a centésima
iteracao de 10° condicoes iniciais uniformemente espalhadas no eixo x. As distribuicdes obtidas
numericamente confirmam que para K=10 o mapa ¢é ergédigo e a distribuigao (5.3) se aplica, o
que nao ocorre para o caso K = 0,2, R = 0. Neste tltimo caso percebemos que as ilhas remanes-
centes (figura 4.2) para esse parametro fazem com que a distribuicao espacial de contaminante
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Figura 5.9: O mesmo que na figura 5.8 com K =0,2e R =0.

seja sensivelmente diferente do caso ergédigo. Esta propriedade fica mais evidente para a distri-
buicao espacial pois, por construcao, teremos trajetorias iniciadas em ilhas do espaco de fases,
enquanto que estamos tomando a série temporal no mar estocastico. E interessante notar, a
titulo de curiosidade, uma espécie de autosimilaridade na figura 5.9B associada possivelmente as
diferentes regioes estocasticas separadas do mar estocastico que diferentes trajetérias exploram.
Quando aumentamos o valor do parametro de controle aleatério o sistema também se aproxima
da ergodicidade como previsto.

5.2.4 Medida do intervalo de retorno

Exemplificamos agora os comentdrios sobre a dependéncia da medida do intervalo de re-
torno com os parametros que o definem (X,,d) enunciados no item 2.2.3. A partir do lema
de Kac (Eq. (2.2)), que naturalmente continua vélido no caso de séries temporais de sistemas
multidimensionais, temos que o tempo médio de retorno é o inverso da medida do intervalo

1 _ Prob. Retorno

ul) = (T~ Prob. Total (54)

Assim, os resultados que obtemos para a medida do intervalo aplicam-se de forma imediata
ao tempo médio de retorno. Realizamos estes calculos antes mesmo do cédlculo do tempo de
retorno para ressaltar que a dependéncia do tempo médio reflete nada mais que a dependéncia
da medida do intervalo. No caso da DTR ser do tipo Poisson teremos ainda que o coeficiente
do decaimento exponencial da distribuicdo de tempo de retorno 5 da Eq. (3.7), serd igual a
medida u(7).

A figura 5.10 procura ilustrar esta relacdo e o quociente da equacao (5.4) esté representada
pela divisdo da drea em cinza pela drea total, preto mais cinza (caso a distribui¢ao de proba-
bilidade esteja normalizada, como é o caso nas figuras aqui demonstradas, essa 1ltima area é
simplesmente 1). Ainda que nao tivéssemos uma distribui¢ao analitica para a série (casos em
que a série nao é ergddiga) poderiamos definir a regiao de retorno da mesma forma.
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Figura 5.10: Figura ilustrativa para obtencdo da dependéncia do tempo médio de retorno com X, 4.

Quando temos § — 0 e a distribuicao de probabilidade é continua e diferencidavel, podemos
estimar a drea de retorno como sendo a drea do retangulo de altura igual a p(X,):

u(I) = 2p(Xc)d (5:5)

enfatizando novamente a dependéncia linear do tempo médio com §, a exemplo do que foi
discutido no item 2.2.3 e contrariamente a [Baptista et al., 2001a]. A obtenc@o de uma escala
entre o tempo médio de retorno com ¢§ através da dimensao D; nao ocorre neste caso, pois
estamos lidando com uma série que nao estd em um suporte fractal. Este resultado estatistico
distingue a distribuicao de tempo de retorno no espago de fases da distribuicao de tempo de
retorno em uma série temporal.

Somente nos casos em que temos uma distribui¢ao exata p(¢) o resultado analitico para essa
dependéncia pode ser obtido a partir da integracdo da probabilidade. Entao a equagao (5.4)
pode ser escrita também como

Xc+46
Prob. Retorno ché p(¢)do
= = .
Prob. Total f_oo p(p)de
Calculamos explicitamente a seguir os valores esperados para o caso da distribuicao de pro-

babilidade da série temporal obtida no modelo do mapa padrao perturbado, no regime de alta
estocasticidade (alto K, R). Nesse caso tomamos a distribuigao normalizada (5.3) e obtemos

(5.6)

1 Xc+6 1

u(l) = = (Xe,0) =

1
) = —[arcsen(X. + J) — arcsen(X. — 9)] . (5.7)

——d
Xe—d m\/1— 2 ¢ us

Expandindo esse resultado em série de Taylor em torno de § = 0 obtemos

1 2 1 14+2X2 1 3+4+24X24+8Xx%
N=—(X,0)=——'+— c 53— ¢ € 554057,
wld) <T>( ) m/1— X2 3m/1—X2(X2-1)2 20m/1— X2(X2—1)* )

(5.8)



5.3. DISTRIBUICAO DE TEMPO DE RETORNO 93

que nos mostra que a aproximacao linear é de fato da forma (5.5).

Nas figuras 5.11 e 5.12 estd graficamente ilustrada a relagao (5.7). Os grafico se restringem
ao intervalo em que |X. + 0| < 1, uma vez que a série temporal de contaminante em nosso
sistema existe somente na faixa entre [—1,1].
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Figura 5.11: Dependéncia do tempo médio de retorno (T') com X, d, conforme Eq. (5.7).
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Figura 5.12: Dependéncia do tempo médio de retorno (T') com X, d, conforme Eq. (5.7).

5.3 Distribuicao de tempo de retorno

Discutimos inicialmente os resultados da literatura e as motivagoes para calcular a distri-
buicao de TR em séries temporais. Calculamos entao a distribuigao de tempo de retorno (TR)
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na série temporal de contaminante discutindo a dependéncia de suas caracteristicas com os
parametros de controle.

5.3.1 Distribuicao de TR em séries temporais

Como ja ressaltamos anteriormente é importante distinguir o tempo de retorno calculado no
espago de fases do tempo de retorno em séries temporais. Ainda que os principais resultados
matematicos sejam idénticos a interpretagao do procedimento é fundamentalmente distinta.
Enquanto que no espago de fases estamos interessados em repeticoes da configuragao do sistema,
no caso de séries temporais somente uma das variaveis do sistema estd sendo observada. Até o
momento discutimos somente o tempo de retorno no espaco de fases.

Resultados da literatura

Os trabalhos que tratam de alguma forma do tempo de retorno em séries temporais sao
bastante restritos [Gao, 1999, Bunde et al., 2003b], além dos resultados anteriores obtidos por
M. S. Baptista em nosso grupo.

Ainda que a distribuicdo de tempo de retorno para a série de contaminante se justifi-
quem por motivos diversos (apresentados em 5.3.1) é interessante discutirmos os trabalhos
de [Bunde et al., 2003b, Bunde et al., 2003a]. O interesse nesse caso é na estatistica de tempo
de retorno de eventos raros, que se distingue da estatistica de TR pela escolha de um intervalo
de retorno na cauda da funcao densidade de probabilidade. Em geral este intervalo é definido
como o0s eventos maiores que um determinado valor que pode ser considerado catastrofico. Por
exemplo, se pensarmos que a série temporal mede o nivel de agua de um determinado rio, os
eventos na cauda da funcao densidade de probabilidade (FDP) serao secas ou enchentes. O
interesse na distribuicao de tempo de retorno é saber entao o tempo entre dois desses eventos.

Aquilo que nos interessa, e que parece manter-se valido para o caso de tempo de retorno em
geral, é discutir a DTR de sistemas com correlacao de longo alcance. Relembrando a definigao
da equacgao (3.15) a funcao que mede a correlacao entre dois pontos de uma série separados de
uma distancia 7 é dada por

N—71

1

Co(T) = (TiTitr) = N_ - Z TiZitr - (5.9)
i=1

Dizemos que uma série possui correlagao de longo alcance se, para tempos 7 longos
Co(r) oc 7711, (5.10)

com 0 < 81 < 1 de forma que nao se possa definir um tempo médio de correlacao.

Os trabalhos acima mencionados mostram que calculando a distribuicao de tempo de re-
torno para uma série construida de forma a ter uma correlacao de longo alcance obtém-se como
resultado uma exponencial esticada da forma

P.(T) x exp(—aT??) , (5.11)

com 31 = 2. Caso a distribuigao (5.11) se aplique a todo intervalo sua visualizagao se torna mais

facil (como apresentada nos artigos) e o fator de normalizagao é %. Em [Bunde et al., 2003b]
é mostrado ainda que a série formada pelos tempos de retorno T; também apresentard correlagao
de longo alcance. Esta correlagao dos retornos é importante para suas conclusdes uma vez que
neste caso o intervalo de tempo entre a ocorréncia tende a se repetir. Por exemplo, se o intervalo
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entre catastrofes foi curto (longo) a tendéncia é que o préximo desastre ocorre apds um tempo
curto (longo).

Ressaltamos, no entanto, que este ultimo resultado (da correlagao da série de retornos) nao é
vélido sempre que a DTR for da forma (5.11). Para perceber isso basta notarmos que a mistura
dos tempos de recorréncia de uma série de retornos mantem a DTR invariante mas altera a
correlagao da série.

Por que calcular a distribuicao de TR na série de contaminante?

Ao calcularmos o espectro das séries temporais de contaminante notamos que a existéncia de
eventos raros (aprisionamentos) poderiam fazer surgir picos no espectro. De fato, ao observarmos
a figura 5.4 j4 notamos que para valores baixos do parametro de controle a observagao da série
temporal pode mostrar estruturas. Na figura 5.13 notamos que a série temporal durante um bom
tempo distribui-se de forma errdtica em todo intervalo entre [—1, 1] com concentracao préximo
aos extremos (coerentemente com 5.3). Préximo & iteracdo de nimero n = 6000 a série passa
cerca de 1500 iteragoes apresentando um padrao bastante organizado. A parte de baixo desta
figura mostra em detalhe esta regiao que veremos na segao 5.4 estar associada ao aprisionamento
de trajetérias nas ilhas do espaco de fases.
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Figura 5.13: Série temporal (n) do contaminante ¢ para K = 0,2, R = 0 com a ampliacdo de um aprisiona-
mento.

Sem muito esforco é possivel encontrar um evento organizado ainda maior, como o que
ilustramos na figura 5.14. Nesse caso é possivel perceber até mesmo a variagdo da organizacao
da série de contaminante a medida que a trajetéria entra ou sai da estrutura aprisionadora.

E razodvel pensar que as freqiiéncias associadas a estas oscilacGes regulares aparecam no
espectro dessas séries. Vemos assim a importancia de sabermos de que forma se distribuem
esses eventos. Podemos supor que a distribuicao de tempo de retorno, inspirada na distribuicao
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Figura 5.14: Série temporal (n) do contaminante ¢ para K = 0,2, R = 0 mostrando um aprisionamento
longo.

de TR de Poincaré calculada no espaco de fases, aplicada a essas séries temporais, forneca-nos
informacao a respeito dessas estruturas. Realizaremos portanto um procedimento andlogo ao
realizado para a distribuicao de tempo de retorno de Poincaré em sistemas unidimensionais
(como por exemplo na figura 2.2) para a série temporal do contaminante.

E importante ressaltar que ao calcularmos a distribuicao de tempo de retorno nao é necessario
armazenar toda a série temporal em questao. Em nosso algoritmo iteramos o mapa e verificamos
dinamicamente se houve um retorno do contaminante a faixa estabelecida. Este procedimento
permitiu-nos calcular a distribui¢ao de tempos de retorno para séries de até N, = 10! pontos,
0 que seria impraticavel caso fosse necessario armazenar a série temporal.

5.3.2 A distribuicao de TR tipica

O procedimento que envolve a obtencao da série temporal do contaminante e o calculo da
distribuicdo de tempo de retorno envolve uma série de parametros. A tabela 5.1 lista todos
0s parametros com as suas respectivas variagoes. Nas distribuicoes de TR que apresentamos
a seguir, sempre que algum parametro nao constar explicitamente na legenda deve-se entender
que eles seguem aqueles listados na ultima coluna desta tabela.

’ Parametro H Descricao ‘ Variacao Possivel Calculado
K nao linearidade da dindmica 0> K <o 0,2< K <10
R aleatoriedade da dinamica 0<R<1 R=10"P,p=0,1,20u3
(@f,yr) ponto fixo de coleta da série 0<uazpyr <1 (0,45,0,1)
N, Ntumero de pontos da série 0< N, <0 N, =10%,q = 9,10, 11
®(z,y;t =0) || distribuicdo de contaminante O(x,y;t =0) = sen(27x)
X, Ponto de retorno 1< X, <1 geralmente X, =0
) semi largura do intervalo 0<d<1 geralmente § = 0,05

Tabela 5.1: Pardmetros envolvidos no célculo da distribuicdo de TR da série temporal de contaminante.
Os trés blocos representam os pardmetros associados a dindmica, a coleta da série temporal e ao célculo da
distribuicdo de tempo de retorno. Como estamos interessados em processos de mistura podemos estabelecer
ainda as seguintes restri¢des: K > K. = 0, 1546... (especialmente quando R = 0) e que o ponto fixo (zf,yys
esteja no mar estocastico.
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A variagao de cada um desses parametros provoca alteragoes particulares na distribuicao de
TR, o que analisaremos a seguir. Afim de ilustrar os componentes que comumente aparecem
nas distribuicées de TR de contaminante, apresentamos na figura 5.15 uma distribuicao tipica,
obtida para as séries ilustradas nas figuras 5.13 e 5.14.

linear X log log X log

. T T T T T 10" T

102 bin=1 | —

== bin=100
— Binomial

&

= —— exponencial

107

F(T)

cauda
duplicada

10° —

-2
o 500 1000 1500 2000 10"

Figura 5.15: Distribuicdo de TR tipica para uma série do contaminante (veja o texto para detalhes). A
distribuicdo binomial (2.9) foi tragada a partir de = 1/(T). [K = 0,2, R =0, N, = 10'1]

O aspecto geral da distribuicao apresentada na figura 5.15 é bastante familiar, especialmente
considerando as andlises feitas para o tempo de retorno de Poincaré no item 3.3.3 para o mapa
padrao. Encontramos também na distribuicao de TR da série temporal: decaimento do tipo
exponencial para tempos curtos, cauda de lei de poténcia para tempos longos e memoria de
curto alcance. Um fendmeno novo, e bastante curioso, é o de multiplicidade das caudas de lei
de poténcia. No caso da figura 5.15, ao invés de uma cauda de lei de poténcia na distribuicao de
tempo de retorno encontramos duas paralelas! Este aspecto naturalmente é mascarado quando,
afim de melhorar a estatistica de nossa distribuicao, utilizamos valores diferentes de 1 para o
bin (canal do histograma). Este efeito, como veremos na segao 5.4, surge exclusivamente pelo
fato de estarmos tratando do tempo de retorno de séries temporais e nao no espaco de fases e
serd omitido (através do aumento do bin) em alguns dos gréficos que seguem para ser explorado
em detalhe no item 5.4.3.

5.3.3 A dependéncia da distribuicao de TR com os parametros
Parametros dindmicos K, R

Estudamos agora a dependéncia da distribui¢do de TR em fungdo dos parametros que con-
trolam a dinamica do sistema: K, R. Os resultados numéricos apresentados nas figuras 5.16
e 5.17 foram calculadas para valores pequenos de R, K, respectivamente, de forma que o efeito
da variagao do outro parametro seja perceptivel. Nao obstante, devemos entender o cenario que
descrevemos a seguir como geral.

Qualitativamente vemos que o efeito de um aumento do parametro de controle néo linear (K)
e aleatdrio (R) sao o mesmo: fazem com que a distribuigao do TR tenda a distribuigdo binomial
obtida analiticamente a partir da densidade de probabilidade dada pela Eq. (5.3). No entanto,
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Figura 5.16: [Colorida] Dependéncia da distribuigdo de tempo de retorno do contaminante com o pardmetro
de controle n3o linear K. [R =0, N, = 10'!]. A binomial foi tracada a partir de u(I) dado pela Eq. (5.7).
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Figura 5.17: [Colorida]Dependéncia da distribuicdo de tempo de retorno com o pardmetro de controle
aleatério R. [K = 0,2, R =0, N, = 10'']. A binomial foi tracada a partir de u(I) dado pela Eq. (5.7).

a forma como essa tendéncia ocorre € significativamente diferente. Enquanto o aumento da ale-
atoriedade tende a transformar regimes que apresentam lei de poténcia em regimes exponenciais
para tempos longos T" — oo, o aumento da nao linearidade faz com que o regime exponencial
avance sobre o de lei de poténcia para tempos curtos. Esta distincao é bastante importante
pois, ainda que seja de dificil obtencao numérica, a distribuicao de tempo de retorno para valo-
res grandes de K ainda pode apresentar um regime assintético do tipo lei de poténcia. No caso
de R ocorre justamente o contrario, para valores pequenos de R podemos pensar que o regime
assintético (T — oo) da distribuicao serd uma exponencial. Estes resultados estdo coerentes
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com o cenario de caos incompleto do espaco de fases uma vez que o ruido elimina as estruturas
finas das ilhas enquanto que o aumento de K torna as ilhas cada vez menores no espago de fases.

Uma quantificacao mais precisa da dependéncia do expoente da cauda de lei de poténcia ~
com o parametro de controle nao linear K ¢é impossibilitada pois pequenas variacoes deste
parametro levam a bifurcacoes e ao surgimento de ilhas no espaco de fases que modificam
drasticamente as propriedades de aprisionamento [White et al., 1998].

Parametros da série N, (vf,yr), Xc € 6

Discutimos agora a dependéncia da distribuigao de tempo de retorno (DTR) com os paradmetros
relacionados a coleta da série temporal e ao procedimento de calculo do retorno.

Na figura 5.18 apresentamos a distribuicao de TR para séries temporais coletadas em dois
pontos distintos do sistema. Notamos que o acordo entre os dois resultados é total o que mostra
que a distribuicao é independente do ponto de coleta da série temporal, desde que este se
localize no mar estocéstico. Este resultado deve-se a ergodicidade do mar estocéstico. Veremos
na préxima secao que este ponto fixo nada mais é do que a condicao inicial de uma trajetoéria
do mapa padrao inverso.

S (X.y)=(02, 07) \\\‘_\

Y1 =(0.45, 0.1 -
10— (% yyh=( ) o _|
o e
! \ ! 1 b= I s, o
100 1000 10000 100000
T

Figura 5.18: Distribuicdo de TR para série do contaminante coletadas em dois pontos (xy,y;) distintos.
[K =0,4,R =0,N, = 10'1]

Certamente os parametros importantes que devemos variar no calculo da distribuicao do
TR referem-se ao intervalo de retorno que utilizaremos. Definimos nosso intervalo de retorno
a partir de sua posicdo X. e semi-largura §. A partir das discussoes realizadas no final dos
itens 2.2.2 e 5.2.3 vimos que a medida do intervalo determina o tempo médio e o coeficiente
da distribuicao Poisson. Uma vez fixado o ponto de retorno (X.) o parametro ¢ nos indica
justamente o tamanho do intervalo de retorno. Baseado nesses pontos vamos argumentar que,
nos casos em que a distribuicdo de tempo de retorno apresenta uma cauda de lei de poténcia, a
escolha de um valor adequado do parametro ¢ se faz fundamental para a visualizacao adequada
da DTR.

Para valores pequenos de é a tendéncia é que o nimero de retornos diminua consideravel-
mente piorando a estatistica da distribuicao. Além disso, quando ¢ é muito pequeno o coeficiente
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da exponencial de tempo de retorno tende a diminuir o que faz com que, no grafico linear-log,
a reta observada tenda a ficar cada vez mais horizontal. Mesmo eventos com tempos de retorno
muito longos podem estar associados ao movimento no mar estocéstico e pertencerem portanto a
regiao exponencial da DTR. O ponto em que a distribuicao deixa de ser exponencial e passa a ser
lei de poténcia nao é independente do valor de §. Na realidade a distribui¢ao consiste, a partir
de um tempo de retorno maior do que poucas interagoes, em uma soma da distribuicao exponen-
cial (movimento no mar estocdstico) com a lei de poténcia (aprisionamento). A cauda torna-se
visivel por que a distribuicao exponencial aproxima-se de zero muito mais rapidamente. Temos
assim duas razoes que fazem com que a cauda de lei de poténcia torne-se de dificil visualizacao
quando § é pequeno.

Ao aumentarmos o valor de ¢ fazemos com que a série temporal nao seja bem resolvida
(discriminada) uma vez que deixa-se de explorar uma propriedade local. Isto é, passamos a
contar como retornos eventos que na realidade sao intermitentes ja que estes se encontram
dentro da regiao I. Além disso a parte exponencial da DTR torna-se muito curta ji que a
distribuicao pode tender a zero em poucas iteragoes e conter a maioria dos eventos (retornos).

A escolha de um valor adequado para § leva em consideracao estes dois efeitos contrarios
e em geral é obtido apds diversas tentativas e tomando aquela que permite caracterizar mais
claramente a distribuicao. Essa inspecao visual depende ainda crucialmente do nitmero de
eventos (retornos) disponiveis para a histogramacao. O nimero de retornos, por sua vez, é dado
por

Nretornos = p,u(I) 3 (512)

onde N, ¢ o nimero de pontos da série temporal. Vemos portanto que um parametro importante
para essa determinacao é o nimero de pontos da série temporal. Este problema é particularmente
importante quando estamos tratando de sistemas experimentais como serd feito no capitulo 6 ou
sistemas onde a area das ilhas aprisionadoras seja pequena como no caso ilustrado na figura 5.19.
No caso de distribui¢oes de tempo de retorno com cauda(s) de lei de poténcia é ficil perceber
que, para uma correta visualizacao desses eventos raros, séries longas sao fundamentais.

O aumento do canal do histograma (bin) também é um artificio para melhorar a estatistica,
no entanto, sua utilizagdo ¢é limitada ja que diminui o niimero de pontos da distribuicdo. Além
disso este procedimento faz com que efeitos nao sejam visualizados: multiplas caudas e memoria
de curto alcance. O efeito do nimero de pontos e do tamanho do bin estao exemplificados
na figura 5.19 e mostram como a constatacdao do surgimento da cauda de lei de poténcia para
ocaso K = 10 e R = 0 s6 foi possivel a partir de uma série temporal com 10! pontos e
com bin = 100.

Por fim resta-nos discutir a influéncia do parametro X.. Ao contrario do caso dos sistemas
aleatdrios e com caos bem desenvolvidos, que possuiam uma distribuicao do tipo binomial para
o TR, vemos na figura 5.20 que a escolha da posi¢gao para o intervalo de retorno é determinante
para a distribuicao observada. Para uma melhor comparacao do efeito da variacao de X. é
interessante obter intervalos de retorno com a mesma medida em posicoes distintas. Para tanto
escolhemos um intervalo fixo I1 = (X, = 0,6 = 0,05) e procuramos obter o valor de J para o
qual o intervalo em torno de Is = (X, = 0,95, d3) satisfaca

p(l) = p(lz).

Para estimarmos o valor de Jo assumimos que a distribuicao densidade de probabilidade da série
temporal poderia ser aproximada pela Eq. (5.3) e calculamos pela Eq. (5.7) o valor analitico
de d2 = 0,015. Nesse caso o valor do intervalo calculado analiticamente foi de u(I) = 0,03184,
enquanto que os resultados numéricos obtidos a partir do calculo do inverso do tempo médio
foram u(l;) = 0,02946 e p(lz) = 0,03156. Apesar dessas distingdes a figura 5.20 nos mostra
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Figura 5.19: Distribuicdo de TR (gréfico linear-log) para duas séries temporais de tamanho N,, distintos.
Note as escalas distintas nos eixos dos dois gréficos. [K = 10, R = 0]
que os valores sao suficientemente proximos para uma boa comparacao

4. a regido exponencial
da distribuigao de TR é bem descrita pela distribuicao binomial calculada pela medida analitica
enquanto que as caudas sao muito diferentes entre si.

Uma andlise qualitativa das figuras 5.13 ja sugeriam que, dependendo da regiao em que
escolhemos o intervalo de retorno, eventos intermitentes apareceriam ou nao na distribuicao
de TR. No caso da distribuigdo de TR no espago de fases era facil escolhermos uma regiao de
retorno no mar estocastico onde nao houvesse nenhuma estrutura aprisionadora. No caso da
série temporal de contaminante esta escolha nao é trivial uma vez que o intervalo é escolhido na

série temporal e as estruturas estao no espaco de fases. Notamos assim a necessidade de associar
os intervalos de retorno da série temporal com regioes no espago de fases. Essa analogia é feita

na préxima segao e permitird uma compreensao mais clara dos resultados obtidos até aqui (em
especial a dependéncia com X.), das relagoes entre distribuigao de TR em séries temporais e no
na figura 5.20).

espaco de fases bem como explorar o efeito de multiplas caudas paralelas (claramente presente

5.4 Analogia com o tempo de retorno no espacgo de fases

Procuramos reinterpretar nesta secao a ocorréncia de um retorno da série temporal do conta-

minante em termos do movimento no espaco de fases do sistema. A partir desta analogia (item
5.4.1) poderemos reinterpretar os resultados discutidos até o momento e explicar a observacao
das multiplas caudas de lei de poténcia (item 5.4.3).

4Uma outra opcio que facilitaria a comparacéo seria dividir o tempo pelo valor do tempo médio de retorno para
todas as distribuigdes. Nesse caso, entretanto, podemos ter intervalos de retorno de medida consideravelmente
distintas.
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Figura 5.20: Distribuicdo de tempo de retorno para dois intervalos distintos: I;(X. = 0,6 = 0,05) e
I(X. =0,95,6 = 0,015). A curva binomial foi tragada a partir do calculo de p(I1) = u(I) pela Eq. (5.7)
assumindo que a Eq. (5.3) é vélida. [K =0,4,R =0, N, = 10'!]

5.4.1 Regioes de retorno no espaco de fases

Vamos analisar em mais detalhe o procedimento numérico, descrito no item 5.1.1, utilizado
para o célculo da série temporal. Resumidamente ele consiste em tomar o ponto de coleta da
série como condicao inicial e iterar o mapa padrao inverso n vezes, o que resulta nos pontos
(Zn, Yn). Denominaremos esta trajetéria de trajetéria inversa. O valor do contaminante da série
temporal no tempo n é dado simplesmente ® = sen(27z;,).

Notamos que somente a concentragao inicial do contaminante é utilizada explicitamente no
calculo. Assim, para sabermos em qual regiao do espaco de fases estard a trajetéria inversa
quando a série temporal apresentar um valor do contaminante dentro do intervalo I = [X, —
9, X. + ¢] basta observar a distribuicao espacial inicial do contaminante. Por exemplo, a figura
5.21 mostra o intervalo no eixo x que nos fornece um contaminante dentro de uma faixa em
X. =0,5ed = 0,05. O valor das bordas dessa faixa s@o facilmente obtidos como sendo
warcsin(Xc +6) e s=arcsin(X, — 9).

Vamos analisar entdo como ocorrem as iteragoes do mapa padrao inverso. A partir de (4.4)
é facil perceber que o mapa inverso serd

Tn = Tpt1 — Yn+1 mod(1) (5.13)
Yn = Ynt+1 + Ksen(2mx, + Royp). :

A associagao entre o mapa padrao e seu inverso é facilmente obtida. As trajetdrias periddicas sao
igualmente iteradas sendo alterado o sentido de rotagao no eixo x. Para as trajetérias cadticas
algo andlogo ird ocorrer, o que faz com que o retrato de fases do mapa inverso (5.13) seja idéntico
ao do mapa do modelo (4.9).
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Figura 5.21: llustracdo da obtenc3o da faixa de pardmetros x que fornece um ponto da série temporal de
contaminante ® dentro de uma faixa X, de largura 26.

Na figura 5.22 ilustramos como se d4 o movimento das dez primeiras iteracdes do mapa
inverso tendo como pontos iniciais os ponto utilizados na figura 5.18 para coleta da série tem-
poral. Toda vez que uma dessas iteracoes cai dentro das faixas verticais temos um retorno da
série temporal a faixa I = [X. — 0, X + ¢]. Podemos notar, a partir da figura 5.22, a distingao
do célculo do tempo de recorréncia de Poincaré que tomaria, ao invés de faixas no espaco de
fases, uma tUnica regiao de raio ¢ para o retorno.

O fato das regides de retorno no espaco de fases se tratarem de faixas verticais deve-se as
propriedades especificas da distribuicao inicial do contaminante (forma senoidal). No caso geral
séries temporais obtidas a partir de sistemas dindmicos de um espaco de fases de dimensao su-
perior podem ser pensadas como projecoes das demais dimensdes em uma reta. Assim, regioes
distantes e disjuntas do espaco de fases podem resultar em um mesmo valor da série temporal.
Assim, no caso geral, podemos imaginar que recorréncias da série temporal a um valor deter-
minado estarao relacionadas a trajetérias presentes em grandes regioes do espago de fases. Em
nosso caso particular podemos estabelecer:

ANALOGIA: Um retorno da série temporal de contaminante a um intervalo
I = [X.—6, X.+0] é equivalente ao retorno de uma trajetéria do mapa padrao inverso
iniciada no ponto de coleta (xf,ys) a faixas no espago de fases cujas fronteiras sao
warcsin(X. +6) e s=arcsin(X, — 6).

5.4.2 Movimento no espacgo de fases

A analogia mencionada acima possibilita que estudemos o problema da recorréncia do con-
taminante a partir do movimento no espaco de fases de uma tnica trajetéria inversa. As prin-
cipais caracteristicas do movimento no espaco de fases do caos incompleto foram descritas nos
itens 3.3.3 e 4.3. Exploramos aqui as consequéncias do retorno as faixas e nao a regides pequenas
contidas no mar estocéstico®.

5 . N . . . ~ .
°Motivados pelo problema do retorno a faixas verticais no espago de fases do mapa padrao, podemos considerar
a seguinte pergunta: em qual das faixas de retorno uma trajetéria que estd em (z,y) ird passar primeiro. A
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Figura 5.22: Retrato de fases do mapa inverso com as dez primeiras itera¢les a partir dos pontos de coleta
da série temporal: (0,45, 0,1) e (0,7, 0,2). Quando a trajetdria estd dentro das faixas verticais temos um
retorno da série temporal ao intervalo I = [X, — §, X, + ¢]

Na figura 5.23 mostramos como uma unica trajetéria iniciada no mar estocastico percorre
todo o mar estocastico, sendo possivel divisar inclusive cadeias de ilhas de quarta geracao.
Notamos ainda que as regioes proximas as cadeias de ilhas apresentam um maior nimero de
pontos (mais escuro), mostrando que a trajetéria gasta um tempo muito grande préxima as ilhas
(aprisionada).

Uma pergunta natural que pode ser feita é: onde esta a trajetoria no espaco de fases quando
ocorre um tempo de retorno na cauda da DTR? A resposta é apresentada através da figura 5.24.
Os parametros utilizados nesta figura sao os mesmos da figura 5.15 onde calculamos a DTR.
Esta figura nos mostra que retornos de tamanho 7" > 1000 estao claramente na regiao de lei de
poténcia. Na figura 5.24 notamos que:

e Em todos eventos apresentados (que foram escolhidos de forma arbitraria) com tempo de
retorno 7' > 1000 a trajetoria concentra-se em torno de ilhas.

e Eventos com um tempo de retorno similar podem estar associados a aprisionamentos em
diferentes estruturas de ilhas.

e Quanto maior o tempo de retorno em mais detalhe a trajetoria define as estruturas aprisi-
onadoras, coerentemente com a imagem de que a trajetéria penetra mais profundamente
nas estruturas aprisionadoras.

consideracao da bacia de atragdo de cada uma das faixas é similar a feita no que se refere a bacia de atragao de
dois buracos em um sistema Hamiltoneano e foi discutida em [Sanjudn et al., 2003]. Nesses artigos observa-se que
essas bacias de atracdo sdo bastante complexas e possuem uma fronteira fractal.
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Figura 5.23: Uma Unica trajetéria do mapa padréo inverso (duplo mod (1)) com K = 0,2 e R=0 iteradas um
grande nimero de vezes a partir do ponto x = 0,45,y = 0, 1. Sucessivas ampliacdes das ilhas s3o realizadas.

5.4.3 Mhiiltiplas caudas

Ja na primeira distribuicao de TR do contaminante, apresentada na figura 5.15, haviamos
notado o surgimento de duas caudas de lei de poténcia paralelas. Na figura 5.20 notamos que
este fenomeno ¢ tipico e pode tornar-se bastante complexo. O ponto interessante deste fendmeno
é que as multiplas caudas de lei de poténcia aparecem para uma mesma regiao temporal, ou
seja, nao se trata de multi-escala.

Para ilustrar mais precisamente o fendmeno, retornamos ao caso da distribuicao da figura 5.15
e dividimos os pontos da distribuicdo de TR em dois conjuntos distintos: e se 71" multiplo
de 3 e o caso contrario. Notamos assim que, para todos os tempos, a probabilidade de um
tempo de retorno multiplo de 3 é maior. Este tipo de fendmeno exige que ao menos alguns
eventos sejam ordenados desde o inicio até o fim pois somente assim é possivel saber que um
tempo de retorno 7' = 1671 (multiplo de 3) é mais provavel de ocorrer do que um retorno de
tempo T' = 1672.

De forma analoga ao que realizamos anteriormente vamos explorar a localizagdo das tra-
jetorias no espaco de fases. Na figura 5.24 inferior apresentamos uma ampliagdo em torno da
orbita de periodo 3 e notamos que a faixa de retorno corta a ilha central proxima a seus pontos
hiperbdlicos. Uma vez que estes pontos sao instaveis, a trajetéria em geral pode ficar um longo
tempo sem se aproximar da variedade estavel e consequentemente sem se aproximar deste ponto.
Este é o efeito que faz com que, na figura 5.24, notemos que tempos de retorno longos estejam
associados a aprisionamentos nas ilhas de periodo 1 e 3, mas nao na de periodo 2.

Estamos interessados agora somente nas trajetdérias aprisionadas na estrutura de periodo 3
destacada na figura 5.24. Uma 6rbita deste tipo pode cruzar a faixa de retorno central sem
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Figura 5.24: [Colorida] Retrato de fases do mapa padrdo inverso com K = 0,2 e R = 0 apresentando
as faixas de retorno associadas a um intervalo X, = 0,0 = 0,05. Os fragmentos de trajetéria coloridos
representam exemplos de trajetdria cujo tempo de retorno foi igual ao valor T,..; da legenda. Note que
apresentamos z,y € [—1, 1] que é equivalente ao caso z,y € [—0,5,0,5]. Na parte inferior duas ampliaces
da figura superior que mostram em detalhe o aprisionamento na estrutura de periodo 3.

deizar o aprisionamento. Caso este retorno ocorra duas vezes em um mesmo aprisionamento
teremos um evento (retorno) de uma trajetéria que permaneceu todo o tempo aprisionada.
Neste caso é facil perceber que a trajetéria deve estar sempre na ilha central quando ocorrer
um retorno. Isto s6 pode ocorrer a cada 3 iteracoes do mapa. Note ainda que todas as 4 ilhas
da fronteira da ilha principal fazem fronteira com a faixa de retorno, fazendo com que todas as
6rbitas de periodo 3 (que alternam entre essas ilhas) também permitam retornos. Uma vez que
a ocorréncia deste tipo de retorno explica uma maior probabilidade da ocorréncia de eventos de
periodo 3 propomos de forma geral que:
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Figura 5.25: Distribuicdo de tempo de retorno da série de contaminante [K' = 0,2, R = 0] (o mesmo da
figura 5.15). Em preto retornos em tempos miltiplos de 3.

O surgimento de miiltiplas caudas de lei de poténcia na distribuigao
de TR no tempo T é provocado por trajetérias que entram nas faixas
de retorno ainda que estejam aprisionadas nas estruturas de ilhas. Ou
seja, estao aprisionadas em t, quando ocorre um retorno, e permanecem
aprisionadas em ¢t + 7, quando volta a ocorrer um retorno.

Vamos analisar em mais detalhes o caso de K = 0,4, R = 0 que foi ilustrado tanto no
item 3.3.3 como na figura 5.20. Duas ampliagdes desta ultima figura sao apresentadas abaixo
(Fig. 5.26). No caso da curva superior notamos que a periodicidade nas miltiplas caudas é 2. Na
parte superior da figura 5.27 apresentamos um retrato de fases para os parametros em questao
e as faixas de retorno associadas ao intervalo utilizado X, = 0,6 = 0,05. A trajetéria destacada
nesta figura representa uma trajetéria cujo tempo de retorno é T = 1241 que, conforme a
figura 5.26, estd na regido de tempo de retorno onde hé miiltiplas caudas®. Notamos que a faixa
de retorno corta a cadeia de ilhas préximo ao seu ponto hiperbdlico em dois lugares distintos.
Assim, apesar da ilha ser de periodo 4 a periodicidade que observamos serd de periodo 2: os
eventos de trajetéria aprisionadas ocorrem sempre em tempos pares. Sao estes os eventos que
constituem o ramo superior da cauda de lei de poténcia. Em geral também podemos pensar o
fendmeno de caudas multiplas como uma oscilagdo na cauda de lei de poténcia onde o periodo
sera igual ao periodo da ilha aprisionadora de maior nivel.

Até o momento exploramos o caso em que a regiao de retorno escolhida era definida por X, =
0,6 = 0,05, ou seja, I = [—0,05,0,05]. Associado a esse intervalo estao faixas de retorno no
espaco de fases centradas em x = 0 e x = 0,5. Gracas a simetria do mapa padrao estas
faixas cortam as estruturas de periodo impar exatamente em seu ponto hiperbélico. Poderiamos
desconfiar que este fendmeno é particular para esta regiao de retorno. Para verificar se este era
o caso escolhemos os valores X. = 0,95, = 0,015 de maneira que uma das faixas corte uma

5Note que nem todos os eventos desta regifo sao de trajetérias que permanecem todo o tempo aprisionada. Este
efeito é complementar aos eventos “usuais” onde a trajetéria é aprisionada e depois foge para o mar estocastico
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Figura 5.26: Ampliacdo da figura 5.20 na regido de miltiplas caudas.
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Figura 5.27: Retrato de fases do mapa padrao com K = 0,4, R = 0 com trajetdrias responsdveis pelas
multiplas caudas na distribuicdo de TR da figura 5.26. Gréfico superior X, = 0,0 = 0,05 e trajetdria
com T = 1241. Gréfico inferior X. = 0,95, = 0,015 e trajetéria com T = 1571

das 4 ilhas aprisionadoras (veja a parte inferior da figura 5.27). No entanto, como ja estava claro
na figura 5.20 em que tomamos este mesmo intervalo, tanto a cauda de lei de poténcia como sua
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multiplicidade permaneceram evidente ainda que a cauda de lei de poténcia fique muito menos
visivel e as caudas multiplas bem mais complexas.

A distribuicao de tempo de retorno para este intervalo é explorada também na figura 5.26
onde fica claro que a situacao aparentemente confusa na cauda de lei de poténcia esconde uma
oscilacao razoavelmente constante de periodo 16. Na figura 5.27 inferior apresentamos também
uma trajetoria que possui um tempo de retorno T = 1571 na regiao de multiplas caudas.
Notamos que esta trajetéria penetrou muito mais na estrutura aprisionadora do que aquela
retratada acima, ainda que seu TR nao seja significativamente maior. Isto se deve ao fato da
trajetéria precisar de mais tempo para poder retornar as faixas sem deixar o aprisionamento.
Percebemos ainda que esta trajetéria define claramente uma 6rbita de periodo 16, mesmo periodo
da oscilacdo da cauda!

Ao tentarmos anular o efeito de aprisionamento de uma determinada estrutura, fazendo com
que uma das faixas de retorno cortasse esta estrutura, conseguimos somente que o primeiro
nivel de aprisionamento tivesse seu efeito minimizado (o que explica o surgimento posterior da
cauda de lei de poténcia em comparac¢ao com o caso do intervalo usual X, = 0,5 = 0,05). A
estrutura dominante passou a ser entao a cadeia de quatro ilhas que circunda cada uma das
quatro ilhas aprisionadoras. Podemos imaginar que sempre que tivermos um espaco de fases
repleto de estruturas aprisionadoras o fenémeno de multiplas caudas ird surgir.

5.5 Consideracgoes finais

Discutimos aqui os resultados obtidos neste capitulo e procuramos estabelecer relacoes para
a analise de séries temporais nos casos mais gerais.

5.5.1 Comparacao entre as distribuicoes de TR

Apresentamos brevemente uma andlise da utilizacdo da distribuicdo de tempo de retorno
(DTR) em séries temporais comparada & idéia original de Poincaré de célculo do tempo de
retorno no espaco de fases.

A interpretacao fisica desses dois tipos de retorno é bastante distinta. Um retorno no espago
de fases significa que o sistema se encontra em uma configuragiao aproximadamente igual, ou
seja, em um valor similar para qualquer observavel. No caso da série temporal, um retorno
significa simplesmente a repeticao de um tnico observavel sendo que o sistema pode estar em
uma configuracao completamente distinta da que se encontrava no caso do retorno anterior.
Apesar dessa diferenca na interpretacdo do retorno, os procedimentos e resultados estatisticos
que utilizamos nos dois casos sao praticamente idénticos, excecao feita ao calculo da dimensao
fractal do intervalo de retorno (conforme discutidos nas segoes 2.1.3 e 2.2.2). Estatisticamente,
a andlise das flutuactes da série utilizando distribuicao de tempo de retorno é 1til no estudo de
suas intermiténcias e flutuagoes irregulares, que fazem com que uma estacionariedade na série
temporal seja obtida somente para tempos longos de observagao.

Uma forma comparativa adequada dos dois casos é imaginar que a regiao de retorno no espago
de fases refere-se a uma hiperesfera, no caso tradicional, e em um conjunto de regides muitas
vezes disjuntas, no caso de séries temporais. A comparacao entre essas duas distribuicoes de
tempo de retorno foi feita em detalhe para o caso do mapa padrao, um sistema Hamiltoniano bi-
dimensional. Nesse caso notamos que a distribuicao de tempo de retorno depende sensivelmente
do volume das estruturas aprisionadoras.

Vimos que no caso das ilhas ocuparem um volume consideravel do espaco de fases as regioes de
retorno sempre cruzarao uma dessas estruturas. Nesses casos teremos uma DTR muito sensivel
a posicao do intervalo de retorno X. e com regimes de lei de poténcia muito distintos do caso
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do tempo de retorno no espago de fases. Podemos imaginar ainda que, sempre que tivermos
um espaco de fases repleto de estruturas aprisionadoras, o fenomeno de multiplas caudas ird
surgir. Ressaltamos que este fenémeno sé é visivel se adotarmos um valor de bin = 1 e modifica
sensivelmente o valor do expoente v cauda de lei de poténcia quando utilizamos um valor grande

de bin.

Quando o nimero e volume de ilhas no espago de fases se torna progressivamente menor,
ainda que seu efeito seja significativo para o cédlculo da DTR ou do transporte no sistema,
poderemos estabelecer uma analogia mais forte entre as DTR obtidas da série temporal e no
espago de fases. Na figura 5.28 calculamos a distribuigao de tempo de retorno no espago de fases
(de forma andloga ao realizado nos itens 3.3.3 e 4.2.4) e na série temporal. Para este parametro de
controle temos uma estrutura aprisionadora (o modo acelerador) de volume pequeno no espago
de fases. Os intervalos de retorno foram escolhidos afim de que possuissem a mesma medida, o
que foi verificado a partir do célculo do tempo médio de retorno que resultou em (T) = 31.4 e
(T) = 31.8. Notamos que as duas distribui¢oes sao equivalentes.
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Figura 5.28: Comparacdo entre a distribuicdo de TR obtida no espaco de fases (X, = (0,45,0,1) e 6 = 0,1)
e obtida através da série temporal de contaminante (X. = 0,5 = 0,05). A distribuicdo binomial foi calculada

com p = 515 =0,0316, K =1,1e R=0.

A equivaléncia entre as distribuigbes de TR no espago de fases e em séries temporais ocorre
gracas ao fato da regiao de retorno no espago de fases nao cruzar nenhuma estrutura apri-
sionadora. No caso da distribuicao de contaminante temos duas faixas no espaco de fases e
certamente muitos retornos acontecem saindo de uma das faixas e retornando a faixa distinta.
Esta equivaléncia remete-nos a uma observacao importante, qual seja, a de que a DTR ¢ deter-
minada pela probabilidade da trajetéria atingir uma regiao do espago de fases. A informacao
importante sobre a regiao ¢ a sua medida sendo que seu formato (hiperesfera, faixas, regioes
disjuntas) de retorno é, em muitos casos, irrelevante. E importante ressaltar que o caso aqui
explorado abordou o caso mais simples, isto é, a passagem de um sistema bidimensional para
uma série temporal. No caso de series obtidas em espacos de fases de dimensdao muito maior
(como no caso do plasma) outros efeitos podem surgir.
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5.5.2 Reinterpretacao dos resultados

Diante das analises propostas na se¢ao 5.4 podemos reinterpretar os resultados obtidos em 5.2
e 5.3. A dependéncia da distribuigdo de tempo de retorno com X, mostrou-se crucial e vemos
também que a variagdo de § reflete-se em um aumento na espessura das faixas de retorno no
espaco de fases. Vimos ainda que o ponto de coleta da série temporal nada mais é do que a
condicao inicial a partir da qual o mapa padrao inverso sera iterado.

Analisamos agora o espectro calculado na figura 5.6 para uma série temporal de contami-
nante utilizando K = 0,2, R = 0 tendo em vista o espaco de fases do mapa padrao para esses
parametros (figura 5.24). E evidente que os picos dos espectros (como por exemplo para as
freqiiéncias 0,125, 0,25, 0,333) estao associados & aprisionamentos em ilhas de periodo 8 (cadeia
que envolve a ilha maior), 4 e 3 respectivamente. Sao precisamente essas as maiores cadeias
no espaco de fases e que conseqiientemente provocam maior efeito sobre a série temporal. A
dependéncia do espectro com o tamanho da série passa entao a ser muito importante pois a
presenca de um aprisionamento em uma determinada cadeia de ilhas no intervalo da série que
estamos analisando vai fazer com que surja um pico bem assentuado no espectro.






Capitulo 6

Analise no plasma

Nos voltamos para o caso do plasma confinado magnéticamente. Discutimos ini-
cialmente o dominio de validade e as limitagoes do modelo estudado no capitulo 5
para o Tokamak, em comparacao com os sistemas presentes na literatura. Passa-
mos entao a andlise de séries temporais obtidas na borda de Tokamaks: TextUp e
TCABR. Descrevemos as principais caracteristicas das séries experimentais que serao
analisadas e calculamos entao a funcao densidade de probabilidade e a distribuicao
de tempo de retorno. Notamos que neste caso a DTR é interpretada de forma mais
natural quando comparada com a func¢ao de autocorrelagao.

6.1 Validade e limitacoes do modelo para o Tokamak

6.1.1 Mapa padrao com fase aleatéria

A dedugao do mapa padrao com fase aleatéria (Eq. (4.9)) foi feita considerando o modelo
proposto originalmente em [Varosi et al., 1991] para a hidrodinamica com a pretensdo de uti-
lizd-lo na descricio do comportamento do plasma confinado magnéticamente em Tokamaks'.
Pretendemos justificar aqui esse procedimento bem como analisar as limitagoes do modelo.

Sao grandes as semelhancas da turbuléncia em modelos hidrodinamicos, estudo baseado
na equacao de Navier-Stokes, e na turbuléncia do plasma, baseado na teoria MHD (magneto-
hidrodinamica). Nas referéncias [Biskamp et al., 1994, Biskamp et al., 1990] modelos mais ela-
borados para a turbuléncia no plasma sao propostos baseados em modelos para a turbuléncia na
hidrodinamica, sendo que os resultados apontam para diversas semelhancas entre os dois casos.

Outra forma de abordagem para o nosso modelo é o fato das linhas de campo magnético na
borda do plasma serem freqiientemente descritas por mapeamentos Hamiltoneanos cadticos. As
referéncias [Balescu et al., , Horton et al., 1998, Martin e Taylor, 1984] nos fornecem um emba-
samento para avaliar os dominios e limites de validade do mapa padrao como modelo para o
plasma confinado em Tokamaks.

A associacao do mapa as coordenadas do Tokamak se dd a partir de um se¢dao de Poin-
caré (plano preto na figura 6.1A) do torus, conforme ilustrado na figura 6.1. A varidvel x
do mapa (Eq. (4.9)) esta associada ao angulo (poloidal) e a varidvel y estd associada a agao
(raio). Uma vez realizada a secdo transversal do toroide associamos o mapa a dindmica das
linhas de campo magnético que perfuram esta superficie. Ou seja, uma linha de campo que
atravessa a secao de Poincaré em determinado sentido equivale a um ponto de nosso mapa.
Dessa forma a dinamica dos pontos reflete as propriedades da dinamica das linhas de campo

Na secéo 1.1.3 discutimos brevemente as motivacdes da utilizacdo deste tipo de méquina.

113
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Figura 6.1: [A] Secdo de Poincaré de um toroide e [B] definicdo das coordenadas do sistema.

magnético. Convém ressaltar que estamos interessados na dinamica na borda do Tokamak pois
esta regiao, além de permitir uma investigagao experimental direta, possui um papel importante
no confinamento [Wootton et al., 1990].

Na situacao de equilibrio somente as bobinas externas do Tokamak sao consideradas o que faz
com que a Hamiltoneana associada as linhas de campo magnético do sistema seja integravel e as
linhas toroidais se encontrem em superficies magnéticas fechadas. Pequenas perturbagoes desta
configuracao tornam o sistema quase-integravel, onde, a exemplo do mapa padrao, podemos
aplicar métodos perturbativos da teoria KAM. As perturbacoes podem ser de natureza interna
ao plasma (corrente de plasma) ou externas a partir da introdugao de dispositivos que objetivem
o aumento do confinamento (limitador ergédigo, hélices ressonantes) [Caldas et al., 2002].

O artigo [Martin e Taylor, 1984] é um bom exemplo da deriva¢do de um mapeamento para
descrever as linhas de campo magnético no Tokamak. Particularmente ele trata do caso onde é
introduzido um limitador ergédigo, isto é, segmentos de corrente toroidal em torno do Tokamak
que podem entrar em ressonancia com o campo de equilibrio e, a medida que aumentamos esta
corrente, provoca sucessivamente na borda do plasma: (i) rompimentos nas superficies fechadas
do fluxo, (ii) ilhas entre as superficies do fluxo e (iii) regides cadticas. Apesar desta regiao
cadtica provocar um aumento no coeficiente de difusao ela auxilia o confinamento pois evita que
impurezas (particulas massivas) provenientes da parede do Tokamak penetrem até o centro da
coluna de plasma e absorvam energia de sua regiao mais quente.

A partir de expressoes simplificadas dos campos magnéticos e combinando o efeito do limita-
dor ergédigo com o do fluxo chega-se a seguinte expressao para x (dngulo poloidal normalizado)
e y (distancia da borda) das linhas do campo magnético

Tpt1 = Ty — pe_Yrcos(xy) + SYn+1

Yn+1 = Yn + log[cos(z, — pe Y cos(xy))] — log(cos(xy)) . (6.1)

onde p e g sao parametros de controle associados, respectivamente, a intensidade da corrente no
limitador e a intensidade do cisalhamento (shear) (gradiente radial da transformada rotacional
das superficies de equilibrio). Considerando fraco o campo devido ao limitador em comparagao
com o campo de equilibrio, obtemos o mapa padrao (equagao 4.4), base de nosso modelo, como
aproximacao do mapa (6.1).2

20 mapa padréo é também obtido como aproximacao local para a dinamica de um sistema Hamiltoneano néo
linear genérico préximo a um ponto fixo.
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Outro artigo que propoe a utilizacdo de um mapeamento para representar a dinamica das
linhas de campo magnético no Tokamak é [Balescu et al., |, que aponta algumas limitagoes do
mapa padrao e defende assim a utilizacdo de seu TOKAMAP. Os argumentos favoraveis a
utilizacao de um tal sistema dinamico sao essencialmente os mesmos: facilidade numérica e des-
cricio das propriedades presentes no Tokamak de um caos incompleto.?> Os pontos considerados
nao atendidos pelo mapa padrao sao:

e Fator de seguranca (q): Em nosso sistema dindmico Hamiltoneano consideramos o

fator de seguranca como sendo o inverso da freqiiéncia angular, que mede por sua vez a

variagado de H com a agao (I, ou nesse caso r): w(r) = ﬁ = 857{0. No caso do Tokamak

o fator de seguranca é, na maioria dos casos, uma funcdo monoténicamente crescente? de
. ~ 1 s . .
r. J4 no mapa padrao ¢(r) = - é inversamente proporcional, ou seja, decrescente.
e Valor negativo de r: No mapa padrao particulas com condigoes iniciais para r > 0
podem adentrar a regiao negativa de r (y no mapa (4.9)), que nao tem significado fisico
como ilustra a figura 6.1. Nao ha portanto um eixo polar tinico no mapa padrao.

Em geral podemos dizer que estamos interessados nas propriedades estatisticas e qualitativas
fornecidas pelo mapa padrao e pelas suas estruturas, e nao por uma descri¢ao precisa das linhas
de campo. Sua descri¢ao é mais apropriada para uma faixa radial limitada, como por exemplo,
a borda do plasma, que possui especial interesse em nosso caso uma vez que queremos observar
o transporte de particulas nesta regiao. Nesse sentido o mapa padrao serve perfeitamente e
ajuda-nos com sua simplicidade e facil manipulacdo numérica. Devemos ressaltar ainda os
trabalhos realizados em nosso grupo do IFUSP em cima de mapeamentos para as linhas de
campo magnético do Tokamak com limitador ergédigo [Caldas et al., 2002]. Em particular,
outros mapas mais realista para a descricao do plasma sao os mapas simpléticos desenvolvidos
em [Ullmann e Caldas, 2000, da Silva et al., 2001].

Em nosso modelo, introduzimos ainda uma fase aleatéria (quando R # 0) a dindmica do
mapa padrao. Este fenémeno pode ser interpretado nao apenas como um ruido inerente ao
sistema, mas também como parte do modelo que incorporaria efeitos de graus de liberdade
nao considerados. Podemos entao observar a dependéncia dos resultados como funcao de dois
parametros: o aleatério (R) e o nao linear K.

Cabe ressaltar ainda que se estamos interessados no movimento dos ions do plasma é somente
em primeira aproximagao que as particulas seguem as linhas de campo magnético. Efeitos de
inércia e interagao das particulas entre si ou com impurezas ocorrem usualmente no plasma.
Nesse sentido notamos que a utilizacao de um contaminante passivo consiste também em uma
aproximagao grosseira para a dinamica no Tokamak.

6.1.2 Transporte e aprisionamento

As limitacGes para o calculo quantitativo do regime de transporte de particulas no Tokamak
a partir da analise do tempo de retorno em séries temporais foram enfatizadas em 4.3. Os
dois principais motivos levantados foram que o tempo de retorno era calculado no espaco de
fases e que as estruturas aprisionadoras nao eram necessariamente balisticas, podendo possuir
diferentes efeitos sobre o transporte.

3Essa denominacéo estd associada aos sistemas cadticos Hamiltoneanos que possuem regides cadticas e
periédicas além de uma infinidade de estruturas, cadeias de ilhas, cantori, etc.

4Para uma discussio sobre o caso em que esta condicdo nao é satisfeita veja os comentérios sobre os sistemas
non-twist na segao 7.3.
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No que se refere ao primeiro ponto, o capitulo 5 mostrou um exemplo de série temporal cujo
TR apresenta informacoes similares ao obtido no espaco de fases. Ou seja, a DTR obtida na
série temporal caracterizou o aprisionamento das trajetdrias no espaco de fases.

Outras caracterizacoes desses aprisionamentos foram realizadas em [Zaslavsky et al., 2000]
para uma série experimental da densidade do plasma confinado magneticamente, que passamos
a discutir. Nesse artigo é enfatizado que a importancia das ilhas magnéticas para o problema
do confinamento vém sendo reconhecido partir de medidas finas da temperatura eletronica.
Argumenta-se entdo que as fronteiras de algumas dessas ilhas provocardo aprisionamento, a
exemplo do que foi discutido nos itens 3.3.3 e 4.3.1. Esses aprisionamentos, ainda que tenham
efeitos diversos sobre o transporte, possivelmente o tornarao anémalo.

Como enfatizamos em 4.3.1 a quantificagdo do aprisionamento é feita em sistemas dinamicos
mais simples, pelo mesmo G. M. Zaslavsky, a partir do cdlculo da DTR e a associacao com
os coeficientes («a, ) da equacdo de Fokker-Planck fraciondria (4.23). A caracterizagao das
propriedades temporais do aprisionamento e sua associacao com o transporte anoémalo é feita
em [Zaslavsky et al., 2000] para séries de forma andloga ao discutido no item 4.3.1. No entanto,
os coeficientes «, 6 nao sao obtidos a partir da DTR da séria, mas utilizando uma estatistica
para os voos (aprisionamentos) obtida a partir de uma integracao da série temporal.

Do nosso ponto de vista as discussoes realizadas em [Zaslavsky et al., 2000] sdo bastante
elucidativas no que se refere a influéncia das ilhas magnéticas aprisionadoras no transporte e sua
influéncia em séries temporais. J4 a associacao quantitativa com o regime de transporte baseia-se
apenas em analogias com o caso obtido rigorosamente no espago de fases (veja [Zaslavsky, 2002b])
e apresenta-se muito imprecisa.

6.1.3 Séries analisadas

Um ultimo ponto que merece atencao refere-se as séries que analisaremos a seguir. Vimos
que os modelos de sistemas Hamiltoneanos utilizados na Fisica de plasma se propoe a descrever
as linhas de campo magnético de um Tokamak com limitador ergdédigo. Nos dados que ana-
lisamos tomamos séries do potencial elétrico flutuante e da densidade em um Tokamak sem o
limitador ergddigo. Acreditamos que ainda assim a comparacao se justifique pois, como ressal-
tamos anteriormente, as perturbagoes no campo magnético que o tornam nao integravel podem
vir da proépria corrente de plasma, ou outra flutuagao qualquer. O sistema apresenta entao
uma configuracao tipica de sistema quasi-integravel sem que o limitador ergdédigo represente a
perturbacao. Além disso, se assumirmos que as particulas seguem aproximadamente as linhas
de campo magnético podemos esperar que as flutuagoes do campo magnético se manifestarao
em flutuactes das demais grandezas medidas.

6.2 Dados experimentais do TextUp

Iniciamos a andlise de séries temporais experimentais a partir da andlise dos dados obtidos
no Tokamak TextUp analisados anteriormente em [Baptista et al., 2001a]. Os principais dados
do Tokamak estao na tabela 6.2. A série temporal do potencial flutuante foram obtidas por uma
sonda de Langmuir na borda do plasma (r/b = 1,01) que coletou dados durante 75ms a uma taxa
de 2M Hz (um ponto a cada 7, = 0,5us). Este procedimento resultou em uma série temporal
com N, = 1,5 x 10° pontos. Como notamos anteriormente os resultados da distribuicdo de
tempo de retorno DTR dependem sensivelmente no niimero de pontos da série temporal. Assim
sendo, tomamos sete disparos obtidos na mesma posicao e que apresentavam a mesma funcao
densidade de probabilidadade (FDP), espectro e fungao de autocorrelagao. Realizamos assim os
cdlculos para a soma desses 7 disparos que resultaram em N, = 1,05 x 10% pontos.
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Raio maior b | 1,05m
Raio menor Ry | 0,27Tm
Corrente de Plasma I, | <200kA

Campo magnético Toroidal || By | 2.0 T
Densidade média tipica ne | 2,5 x 1019m =3

Tabela 6.1: Principais pardmetros do TextUp.

Na figura 6.2 mostramos que a FDP das séries temporais é uma Gaussiana

1 _(z-3)?
e 27, (6.2)

G(z) =
2mo
onde o, T sao o desvio padrao e a média do conjunto x. Este resultado nao é surpreendente uma
vez que esta é a distribuicao obtida como o resultado da soma de varidveis aleatérias distintas.
As propriedades temporais caracteristicas da série sdo apresentadas na figura 6.3.

0.2 0.4

<o

40

Figura 6.2: Acima, a fun¢do densidade de probabilidade para o conjunto de sete medidas do potencial
flutuante no TextUp. A curva é a distribuicio Gaussiana. Abaixo uma das séries temporais do potencial
flutuante.

Procedemos entao o cédlculo da DTR nas séries temporais. A escolha da posicao do inter-
valo de retorno X, mostrou-se de forma geral irrelevante. Escolhemos assim um intervalo de
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Figura 6.3: [A] Fung3o de autocorrelagdo e [B] espectro de Fourier da série temporal do potencial flutuante.

retorno I(X,,d) cuja medida p(I) permitisse uma boa visualizagao da DTR. Este valor pode ser
obtido através da taxa de amostragem da série 75 e do tempo médio de retorno (T') pelo lema
de Kac, ou seja,

e oscilou em torno de 5%.

[A] um disparo [B] sete disparos

bin=0.0005
*—* bin=0.005

7,=0.01 ms

i
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o
1Dd —
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Figura 6.4: Distribuicio de tempo de retorno ao intervalo [X. = —0,1,6 = 0,01] para a série do potencial

flutuante obtida no TextUp. [A] Os pontos em um dnico disparo foram utilizados (T") = 0,0115ms; [B] O
conjunto dos pontos dos sete disparos (T") = 0,01196ms.
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Notamos, a partir da comparacao da figura 6.4 com a funcdo de autocorrelacdo 6.3A, que
a DTR apresenta um decaimento essencialmente exponencial a menos de uma oscilagao para
tempos curtos muito similar a oscilacdo da autocorrelagao. Em particular, note que o valor
indicado pela seta 7p = 0,01ms é bastante préximo ao valor que a funcao de autocorrelagao
se aproxima de zero. E curioso notar que este efeito, evidente na figura 6.4, nao foi obser-
vado em [Baptista et al., 2001a] onde uma distribuigdo exclusivamente Poisson foi obtida para
o mesmo conjunto de dados. A visualizacao do gréfico com eixos linear nesse artigo (ao invés
de linear X log, aqui utilizado) tornam ainda mais visiveis os efeitos da autocorrelagao. Isto se
deve, possivelmente, a utilizagao de um intervalo de retorno I e um valor do bin na DTR muito
grandes, que fizeram com que este resultado fosse encoberto.

6.3 Dados experimentais do TCABR

Passamos agora a analisar dados obtidos no Tokamak Chauffage Alfvén Bresilién (TCABR),
que se encontra em nosso instituto. Os parametros tipicos de operagao estao na tabela 6.3.

Raio maior Ry | 0,61m
Raio menor b | 0,18m
Corrente de Plasma I, | <120kA
Campo magnético Toroidal B |11T
Densidade média tipica ne | (1 —3)109m=3
Temperatura idnica no centro Tion | 200 eV
Temperatura eletronica tipica da borda T, | 20 eV

Tabela 6.2: Principais pardmetros de operacdo do TCABR.

6.3.1 Descricao geral dos dados

A técnica utilizada no TCABR para explorar a dinamica na borda consiste em introduzir um
sistema de sondas multiplas de Langmuir [Ferreira et al., 2000] até uma posicao r/b = 0,9. Este
sistema possui um conjunto de sondas que coletam informacoes a uma taxa fixa no tempo, sendo
que duas delas medem as flutuagoes do potencial elétrico Vyy,,, e uma delas mede a corrente de
saturacao ionica I ;. Esta corrente é proporcional & densidade 1 de fons I,; o« nv/T.. A aquisicao
dos dados é feita a uma freqiiéncia de amostragem fs = 1M Hz o que faz com que tenhamos
séries experimentais com pontos a cada 1us.

Na figura 6.5 estao as trés séries temporais de interesse para um particular disparo do To-
kamak em Fevereiro de 2002. O plasma é criado no Tokamak a partir de descargas (disparo)
que duram aproximadamente 100ms no TCABR. A sonda adquire dados durante 50ms a partir
do instante t = 55ms apds o inicio da contagem de tempo do disparo. Na figura 6.6 estao as
principais informagoes sobre dois disparos de interesse. As figuras 6.5 e 6.6 ilustram os principais
dados que analisamos para escolha das séries para as quais calculamos o tempo de retorno. Essa
escolha considera dois aspectos: as condigoes de um disparo particular e a existéncia de disparos
similares.

A primeira dessas condigbes é necessaria para podermos supor que as flutuacées medidas
representam as flutuacoes caracteristicas do sistema nao sendo afetada por oscilacoes externas.
Assim, escolhemos uma faixa de tempo de cada disparo onde os principais fatores do plasma
permaneceram estaveis. Por exemplo, no caso ilustrado na figura 6.5, notamos que dentro da
faixa em que as sondas estavam realizando medidas a corrente de plasma sofre uma queda
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Figura 6.5: Séries temporais obtidas no TCABR por trés sondas presentes no experimento. Os dois primeiros
graficos, de cima para baixo, representam o potencial flutuante (V flu) em duas sondas enquanto o terceiro
representa a corrente de saturagdo idnica (ion), proporcional a densidade, obtida em outra sonda. A linha
pontilhada indica o limite onde a corrente de plasma manteve-se estivel [Disparo 8046].
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Figura 6.6: Na esquerda o diagnéstico do disparo 8046 em fun¢do do tempo, pulso tipico do primeiro
conjunto de dados analisado: [A] Tens&o de enlace; [B] emissdo em H,, e [C] a corrente do plasma. As faixas
continuas representam a faixa de tempo em que a sonda coletou dados. A faixa pontilhada indica o limite
da regido de corrente de plasma estaciondria. Na parte da direita, o mesmo da esquerda para o pulso 9731,
caracteristico do segundo conjunto de dados.
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acentuada. Neste caso foi necessdrio desprezar os ultimos pontos da série. O critério utilizado
para determinar as séries que satisfaziam este ponto foi o de que a corrente de plasma, a emissao
em H, e a tensao de enlace permanecessem aproximadamente constantes durante o tempo de
aquisicado das séries temporais. Observamos ainda qualitativamente cada uma das séries. A
ocorréncia de disrupturas e outras instabilidades seriam identificadas nessas medidas.

A segunda condicao, de semelhanca entre diferentes disparos, é necessdria para melhorar-
mos a estatistica de nossas distribui¢oes. Ainda que usdssemos toda a série obtida em um
determinado disparo eles totalizariam 5 x 10% pontos. Vamos perceber que para uma melhor
visualizagao da fungao densidade de probabilidade (FDP) e da distribuicao de TR séries maiores
sao aconselhéveis.

As condigOes que estabelecemos para que considerassemos que duas séries foram obtidas em
condigoes idénticas, e que portanto poderiam ser somadas, foram mais rigorosas. Dentre os
disparos que satisfizeram a primeira condicao olhamos aqueles em que a sonda estava na mesma
posigao e que apresentavam as seguintes medidas semelhantes (diferiam em menos de 10%):

1 Corrente de Plasma.

2 Densidade.

3 Emissao em H,.

4 Tensao de enlace.

5 Distribuicao de pontos da série.
6 Funcao de autocorrelacao.

Do banco de dados de disparos do TCABR conseguimos obter dois conjuntos de disparos
em sequéncia que satisfizeram essas condigoes. Nao foi possivel obter um niimero consideravel
de disparos com ondas de Alfvén.

Conjunto 1, obtido em Fevereiro de 2002, consiste dos disparos 8030 a 8049 excluindo 8033,
8039 e 8041 totalizando N, = 5,1 x 10° pontos. Tomamos os pontos de cada disparo somente
até o tempo t = 30ms de coleta da série temporal (faixa pontilhada nas figuras 6.5 e 6.6). A
digitalizacao dos dados impds uma precisao nos dados da série de 0,152V na série do potencial
elétrico e 0,0002A na corrente de ionizagao.

Conjunto 2, obtido em Outubro de 2002, consiste dos disparos 9731 a 9741 totalizando
N, =5,5x% 10°. Uma vez que a corrente de plasma manteve-se estdvel durante todo o intervalo
de coleta da série, pudemos usé-la por inteiro (¢t = 50ms). A digitalizagdo dos dados imp6s uma
precisao nos dados de 0,179V na série do potencial elétrico e 0, 0003 A na corrente de saturacgao.
No caso da corrente de saturacao o aparato experimental nao registrava valores superiores a
0,675A ou inferiores a —0,675A, o que provoca o truncamento observado na figura 6.13B.

A precisao dos dados (descrita acima) tém de ser levada em conta quando escolhemos o
intervalo de retorno I = [X. — d, X, + ¢]. Na prética a série temporal nao apresenta valores
distribuidos continuamente, mas multiplos desta precisao. Assim devemos garantir que a largura
do intervalo de retorno 29 e o tamanho do canal do histograma da FDP sejam maior que esta
precisao.

Os resultados que apresentamos a seguir referem-se invariavelmente a soma das séries de po-
tencial elétrico (de uma tnica sonda) ou de corrente de flutuagao para cada um desses conjuntos
de dados. E importante ressaltar que nao estamos propondo que os resultados dos diferentes dis-
paros sejam absolutamente equivalentes. Consideramos este procedimento de soma de diferentes
disparos valido (e necessédrio) para as analises que realizamos a seguir.
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6.3.2 Potencial flutuante

Tomamos inicialmente as séries da flutuacao do potencial elétrico ¢ para cada um dos conjun-
tos de dados. Apresentamos a andlise padrao para o calculo da distribuicdo de tempo de retorno
(DTR). A primeira informagao relevante é a funcao densidade de probabilidade (FDP) pois ¢ a
partir dela que devemos escolher o intervalo de retorno I adequado para uma visualizacao da
DTR. Os resultados para o potencial flutuante sdo apresentados na figura 6.7. Comparamos
essas distribui¢oes com a distribuicdo Gaussiana (6.2). Esta comparagao é feita a partir de um
ajuste numérico da distribui¢ao (6.2) aos pontos em torno do pico. Notamos, no entanto, que as
duas funcoes densidade de probabilidade (FDP) da figura 6.7, ao contrario dos dados do TextUp,
divergem sensivelmente da Gaussiana ajustada. As caudas, no caso geral, nao apresentam um
decaimento do tipo lei de poténcia ou exponencial. Este resultado nao é surpreendente uma vez
que a dindmica na borda do Tokamak é turbulenta. Apresentamos no apéndice C uma discussao

mais detalhada dos modelos de turbuléncia que permitem descrever as FDPs observadas.
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Figura 6.7: Funcdo densidade de probabilidade das séries temporais da flutuacdo do potencial elétrico: [A]
Conjunto 1, no detalhe graficamos a cauda da distribui¢do onde nota-se que o regime de decaimento n3o é do
tipo lei de poténcia. [B] Conjunto 2. A curva tracejada é a Gaussiana ajustada para os pontos em torno do
pico de cada um dos gréficos. A curva preta em [A] é o ajuste obtido pelo modelo log-normal no apéndice C.

O espectro de Fourier das séries temporais do potencial flutuante, assim como da corrente
de ionizacao, obtidos para o TCABR, nao diferem essencialmente do apresentado na figura 6.3

para o TextUp. De forma geral nao notamos picos mas apenas um espectro largo com um
decaimento para altas frequéncias.

A relacao de um espectro desse tipo com a DTR nao é
trivial e, como vimos no caso do TextUp, a comparacao com as correlagoes presentes nas séries
temporais parece mais adequada.

Para tanto na figura 6.8 apresentamos a distribuicao de
autocorrelacao (Eq. (5.9)).

As DTR foram calculadas para diferentes intervalos de retorno sem uma alteragao qualita-
tiva importante a menos do que discutimos no final deste item. O intervalo escolhido deve-se
essencialmente ao valor da medida u(7I) ideal para visualizagdo. A limitagao na resolugao dos
pontos faz com que o valor de ¢ tenha que ser maior que sua precisao e que, portanto, o intervalo
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Figura 6.8: Funcdo de autocorrelagdo (Eq. (5.9)) para as séries temporais do potencial flutuante obtidas no
TCABR.

de retorno se encontre em regioes afastadas do pico da FDP.

A DTR do primeiro conjunto de dados indica a presenga de dois regimes distintos. O pri-
meiro, para tempos curtos, é muito mais lento que uma exponencial e parece se aproximar de
uma distribuicao do tipo lei de poténcia. Para tempos longos a DTR se assemelha a uma expo-
nencial. E interessante notar que o tempo entre estes regimes é préximo ao valor do tempo que
a auto-correlagao aproxima-se de zero 79 = 0,03ms, conforme indicado na figura 6.8. Podemos
interpretar assim que, enquanto o sistema apresentava-se correlacionado a distribuigcao de tempo
de retorno apresenta o primeiro regime de decaimento, enquanto que apos a perda da correlagao
a DTR torna-se exponencial.

No caso do segundo conjunto de dados a DTR (figura 6.10) apresenta um comportamento
similar. Analisando a func¢ao de autocorrelagao desta série (figura 6.8) notamos que, ao contrario
da série do potencial flutuante do primeiro conjunto que aproxima-se de zero e oscila muito
pouco, existem grandes oscilagoes apds a distribuicao ja ter decaido a zero. Esta flutuacao da
funcao de autocorrelacao parece ser um indicio da meméria de longo alcance. Desta forma, e
levando em conta os pontos discutidos no item 5.3.1 e em [Bunde et al., 2003b], terifamos uma
exponencial esticada (Eq. (5.11)) como DTR. De fato, o formato da exponencial esticada se
assemelha a forma global das DTR aqui discutidas, ainda que nesta distribuicao nao estejam
presentes regimes distintos. Variando a posigao e o tamanho do intervalo de retorno I foi possivel
observar DTR como a da figura 6.11, onde uma interpretagao tnica para toda a distribuicao
pode ser feita através de uma exponencial esticada (linha azul) com S = 0,43 que se ajusta
muito bem aos pontos (a menos de alguns poucos pontos iniciais). Ressaltamos, no entanto,
que este coeficiente possui uma grande variagdo quando variamos o intervalo de retorno sendo
dificil sua aplicacao como coeficiente 81 do decaimento da correlacao. Na figura 6.12 analisamos
um outro aspecto mencionado no item 5.3.1, isto é, a autocorrelacao da sequéncia de retornos.
Ainda que este resultado nao seja consequéncia da DTR do tipo exponencial esticada (conforme
discuss@o no item 5.3.1) vemos, pela concentracao (clusterizagao) de TR longos e pela funcao de
autocorrelacao, que neste caso a série de retornos parece apresentar correlagao de longo alcance.
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Figura 6.9: Distribuicdo de tempo de retorno para o potencial elétrico flutuante do conjunto 1. [X, =
—0,05,6 = 0,015, (T) = 0,0459ms]
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Figura 6.10: Distribuicdo de tempo de retorno para o potencial elétrico flutuante do conjunto 2. [X,. =
25,6 = 3,(T) = 0,0535ms].

E importante ressaltar que [Carrras et al., 1998] também analisaram séries do potencial flutuante
e da densidade na borda plasma obtendo expoentes de Hurst H = 0.7 que indicam a presenca de
auto-similaridade nas séries. Estes resultados sugerem a existéncia de meméria de longo alcance,
coerentemente com a nossa interpretacao.

Das discussoes realizadas torna-se clara a necessidade de uma investigacao mais detalhada so-
bre a correlagdo de longo alcance para as séries do potencial flutuante e da corrente de saturacao
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Figura 6.11: Distribuicdo de tempo de retorno para o potencial elétrico flutuante do conjunto 2 [X, =
—10,6 = 2,(T) = 0,0222ms]. A linha continua representa o ajuste de uma distribuicio exponencial esti-
cada (5.11) aos dados.
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Figura 6.12: No topo a sequéncia dos TR na ordem em que surgiram no célculo da figura 6.11. Abaixo a
funcdo de autocorrelacdo desta sequéncia de retornos.

i6nica do TCABR. Em [Bunde et al., 2003b, Kantelhardt et al., 2002, Arneodo et al., 1997] sdo
apresentados ou utilizados métodos mais eficientes para o cédlculo de correlagoes de longo al-
cance do que o simples calculo da funcao de autocorrelacdo. O célculo direto da fungao de
autocorrelacao, no entanto, permite uma visualizagao da correlagao em cada um dos tempos 7.
Isto permite uma comparacao imediata com a DTR uma vez que é natural pensarmos que se
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uma série estd positivamente (negativamente) correlacionada em 7 a probabilidade de retorno
no tempo de retorno 7' = 7 serd maior (menor).

6.3.3 Densidade

Além do potencial flutuante o sistema de sondas presente no TCABR mede a série temporal
da corrente de saturacao ionica do plasma, que esta associada & densidade de ions no plasma. A
andlise desses dados, bem como a interpretacao dos resultados, é feita de forma similar ao caso
anterior.

As FDP aparecem na figura 6.13 e mostram novamente um grau elevado de assimetria, desta
vez aumentando a cauda no sentido de valores negativos. E interessante notar, no entanto, que
desta vez € a distribui¢ao do primeiro conjunto de dados que se aproxima mais de uma Gaussiana
e a assimetria privilegia oscilagoes negativas, ao contrario do caso do potencial flutuante (veja
apéndice C para mais discussoes a respeito).

(B]

plion)

0.001
0.2 -1

Figura 6.13: Distribuicdo densidade de probabilidade das séries temporais da corrente de flutuagdo: [A]
Conjunto 1 e [B] Conjunto 2 de dados (as caudas s3o interrompidas devido a limitacBes na digitalizacdo dos
dados). A curva tracejada é a Gaussiana ajustada para os pontos em torno do pico de cada um dos graficos.

Como nos mostra a comparacao da figura 6.14 com a 6.8, para essas séries temporais temos
um decaimento mais lento da funcdo de autocorrelacdo. As flutuacoes da autocorrelacao de
ambos os dados sao observadas nas distribuigdes de TR (figuras 6.15 e 6.16), a exemplo do
que notamos para as séries do potencial flutuante. Confirmamos assim que a autocorrelacao do
sinal tem um papel dominante na DTR. Algo similar ocorreria caso analisdssemos um sinal que
apresenta um periodo predominante (um pico nitido no espectro de Fourier). Nesse caso tempos
de retorno multiplos desse periodo apresentarao uma probabilidade mais elevada na DTR.
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Figura 6.14: Func¢3o de autocorrelagdo (Eq. (5.9)) para as séries temporais da densidade obtidas no TCABR.
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Figura 6.15: Distribuicio de tempo de retorno para a série da densidade do conjunto 1.[X. = —0,05,0 =

0,015, (T) = 0,04759ms]
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Figura 6.16: Distribuicdo de tempo de retorno para a série da densidade do conjunto 2.[X,. = 0,02,6 =
0,01,(T) = 0,01961ms]



Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Tempo de retorno em sistemas cadticos

Os principais resultados da dissertacao referem-se ao calculo do tempo de retorno em sis-
temas dinamicos cadticos, realizado no capitulo 3. Este estudo baseou-se na comparagao das
distribuigoes obtidas numericamente com a distribuicao do tipo binomial para o r-ésimo tempo
de retorno (2.6), obtida a partir de argumentos probabilisticos. Notamos que, a despeito de
sua trivialidade, esta expressao aparece pela primeira vez nesta dissertacao como distribuicao
de tempo de retorno (DTR). No que se refere aos sistemas cadticos destacamos como principais
conclusoes:

e A distribuicdo do tipo binomial, que se reduz & Poisson para intervalos de retorno peque-
nos, descreve bem a DTR de sistemas aleatérios e com caos bem desenvolvido. Assim,
informacoes sobre a dinamica deterministica do sistema dinamico contidas na distribuicao
de TR encontram-se em desvios desta distribuigao.

e Um desvio tipico que constatamos em mapas quadraticos, atratores estranhos e siste-
mas Hamiltonianos de baixa dimensao é o que denominamos memoéria de curta alcance.
Exploramos em detalhe este efeito, mostrando sua relacao com a distribuicao de érbitas
periddicas instaveis contidas no intervalo de retorno escolhido. Destacamos ainda que este
efeito pode provocar grandes mudancas no regime exponencial da DTR tornando a dis-
tribuigao flagrantemente nao Poisson, ainda que exponencial para quase todos os tempos.
Mostramos que este efeito permanece importante quando tomamos intervalos de retorno
muito pequenos o que faz que para todos os fins praticos ele tenha que ser considerado,
mesmo que em alguns sistemas ele desapareca no limite estrito de intervalo infinitesi-
mal (0 — 0).

e Em sistemas que denominamos de forma ampla intermitentes, mostramos que a DTR
apresenta as propriedades temporais caracteristicas do sistema. Neste sentido a DTR de
Poincaré parece ser um método unificado para caracterizar a intermiténcia, generalizando
a distribui¢do de tempo da regiao laminar (usualmente utilizada para este fim).

7.2 Analise de séries temporais

A utilizagdo da DTR como ferramenta de andlise de séries temporais nao é um procedimento
usual. Nossa principal motivacao, descrita sucintamente no item 1.2.1, foram as aplicacoes feitas
anteriormente em nosso grupo (veja artigos de M.S. Baptista). No item 7.2.1 listamos nossas
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reinterpretacoes de alguns desses resultados, no item 7.2.2 resumimos as conclusoes da andlise
da série temporal de contaminante e no item 7.2.3 passemos a discutir o significado da DTR em
séries temporais do plasma.

7.2.1 Visao inicial sobre o problema do TR

Listamos a seguir os pontos que, de forma direta ou indireta, apareciam nas aplicacoes
anteriores de DTR, seguidos de nossa nova interpretagao:

e A distribuigéo de tempo de retorno do tipo Poisson surge em sistemas aleatérios e cadticos
nao sendo, portanto, capaz de distingui-los.

e O célculo das relacées envolvendo o tempo médio de retorno, que descrevemos nos itens 2.2.2
e 5.2.3, dependem exclusivamente da forma da fungao densidade de probabilidade (FDP).
Em particular destacamos que o coeficiente o da lei de escala de (T') com §~7 serd
sempre ¢ = 1 nos casos em que a FDP é continua. Nao pode, portanto, revelar in-
formagoes sobre a quantidade de mistura presente no sistema, como conjecturado em
[Baptista et al., 2001a]. A relacdo o = D; é vélida (veja figura 3.25) no caso de estarmos
calculando o TR no espago de fases. Fica ressaltada assim a importante distingao entre
o tempo de recorréncia de Poincaré (no espago de fases) e o tempo de retorno em séries
temporais.

e Nao encontramos uma associagao entre a distribuicao de tempo de retorno P(7},) de uma
série-y,, com a distribuicao das flutuagdes p(R,,), onde R,, é definido como R,, = w,
sendo o o desvio padrao da série. Do nosso ponto de vista a distribuicao p(R,,) estd rela-
cionada & funcao densidade de probabilidade. O cdlculo da distribui¢ao p(R,,) nos casos
do mapa logistico e da série de contaminante com K = 10, apesar de nao terem sido apre-
sentadas nesta dissertacao, certamente nao serao distribuigoes de Poisson ou Gaussianas
ja que a distribuigdo de pontos segue as distribuigdes A.5 e A.2, respectivamente. Apesar
disso suas distribuicoes de tempo de retorno sao exponencial, no primeiro caso, e com
cauda de lei de poténcia no segundo. E claro que um processo formado a partir de uma
soma de processos aleatérios independentes tende a ter uma FDP Gaussiana e uma DTR
do tipo Poisson. No entanto podemos imaginar processos, inclusive de sistemas ergddigos,
que possuam uma distribuigao das flutuacoes p(R,,) perfeitamente Poisson ou Gaussiana
e apresentam distribuicoes de tempo de retorno das mais variadas formas.

7.2.2 Resultados para a série de contaminante

O problema proposto originalmente, da mistura de um contaminante escalar passivo sob
a acao do mapa padrao com fase aleatéria, foi estudado sob essa perspectiva no capitulo 5.
De forma geral constatamos que as recorréncias de séries temporais obtidas neste sistema se
assemelham as recorréncias de uma trajetoria do mapa padrao. Destacamos em particular que
a distribuicao de tempo de retorno das séries temporais apresenta:

e regimes de lei de poténcia (multi-escala) associados aos aprisionamentos da trajetéria nas
estruturas (multi-fractais) do mapa padrao;

e uma dependéncia esperada para sistemas Hamiltonianos com os parametros de controle
nao linear K e aleatério R do modelo (Eq.4.9) conforme ilustrado nas figuras 5.16 e 5.17;

e o surgimento de um fenémeno novo de multiplas caudas, resultado da projecao do espaco
de fases bi-dimensional em uma série unidimensional;
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A conexao da DTR com o transporte no sistema foi discutida em detalhes na segdo 4.3
a partir de uma analise detalhada da literatura. Constatamos, no entanto, que esta conexao
apresenta limitacoes significativas que, alteraram nossa visao inicial do problema e deixam claro
que sao de dificil aplicagao aos casos em que estamos interessados.

7.2.3 Resultados obtidos para séries do plasma

Quando nos propomos a aplicar estes métodos a séries temporais experimentais, levando
em conta as ressalvas discutidas na secao 7.2.1, temos em mente os resultados que obtivemos
anteriormente para sistemas cadticos e aleatérios. Desse ponto de vista podemos associar regimes
exponenciais (Eq. (3.7)) de decaimento da DTR com processos cadticos ou estocésticos, enquanto
que regimes de lei de poténcia (Eq. (3.20)) estariam associados & intermiténcias. Ja o decaimento
como uma exponencial esticada (Eq. (5.11)), tendéncia intermedidria entre as outras duas, foi
relacionado com correlagoes de longo alcance (veja item 5.3.1).

Os resultados analisados para séries do TextUp e TCABR mostram distribuicoes de tempo de
retorno (DTR) distintas da distribuicdo do tipo Poisson, diferentemente do obtido em
[Baptista et al., 2001a]. Ao contrario do caso da série temporal de contaminante, quando foi
possivel fazer uma associacao forte com a dindmica no espaco de fases, a interpretacao natural
da DTR no caso das séries experimentais nao passou pelos resultados dos sistemas cadticos.
Esta foi obtida a partir da comparacao com a funcdo de autocorrelacao. Ao contrario do modelo
desenvolvido no capitulo 5, caudas de lei de poténcia nao foram observadas em nenhuma das
séries experimentais analisadas. Este fato é explicado pela dinamica turbulenta na borda do
plasma e pelo fato da série temporal nao ser originada de um sistema de baixa dimensao que
fizeram com que o aprisionamento das trajetérias na borda das ilhas nao pudesse ser observado
através desse tipo de analise.

Nossa interpretacao dos resultados obtidos é que a presenca de autocorrelacao e de freqiiéncias
tipicas determinam a forma da DTR quando analisamos séries temporais como as obtidas no
plasma. No caso geral notamos ainda uma dependéncia da DTR com a posi¢do do intervalo
de retorno sugerindo que diferentes valores da série apresentam diferentes correlagoes. Nesse
sentido a distribuicao de tempo de retorno passa a ser um instrumento a mais para detec¢ao
dessas correlagoes que, no entanto, parece demandar um maior nimero de pontos da série
experimental, e ser menos direto do que os utilizados na literatura [Kantelhardt et al., 2002,
Arneodo et al., 1997].

Os modelos adequados para a investigacao da dindmica da borda do Tokamak sdo aqueles
ligados a turbuléncia. Destacamos que no apéndice C, através da utilizacdo de um modelo de
cascata log-normal, conseguimos interpretar de forma coerente a funcao densidade de probabi-
lidade das séries utilizadas.

7.3 Areas correlatas e complementacoes

Ao longo do desenvolvimento das pesquisas deste mestrado nos deparamos com alguns as-
suntos correlatos ao tema da dissertacao que julgamos dignos de mengao. Apresentamos inicial-
mente outros quantificadores das propriedades temporais de sistemas cadticos e comparamos com
o tempo de retorno de Poincaré. Apontamos ainda para possiveis complementagoes e aplicagoes
deste trabalho.
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7.3.1 Outras quantificagcoes temporais

Vimos ao longo desta dissertagao que, em muitos casos, o tempo de retorno de Poincaré carac-
teriza as principais propriedades temporais de um sistema dinamico. A estatistica que utilizamos
foi motivada a partir das idéias de Poincaré de recorréncias no espaco de fases de sistemas Hamil-
tonianos e foram posteriormente aplicadas a sistemas dissipativos e séries temporais'. Uma das
principais limitacoes para o seu calculo provém da necessidade de confinamento das trajetorias
do sistema a uma regiao bem determinada no espaco de fases, condicao para a prépria ocorréncia
de retornos. A sistemas que nao apresentam este tipo de propriedade aplicam-se usualmente
outros tipos de técnicas para obter as propriedades temporais de estruturas presentes no espaco
de fases.

Sistemas nao confinados de interesse sao os que apresentam espalhamento ou adveccao
cadticas. Nesses casos estamos interessados em fluidos que escapam através de sorvedou-
ros [Karoly e Tél, 1997] ou que sao espalhadas por obstaculos e apresentam, apés uma dindmica
cadtica transiente, um comportamento assintético regular [Tél et al., 2000]. Nesses sistemas as
trajetérias que nunca escapam formam uma sela cadtica e a taxa de escape das trajetérias é
exponencial. No caso de existirem estruturas aprisionadoras, conforme foram discutidas nesta
dissertacao nos itens 3.3.3 e 4.3.1, no regime assintético esperamos um decaimento do tipo lei
de poténcia para o nimero de particulas. Podemos tragar assim um paralelo entre o niimero de
particulas remanescentes (calculado no caso de sistemas abertos) e a distribui¢ao de tempo de
retorno (calculada em sistemas fechados). O estudo das propriedades temporais em funcao da
posigao espacial é feito nesses sistemas através da fungao de atraso (time delay function) que
exibe um padrao de picos fractal quando o segmento de condigbes iniciais escolhido intercepta
a variedade estavel da sela cadtica.

Uma analogia mais direta do tempo de retorno ocorre no caso da existéncia de sorvedouros ou
quando estabelecemos uma regiao arbitraria de saida em um sistema Hamiltoniano que permite
que as trajetérias escapem [Schneider et al., 2002, Sanjudn et al., 2003]. A estatistica para estes
tempos é bastante similar a estatistica de tempo de retorno de Poincaré discutida neste trabalho,
sendo que a estatistica de r-ésimo retorno aplica-se ao caso em que a trajetoria deve passar r
vezes em uma determinada regido até escapar.

Essas analogias baseiam-se essencialmente no fato de, na maioria dos sistemas que estudamos,
o tempo de retorno a um intervalo determinado no espaco de fases apresenta a mesma estatistica
de um tempo de passagem ou tempo de saida [Meiss, 1997], isto é, ao tempo que a trajetéria
leva para passar por duas regioes arbitrarias do espago de fases.

De forma geral uma solugao para estudar as propriedades de aprisionamento de determinada
estrutura ou barreira no caso em que o sistema é aberto é a utilizagao de um conjunto de
trajetorias escolhidas de forma aleatdria em determinada regiao. Observa-se entao o tempo que
cada trajetéria deste ensemble leva para cruzar determinada barreira ou afastar-se de uma regiao
de interesse. Nos casos de ergodicidade e sistemas confinados os resultados devem ser os mesmos
do que o calculo de uma tnica trajetéria por um tempo longo. A vantagem do tempo de retorno
de Poincaré é que, como uma unica condigao inicial é escolhida, evita-se arbitrariedades quanto
ao numero de trajetorias e ao sorteio de suas posicoes iniciais. Considerando ainda que o tempo
de retorno de Poincaré é obtido a partir da observacao de uma unica regiao do espaco de fases
(nao é necessario sequer conhecer o resto do espaco de fases), vemos que outra de suas vantagens
é fornecer informagoes globais do sistema a partir de medidas locais [Zaslavsky, 1999].

'Uma outra estatistica temporal utilizada que aparece associada ao nome de Poincaré, que ndo deve ser
confundida com a o tempo de retorno de Poincaré por nés utilizado, é o tempo entre cruzamentos de uma segdao
de Poincaré realizada em um fluxo.
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7.3.2 Mapas non twist

Discutimos agora brevemente um conjunto de sistemas dinamicos Hamiltonianos que nao
foram tratados nesta dissertagao, os mapas non twist. Muitos dos tratamentos usuais de sis-
temas Hamiltonianos (como por exemplo a demonstracao padrao do teorema KAM) assumem
a hipétese de nao degenerescéncia. Para o caso mais simples (bidimensional) que a frequéncia

_ 9Hu(J) N N
angular w(J) = =55~ possua uma variacdo monotonica:

ow(J)  9*Ho(J)
S = T 0. (7.1)

No caso de mapeamentos, a relacao acima é chamada também de condicao twist e passa a
ser escrita como [del Castillo-Negrete et al., 1996]

Qi1 4, (7.2)
dyi

No caso do Tokamak esta condicao reflete um crescimento monotonico do fator de seguranca
q(r). Experimentos recentes mostram que um cisalhamento reverso (reversed shear, ou seja, um
minimo do fator de seguranca q(r)) foi detectado e o confinamento nesse caso foi melhorado.
Dessa forma vemos que existe um interesse em comparar os resultados de mapas twist e non-
twist, a exemplo do que ocorreu em [Horton e Reichl, 1984], o que complementaria este trabalho.

Mapas non-twist, isto é, com um fator de seguranga nao montonico, estao tratados em
[del Castillo-Negrete et al., 1996, Corso e Rizzato, 1998] onde ficam evidente o surgimento de
fendbmenos novos tais como a reconexao das variedades dos pontos fixos e o aparecimento de
torus (barreiras) mais resistentes a perturbagao.

O calculo do tempo de retorno de Poincaré em mapas non-twist ¢ dificultado pelas carac-
teristicas das regides cadticas em torno dos pontos em que a condi¢ao twist (7.2) falha. E
nesta regiao que estamos interessados uma vez que nas demais regioes o mapeamento satisfaz
localmente a condicao (7.2) e pode ser interpretado como twist. Em geral o surgimento do
caos na regiao nao twist ocorre ao longo da separatriz apresentando uma faixa muito estreita
onde poderiamos definir uma regido de retorno. Para perturbagoes maiores esta faixa cresce,
no entanto, o sistema deixa de estar confinado e as trajetérias divergem apds algumas poucas
recorréncias. Assim parece que quantificadores distintos da distribuicao de tempo de retorno
(como os discutidos no item anterior) devem ser utilizados para a andlise das propriedades de
aprisionamento das estruturas de mapas non-twist.

7.3.3 Processos estocasticos

No que se refere especificamente ao tempo de retorno de Poincaré e sua relacao com o trans-
porte, um estudo complementar a esta dissertacdo abordaria os passeios aleatdrios e processos
estocésticos. Conforme mencionado no item 4.3.3 os modelos tipicos para a difusao anomala
utilizam-se de modelos de passeio aleatdrio e seria interessante explorar a distribuicao de tempo
de retorno para os diversos casos de passeio aleatério existentes. Uma vez que nos baseamos
quase exclusivamente em sistemas dinamicos deterministicos o tempo de recorréncia desse tipo
de sistema dindamico nao foi abordado nesta dissertagdo. Da mesma forma foram excluidos os
processos de difusao anomala baseados em equagoes do tipo Langevin onde é possivel relacionar
os regimes de transporte com a funcao de memoria do sistema.

7.3.4 Mistura de contaminante

No que se refere mais especificamente ao problema da mistura de um contaminante escalar
passivo, discutido no capitulo 5, pode ser interessante avaliar o efeito de reagoes e atividade



7.3. AREAS CORRELATAS E COMPLEMENTACOES 134

neste problema. O estudo do efeito de uma dinamica caética sobre reagoes quimicas e bioldgicas
é uma area que tém se desenvolvido muito ao longo dos ultimos anos [Toroczkai et al., 1998,
Karoly et al., 1999, de Moura et al., ]. A introdugao deste refinamento no modelo (mapa padrao
com fase aleatdria) seria importante também no sentido de aproximar os modelos Hamiltonianos
da situagao do plasma uma vez que as particulas de plasma no Tokamak estao constantemente
sofrendo colisbes e reacoes.

Do ponto de vista prético, entretanto, a propriedade de passividade (nao reagao) do contami-
nante foi imprescindivel para os cdlculos aqui realizados. Gracgas a ela o valor do contaminante
em um determinado ponto do espago em um determinado tempo era obtido através da iteragao
de uma trajetéria do mapa padrao inverso. Caso consideremos a reagao de particulas sob acao
de um mapa ou fluxo devemos verificar a cada passo de integracao a ocorréncia de reacao.

7.3.5 Analise de séries temporais

A andlise de séries temporais que realizamos indicam duas possiveis continuagoes:

Uma aplicacao mais direta da idéia de tempo de retorno de Poincaré passa por explorar
os resultados dos artigos recentemente publicados [Bunde et al., 2003b, Bunde et al., 2003a] e
discutidos no item 5.3.1. E interessante notar que estes trabalhos nao realizam a conexao com o
tempo de retorno o que ajudaria na interpretacao dos seus resultados bem como na justificagao
de alguns resultados matematicos.

A aplicacao do tempo de retorno em séries experimentais deste tipo parece ser mais frutifera
quando estamos interessados em um estado particular da série temporal, onde definimos nossa
regiao de retorno I. Este evento particular pode representar alguma catdstrofe ou evento raro
(acima de um determinado parametro), como em [Bunde et al., 2003b, Bunde et al., 2003a], ou
ser um valor especifico da série. Assim a distribuicdo de TR passa a ter um interesse natural:
a probabilidade de termos uma repeticao deste fenémeno apdés um tempo 1. Este raciocinio é
valido também no caso do espaco de fases. As técnicas desenvolvidas nesta dissertacao podem
ser entao aplicadas integralmente nao apenas para conhecermos a dindmica do sistema mas
também para compreender a repeticao do fenomeno de interesse.

No que se refere a andlise das séries temporais experimentais (potencial flutuante e densidade
obtidas na borda do Tokamak) seria interessante explorar propriedades de correlagao discutidas
em [Castaing et al., 1990, Carrras et al., 1998, Zaslavsky et al., 2000] (entre outras referéncias
citadas nesses artigos ou que prosseguem estes trabalhos). Particularmente importante pa-
rece caracterizar, utilizando algoritmos mais adequados e especificos [Kantelhardt et al., 2002,
Arneodo et al., 1997], a presenga de correlagao de longo alcance assim como o calculo dos expo-
entes de Hurst e do espectro de multi-singularidade. Essa caracterizacao permitiria relacionar
propriedades de memoéria e auto-similaridade com processos do plasma. Além disso parece
adequado comparar estas séries com modelos e resultados tipicos da turbuléncia. Nesse sen-
tido parece destacar-se a grande assimetria nas funcoes densidade de probabilidade das séries
do TCABR. Como discutido no final do apéndice C, é importante precisar quando a origem
desta assimetria, e dos fen6menos intermitentes em geral, é bem explicada por modelos da
turbuléncia [Castaing et al., 1990] e quando efeitos caracteristicos do plasma [Ferreira et al., |
Antar et al., 2001] s@o relevantes.
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Apéndice A

Funcao densidade de probabilidade
de sistemas caodticos

Nesse apéndice seguimos a referéncia [Vanin e Guffon, 1996] para calcular a fun¢ao densidade
de probabilidade (FDP) de uma variavel aleatéria que depende de uma varidvel cuja FDP é
conhecida. Aplicamos entao o resultado geral obtido para deduzir a distribuicao dos pontos da
série temporal do mapa padrao com fase aleatéria no regime ergédigo e para o mapa logistico
com b=4.

O problema consiste em obter uma FDP da varfavel aleatéria v(x),g(v), quando sabemos
f(x), FDP de z. A probabilidade de encontrarmos um resultado no intervalo entre [z1,z2] é a
mesma que a de obter um resultado no intervalo [v(x1),v(z2)] = [v1, v2):

/:2 f(z)dx = /:2 g(v)dv

No limite em que x92 — x1, obtemos

| f(z1)dz| = |g(v1)dv| .
Que fornece o resultado que desejamos

g(v) = {(gf) com v =v(x) . (A1)

dx' l x'=x

A.1 Mapa padrao no regime de alta estocasticidade

A partir das figuras 4.2 e 4.3 do retrato de fases do modelo que estamos utilizando pudemos
constatar o desaparecimento das ilhas periédicas no espago de fases e o dominio do mar es-
tocastico a medida que os parametros K, R eram aumentados. Podemos supor que nesse regime
a variacao da coordenada x do mapa padrao perturbado ocorre de forma uniforme em todo
intervalo = € [0, 1], ou seja, f(z) = 1.

J4 a dependéncia do valor do contaminante com a posi¢ao foi estabelecida na equagao (5.1)
como sendo @?;5) = sen(2mz). Uma vez que o contaminante se mistura de forma passiva, a
medida que o iteramos a distribuicao de probabilidade continua sendo dessa forma, ainda que a
distribuicao espacial ndo seja. Assim, a aplicacao de (A.1) resulta em

B fx) B 1 B 1
P(®) = |%‘ o 2mcos(arcsen(®)) N o2Vl — d2
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Uma vez que o contaminante estd distribuido em um intervalo ® € [—1, 1] (de comprimento
2), a distribuicao acima deve ser normalizada, resultando em
P®) = — (A.2)
™1 — 02
que € a distribuicao de probabilidade para a distribuicao de contaminante na série temporal no
caso do regime ergddigo.

A.2 Mapa logistico

Ja a distribuicdo de probabilidades para os pontos gerados pelo mapa logistico com b = 4
(eq. (3.1)) pode ser obtedida a partir do estudo de sua relagao com o bernoulli shift

Ynt1 = 2yn(mod(1)) ,

ou com o mapa da tenda

2 0<y <%
Ynt1 = _Qynééyngl

(A.3)

Esses dois mapas possuem um conjunto infinito e enumeravel de 6rbitas periddicas instdveis
no intervalo y € [0, 1]. S&o sistemas lineares por parte, ou seja, em cada regiao do intervalo eles se
comportam de maneira linear e sua distribuigao é uniforme nesse intervalo [Ott, 1993]: f(z) = 1.
Esse mapa ¢é conjugado ao mapa logistico com a seguinte transformacgao de coordenadas

%[1 ~ cos(my)], (A.4)
que quando aplicada a equacao (3.1) obtemos 5,41 = £y, + s7, onde o sinal dessa equacao
e o valor de s € N sao escolhidos para que os valores de y permanecam no intervalo entre 0 e 1
e resultam na equagao (A.3).

Assim podemos aplicar essa transformagao na equagao (A.1) para obter a distribuigdo dos
pontos de uma série temporal gerada pelo mapa logistico a partir de uma condicao inicial nao
perfodica.!

z = sen®(ry/2) =

L) D S 1 _ !
|%ﬁ gsen(my)  Gsen(arccos(1—2x))  2x./1— (1 — 2x)2

Simplificando essa expressao e normalizando obtemos a distribuicao densidade de probabili-
dade para o mapa logistico com b = 4 como sendo

P(x)

Plz)= —— . (A.5)

1O conjunto de condicoes periédicas é denso mas enumeravel o que faz com que tomando uma condicao inicial
aleatdria entre os niimeros reais do intervalo, a chance de tomarmos uma condigao de érbita periddica seja nula.



Apéndice B

Distribuicao Poisson para o tempo
de retorno

Neste apéndice deduzimos a distribuicdo de tempos de r-ésimo retorno para um sistema que
obedece a estatistica de Poisson. Apesar de termos obtido a distribuigdo binomial (2.6), que se
reduz ao caso Poisson para valores pequenos de p e grandes de T, parece-nos importante obter
o caso Poisson de forma independente uma vez que esta é a distribuicao usualmente aplicada
para o tempo de retorno de Poincaré. Além disso, através da descricdo do processo poissoniano,
podemos perceber tanto as caracteristicas dos sistemas em que esta estatistica se aplica como
de que forma a distribuicao de retornos se relaciona com as utilizacoes usuais da estatistica de
Poisson.

Processo do tipo Poisson

Vamos iniciar estudando a distribuicao da ocorréncia de eventos (retornos) com o tempo,
ou seja, apés um tempo t (que serd tomado continuo nesta dedugao) a probabilidade de terem
ocorrido n eventos é P(n,t).! No problema que estamos interessados um evento ocorre quando
temos um ponto da série temporal dentro do intervalo de largura 20 na posi¢ao X,.

Tomamos como hipétese que a probabilidade de ocorrer um evento é a mesma ao longo do
tempo, dependendo portanto somente do intervalo de tempo dt

P1 = ,U,(St

Supomos que o intervalo 0t seja suficientemente pequeno para que nao englobe mais de um
ponto da série temporal, de forma que a probabilidade de termos dois eventos em um desses
intervalos é descartada. Assim a probabilidade de termos n eventos até o tempo t + §t pode ser
escrita como sendo a probabilidade de termos n eventos até t e 0 em dt mais a probabilidade de
termos n — 1 eventos até ¢t e 1 em 4§t

P(n,t+0t) = P(n,t)(1 — pdt) + P(n — 1,t)udt
Que podemos escrever como

P(n,t+ t) — P(n,t)
ot

= pu(P(n—1,t) — P(n,t)).

!Seguiremos a referéncia [Vanin e Guffon, 1996] adaptando ao problema em questio. Ressaltamos que a dis-
tribuigao de Poisson é deduzida também como um limite da distribui¢ao binomial, quando a probabilidade de um
evento é muito maior que a de outro [Feller, 1950, Vanin e Guffon, 1996].
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Passando o limite de §t — 0 obtemos a equagao diferencial

dP(n,t)

T uP(n,t) = uP(n —1,1). (B.1)

Observe que
dP(n,t)

i(e“tP(n, t)) = " (uP(n,t) + pr )

dt
que quando aplicado com a relagao (B.1) fornece

d
e_"t%(e“tp(n,t)) = uP(n—1,t)
Que se integrada em relagdo ao tempo nos leva a seguinte relagdo de recorréncia
P(n,t) = e_“t/,ue“tP(n —1,t)dt (B.2)

Para resolver a relacao (B.2) devemos obter P(0,t). Como
P(0,t + ot) = P(0,t)(1 — pdt),

se aplicarmos novamente o limite 6t — 0 tém como solucdo da equagao diferencial resultante
P(0,t) = e #. Podemos agora escrever a solugao da equacao (B.2), que é a probabilidade de
ocorrer n eventos apés um tempo t de observacao,
n,—ut
Pn,t) = (“t)ifu (B.3)
n!
Lembrando que p é a probabilidade de observar um evento por unidade de tempo, entao
@ = pt é o nimero médio de eventos no intervalo, que fornece a féormula de Poisson usual. E
precisamente p que consideramos na se¢ao 5.3 como sendo igual a probabilidade de encontrarmos
um evento na regiao da faixa dividido pela probabilidade total.
Iustramos na figura B.1 a validade da férmula (B.3) para o modelo estudado com alta
estocasticidade e para um tempo de observagao t = 100 iteragoes.

Distribuicao de Tempo de retorno

O nosso problema, no entanto, é distinto uma vez que o tempo t nao é fixo. Estamos
interessados no tempo de r-ésimo retorno, isto é, a probabilidade de termos r eventos em um
tempo 1. E interessante notar que a analise estatistica dos processos que estamos tratando nesse
apéndice sdo muito similares aquelas realizadas para o decaimento de nicleos em fisica nuclear.
E nesse contexto que encontramos na referéncia [Melissinos, 1966] que seguimos agora.

Estudaremos, de forma mais geral, a probabilidade de obtermos um tempo de retorno de
ordem r, isto é, a distribuicdo de tempos para o r-ésimo retorno da série ao intervalo. A
probabilidade de que tenhamos r ou mais eventos em um tempo t é

n=r—1

Q:(t)=> P(n,t)=1- Y P(n,t). (B.4)

n>r n=0

Mas estamos interessados somente na densidade de probabilidade dos eventos que ocorreram
no intervalo §t apds t, que denominamos ¢, (t). Para obter essa probabilidade escrevemos

QT(t)ét - Q?"(t + 6t) - Qr(t)
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K=10, R=0
03 -
— 10° pontos num.
B—®mDist. de Poisson comt=100
0.2
I
&
0.1
0 F

Figura B.1: Probabilidade de ocorréncia de uma concentragdo de contaminante ® € [—0.05,0.05] para o
mapa padrio (K = 10, R = 0) apés 100 iteracdes. O valor de p utilizado na equacio (B.3) é u = 2P(X.)d.
Resultados numéricos para uma série com 10% pontos.

que nos mostra que gr(t) = c% no limite de 6t — 0. Substituindo a equagao (B.3) em (B.4),
calculamos ¢, (t) como sendo
0 = ’“Zl[unw)"—le—” plut)'e Z (et o (ut) e
T = n! n! -k n! (n—1)!
n=0 n=0 n=1

Se realizarmos a troca de indice | = n — 1 no segundo termo torna-se explicito que somente
o ultimo termo da primeira soma sobrevive. Obtemos portanto o resultado previsto para a
distribuigao de tempo de r eventos (retornos) em fungao do tempo ¢

rflef t
qr(t) = MM~ (B.5)

Trabalhamos especialmente com o tempo de primeiro retorno (r = 1)

q(t) = pe . (B.6)



Apéndice C

Modelo log-normal para a FDP de
sistemas turbulentos

A compreensao da forma da funcdo densidade de probabilidade (FDP) das séries temporais
do plasma envolve o estudo de fenémenos turbulentos. Discutimos neste apéndice, apds uma
breve introducao a turbuléncia, as ferramentas tipicas utilizadas para obter as FDPs em sistemas
turbulentos. Em seguida aplicamos estes métodos aos dados empiricos discutidos na secao 6.3.

C.1 A teoria de Kolmogorov para a turbuléncia

A turbuléncia é um dos mais persistentes problemas da Fisica. Observacoes do comporta-
mento complexo dos fluidos estao presentes ja na obra de Leonardo da Vinci no século XV.
Atualmente a turbuléncia permanece como o grande problema da Fisica classica, tao longe de
ser resolvido que, citando [Frisch e Orszag, 1990], ndo ha acordo sequer no que seria uma solugao
adequada.

Um trabalho fundamental na drea deve-se ao matemaético e fisico russo Andrei Kolmogorov
(1903-1987) que em 1941 langou os pilares da teoria da turbuléncia (K41). O ponto fundamental
desta visao é que o fluido turbulento é constituido de um nimero muito grande de escalas
espaciais. Um exemplo explicito dessas escalas sao os diferentes tamanhos de redemoinhos
encontrados em um fluido turbulento. De acordo com K41 o fluxo de energia vai sempre das
escalas maiores, onde a energia é injetada, para as menores, préxima das escalas moleculares
que ¢é onde ocorre a dissipacao. A partir de argumentos de ordem essencialmente dimensionais
Kolmogorov obteve relacoes quantitativas importantes, como por exemplo, o espectro de energia
como funcao do tamanho r da escala: E(1/r) o (1/r)~5/3. Criticas a seu modelo inicial levaram
Kolmogorov a incorporagao da intermiténcia nas escalas menores em seu modelo de cascata de
1962 (K62). Desde entao esses trabalhos formam o embasamento da drea além de servirem de
inspiracao para futuros desenvolvimentos. Uma visdo pictérica deste cendrio estd na figura C.1.
Em [Frisch, 1995] uma descri¢ao detalhada dessa teoria, seus desenvolvimentos e limitagoes.

Duas caracterizacoes usuais da turbuléncia sdo: os expoentes de escala (,(p) e a funcao den-
sidade de probabilidade (FDP). Seguindo a idéia de escalas presentes na turbuléncia, realiza-se
em um determinado instante de tempo a medida da diferenga da grandeza fisica u (velocidade,
temperatura, etc..) entre dois pontos do fluidos separados por uma distancia r. Os expoen-
tes de escala (,(p) mostram como, para uma determinada escala r, variam os momentos das
distribuigoes

(uP), oc 76 (P) (C.1)
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Turbuléncia por Kolmogorov
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Figura C.1: Diagrama pictérico da turbuléncia segundo a teoria de Kolmogorov. A energia flui em forma
de cascata das escalas maiores até a escala dissipativa de acordo com um espectro com lei de poténcia
(coeficiente=5/3).



C.2. O MODELO LOG-NORMAL 144

A teoria K41 prevé que ¢ (p) = p/3, sendo que os resultados experimentais apresentam
um desvio consideravel desta relagao, o que deu origem a modelos multi-fractais para a tur-
buléncia [Frisch, 1995] (é a partir desses expoentes de escala que é obtido o espectro de multi-
singularidade do sistema).

A FDP obtida a partir das flutuagbes de uma determinada escala p,(u) estd diretamente
relacionadas com (,(p) uma vez que os momentos (u?), podem ser obtidos como

W)= [t

—00

E interessante notar que quando p cresce, regiao onde os desvios dos momentos (,(p) em relagao
A teoria K41 sdo mais evidentes!, regides da cauda da FDP sio ressaltadas. Do ponto de vista
da FDP, sao justamente essas regioes onde a comparacao com os modelos é mais polémica e
problematica, gragas a baixa estatistica.

Na tabela C.1 resumimos as principais observagoes experimentais sobre a FDP de sistemas
turbulentos descritos em [Frisch, 1995, Castaing et al., 1990]. Uma caracteristica importante
que nao esta listada nesta tabela é a assimetria da FDP entre flutuagoes positivas e negativas.
Este ponto serd discutido em mais detalhe a seguir.

l ‘ Escala ‘ FDP
I~ integral Gaussiana
lo>1>14 inercial Caudas exponenciais
I~ dissipativa | Caudas com exponenciais “estendidas”

Tabela C.1: Funcgdes densidade de probabilidade tipicas de sistemas turbulentos em fun¢do da escala [ de
observacdo. A escala de injecdo da energia é denominada [y e a escala de dissipagao [;.

C.2 O modelo log-normal

Se desejamos obter explicitamente expressoes para a FDP e para o espectro de singulari-
dade, outras hipéteses sdo necessarias?. Descreveremos aqui o modelo log-normal, utilizado
em [Castaing et al., 1990], que permite uma associagao direta com o modelo de cascata descrito
acima e servird como base para explorar os dados empiricos.

Neste modelo a FDP das flutuagées da grandeza u é dividida em duas componentes que

dependem da taxa de transferéncia de energia entre escalas (£):
(i) Flutuagoes devido a cascata de energia, para um ¢ fixo;
(ii) Flutuagoes devido a variagao de e.

(i) No que se refere ao primeiro ponto supomos que grandes flutuagdes (intermiténcia) devem-
se a variacoes da energia, nao ocorrendo para um ¢ fixo. Neste caso teremos naturalmente que
a flutuagao resultante da grandeza u serd Gaussiana:

1 (u —u)?
MﬂGauss (u’ O‘) — % exp (_T

)s (C.2)

! Ainda que o desvio seja qualitativamente o mesmo para p baixos.
2Destacamos ainda a existéncia de andlises de auto-similaridade das FDPs que prescindem de modelos baseados
na turbuléncia [Carrras et al., 1999].
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(ii) O segundo item acima leva em conta a intermiténcia a partir da variagao de € supondo que
sua distribui¢ao é log-normal, isto é, que In(e) distribui-se de forma Gaussiana. Esta hipdtese
estd intimamente ligada ao conceito de cascata. SupoOe-se que a transferéncia de energia ocorra
de forma que seu valor ¢; em uma determinada escala l; obedeca a seguinte relacao:

€ = Wi—1€-1,

onde W é tomado como uma grandeza aleatdria tal que (W;) = 1. Aplicando recursivamente
esta relacao e, sabendo a distribui¢cdo em uma determinada escala Iy (ou, o que é equivalente, a
dissipac@o na escala [4) obtemos a energia na escala I;

i—1
€ = €0 H Wi,
7=0

Tomando o logaritmo da relagao acima obtemos

Lembrando a aleatoriedade dos valores de W;, aplicamos o teorema do limite central que garante
que a somatdéria de um nimero muito grande de W; se distribuira de forma Gaussiana, garantimos
que a distribuigao de In(e) se dd de forma Gaussiana.

Argumentos dimensionais da teoria K41 mostram que

W=

o x (er)s. (C.3)

Assim, temos que a distribuicdo de ¢ serd também log-normal

1 In?(a/og)
LEN do = ————)dl
()\70'0)(0—) o \/ﬂ)\ eXp ( 2)\2 ) no Y
que em funcao de ¢ passa a ser
1 In?(c/og)

LY () (C.4)

= exp(————5—).
V21 Ao ( 2)\2 )
Esta distribuigao estd ilustrada na figura C.2. O méaximo presente nestas distribuigoes
encontra-se em
dL(o)
do

e representa o valor de o mais atuante na FDP. Quando A — 0 temos que 042 — 00.

E interessante notar ainda a dependéncias de A com a escala de observacao [. Uma das
hipéteses manifestas em K62 é que (In?(e)) depende linearmente com In(r). Assim, pela
relagao (C.3) temos que

g0
2
e

=0= omaz =

9IN? = C} — Caln(r).

Mais recentemente tém-se proposto [Castaing et al., 1990] uma dependéncia do tipo lei de poténcia
na regiao inercial

IN2 = (r/rg) ", (C.5)

onde ( seria uma medida da turbuléncia ou do tamanho da cascata.
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L(g)

Figura C.2: llustracdo da dependéncia da distribuicdo log-normal (C.4) em fun¢3o dos pardmetros A, 0.

De posse das flutuagdes em uma determinada escala para uma determinada energia (C.2)
e da flutuagao da energia (C.4) a funcao densidade de probabilidade (FDP) é obtida de forma
geral como uma convolugao

pa(u) :/0 M (u,o0)L(0)do (C.6)
que no caso de (C.2) e (C.4) torna-se
o u—u)? n?(a /o o
N ) = o [ e (- e (M) B (1)

Uma interpretacao intuitiva para o procedimento descrito acima é ver a FDP como a soma
de distribuicoes Gaussianas com uma mesma média mas com diferentes larguras . No modelo
log-normal essas larguras sao de tal forma que a distribuigao de In(o) seja normal (Gaussiana).
O valor de o¢ ¢ a largura média das Gaussianas a serem somadas e A é a dispersao em torno
deste valor médio indicando a faixa das Gaussianas que serdo somados.

Quando tomamos A — 0 a funcdo log-normal L(c) tende a uma funcdo § de Dirac §(o —
00) (veja figura C.3) e teremos como conseqiiéncia que a FDP se tornard uma Gaussiana de
largura og. Ja quando )\ cresce, teremos como conseqiiéncia que a FDP serd uma soma de varias
Gaussianas de diversas larguras. Estes resultados estdo coerentes com o cendrio descrito na
tabela C.1 se pensarmos que A é inversamente proporcional & escala do sistema [.

Assimetrias

Uma caracteristica fundamental tipica de sistemas turbulentos, que foi ignorada até o mo-
mento, é que as FDPs nao sao simétricas em relagao ao seu ponto médio. De fato, os resultados
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Figura C.3: llustracdo da dependéncia da FDP obtida pelo modelo log-normal em fungdo da variagdo dos
pardmetros A, oy como na figura C.2.

mostrados para séries do TCABR (Figs. 6.7 e 6.13) mostram que é este o caso também de nos-
sos dados. No modelo log-normal utilizado acima esta assimetria jamais surgird uma vez que
para obter a FDP estamos realizando uma somatéria de Gaussianas com uma mesma média. O
procedimento proposto ja em [Castaing et al., 1990] é realizar uma modificagdo na distribuigao
Gaussiana (C.2) acrescentando um termo assimétrico

w1 (u—m)’ (u—m/o
M (u,0) R N (FS (TR LD

2702
O parametro o, € [—1,1] controla o grau de assimetria da distribui¢do como ilustrado na
figura C.4 e é subtraido de 1 em (C.8) ao invés de somado para dar conta de uma cauda maior
para flutuagoes positivas. Em [Castaing et al., 1990] é utilizado o valor de a, = —0.18 que
pareceu adequado para diferentes experimentos. E importante ressaltar que a distribuigao (C.8)
nao estd normalizada e nao pretende ser a distribuicao real das flutuacées para um determinado
fluxo de energia, mas apenas dar conta das notdrias assimetrias.

))- (C.8)

C.3 Analise dos dados do TCABR

As fungoes densidade de probabilidade (FDP) obtidas das séries temporais estao ilustradas
nas figuras 6.7 e 6.13. Os resultados obtidos mostram uma grande diversidade tanto se compa-
rarmos as FDPs obtidas em um mesmo periodo quanto se compararmos as duas distribuigoes
de potencial elétrico ou da densidade de fons.

Apesar dessa variabilidade, os modelos tedricos descritos acima permitem uma interpretacao
satisfatéria de todos os dados. Inicialmente notamos a clara distingao da distribuicao Gaussiana,
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Figura C.4: Fungdo densidade de probabilidade obtida através do modelo lognormal (C.4) utilizando a
relagdo (C.8) para diferentes valores da constate de assimetria a.

com o surgimento de caudas aproximadamente exponenciais ou, o que parece ser mais tipico,
caudas que caem mais lentamente que exponenciais e mais rapidamente que leis de poténcia.
A distribuicao da figura 6.7B possui uma cauda aproximadamente exponencial e uma aproxi-
madamente Gaussiana. J4 a distribuicdo da figura 6.7A possui caudas tipicas de exponenciais
esticadas. Conforme ressaltado na secao C.1 estas caracteristicas condizem com as observagoes
tipicas de sistemas turbulentos. O modelo log-normal resulta em distribuigoes com essas mesmas
caracteristicas. Assim podemos interpretar que caudas aproximadamente Gaussianas, do tipo
exponencial e de exponenciais esticadas obtidas para as séries experimentais do TCABR estao
associadas a observacoes nas escalas integrais, inercial e dissipativa da cascata de turbuléncia
ilustrada na figura C.1.

Uma caracteristica predominante em nossos dados experimentais, que é mais acentuado do
que outros resultados de turbuléncia, é a assimetria. Atribuimos esta caracteristica a dinamica
do plasma na borda do Tokamak e acreditamos que duas caudas assimétricas seriam visiveis
em todas as distribuigoes caso tivéssemos uma estatistica suficiente e observassemos em escalas
suficientemente refinadas. Quando observamos em uma escala maior e, levando em conta a baixa
estatistica, é natural que a distribui¢ao tenda a uma Gaussiana, fazendo com que primeiramente
a cauda menor desapareca. Este parece ser o motivo pelo qual, em alguns casos, somente uma
cauda pode ser claramente observada. No caso do potencial flutuante do TextUp (figura 6.2)
podemos pensar que estamos observando em uma escala muito grande, pois obtivemos uma FDP
perfeitamente Gaussiana e nao constatamos assimetrias. Esta hipdtese de que a baixa estatistica
evita o surgimento da outra cauda estd coerente com o fato de que, apesar de distintas entre
si, as flutuagoes do campo elétrico apresentam uma preferéncia pelo sentido positivo enquanto
que as flutuagdes da densidade (corrente de saturagao) pelo sentido negativo. Aparentemente
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no primeiro conjunto de dados as escalas observadas pela corrente de saturagao foram maiores
que no segundo conjunto de dados acontecendo o inverso para a flutuagao do potencial elétrico.

Usualmente as experiéncias designadas para medir a turbuléncia do plasma calculam a flu-
tuagao de uma grandeza (por exemplo a temperatura) fazendo a subtragao de seu valor (§7; =
TZ-1 — Tf) em duas sondas que distam r, a escala da turbuléncia que estd sendo medida. Em
nosso caso estamos analisando o sinal de uma tnica sonda fazendo com que a escala do sistema
que estamos observando seja definida pelas condigoes do plasma naquele disparo.

Para realizar uma anélise quantitativa dos modelos discutidos acima escolhemos a série de
flutuagao do potencial elétrico do primeiro conjunto de dados (Figura 6.7A) pois foi a que
apresentou mais claramente as propriedades turbulentas. Na figura C.5 apresentamos o melhor
ajuste obtido a partir do modelo log-normal (Eq. (C.6)) aos dados®. Os parametros escolhidos
foram: pardmetro de assimetria o = 0,18 de acordo com [Castaing et al., 1990]* constatamos
que surpreendentemente este valor se aplica neste caso; valor médio xy = 1,608, obtido direta-
mente da série temporal; dispersao caracteristica oy = 1,87 obtida como o valor da dispersao
da melhor Gaussiana ajustada a serie; varianca da distribuigao das flutuagoes A = 0,67 obtido
a partir da inspecao visual dos resultados. Constatamos ainda uma arbitrariedade na escolha
de 0p uma vez que um outro valor caracteristico seria a prépria dispersao da série total que, no
entanto, é muito superior a este valor (o5 &~ 3) e ndo permitia um ajuste adequado dos dados.
Este procedimento levou-nos a um ajuste bom dos dados experimentais indicando a validade do
modelo log-normal para esta série do potencial flutuante e reforcando a idéia de uma turbuléncia
bem desenvolvida na borda do TCABR.

Apesar do modelo log-normal interpretar de forma coerente todos os resultados, questiona-
mentos surgem quando observamos a FDP da série de potencial flutuante do segundo conjunto de
dados (Fig. 6.7B). Notamos uma assimetria muito mais acentuada do que a do primeiro conjunto
de dados, analisada em detalhe aqui. A interpretacdo do modelo log-normal, ressaltada acima,
¢é de que o sistema foi observada em uma escala maior e a funcdo densidade de probabilidade
aproxima-se de uma Gaussiana. Entretanto, no caso do TCABR, esta distribuicdo apresenta
uma assimetria muito elevada, fazendo com que para um ajuste aproximado dos dados tenhamos
que elevar o parametro a, da Eq. (C.8) até valores préximos a 40%. Vimos que a introdugao da
assimetria feita na equagao (C.8) é, até certo ponto, artificial, uma vez que o termo foi introdu-
zido justamente para dar conta das assimetrias e nao para descrever um processo especifico da
turbuléncia. A utilizacdo deste fator como parametro de ajuste em cada escala deve ser encarado
como uma debilidade do modelo. Podemos pensar que eventualmente esta assimetria tenha ori-
gens em processos especificos do plasma, como sugerido por [Antar et al., 2001, Ferreira et al., |.
Parece-nos importante que uma andlise futura mais precisa determine se os eventos intermiten-
tes que geram as caudas (em especial as assimétricas) sdo bem explicado pelos modelos de
turbuléncia tradicional (como o log-normal ou outro) e em que casos é necessario incluir efeitos
de estruturas internas do plasma.

3Note que néo é possivel realizar um ajuste direto do modelo uma vez que a FDP em cada ponto é resultado
de uma integragdo. Realizamos uma inspecao visual a partir dos resultados fornecidos por um integrador (Maple
VI).
4 . L. .1s . . P ~
O sinal contrério entre os valores utilizados estd associado a uma tendéncia em nossos dados por flutuacoes
de valores positivos.
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Figura C.5: Ajuste do modelo log-normal aos dados experimentais do potencial elétrico do TCABR. Podemos
estimar A = 0,67 £ 0,02V.
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