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Resumo

Aprimoramos o aparato do Experimento da Torneira Gotejante e estudamos a
dinamica de formagao de gotas d’agua aplicando um potencial elétrico em torno do bico
da torneira. Analisamos os resultados através da reconstru¢cdo dos atratores, diagramas

de bifurcagdes e do espaco de parametros.

Para algumas faixas de valores dos parametros, os comportamentos obtidos
alterando o potencial sdo semelhantes aos observados com a variagdo da abertura da

torneira.

Verificamos que a aplicagdo do potencial leva a uma diminui¢ao da massa média
das gotas, sem que haja alteracdo no fluxo de dgua na torneira, e concluimos que o

aumento do potencial gera um decréscimo na tensao superficial da dgua.



Abstract

We improved the Dripping Faucet Experiment apparatus to study the water
dripping formation applying an electrical voltage to the region around the faucet nozzle.
We analyzed the results by reconstructing the attractors, bifurcation diagrams, and the

parameter space.

For some ranges of the control parameters, either changing the potential and
keeping the faucet aperture constant or changing the aperture without applying the

potential, we observed the same behavior.

We have found that the average drop mass decreases when we increase the
potential, however the total flow rate is kept constant. We conclude that the water

surface tension decreases due to the potential.
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1. Introducao

Ao longo do século XX, muitos questionamentos foram feitos em relagao aos
limites de previsibilidade da Fisica. Temos, como maior exemplo, o nascimento da
Fisica Quantica que, através do Principio da Incerteza, nos revelou um mundo

intrinsecamente probabilistico para o limite das pequenas distancias.

Por outro lado, a constatagdo da presenca de movimentos irregulares em
sistemas dinamicos de baixa dimensionalidade trouxe a tona uma nova questao em
relacdo a previsibilidade de sistemas fisicos. Movimentos irregulares estdo muitas
vezes relacionados com a ocorréncia de divergéncia exponencial entre oOrbitas,
fazendo com que, apesar de serem deterministicos, alguns sistemas tenham seus
erros amplificados de maneira exponencial conforme sua evolugdo temporal.
Conseqiientemente, a previsibilidade de um fendmeno, para este caso, fica limitada

a curtos intervalos de tempo.

Com as dificuldades em se estudar a evolucdo das oOrbitas, uma nova
abordagem passou a ser feita para estes sistemas, a qual se baseia em propriedades
globais de seus comportamentos. Esta nova abordagem ¢ denominada Teoria do

Caos.

Sabemos hoje que movimentos cadticos sdo observados em um grande
numero de sistemas dinamicos, e, cada vez mais, nos ¢ revelado que “a natureza
insiste em ser nao linear” (Marion, 1995). Comportamentos cadticos podem
aparecer em sistemas que sdo aparentemente muito simples, como no caso do

péndulo duplo ou no problema de trés corpos.

A proposta de que o gotejamento de uma torneira apresenta regimes caoticos
foi feita por Rossler (1977) e, em 1984, foi construido por Shaw (1984) o primeiro

aparato para o estudo da formagao de gotas d’agua.



1 Introducao.

Em 1992, foi montado, no Laboratério de Fendmenos ndao Lineares da
Universidade de Sao Paulo, um aparato experimental para o estudo da formacao de
gotas que possibilita a obtencdo de dados de alta qualidade. Com isto, puderam ser
observadas uma série de caracteristicas importantes do sistema, como bifurcacdes
de Hopf (Pinto et al. 1995), intermiténcias (Sartorelli et al., 1994) e crises ( Pinto et
al., 1998; Pinto et al., 2000). Outros estudos revelaram fortes influéncias exercidas
pela geometria do bico (Gongalves,1996; Tufaile et al., 1999) e pela inclinagdo da

torneira (Pinto, 1999; Reyes, 2001) na dindmica de formacao de gotas.

Na tentativa de uma explicagdo tedrica para a dinamica de formacao de gotas
foram criados uma série de modelos que ndo tém se mostrado satisfatorios na
reproducdo dos resultados obtidos experimentalmente. Num modelo bastante
simplificado as equagdes hidrodindmicas sdo substituidas pelas de um sistema
massa-mola de massa variavel, no qual a coluna oscilante de 4gua presa ao bico vai
aumentando com o tempo até chegar num ponto critico, arbitrariamente escolhido,
em que hd o rompimento da gota. Este modelo, apesar de conseguir reproduzir
alguns aspectos da dinamica de formagdo de gotas, possuivalidade para intervalos

muito limitados do parametro de controle. (Tufaile, 1999).

Outros modelos mais elaborados utilizam aproximagdes das equagdes de
Navier-Stokes para simular a formacdo de gotas d’4gua, como o de
Ambravaneswaran et al. (2000). Neste trabalho foi verificada uma rota para o caos
via duplicacdo de periodos, ja observada em alguns trabalhos experimentais.
Entretanto, além de o niimero de gotas obtidas para cada valor do parametro de
controle ser muito reduzido, devido ao elevado tempo de computagdo exigido,

caracteristicas importantes, como a geometria do bico, ndo sao levadas em conta.

O parametro de controle geralmente utilizado nos estudos de formacdo de
gotas ¢ o fluxo de 4gua, mas a introducdo de novos parametros ¢ muitas vezes de
grande interesse, seja pela possibilidade de se gerar novas dindmicas ou, nos casos

experimentais, por permitir um melhor controle do experimento, no caso de os
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pardmetros serem equivalentes. No experimento da torneira gotejante, por exemplo,
o controle do fluxo da agua pode ser feito através do nivel de agua no reservatorio

ou da abertura da torneira, sendo o segundo mais adequado. (Gongalves, 1996).

Reyes (2001) realizou um estudo detalhado utilizando como parametro de
controle a inclinac¢ao da torneira, além de sua abertura. Os resultados deste trabalho
mostraram que a crise caracterizada por Pinto (2000) como uma “blue sky
catastrophe”, ocorrida ao fechar a torneira, ndo ¢ mais observada quando as

medidas sao efetuadas com o bico inclinado.

Até o inicio deste trabalho, o efeito da presenca de campo elétrico na
interface de liquidos permanecia em aberto, apesar da suspeita de que no caso de
liquidos polares pudesse haver uma alteracdo em sua tensdo superficial. Em artigo
recente, Warshavsky et al. (2001) demonstraram, utilizando uma abordagem da
mecanica estatistica, que a presenga de um campo elétrico constante leva a uma

alteragdo na tensao superficial de liquidos polares.

Fornés et al. (1996) montaram um aparato experimental que permite o
controle da carga elétrica presente nas gotas d’agua através da aplicagdo de um
potencial elétrico constante na regido de formagdo das gotas. Efetuando algumas
modificacdes no aparato utilizado para o estudo de formagdo de gotas d’agua,
estudamos os efeitos gerados pela aplicacao de alta tensdao na dindmica de formacao
de gotas, verificando que ¢ possivel utilizar a tensdo aplicada ao bico como um
parametro de controle do experimento. Os resultados foram comparados com os que

obtivemos utilizando a abertura da torneira como parametro de controle.

Apresentaremos, no capitulo 2, alguns aspectos da Teoria do Caos mais
relevantes, e que serdo utilizados na analise dos resultados. No capitulo 3 faremos
uma descricdo do aparato experimental utilizado para o estudo da dindmica de
formacgdo de gotas d’agua. Os resultados obtidos e andlises serdo apresentados no

capitulo 4 e as conclusdes no capitulo 5.



2. Aspectos Teoricos.

Neste capitulo discutiremos alguns aspectos da teoria de sistemas dinamicos,
iniciando por sua defini¢ao na secdo 2.1. Nas se¢des 2.2 e 2.3 introduziremos o
conceito de espaco de fases e métodos de reconstrugcdo. Na secdo 2.4 analisaremos

alguns conceitos da descri¢ao topoldgica de sistemas dinamicos.

2.1. Sistemas Dinamicos.

Um sistema dindmico consiste num conjunto de possiveis estados de um
sistema que sdo gerados por regras que determinam de forma unica o seu estado

atual em termos dos anteriores. (Alligood, 1996).
Na maioria dos casos ¢ possivel modelar um sistema dindmico através de

) - . . . - . dx
um sistema de equacdes diferenciais ordindrias escritas sob a forma i F[x(t);¢c],

onde x ¢ um vetor d—dimensional que representa o estado do sistema e F ¢ o
conjunto das fungdes que representam as regras. As constantes ¢ sdo denominadas
parametros de controle. A solu¢do das equagdes para uma determinada condi¢ao
inicial x(0) ¢ chamada de trajetoria (ou orbita) e o conjunto das trajetorias geradas

por todas as condi¢des iniciais ¢ chamado de fluxo.

Os sistemas dinamicos nao lineares apresentam, tipicamente, sensibilidade as
condicdes iniciais, possuindo trajetérias que divergem exponencialmente umas das
outras. Nestes casos, as incertezas em uma condi¢do inicial crescem
exponencialmente com a evolucao do sistema fazendo com que sua previsibilidade
fique comprometida para tempos muito grandes. O comportamento desses sistemas
¢ fortemente influenciado pelos parametros de controle. Com sua alteragdo ¢
possivel modificar de maneira global o tipo de movimento do sistema, desde fluxos

constantes até movimentos caoticos.
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Os tipos de movimento de um sistema dinamico podem ser classificados em

ordem de complexidade como:

1. Pontos de equilibrio: sdo caracterizados por trajetérias constantes,

nos quais nao ha dependéncia temporal do estado do sistema.

2. Solugdes periodicas: trajetérias caracterizadas pela existéncia de

um periodo T de retorno do sistema a qualquer um de seus estados.

3. Solucdes quase—periddicas: formadas pela soma de solugdes

periddicas incomensuraveis.

4. Caos: movimento que apresenta sensibilidade as condi¢oes
iniciais, apresentando trajetorias que divergem exponencialmente e

permanecem em uma regido limitada do espaco de fases.

2.1.1. Sistemas dinamicos dissipativos.

Sistemas dinamicos dissipativos necessitam de fornecimento de energia
através do tempo para que ndo apresentem comportamento trivial. Estes sistemas
sao caracterizados por apresentarem contragdo do volume inicial no espaco de fases
dado pelas diferentes condi¢des iniciais. Deste modo, um grande conjunto de
condicdes iniciais ¢ levado a um mesmo conjunto de 6rbitas limite apds a espera de
um tempo suficientemente grande. A esse conjunto dé-se o nome de atrator e o

tempo que o sistema leva para atingi-lo ¢ chamado de transiente.

2.2. Espaco de fases e mapas.

Podemos representar as trajetorias de um sistema através de um grafico no
espago de fases, onde cada coordenada representa uma das varidveis dindmicas.
Nele, ¢ possivel observarmos caracteristicas globais do sistema como

periodicidades, confinamentos, atracdo ou repulsdo de determinadas regides, etc. A
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representagdo do fluxo no espaco de fases ¢ chamada retrato de fases.

(Jackson,1989)

Para a constru¢dao adequada do espago de fases, ¢ necessario que o sistema
seja autdbnomo, garantindo que cada ponto do espaco represente uma condi¢do unica
e, conseqiientemente, que nao haja cruzamentos de trajetorias no espago de fases. Se
houver, entretanto, dependéncia temporal explicita no conjunto de equagdes
diferenciais, ¢ possivel transforma-lo num sistema autonomo d+1-dimensional,

considerando X, =1.

Apresentamos na Figura 2-1 parte de uma trajetdria do atrator de Lorenz que
¢ regido pelas equacgdes (2.1), para um determinado conjunto de parametros de
controle &, b e r. Este resultado foi obtido através de integragdes numéricas.

X = —0X+0y

V=—XZ+1X—Yy (2.1)

z=-bz+xy

Figura 2-1: 5000 pontos de uma érbita do sistema de Lorenz obtidos por integracio numérica (Runge
Kutta de 4" ordem), para os parametros 6=10, b=8/3 e r=28.
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2.2.1. Mapas.

Poincaré observou, em 1890 (apud Mira, 1997), que ¢é possivel tornar
discretos sistemas d—dimensionais que sao continuos no tempo. Para isto ¢ tracada
uma se¢ao (d-1)—dimensional no espago de fases, escolhida adequadamente, e
observam-se os cruzamentos das Orbitas com a superficie. Desta forma, as equacdes
diferenciais sdo substituidas por relagdes de recorréncia do tipo x,=f(X,.1, Xy0,...),
conhecidas como mapa de Poincaré. Mostramos na Figura 2-2 uma secdao de

Poincaré para o sistema de Lorenz.

Figura 2-2: Exemplo de constru¢io do mapa de Poincaré para o sistema de Lorenz das eqs.
2.1.

Outra maneira de representarmos um fluxo continuo através de mapas ¢
construindo regras de evolugdo discreta no tempo. Hénon (Hénon,1976) introduziu
um mapa discreto no tempo para modelar alguns aspectos da dindmica do sistema

de Lorenz:
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o v2_
Xn+l_a Xn byn

YH+1 = Xn >

(2.2)

onde a e b sdo os parametros de controle € x,:; € y, sd0 os valores das variaveis
dinamicas obtidos a partir de x,, € y, ap6s um determinado tempo (iterada). Com os

pares (x,y) obtém-se o grafico mostrado na Figura 2-3.

1 0 | 1
X

Figura 2-3: Grifico obtido através das iteradas do Mapa de Hénon, onde a=1,4 e b=0,3.

Na substituigdo do estudo de fluxos pelo de mapas, as caracteristicas
topologicas do sistema sdo preservadas, sendo possivel a identificacdo das
caracteristicas do sistema original. Do ponto de vista numérico, o estudo de mapas ¢

interessante por exigir tempo de computacao relativamente reduzido.
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2.3. Reconstrucao do espaco de fases.

Ao estudarmos experimentalmente sistemas dindmicos nao temos, na maior
parte dos casos, acesso a todas as varidveis do sistema, sendo impossivel a
construcao do espaco de fases. Entretanto, ¢ possivel efetuarmos reconstrucdes do
espaco de fases através de apenas uma de suas varidveis, mantendo as
caracteristicas originais do sistema. A reconstru¢cdo pode ser feita a partir de séries

de dados e de eventos, como veremos a seguir.

2.3.1. Reconstrucao a partir de séries de dados.

A primeira idéia de reconstrucao do espaco de fases, a partir de medidas da
série temporal de uma tUnica variavel dindmica x, foi sugerida por Packard, em
1980, ao mostrar que no sistema de Rdossler, o espaco de fases gerado por x, x, X
leva a resultados equivalentes ao espaco X, y, z das varidveis originais do modelo.
O calculo das derivadas possui o inconveniente de amplificar os erros, tornando

pouco pratica a utiliza¢do deste método.

Takens, também em 1980, demonstrou que € possivel reconstruir um espago
de fases d—dimensional a partir de uma série de dados de apenas uma das variaveis
dinamicas do sistema, amostrada a intervalos constantes adequados de valor 7

(denominado passo de reconstrucao). O espago € reconstruido através dos vetores

E()={x(t), x(t+1),....x(t+H(m-1) T)},

onde a dimensdo de imersdo m, utilizada para a reconstrugdo, deve ser maior ou
igual a d. No caso de m<d as trajetorias podem apresentar cruzamentos no espaco
de fases projetado e no reconstruido, mas mesmo nesses casos ¢ possivel obtermos

informagdes importantes do sistema.

Em particular, ¢ muito utilizada a reconstru¢do bidimensional de sistemas

que sdo tridimensionais. Na Figura 2-4(a) apresentamos a projecao bidimensional
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de um atrator cadtico do circuito de Matsumoto — que ¢ um sistema tridimensional —
obtido experimentalmente a partir de duas variaveis (V¢; € V). Em (b)
apresentamos a reconstrucao bidimensional do atrator realizada a partir da varidvel

Vi1, com passo de reconstrucao 1=24us.

6,0
1,0 T T T T (

p=12

3.0r

Ve, (t+pB)(V)

-3,0

30 0 10 30 50 60 30 00 30 60
Vol Ve V)

Figura 2-4: (a) Representacao bidimensional do circuito de Matsumoto e (b) reconstrucao
obtida a partir da variavel V¢;, com 1=24us. Extraido de Baptista (1996).

2.3.2. Reconstrucio a partir de séries de eventos.

Em muitos sistemas dinadmicos, as variaveis de interesse sdo obtidas a partir
de séries de eventos e, nestes casos, ndo € possivel sequer a escolha de um tempo de
amostragem da variavel. Podemos utilizar como exemplos deste tipo de sistema,
que sao chamados de “integra e dispara”, os tempos entre batidas do coracao,

disparos de neurdnios, ou ainda, o tempo entre gotas de uma torneira pingando.

Sauer (1994) generalizou o teorema de Takens mostrando que ¢ possivel

reconstruir 0 espago de fases de um sistema, mantendo suas caracteristicas

topoldgicas, através dos vetores

&i:(tia titt,.- '9ti+(m-l))7

onde t; € o tempo entre eventos consecutivos.

10
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Na Figura 2-5 (a) mostramos uma série temporal de disparos para o sistema
de Lorenz, obtida através das equagdes 2.3. O atrator reconstruido a partir da série
de disparos ¢ apresentado na Figura 2-5.

S(t) = (x(t) +2)?
(2.3)

T

i+l

j S(t)dt = @,

onde a constante ®=60 ¢ o limiar de disparo nos calculos. Desta forma, os tempos
t;=T;.-T; ficam definidos em cada ocorréncia em que a integral atinge um valor
igual a ©. Neste instante, a integral ¢ zerada e reinicia-se o processo em tendo

como limite inferior da integral o valor de Tj,;.

20

10 |

N }

LA T

—_—

(=1

0 10 20 30 40 50
(a) tempo (u.a.) (b)

Figura 2-5: (a) Na parte superior ¢ mostrada uma série temporal da variavel x do sistema de
Lorenz e, na parte inferior, a série de disparos adquirida através das equagoes 2.3. (b)
Reconstrucio do atrator de Lorenz a partir da série de disparos. Extraido de Sauer (1997).

2.4. Descricao Topologica de sistemas dinamicos.

Com a falta de solugdes analiticas para a maioria dos sistemas dindmicos
dissipativos e até de modelos adequados nos casos experimentais, foram
desenvolvidas uma série de ferramentas de analise baseadas nas propriedades
geométricas de atratores. Trataremos nesta secdo de alguns aspectos da descrigdao

topoldgica de sistemas dindmicos, como o estudo de pontos fixos e Orbitas

11
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periddicas em mapas, suas estabilidades e bifurcacdes ocorridas com a variagao de
parametros de controle. Discutiremos também os conceitos de crises e expoente de
Lyapunov, mostrando a possibilidade de identificacdo dos tipos de movimento

através de seus valores.

2.4.1. Pontos fixos e estabilidades lineares em mapas.

Pontos de equilibrio de mapas d—dimensionais podem ser calculados a partir
da relacao

x,., =F(x,). (2.4)

* 14
Neste caso, o ponto X = X,+:1= X, ... ¢ chamado de ponto fixo ¢ sua
estabilidade ¢ analisada através do estudo do comportamento do sistema nas

proximidades do ponto. Para isto, vamos considerar o sistema perturbado
x +¢ ., =F(x +¢g,), (2.5)
onde €,<<1. Linearizando o sistema F em torno do ponto fixo X temos:

x +g,,, =F(x)+Me, +O(¢,”), onde
(2.6)

M= [%} .
ax x=x"

A matriz M ¢ denominada matriz de Floquet e ¢ o andlogo do Jacobiano para

mapas. A estabilidade do ponto fixo ¢ obtida através do estudo dos autovalores A; de

(2.7), obtida diretamente de (2.6):
8n+1 = 1\/Isn (27)

Se |, <1,V A, entdo x ¢éum ponto fixo estavel. No caso de |1 [>1,VA, X &
um ponto instavel (repulsor ou fonte). Quando existem valores de |A; maiores e

menores do que 1, X éum ponto de sela instavel. Se existir algum A;=1 e F for uma

12
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fungdo nao linear, ¢ necessaria uma analise com os termos de ordem superiores da

expansao efetuada na equagao (2.6).

Para uma melhor ilustracao dos resultados, vamos analisar detalhadamente os
casos unidimensionais e bidimensionais. Nos casos unidimensionais temos apenas 1

dF(x)

autovalor para a equagdo (2.7) com A= . Desta forma temos que ¢, <g,

n+l
"
X=X

se |A|<I e o ponto fixo ¢ assintoticamente estavel. Caso contrario (|A[>1), o ponto

fixo ¢ assintoticamente instavel.

O sinal de A nos da a informagdo de como o sistema se aproxima ou afasta do
ponto fixo. Para A>0 a aproximagéo ¢ feita de forma monotdnica e no caso de A<0,
de forma oscilante. Apresentamos na Figura 2-6, duas situagdes de um sistema se
aproximando de um ponto fixo estavel onde, em (a), A é positivo e, em (b),

negativo.

Figura 2-6: Duas situacdes de ponto fixo estiavel (|]A| < 1) com (a) A>0 e (b) A<O0.

13



2. Aspectos Teoricos.

Em mapas bidimensionais os autovalores podem ser reais ou complexos
conjugados. Quando os autovalores sdo reais, a andlise da estabilidade ¢ feita
considerando-se o conjunto dos dois autovalores. Quando |A;|, |A,|<I, o ponto fixo é
estavel (atrator), conforme mostrado na Figura 2-7(a). No caso de |A;|, [A,[>0, o
ponto fixo € instavel (repulsor), mostrado na Figura 2-7(b). Se obtivermos um
autovalor com modulo maior e outro menor do que 1 o ponto fixo (ponto de sela)
possui uma direcao de atragdo e outra de repulsdo sendo, portanto, instavel. Este
comportamento ¢ mostrado na Figura 2-7(c). As dire¢des de atragdo e repulsio nas

proximidades do ponto podem ser obtidas a partir dos autovetores da equagao (2.6).

Figura 2-7: Estabilidades possiveis para os pontos fixos de um sistema bidimensional. (a)
Atrator: |A], |A;|<1, utilizando A, A,>0. (b) Repulsor: |A;|, |A,[>1, com A;, A,>0. (c) Ponto de
sela: |A;[>1 e |A,|<1. Neste caso utilizamos A,<0 e A,>0.

14
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Considerando agora o caso em que os autovalores sdo complexos
conjugados, a aproximagado (ou afastamento) do ponto ¢ feita em espiral, conforme
a Figura 2-8. A estabilidade depende da parte real dos autovalores e se [Re(A)|<1, o

ponto fixo é estavel (foco). Se [Re(A)|>1 o ponto ¢ instavel (fonte).

v

Figura 2-8: Iteradas do sistema nas proximidades de um foco, cujos auto-valores sio
complexos conjugados e |[Re(A)[<1.

Os mesmos métodos descritos acima podem ser utilizados para o estudo de
orbitas perioddicas de periodo maior do que 1. Neste caso, para encontrarmos uma
orbita de periodo p, devemos impor a condi¢do de retorno do sistema a x, apds p

aplicacdes de F. Para p=3, por exemplo,

X,.5 = F(F(F(x,))). (2.8)

A notagdo normalmente utilizada para descrever p aplicagdes de F ¢ F’e

uma Orbita de periodo p € encontrada através da relacao
Xy =F(X,). (2.9)

Encontrada a orbita periddica, os mesmos critérios de estabilidade discutidos

para pontos fixos valem para este caso.
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2. Aspectos Teoricos.

2.4.2. Bifurcacoes.

Bifurcagdes sdo observadas quando a alteragdo de um parametro de controle

leva a mudanca da estabilidade de pontos fixos ou Orbitas periddicas. Como

observamos na se¢do anterior, a estabilidade esta relacionada aos autovalores das

matrizes de Floquet.

Considerando-se um circulo unitario no plano complexo, o ponto fixo muda

sua estabilidade quando um ou mais autovalores atravessam-no, causando a

bifurcacdo do sistema. O cruzamento do circulo pode se dar de trés maneiras

diferentes, podendo ocorrer em +1, -1, ou ainda, através do cruzamento simultaneo

de dois autovalores complexos conjugados. Na Figura 2-9 sdo apresentadas as trés

maneiras pela qual um ponto fixo pode perder sua estabilidade. Para cada caso ¢

observado um tipo de bifurcacao diferente.

Im A,

Re A

dhw
NI

Figura 2-9: Trés maneiras possiveis de como os autovalores podem atravessar o circulo

ImA

Va
N

~
/

R'ek

Im A

-
N

\

Re A

unitario.(a) A; atravessa o circulo em +1, (b) em —1 e (¢) dois autovalores complexos

conjugados atravessam simultaneamente.

Se o cruzamento acontecer em +1, a bifurcagdao ¢ do tipo sela-nd, onde um

ponto de sela e um nd estavel sdo gerados simultaneamente, como mostrado na

Figura 2-10.
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/_ estavel

------ instavel

»
>

Figura 2-10: Diagrama de uma bifurcacio sela-né.

O cruzamento em —1 leva a uma bifurcacdo do tipo “flip”, que pode ser
supercritica (duplicagdo de periodos) ou subcritica, conforme mostrado na Figura

2-11.

.
-----
I‘-
.
.

.
L.
-----

\ 4
\ 4

Figura 2-11: (a) Bifurcacao “flip” supercritica. (b) Bifurcacao “flip” subcritica.

O cruzamento de dois autovalores complexos conjugados caracteriza uma
bifurcacdo de Hopf que pode ser supercritica (com o aparecimento de um ciclo

limite) ou subcritica, conforme mostrado na Figura 2-12.

» u ==
......
. *

\ 4
\ 4

(@) M n (b) W u

Figura 2-12: Bifurcacio de Hopf: (a) supercritica e (b) subcritica.
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2.4.3. Crises.

O termo crise foi utilizado pela primeira vez por Grebogi et al. (1982) para
designar mudangas qualitativas abruptas em atratores cadticos quando da variagao
de algum parametro de controle. Estas mudangas ocorrem pela colisio de um
atrator cadtico com uma Orbita periddica instavel. Trés tipos de crise podem ser
definidas (Grebogi, 1987), de acordo com a natureza da mudanca induzida pela
crise no atrator cadtico: no primeiro caso, chamado crise de fronteira, hd uma
destrui¢ao abrupta do atrator quando o parametro atinge um valor critico p.. No
segundo, chamado de crise interior, o atrator aumenta abruptamente de tamanho no
espaco de fases. O terceiro caso ocorre em sistemas com simetria e dois atratores

coexistentes que se misturam formando um Unico atrator.

2.4.3.1. Crise de fronteira.

A crise de fronteira ocorre quando um atrator toca uma oOrbita periodica
instavel presente no contorno de sua bacia de atracdo. Neste encontro o atrator ¢
destruido mas, para valores do parametro p somente um pouco maior do que p., €

observado um transiente cadtico antes de o sistema abandonar esta regido.

Apresentamos na Figura 2-13 a ocorréncia de uma crise de fronteira no mapa
de Tkeda. A seta em vermelho indica a regido onde a Orbita deixa o transiente

caotico.

2.4.3.2. Crise interior.

Nas crises interiores, o encontro do atrator cadtico com uma 6rbita periddica
instavel gera um aumento repentino no tamanho do atrator. Neste caso, ha uma
dependéncia temporal caracterizada pela existéncia de comportamentos
intermitentes. Para valores de p um pouco maiores do que p., 0 atrator permanece a
maior parte do tempo confinado na regido anterior a crise havendo répidas visitas a
nova regido. A Figura 2-14 mostra a ocorréncia de uma crise interior no mapa de

Ikeda devido a colisdao do atrator cadtico com uma Orbita instavel de periodo 5.
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R —

-
>

4

—1.5 X 8

Figura 2-13: Crise de fronteira e transiente cadtico no mapa de Ikeda. Adaptada de Alligood
et al. (1997).

Figura 2-14: Crise interior observada no mapa de Ikeda quando o paridmetro é aumentado.
Entre (b) e (c) ocorre a colisdo entre o atrator e uma érbita de periodo 5, resultando nos
atratores expandidos.

Um outro tipo de crise interior € observada, por exemplo, no mapa de Hénon

e ocorre devido ao encontro de dois ramos de um atrator num ponto de sela,
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conforme a Figura 2-15. Para p<p. podem ser observados dois ramos distintos no
atrator cadtico que sdo visitados alternadamente. Quando o pardmetro p atinge p. ,
ocorre a colisdo entre os dois ramos, causando a perda da caracteristica de
alternancia. Neste caso, apesar de ndo haver um aumento abrupto no tamanho do
atrator, podemos entender que hd um aumento no tamanho de cada ramo. A
ocorréncia desta crise leva o sistema a apresentar comportamentos intermitentes e,
para valores de p um pouco maiores do que p., 0 nimero de vezes em que ocorrem

as perdas de fase ¢ muito pequeno.

o IS

Figura 2-15: Crise interior presente no mapa de Hénon na qual dois ramos que sio visitados
alternadamente se juntam num ponto de sela. Extraido de Alligood et al..

2.4.3.3. Crise de mistura de atratores.

Como dissemos anteriormente, a crise de mistura de atratores € observada em
sistemas que possuem simetria. Sua ocorréncia se dd quando dois atratores
coexistentes atingem simultaneamente a fronteira de suas bacias de atragdo

formando um unico atrator.

Assim como nas crises interiores, para valores de p um pouco maiores do que

Pe, O sistema se comporta de maneira intermitente. Neste caso, ha a permanéncia em

20
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cada um dos atratores existentes para p<p. durante um longo periodo de tempo.
Apresentamos na Figura 2-16 uma crise de mistura de atratores no sistema de

Dufting forcado, dado por
5&+VX+%—V=psen(a)t), (2.11)
X

4 2

ondeV:aX——BX—.
4 2

Figura 2-16: Crise de mistura de atratores no atrator de Duffing. Em (a) existe um atrator
simétrico ao da figura para x<0. (b) Atrator apés a crise, ocorrida com a colisdo simultinea
dos dois atratores com o ponto de sela (x, x) = (0,0). Extraido de Grebogi et al.(1987).

2.4.4. Expoentes de Lyapunov.

Uma das maneiras de se caracterizar quantitativamente o tipo de movimento
de um sistema ¢ através dos expoentes de Lyapunov, sendo possivel distinguir
movimentos periddicos, quase-periodicos e cadticos através de seus valores. Vamos
apresentar adiante uma forma de se chegar a sua definicdo para um mapa

unidimensional.
Tomando-se um mapa
X1 =H(Xns ), (2.12)

temos que a distancia entre dois pontos arbitrariamente proximos sera, apos N

iteragdes, dada por:
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XX =TV ) 1) =V X (213)

Portanto,

RS A T (2.14)
(X,—x,) dx

e o expoente de Lyapunov A fica definido como

1. d
A =T1im—log—f™M(x.). 2.15
th g (X,) (2.15)

N—eo

Desta forma, um expoente de Lyapunov A>0 caracteriza divergéncia
exponencial entre duas 6rbitas e, conseqiientemente, um movimento cadtico. Um
sistema d—dimensional apresenta d expoentes de Lyapunov e através da combinagao

de seus sinais podemos caracterizar o tipo de movimento como, por exemplo (Hao

1989), para d=4:

A Tipo de movimento
12 34 estavel
- - - -|ponto fixo
0 - - -|movimento periédico
0 0 0 -|movimento quase-periddico
+ 0 - -|caos

2.4.4.1. Calculo do expoente de Lyapunov a partir de séries de dados.
Diversos algoritmos ja foram desenvolvidos para o calculo do expoente de

Lyapunov a partir de séries temporais, sendo alguns deles desenvolvidos

especialmente para a utilizacdo com dados experimentais, sendo portanto robustos a

presenga de ruidos.

Podemos citar como exemplo o algoritmo LENNS (Ellner et al., 1992) que
calcula o maior expoente de Lyapunov ajustando redes neurais ndo lineares para
reproduzir os dados experimentais. Este método, apesar de ser bastante robusto a

ruidos, possui o inconveniente de exigir elevado tempo de computagdo, tornando
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invidvel sua utilizagdo para o calculo do expoente de Lyapunov de um grande

numero de séries.

Pinto (1999) observou que a utilizacdo de métodos simplificados, baseados
na evolucdo temporal das distdncias entre Orbitas, podem gerar valores muito
proximos ao de algoritmos sofisticados quando utilizados em séries temporais

longas.

O célculo do expoente de Lyapunov através do método das distancias ¢ feito
sorteando-se pontos proximos no espaco de fases reconstruido e calculando as
distancias entre as Orbitas ao longo das iteradas de cada ponto. O expoente de

Lyapunov ¢ obtido através do ajuste exponencial dos valores das distancias.
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Estudamos a dindmica de formacdo de gotas d’adgua utilizando o aparato
experimental ja existente no Laboratério de Fendmenos ndao Lineares e que foi
desenvolvido por Gongalves (1996) e Pinto (1999). Este aparato ¢ formado por um
sistema hidraulico, uma torneira e um sistema de detec¢ao de gotas. Nas se¢des 3.1
a 3.3 descreveremos cada uma de suas partes. Para efetuarmos a inducdo de carga
nas gotas, foi necessario que efetuassemos alguns ajustes no aparato, que serao
descritos na secao 3.4. Na se¢do 3.5 descreveremos o software utilizado para
aquisi¢do de dados e controle do experimento. O diagrama do aparato ¢ apresentado

na Figura 3-1.

3.1. Sistema hidraulico.

A obtencdo de dados de boa qualidade depende, em grande parte, da
utilizacdo de um sistema hidraulico de boa qualidade. Desta forma, ¢ necessaria a
utilizacdo de um sistema que seja suficientemente isolado de ruidos externos, os
quais deterioram a qualidade dos dados, e que garanta estabilidade com relagdo aos

parametros de controle.

O sistema hidraulico foi montado numa sala exclusiva para minimizar ruidos
devidos as movimentagdes do ar. Ele consiste de trés reservatorios: superior,
intermedidrio e inferior, sendo que o intermedidrio ¢ aquele no qual a torneira esta
conectada e os outros dois reservatorios sdo utilizados para controlar as condigdes

do experimento. Descreveremos cada um dos reservatdrios a seguir:
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Sensor

Controle
Automatico
Da Bomba

1° Reservatorio
Superior
-.

(250 1)

b

R

Boia |

2° Reservatorio

436-100MHz Superior
+ INTERFACES (250 I)

=

=

=

s S

EHEEING Controle de nivel
—— I R
JR2
== Reservatorio
El Cilindro Intermediario Controle de fluxo
Indutor
(250+300+50 1)
11 filtro Vélvula de agulha + motor de passo
E {JLAZER_He-Ne)
Fotodiodo
Reservatorio = =
Fonte d? Inferior Deionizad
Alta tensao eionizador
S - de agua
Q _ ensor * (300 I) g
“ Valvula =
Bomba de retengdo )
d’agua
3u filtro

5 u filtro

Figura 3-1: Diagrama do aparato experimental.
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Reservatorio intermedidrio — Este reservatorio € constituido de trés
caixas d’agua, com capacidades para 500, 250 e 501 e, como dissemos
acima, é nele que se encontra conectada a torneira. E importante,
portanto, que esteja livre de ruidos externos. Para isto, ele encontra-se
apoiado numa plataforma de concreto suspensa por quatro cabos de
aco. A utilizagdo de trés caixas d’aguas, ao invés de uma, ¢ feita para
aumentar a area da superficie de dgua no reservatorio garantindo que
eventuais flutuagdes no volume do reservatério ndo causem mudancgas
significativas no nivel de dgua. Alteracdes no nivel do reservatorio sdo
indesejadas, pois, como observou Gongalves (1996), elas funcionam

como um parametro de controle semelhante a abertura da torneira.

Reservatorio superior — O reservatorio superior ¢ utilizado para
alimentar o intermedidrio. Ele ¢ composto de duas caixas d’agua: a
primeira alimenta a segunda, que ¢ mantida em nivel de 4gua
constante com auxilio de uma bdia. Esta segunda, por sua vez,
alimenta o reservatério intermedidrio com um fluxo constante de
agua, por ser mantida em nivel constante. Ao explicarmos adiante o
sistema de controle de nivel do reservatorio intermediario, tornaremos
mais clara a necessidade de se manter o fluxo de alimentacao

constante.

Reservatorio inferior — Para garantirmos um maior controle sobre as
condigdes da experiéncia e, conseqlientemente, uma maior
reprodutibilidade dos resultados, utilizamos agua filtrada e deionizada.
Esta, entretanto, possui um alto custo, fazendo com que tenhamos que
reaproveita-la. Desta forma, a 4gua ¢ coletada pelo reservatorio
inferior e enviada, com o auxilio de uma bomba, a primeira caixa

d’4gua do reservatdrio superior.
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3.1.1. Controle de nivel do reservatorio intermediario.

Para garantir que o nivel de agua do reservatorio intermediario seja mantido
constante, utilizamos um sistema de controle por transbordamento, conforme a
Figura 3-2. Neste caso, o fluxo de agua proveniente do reservatorio superior deve
ser superior ao perdido no intermediario devido ao gotejamento da torneira. Temos
entdo que, da agua que chega ao controle de nivel, apenas uma parcela ¢ enviada ao
reservatdrio intermediario e o excedente, por transbordamento, vai diretamente para

0 reservatorio inferior.

Reservatorio
Superior

—_— _L, I Reservatorio

Intermediario

'

Reservatorio
Inferior

Figura 3-2: Sistema de controle de nivel do reservatorio intermediario.

3.2. A torneira.

A torneira ¢ composta por uma valvula de agulha para gas, um tubo de vidro
em L e um bico metdlico, conforme a Figura 3-3. A polia ¢ conectada a um motor
de passo de 400 passos/volta através de uma correia, de forma que a abertura da
torneira pode ser controlada de forma precisa via computador. O bico da torneira foi
fabricado em ago inox e possui uma chanfradura de 45°. A foto em detalhe do bico ¢

mostrada na Figura 3-4.
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Figura 3-3: Foto da torneira.

Figura 3-4:

Detalhe do bico da torneira.
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3.3. Sistema de deteccao.

A variavel dindmica de interesse no experimento € o tempo entre a passagem
de duas gotas consecutivas (T,) em uma determinada posi¢do do caminho de queda
das gotas. Para efetuarmos a detec¢ao utilizamos um conjunto laser—fotodiodo
posicionado no caminho das gotas, a cerca de 9 cm do bico. O par € posicionado de
forma que o feixe de laser incida diretamente no fotodiodo. Com a passagem das
gotas, o feixe de laser ¢ espalhado e o fotodiodo para de conduzir. Um sinal tipico
da saida do fotodiodo obtido pela passagem de duas gotas ¢ apresentado na Figura
3-5. Conforme a figura, dt, ¢ definido como o tempo de passagem da n-ésima gota
pelo feixe de laser e, t, como o tempo entre o final da passagem da n-ésima gota e o

inicio da n+1-ésima. O tempo entre gotas ¢ definido de acordo com a férmula

1 . L g
T = 5(5 t +0t )+t ,etambém estd indicado na figura.

A contagem do tempo entre gotas ¢ feita através de uma placa de aquisi¢ao
que, a cada mudanca na tensao de entrada (0 ou 5 V), grava o valor de tempo atual
numa memoria e zera novamente a cronometragem. Uma explicacdo mais detalhada
do funcionamento desta placa pode ser encontrada em (Pinto,1999). Os tempos dt, e
t, sdo lidos através de um programa que sera descrito adiante.

10

Vi, (V)

40 50 60 70
t (ms)

Figura 3-5: Sinal no fotodiodo indicando a passagem de duas gotas.
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3.4. Aplicacao de campo elétrico na regiao de
formacao das gotas.

A aplicag¢do do campo elétrico foi efetuada com a utilizagao de uma fonte DC
de alta tensdo, conectada a uma casca cilindrica que foi posicionada em torno do
bico da torneira. O controle do campo ¢ feito alterando-se a tensdo na fonte.
Aterramos o bico da torneira para que a indugdo de cargas elétricas, provocada pela
presenga do campo, ndo o carregue eletrostaticamente. Utilizamos um motor de

passo para alterarmos a tensdo, de forma que cada passo equivale a 25V.

A casca cilindrica deve estar posicionada de forma que o seu eixo e o do bico
coincidam, para que nao haja desvios laterais das gotas causados pelas variagdes do
campo elétrico na borda da casca. Este, entretanto, mostrou ser um ajuste critico do
experimento e, para diminuirmos a probabilidade de ndo detec¢do das gotas, o
comprimento do cilindro utilizado ¢ tal que seu final esteja proximo ao feixe de
laser. Mostramos um desenho esquematico do detalhe da casca cilindrica com o

bico e o feixe de laser na Figura 3-6.

Cilindro Indutor
Fonte de
Alta Tensao
L
a 0000
i
{)
2
Laser He-Ne

Figura 3-6: Detalhe do aparato com o bico, o laser e o cilindro indutor.
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3.5. Programa de controle e aquisicao.

O programa utilizado para controle do experimento e aquisicdo de dados foi
desenvolvido por Pinto (1999) em linguagem C. Em sua forma original, ele permite
a aquisicao de dados em tempo real, assim como o controle da torneira. Efetuamos

algumas modificagdes para que também fosse possivel modificar a tensdo na fonte.

Os dados sao adquiridos medindo-se o tempo entre gotas consecutivas (T,),
de um determinado nimero de gotas, mantendo-se fixos os pardmetros de controle.
A série temporal de dados gerada pela aquisicdo ¢ salva em um arquivo. As
aquisicdes geralmente sdo feitas na forma de sequéncias de arquivos onde, entre

uma série temporal e outra, ¢ variado um dos pardmetros de controle.

Neste caso, terminada a aquisicdo de uma série temporal, o parametro em
questdo ¢ variado em n passos, sendo que, o sentido de variagdo do pardmetro de
controle ¢ dado pelo sinal do numero de passos entre aquisi¢des. Ou seja, valores
positivos de n indicam que a abertura da torneira ou a tensdo serdo aumentadas
entre as sequéncias. Entre a mudanca do pardmetro e o inicio da aquisi¢ao da
proxima série temporal, o programa espera a formagao de um determinado numero
de gotas (transiente) para que o sistema se estabilize. O procedimento descrito

acima ¢ repetido até que o parametro atinja a posi¢ao final desejada.

Podemos ainda, em uma sequéncia de aquisi¢des, variar os dois parametros
de controle da seguinte forma: partindo-se de uma determinada abertura da torneira
e valor de tensdo, sdo obtidas séries variando a tensdo, até¢ a chegada a seu valor
final. Volta-se entdo a fonte a sua posi¢do inicial, altera-se a abertura da torneira e
reiniciam-se as aquisicoes com variagdo da tensdo. Este processo € repetido até que

a torneira chegue a sua posic¢ao final.

Apresentamos na Figura 3-7 o diagrama do programa, onde os parametros de

inicializagdo possuem os seguintes significados:
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e ngotas: ¢ o numero de tempos entre gotas (T,) que devem ser

adquiridos por arquivo.
e raiz: nome da sequéncia de aquisigdes.

e narqiniT (narqiniF) e narqfinT (narqfinF): sdo os nimeros do primeiro
e do ultimo arquivo relativos a abertura da torneira (tensao da fonte),

respectivamente.

e npassosT (npassosF): nimero de passos dados pelo motor que

controla a torneira (fonte) a cada modificagao no parametro.

e ntransT (ntransF): nimero de gotas de espera entre a modificagdo na

abertura da torneira (tensdo da fonte) e o inicio da nova aquisicao.
Os significados das outras varidveis sao: nomearq ¢ o nome do arquivo em que
serdo salvos os dados; posT (posF) ¢ a posicdo atual da torneira (fonte), em passos;

posiniF ¢ a posi¢ao inicial da fonte.

Ler: ndados, raiz, narqiniT, narqfinT, npassosT, ntransT,
narqiniF, nargfinF, npassosF, ntransF
Para N=narqiniT; N < narqfinT; N++
Para M=narqiniF; M < narqfinF; M++
Adquirir ndados
nomearq=raizNxM.txt
Salvar dados em nomearq
M=narqfinF?
posF=posiniF posF=posF+npassosF
posT= posT+npassosT |Esperar ntransF
Esperar ntransT

Figura 3-7: Diagrama da rotina de aquisicao.
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4. Resultados obtidos e analise de
dados.

Os primeiros resultados foram obtidos tendo como pardmetro de controle a
abertura da torneira. Efetuamos, posteriormente, os estudos que utilizam como
parametro de controle a tensdo aplicada ao bico da torneira, e pudemos comparar os
comportamentos gerados devido a utilizacdo de cada um dos dois parametros. Os
ultimos resultados foram obtidos combinando-se a variacao dos dois parametros de
controle, no qual efetuamos a construcdo diagrama do espago de parametros

calculando o expoente de Lyapunov das séries temporais.

Para uma maior clareza na nomenclatura utilizada, cabe ressaltar que o termo
série temporal (ou simplesmente série) refere-se a um conjunto de dados
adquiridos continuamente e sem a alteracao de nenhum parametro de controle. Estas
séries sdao salvas em um arquivo. Designamos por sequéncia um conjunto de séries
temporais com variagdo constante do pardmetro de controle entre elas. Sdo
constantes também a quantidade de dados adquiridos por série e o transiente entre

elas.

4.1. Abertura da torneira como parametro de
controle.

Utilizando como parametro de controle do experimento a abertura da
torneira, obtivemos duas sequéncias de dados, sendo uma abrindo e outra fechando
a torneira em 1 passo entre a aquisicdo das séries temporais. Obtivemos 20.000
valores de tempos entre gotas sucessivas (T,) por série, com espera de 15.000 entre

elas.
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

A Figura 4-1 mostra os dois diagramas de bifurcagdes, sendo que, em (a) a
torneira foi aberta e em (b) fechada ao longo da sequéncia. O eixo das abscissas
corresponde a abertura da torneira em passos. Convencionamos que valores
positivos indicam um aumento na abertura e negativos uma diminuic¢ao. O zero das
abscissas ¢ tomado, arbitrariamente, como a posi¢cdo da torneira no inicio de cada

sequéncia e, portanto, ndo coincide para as duas sequéncias.

Podemos identificar comportamentos periodicos, duplicacdo de periodo e
indicios de comportamentos caoticos. A constatacdo da presenga de caos, assim
como a caracterizagao rigorosa de algumas regides dos diagramas — principalmente
a regido de altas taxas de gotejamento (C1) e a transicdo para as regides de médias
taxas de gotejamento (C2) — ja foram efetuadas em outros estudos. (Reyes,2001;
Pinto,1999; Gongalves, 1996). Desta forma nao iremos analisar em detalhes os

resultados aqui obtidos.

Cabe ressaltar, entretanto, a existéncia de uma regido central no diagrama em
que os resultados sdo diferentes para cada sentido em que foi efetuada a aquisi¢ao,
indicando a presenga de histerese no sistema. Em particular, efetuamos a
reconstrucao bidimensional dos atratores anteriores e posteriores a transicao entre as
regioes C2 e C1, que sdo apresentado na Figura 4-2. Podemos notar que, de fato, os

atratores envolvidos em cada caso sdo topologicamente diferentes.
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

Torneira Abrindo

—
ia)
p—

C1

Torneira Fechando

J ' 1 ' T ' T
-80 -60 -40 -20

pPasso da torneira

T | T
-100

T
-120

Figura 4-1: Digramas de bifurcacdes obtidos (a) abrindo a torneira e (b) fechando a torneira.
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

Torneira abrindo

. 1 @
4 129.08gotas/s ]

T T T T T 71T 717 7717 77 T T 17T 71T 7TT1T 77

40 -
38

36

34 4 -
324 -

» 1 Torneira fechando

Tn+1 (ms)

28 .

24 -

22_- 27.50gotas/s _-

40.84gotas/s ]

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

T (ms)

T

—

Figura 4-2: Reconstrucio bidimensional dos atratores imediatamente anteriores e posteriores
a crise que separa a regiio de média da de alta taxa de gotejamento, (a) abrindo e (b)

fechando a torneira entre a aquisiciao das séries temporais.
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

4.2. Tensao elétrica como parametro de controle.

As primeiras tentativas de alteracdo na dindmica de formagdo de gotas
d’4gua, através da aplicagdo de um potencial elétrico constante na regido do bico da
torneira, foram efetuadas com uma fonte com capacidade maxima de 60V. Apesar
de obtermos evidéncias de alteracdo para alguns casos especificos, os resultados
obtidos ndo foram conclusivos. Fomos, com isto, motivados a substituir a fonte para
uma de alta tensdo, cuja tensdo maxima ¢ de ~10kV. Apresentaremos nesta secao 0s

resultados obtidos utilizando a tensdo como parametro de controle.

Efetuamos uma sequéncia de medidas iniciada sem a aplicacdo de tensdo e
finalizada com aplica¢dao de uma tensao de 3,5kV, aumentando 25V entre as séries.
Foram adquiridos 8.192 dados por série, com espera de 2048 entre cada uma delas.
O diagrama de bifurcacdes ¢ apresentado na Figura 4-3 (a), em vermelho.
Adicionamos a Figura 4-3 (b), em azul, o diagrama obtido abrindo-se a torneira. Os
pontos marcados de T1 até T8 do diagrama, obtido com o aumento da tensdo, e de
Al até¢ A8, obtido com abertura da torneira, indicam as posi¢cdes em que serao

efetuadas as reconstru¢des dos atratores para analise.

O diagrama de bifurcagdes obtido com a alteragdo da tensdo aplicada ao bico
indica alteracdes significativas no comportamento do sistema, mostrando que a
tensdo elétrica pode ser utilizada de forma eficiente na dinamica de formacgdo de
gotas d’agua. Além disso, o aumento da tensdo leva a uma diminui¢cdo no tempo
médio entre gotas, assim como o aumento na abertura da torneira. Podemos
observar também que as regides iniciais dos dois diagramas possuem semelhancas
quanto as estruturas, apresentando estruturas diferentes para valores maiores dos

parametros de controle.
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4 Resultados obtidos e analise de dados.
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Diagramas de bifurcacdes obtidos (a) aumentando a tensiao (vermelho) e (b)

Figura 4-3

abrindo a torneira (azul).
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

O gréafico da Figura 4-4 mostra a taxa média de gotejamento das séries
temporais em funcdo do pardmetro de controle. A sequéncia na qual a tensdo foi
aumentada ¢ representada em vermelho e a sequéncia na qual a torneira foi aberta,
em azul. Inicialmente, as duas sequéncias apresentam valores proximos de taxa de
gotejamento, que aumenta suavemente com a alteragdo dos parametros. Entretanto,
a partir do ponto indicado por PA, os valores obtidos em cada caso passam a ser
significativamente diferentes. E possivel notar também que, apesar de algumas
quebras, a utilizacdo da tensdo como parametro de controle faz com que a transi¢do
para a regido de altas taxas de gotejamento ocorra mais suavemente do que com a

utilizacao da abertura da torneira.

50 L I L I L I L I L J
* Tensao aumentando X
e Torneira abrindo >

N
o
|
]

PA P _

Taxa de gotejamento (gotas/s)

N
o

T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Parametro de controle (u.a.)

Figura 4-4: Grafico das taxas de gotejamento média das séries de dados em funciio da tensiao
aplicada (vermelho) e da abertura da torneira (azul).
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

Comparando os resultados obtidos com cada um dos pardmetros, tanto no
diagrama de bifurcagdes quanto no de taxas de gotejamento, obtivemos evidéncias
de que os comportamentos observados no inicio de cada sequéncia sao semelhantes.
Desta forma, escolhemos algumas séries temporais do inicio de cada uma das
sequéncias para efetuarmos a comparagdao de seus atratores. Estas séries foram
indicadas nos diagramas de bifurcacdes de T1 até T6 no diagrama da tensao, e de
Al até A6 no diagrama de bifurcagdes da abertura da torneira. Apresentamos na
Figura 4-5 os atratores das séries T1 até T3, obtidas alterando a tensdo (em
vermelho) e das séries Al at€¢ A3, obtidas abrindo a torneira (em azul). As séries T4

até T6 assim como as A4 até A6 sdo apresentadas na Figura 4-6.

Através destas duas figuras podemos verificar a equivaléncia topologica dos
atratores de mesmo numero (T1 e Al, por exemplo) e concluir que a rota inicial
para o caos gerada pelo aumento de cada um dos parametros ¢ a mesma. Na Figura
4-5 observamos que esta rota, iniciada em periodo 1 (T1 e Al), envolve uma
duplicagdo de periodo (T2 e A2) seguida pelo alargamento de cada um dos pontos
para dois ramos aparentemente caoticos (T3 e A3). Na Figura 4-6, observamos que
estes dois ramos passam a apresentar um maior nimero de dobras (T4 e A4) ao
mesmo tempo em que vao se aproximando, até que, em TS5 e AS, ocorre a colisdo
entre os ramos. Em T6 e A6 encontramos o ultimo caso em que os atratores sao

topologicamente equivalentes.

A colisdo entre os ramos - observada entre T4 e TS5 ao aumentarmos a tensao
(ou entre A4 e A5 ao abrirmos a torneira) - caracteriza a ocorréncia de uma crise
interior semelhante a do atrator de Hénon — discutida na se¢do 1.4.4.2 — em que o
encontro dos dois ramos ocorre em um ponto de sela. Para uma melhor observacao
da crise, escolhemos a série anterior e a posterior a crise da sequéncia em que foi
alterada a tensdo (T4 e T5). Efetuamos entdo a reconstrucdo tridimensional dos
atratores, apresentadas na Figura 4-7 (a) e Figura 4-7 (b), respectivamente . Os

pontos foram adicionados no grafico de forma que os pontos impares de cada série
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

sao representados em vermelho e os pontos pares em preto, facilitando a observagao
da ocorréncia ou ndo de separagdao do atrator em dois ramos. Podemos, através da
figura, verificar facilmente a ocorréncia da crise. O ponto PS indicado na Figura 4-7
(b) mostra o ponto de sela onde ocorre a colisdo entre os dois ramos. Para

identifica-lo, foi utilizado o algoritmo TISEAN (Hegger, 1999).
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

[T1 (0v) - 26.11gotas/s | 1 1 |Al-26.11gotas/s

(a) 1 1 (b)
T2 (I750V) - 26I.7590tas/sl I EE A2 - 26.76gotas/s I
| | A2 - 26.76gotas/s |

38.5

38.0

375
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37.0 4
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[T3 (1200v) - 27.18gotas/s | 1 1 [A3 - 26.92gotas/s

oy

H “““gww

Figura 4-5

| T (ms)

: Atratores comparativos entre os resultados obtidos (a) aumentando a tensao

(vermelho, T1-T3) e (b) abrindo a torneira (azul, A1-A3).
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

1 [T4 (1250) - 27.32gotas/s | 4 4 [n4-27.08g0tas/s | .

—

(a) (b)

[T5 (1350V) - 27.54gotas/s | ' . |A5-2I7.2990tas/sl| .

|
4

/

n+1

34 36 38 40

Figura 4-6: Atratores comparativos entre os resultados obtidos (a) aumentando a tensao
(vermelho, T4-T6) e (b) abrindo a torneira (azul, T4-T6).
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

Tn+2

n+2

Figura 4-7: Reconstrucao tridimensional das séries (a) anterior e (b) posterior a crise interior
em que dois ramos se encontram, gerada com o aumento da tensao. O ponto PS em (b) indica
o ponto de sela onde ha o encontro.
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

Analisaremos a seguir a transi¢do na qual os comportamentos observados

devido ao aumento de cada um dos parametros passam a ser diferentes.

Ao aumentarmos a tensao, observamos a ocorréncia de duas crises
consecutivas, com intervalo de 50V entre elas. As séries temporais envolvidas

nestas duas crises foram indicados no diagrama de bifurcacdes como T6, T7 e T8.

A Figura 4-8 (a) mostra a primeira das duas crises através da reconstrucao
bidimensional do atrator anterior (T6, em preto) e posterior a crise (T7, em
vermelho). Podemos notar que, apods a crise, uma nova regido do espago de fases
passa a ser visitada sem que haja um abandono da regido visitada anteriormente.

Este aumento abrupto no tamanho do atrator caracteriza uma crise interior.

A segunda crise ¢ representada na Figura 4-8 (b) onde temos o atrator
anterior a crise (T7) em vermelho e o posterior (T8) em preto. Neste caso, o sistema
abandona a regido visitada antes da primeira crise e passa a visitar exclusivamente a

regido gerada apds a primeira crise, caracterizando também uma crise interior.

Desta maneira, a sequéncia das duas crises leva o sistema a uma nova regiao
do espaco de fases, com a existéncia de um atrator intermediario que mescla o
comportamento anterior a primeira crise — apresentado na Figura 4-8 (a), em preto —
com o comportamento posterior a segunda crise — apresentado na Figura 4-8 (b), em

preto.

Ao abrirmos a torneira, também observamos a ocorréncia de uma crise
interior subseqliente a transi¢do que leva a distingdo dos resultados. Neste caso, os
atratores voltam a se dividir em dois ramos caéticos, conforme a Figura 4-9, em que
efetuamos a reconstru¢ao bidimensional dos atratores. Os atratores envolvidos na

crise foram indicados como A7 e A8 no diagrama de bifurcagdes (Figura 4-3b).
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

Figura 4-8: Sequéncia de duas crises interiores que levam a uma mudancga global nas
caracteristicas topologicas dos atratores. Em (a) o atrator anterior a crise (T6) é representado
em preto e o posterior (T7) em vermelho. Em (b) temos o anterior (T7) em vermelho e o
posterior (T8) em preto.
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

a0 T T T T T ] T T T T T T T ]
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Figura 4-9: Atratores obtidos abrindo a torneira apés a ocorréncia da transicio em que a
alteracao de cada um dos parametros leva a comportamentos distintos. Podemos notar a
ocorréncia de uma crise de separaciio de ramos entre A7 e A8.

4.2.1. Verificacao da conservaciao do fluxo d’agua.

Na secdo anterior observamos que a aplicacdo de um campo elétrico na
regido do bico da torneira ¢ um parametro de controle eficiente no experimento da
torneira gotejante. Além disso, o aumento da tensdo gerou alguns comportamentos
semelhantes ao aumento da abertura da torneira, como o crescimento da taxa média
de gotejamento (em gotas/s), além de caracteristicas topoldgicas em determinadas
regides. A obtencdo destes resultados nos motivou ao estudo do fluxo médio de
agua na torneira em func¢do da tensdo aplicada ao bico, dado que o aumento na

abertura da torneira, em passos, gera um aumento linear no fluxo.

Para este estudo, efetuamos uma sequéncia de aquisi¢cdes variando a tensao
de 0 até 5,65kV, nas quais foram medidas as massas médias de 5.000 gotas (<m>) e
calculados os tempos médios entre gotas (<T>) para cada valor de tensdo. A Figura
4-10 mostra o grafico de <m> em fun¢do do tempo médio entre gotas <T>.

Lembrando que a massa média das gotas ¢ dada por <m>=m, + ¢<T>, concluimos,
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

ao observarmos um comportamento linear, que o fluxo (¢) ndo ¢ alterado com a

aplicacao de tensdo.

55

50 <m>=m_ + ¢ <T>
1 m,=05%02mg
¢ =1.298 + 0.004 g/s
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Figura 4-10: Grafico da massa média <m> em func¢io do tempo médio entre gotas <T>. O
comportamento linear mostra que o fluxo € constante.

A verificagdo da conservagao do fluxo quando utilizamos como parametro de
controle a tensdo, nos mostra que cada pardmetro atua de forma diferente no
experimento. Além disso, sabendo que o fluxo de um fluido possui grande
dependéncia da viscosidade, podemos inferir que a aplicagdo de tensdao ndo altera

significativamente a viscosidade da 4gua

Na aproximag¢do de regimes quasi-estdsticos da equag¢do de Navier-Stokes,
ou at¢ mesmo considerando correcoes de ordem superiores (Tufaile, 1996), a
diminui¢ao da tensao superficial de um liquido acarreta na diminui¢do do volume
das gotas, sendo uma relagdo direta para o primeiro caso. Desta forma, ao
observarmos que o aumento da tensdo leva a uma diminui¢cdo na massa média das

gotas (Figura 4-11), podemos concluir que a presenca de um campo elétrico leva a
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4 Resultados obtidos e analise de dados.

uma diminui¢do na tensdo superficial efetiva da dgua. Este resultado corrobora
estudos estatisticos recentes que apontam para a alteracdo da tensao superficial de
liquidos dipolares na presenca de campos elétricos constantes. (Warhsavsky et al.,

2001)
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Figura 4-11: Grafico da massa média das gotas <m> em func¢io da tensao (V) aplicada ao
bico.

4.3. Espaco de parametros.

A construcao do diagrama do espago de pardmetros ¢ uma ferramenta muito
utilizada em sistemas que possuem mais de um parametro de controle por permitir a
caracterizagdo geral do sistema, para diferentes combinacdes dos parametros. Em
nosso caso, construimos o diagrama utilizando como pardmetros de controle a
abertura da torneira (A) e a tensao (V) e calculando os expoentes de Lyapunov das

séries temporais para os diferentes pares (V, A).
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A aquisi¢ao de dados foi efetuada de forma a gerar um diagrama 20x20 com
5.000 dados para cada par de parametros. A variagdo dos parametros entre duas
posicoes vizinhas ¢ de 125V para a tensdo e 5 passos para a abertura da torneira.

Descrevemos a seguir o processo de aquisicao de dados:

a) Colocamos o sistema em sua posi¢do inicial, definido por uma abertura

inicial (A() e uma tensao inicial (V(=0).

b) Adquirimos 20 séries com 5.000 dados aumentando-se a tensdo em 125V

entre elas. O tempo de espera foi de 8.000 gotas.
¢) Retornamos a tensdo ao seu valor inicial V(=0.
d) Abrimos a torneira de 5 passos e esperamos 30.000 gotas.

O processo de b) a d) ¢ repetido 20 vezes, de forma que ao final da aquisi¢ao

foram obtidos os dados necessarios para a constru¢ao de um diagrama 20x20.

O expoente de Lyapunov das séries temporais foi calculado através do
algoritmo das distancias, escrito por Pinto (1999) e o diagrama gerado pelos
expoentes para as diferentes combinacdes dos pardmetros ¢ apresentado na Figura
4-12. As regides representadas pela cor branca indicam comportamentos periodico
ou quase-periddico e as representadas por cinza indicam regimes caoticos, sendo

mais cadticos quanto mais escuro for o tom de cinza.

Adicionamos ao diagrama uma reta, em azul, na qual € possivel observarmos
a presenca de simetria para os valores iniciais de abertura e tensdo. Esta simetria ¢
facilmente observada no canto inferior esquerdo para a cor branca e para o tom de
cinza mais claro. Na regido do diagrama onde se d4 inicio o segundo tom de cinza
também € possivel encontrarmos simetria. Pudemos notar a presenca de duas ilhas
periddicas (marcadas como P1 e P2) simétricas em relagdo a reta azul, apesar da
presenca de duas regides mais escuras na parte inferior a reta azul (indicadas por A1l
e A2) que ndo sdo encontradas na parte superior. Demarcamos, finalmente, com

uma linha vermelha, a separatriz da regido em que o diagrama ¢ simétrico da que
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ndo ha simetria. Desta forma o diagrama ¢ simétrico na regido inferior esquerda a

linha vermelha e ndo simétrico nas outras partes.

As eventuais faltas de simetria deverdo ser analisadas em trabalhos futuros
através da construgdo de um diagrama com maior resolucdo e utilizando algoritmos
mais precisos para a determinagdo dos expoentes de Lyapunov das séries. Devemos
salientar que, apesar de ndo termos encontrado as ilhas simétricas a Al e A2, na
regido em que definimos como simétrica, as caracteristicas topoldgicas dos atratores
na posi¢do simétrica as ilhas sao semelhantes, como apresentado na Figura 4-13. As
posi¢des utilizadas para a construcdo dos dois atratores foram indicadas no

diagrama através de dois pontos verdes (S1 e S2).

A observagdo de simetrias em diagramas do espaco de fases ¢ um indicio de
que os comportamentos do sistema nas posicoes simétricas sejam semelhantes.
Pudemos observar na se¢do 4.2, ao compararmos os resultados obtidos variando a
abertura da torneira (sem aplicar tensao) com os obtidos variando a tensdo
(mantendo a torneira na posicao 0), que para determinados valores dos parametros
de controle os resultados sdo de fato semelhantes. Os resultados obtidos com a
construcao do espago de parametros generalizam os resultados obtidos naquela

secao.

51



4 Resultados obtidos e analise de dados.

0.0000
0.1100
80
0.2075
] 0.3050
o 60 — 0.4025
T
[ o
= e 0.5000
s
48]
©
S . 8
a
g
] P2
S2 %
20 -
A2
S1
| S
Al &
0 T I T I T
0 500 1000 1500 2000

Tensao (V)

Figura 4-12: Espaco de parimetros construido através do calculo do expoente de Lyapunov
das séries temporais. Os comportamentos peridédicos e quase-periodicos Sao indicados pela
cor branca e os caéticos por cinza.
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Figura 4-13: Reconstrucio bidimensional de dois atratores em posicdoes simétricas no
diagrama do espaco de fases (S1 e S2) em que os expoentes de Lyapunov calculados sio
diferentes.
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4.3.1. Crises em diferentes regioes do espaco de parametros.

Observamos na sec¢ao 3.2, ao aumentarmos a tensdo aplicada ao bico, a
existéncia de grande mudancga na topologia dos atratores gerada pela ocorréncia de
duas crises interiores consecutivas, na qual o atrator intermedidrio mescla os
comportamentos apresentados anteriormente a primeira crise com o posteriormente
a segunda. Pudemos constatar a ocorréncia de transicdoes semelhantes em outras
regides do espago de parametros, como mostrado na Figura 4-14. Os resultados
foram obtidos no intervalo de tensdo entre 325 e 400V mantendo a torneira fixa na

posi¢ao 50.

Para outras regides do espaco de parametros, esta transicdo, apesar de
envolver comportamentos iniciais e finais semelhantes aos observados
anteriormente, possui um atrator intermediario com caracteristicas distintas do caso
anterior. Apresentamos este resultado na Figura 4-15, onde a tensdo foi variada no

intervalo de 200 a 250V e a torneira foi mantida fixa na posicao 65.

A ocorréncia da primeira crise ndo leva mais a um aumento abrupto no
tamanho do atrator, mas sim, a uma transferéncia da regido visitada anteriormente
para outra antes ndo visitada, caracterizando a crise como uma crise de fronteira. J&
a segunda crise ¢ uma crise interior na qual ocorre um aumento abrupto no tamanho
do atrator, ao contrario do que observamos no outro caso onde a crise ¢ marcada

pela diminuicao do atrator.

As duas transi¢des analisadas possuem comportamentos iniciais e finais
semelhantes. Observamos que os comportamentos intermedidrios € o tipo de crise
pela qual a transigao ¢ feita, podem ser diferentes a depender da regido do espago de

parametros.
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Figura 4-14: Sequéncia de duas crises interiores que levam a uma mudanca profunda nas
caracteristicas topologicas dos atratores. Em (a) o atrator anterior a crise é representado em
preto e o posterior em vermelho. Em (b) temos o anterior em vermelho e o posterior em
preto.
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Figura 4-15: Transicio gerada pela ocorréncia de duas crises, sendo a primeira (a) de
fronteira e a segunda (b) interior . Em outras regioes do espaco de parimetros a mesma
transicao é observada através de duas crises interiores.
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Constatamos que a aplicagdao de alta tensdo na regido do bico da torneira
pode ser utilizada como um parametro de controle tao eficiente quanto a abertura da

torneira no Experimento da Torneira Gotejante.

Comparando os resultados obtidos com o aumento da tensao e da abertura da
torneira observamos, através da reconstrugdo dos atratores no espaco de fases, rotas
inicialmente equivalentes para o caos que passam a se diferenciar a partir de certos
valores dos parametros de controle. Com a constru¢do do diagrama do espaco de
parametros, através dos expoentes de Lyapunov das séries temporais, foi possivel
uma determina¢do mais adequada das regides em que os pardmetros atuam de forma

semelhante ou diferente no experimento.

Verificamos que a aplicacdo de tensdo altera a taxa de gotejamento sem que
o fluxo de 4gua na torneira seja alterado. A partir desta constatacao presumimos que
a presenca de um potencial elétrico pode alterar a tensdo superficial da agua, sem
alterar sua viscosidade. Este resultado corrobora alguns estudos estatisticos sobre

propriedades interfaciais de liquidos dipolares na presenga de campos elétricos.

Analisamos, em duas regides do espaco de parametros, a transi¢ao gerada
pela ocorréncia de duas crises consecutivas, € observamos que, apesar de os
comportamentos iniciais e finais serem semelhantes nos dois casos, em um dos
casos a transi¢ao ¢ feita com a ocorréncia de duas crises interiores € no outro, de
uma crise de fronteira seguida por outra interior. Concluimos que, o modo pelo qual
algumas transi¢des ocorrem, possui dependéncia com relagdo a regiao do espaco de

parametros.

Com a observagao da presenca de histerese em uma grande regidao do
diagrama de bifurcagdes, quando utilizamos como parametro de controle a abertura

da torneira, estamos verificando a possibilidade de que este fendmeno seja
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5 Conclusoes.

ocasionado pela coexisténcia de atratores. Acreditamos que, caso a coexisténcia seja
comprovada, a utilizacdo da tensdo pode ser extremamente util na definicdo das

bacias de atragao.

Devido a rapida resposta do sistema as alteragdes de tensdo e a ndo
perturbagdo mecanica do sistema quando ela ¢ alterada, estamos estudando a

viabilidade em se aplicar técnicas de controle de caos no experimento.

57



6. Referéncias.

e Ambravaneswaran B., Phillips S.D. e Basaran O. S., Theoretical analysis of

a dripping faucet, Phys. Rev. Let. 85, 5332 (2000).

e Alligood K.T., Sauer T.D. e Yorke J.A., Chaos: an introduction to
dynamical system, Springer-Verlag, New York (1996).

e Baptista M. S., Perturbando sistemas ndo-lineares, uma abordagem ao
controle de caos, Tese apresentada ao Instituto de Fisica da Universidade de

Sao Paulo para a obteng¢ao do titulo de Doutor em Ciéncias (1996).

e Ellner S., Nychka D.W., Galant A.R., LENNS, a program to estimate the
dominant Lyapunov exponent of noisy nonlinear systems from times series
data, Institute of Statistics Mimeo Series #2235 (BMA Series #39), Statistics
Department, North Carolina State University, Raleigh NC 27695 (1992).

e Fornés J. A., Procopio J., Sartorelli J. C., Evidence for multipolar charge

distribution in falling water drops, J. Appl. Phys. 80, 6021 (1996).

e Gongalves W., A experiéncia da torneira gotejante, Tese apresentada ao
Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo para a obten¢ao do titulo de

Doutor em Ciéncias (1996).

e Grebogi C., Ott E., Yorke J.A., Chaotic attractors in crisis, Phys. Rev. Lett.
48, 1507 (1982).

e Grebogi C., Ott E., Romeiras F., Yorke J.A., Critical exponents for crisis-
induced intermittency, Phys. Rev. A 36, 5365 (1987).

e Hegger R., Kantz H., and Schreiber T., Practical implementation of
nonlinear time series methods: The TISEAN package, CHAOS 9, 413 (1999).

58



6 Referéncia

e Hénon, M., 4 two dimensional map with a strange attractor, Commun.

Math. Phys. 50, 69 (1976).

e Jackson, E.A., Perspectives of non-linear dynamics, Cambridge, New York

(1989).

e Marion J. B., Thornton S. T., Classical dynamics, Harcourt Brace &

Company, Orlando (1995).

e Mira C., Some historical aspects of non-linear dynamics: possible trends for

the future, Int. J. Bif. Chaos 7, 2145 (1997).

e Pinto R.D., Gongalves W.M., Sartorelli J.C., Hopf Bifurcation in a leaky-
faucet experiment, Phys. Rev. E 52, 6896 (1995).

e Pinto R.D., Gongalves W.M., Sartorelli J.C., Caldas I.L., Baptista M.S.,
Interior crisis in a dripping faucet experiment, Phys. Rev. E 58, 4009 (1998).

e Pinto R.D., Comportamento complexo na experiéncia da torneira gotejante,
Tese apresentada ao Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo para a

obtengao do titulo de Doutor em Ciéncias (1999).

e Pinto R.D. e Sartorelli J.C., Homoclinic tangency and chaotic attractor

disappearance in a dripping faucet experiment, Phys. Rev. E 61, 342 (2000)

e Reyes M.B., Andlise topologica da dinamica de formagdo de gotas d’agua,
Dissertagdo apresentada ao Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo

para a obtencao do titulo de Mestre em Ciéncias (2001).

e Rosler O., Synergetics: a workshop, Haken H., Springer Verlag, Berlin, 174-
183 (1977).

e Sartorelli J.C., Gongalves W.M. e Pinto R.D., Crisis and intermittence in a

leaky-faucet experiment, Phys. Rev. E 49, 3963 (1994).

59



6 Referéncia

e Sauer T., Reconstruction of dynamical systems from interspike intervals,

Phys. Rev. Lett. 72, 3811 (1994).

e Sauer T., Reconstruction of integrate-and-fire dynamics, Fields Inst. Comm.

11, 63 (1997).

e Shaw R, The dripping faucet as a model chaotic system, Aerial Press: Santa

Cruz (1984).

e Tufaile A., Mapas combinados e o experimento da torneira gotejante,
Dissertagdo apresentada ao Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo

para a obtencao do titulo de Mestre em Ciéncias (1996).

e Tufaile A., Pinto R.D., Gongalves W.M., Sartorelli J.C., Simulations in a
dripping faucet experiment, Phys. Lett. A 255, 58 (1999).

60



