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Resumo

A finalidade deste trabalho é estabelecer as conexoes entre fisica de
buracos negros e termodinamica, atentando para eventuais semelhancas
e diferencas entre ramos aparentemente bem diversos da fisica moderna.
Tais conexoes foram inicialmente buscadas e estabelecidas na década
de 1970, gracas ao trabalho de S. Hawking e Jacob D. Bekenstein, entre
outros, e sucessivamente aprofundadas nos anos subseqiientes, notada-
mente na ultima década. O mérito maior do primeiro foi estabelecer a
emissao de radiagao com espectro térmico por buracos negros em ge-
ral, mesmo aqueles desprovidos de rotagao e carga (buracos negros de
Schwarzschild). O segundo encarregou-se de correlacionar leis termo-
dinamicas cldssicas com processos envolvendo buracos negros.

Neste trabalho, procuramos inicialmente estudar os buracos negros
de Schwarzschild e Kerr-Newman no tocante as suas propriedades ge-
rais, bem como o problema do movimento de particulas nos espacos-
tempos em questao, para discutir-se brevemente o problema de ex-
tracao de energia de buracos negros, como apontado por Penrose[4] e
outros. Estabelecidas as propriedades gerais, pode-se enfim derivar a
Termodinamica destes buracos, correlacionando-se entropia e area, e
obter expressoes para a temperatura de corpo negro dos mesmos - em
perfeita consonancia com a derivacao de Hawking, nao abordada aqui,
feita através da Teoria Quantica de Campos. Com a temperatura,
pode-se estudar as capacidades térmicas, reveladoras de propriedades
tipicas de buracos negros nao compartilhadas por sistemas classicos. A
reboque destas, entra a discussao sobre a estabilidade termodinamica
de buracos negros em ensembles canonicos e microcanonicos, através do
método das séries lineares, de Poincaré, fechando o presente trabalho.

Assim, os capitulos 1 e 2 tratam das solucées de Schwarzschild e
Kerr-Newman, respectivamente, abordando-lhes as propriedades gerais
e o problema do movimento de particulas, materiais ou nao, nessas
geometrias. O capitulo 3 estabelece as pontes entre Termodinamica e
buracos negros, sendo crucial para o restante do trabalho. No capitulo
4 estudamos temperaturas e capacidades térmicas de diversos buracos
negros, e finalmente no capitulo 5 vem o problema da estabilidade
termodinamica dos buracos negros.



Abstract

In the present work, we have established the connections between black-
hole physics and thermodynamics, searching for similarities and differences
between these two branches of physics, which might look quite far apart. Su-
ch links were first sought for and established during the 1970s, thanks to the
pioneering work of S. Hawking and Jacob D. Bekenstein, among others, and
continuously developed in the following years, notably in the last decade.
Hawking’s major achievement was the prediction, from arguments based
on Quantum Field Theory, that black holes radiate with a thermal spec-
trum, even the uncharged and nonrotating ones (the Schwarzschild black
holes). Bekenstein’s biggest merit was to find the link between classical
thermodynamical laws and processes involving black holes. In this work,
we started with Schwarzschild and Kerr-Newman black holes, working out
their general properties, as well as the problem of particle motion in such
spacetimes, so that we could briefly discuss the issue of energy extraction
from black holes, as established by Penrose and others. Once the general
features of these black holes were known, it was possible to derive the black-
hole thermodynamics, due to a simple relation between black-hole entropy
and area. Expressions for the black-hole temperature were then easily ob-
tained, in perfect agreement with Hawking’s own derivation, not considered
here. With temperatures at hand, heat capacities could be thorougly exa-
mined, showing intrinsic properties of black holes, not shared by classical
systems. The question of thermodynamic stability of black holes arose natu-
rally from heat capacity analysis, and we have analysed black holes in both
microcanonical and canonical ensembles, in the light of Poincaré’s linear
series method, completing the current work. Chapters 1 and 2 deal with
the Schwarzschild and Kerr-Newman solutions, respectively, deriving their
general features and working out particle motion in these geometries. Chap-
ter 3 establishes the links between black-hole physics and thermodynamics,
being of crucial importance for the subsequent chapters. Chapter 4 provides
an extensive study of black-hole temperatures and heat capacities, paving
the way for the closing chapter, Chapter 5, concerning to thermodynamic
stability of black holes.
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Capitulo 1

A Solucao de Schwarzschild

1.1 Propriedades Gerais

A métrica de Schwarzschild é a métrica que descreve o espaco-tempo de bu-
racos negros esfericamente simétricos e estaticos, representando na verdade
um caso particular de uma classe bastante geral de buracos-negros, os bu-
racos de Kerr-Newman, como veremos mais adiante. O motivo para uma
discussao em separado é que varias propriedades e conceitos relevantes ficam
bem mais simples na métrica de Schwarzschild, permitindo a assimilacdo de
idéias bastante gerais na fisica de buracos negros, sendo possivel generaliza-
los para a solugao de Kerr-Newman. Isto sem mencionar a parte histérica,
pois foi uma das primeiras solucoes das equacoes de Einstein com simetria
esférica e independente do tempo, datando de 1916.!
O elemento de linha desta métrica é dado por:

2M 1

dSQZ—(]_—T)dtQ‘i‘ 1_m

T

dr? + r2dQ0?, (1.1)

onde t é o tempo de um observador distante, no infinito, muito longe do
buraco negro, r é a coordenada radial de Schwarzschild, que ndo corresponde
exatamente a distancias fisicas na direcao radial, como veremos a seguir, M
é o contetido de massa-energia do buraco negro e dQ? é o elemento de angulo
sélido, dado por

dQ? = db? + sin’(0)d¢?, (1.2)

1 ore . . )
Nota: no que se segue, utilizaremos o sistema de unidades geométrico, onde h = ¢ =
ks = G =1, salvo mencdo explicita em contrario.

11



12 CAPITULO 1. A SOLUCAO DE SCHWARZSCHILD

onde 0 e ¢ sdo os dngulos polar e azimutal de um sistema esférico de co-
ordenadas. A condi¢do de observador distante traduz-se por r > 2M.
Escrevendo-se ds® = guwdrtdz”, temos as seguintes componentes do ten-
sor métrico em sua forma covariante, g, ,

B 2M B 1
gt = —(1—7) ) grr—@
g0 = 1° Gop = 2 sin(). (1.3)
Podemos desde ja listar as componentes do tensor métrico contravariante,
gM¥, obtidas por meio da identidade

guwgh? = ob. (1.4)
Assim, temos

1 2M

gtt = - — 2M ’ gTT = _T )
T
1 1

0 - = W= . 1.5
g 2 09 72 8in(6)? (15)

Desde ja, podemos notar algumas peculiaridades da métrica. De inicio, ja
se nota que é estatica, nao sé por nao depender explicitamente de ¢, mas
também por nao apresentar termos cruzados envolvendo dt, tais como drdt.
Isto significa que a métrica é invariante por inversao temporal, ou seja pela
troca t — —t. Outra questdo é que a mesma se torna patolégica quando
r = 2M, pois ai g = 0 e g, torna-se singular. Basicamente veremos que
as coordenadas r e t trocam de papel em r = 2M, r passando a representar
o tempo coordenado e t representando a coordenada radial, para r < 2M,
pois g, é negativo e gy positivo nesta regiao, ao contrario do que ocorre
para r > 2M. No entanto, veremos que r = 2M ¢é apenas uma singularidade
do sistema de coordenadas, devido & m4 escolha do mesmo, nao represen-
tando uma singularidade fisica, independente do sistema de coordenadas. A
verdadeira singularidade fisica estd em r = 0, como veremos mais adiante.
Devido a estes problemas, r ndo representa distancias fisicas na direcao
radial. Se precisarmos estabelecer tais distancias entre dois eventos de coor-
denadas radiais r; e ro, respectivamente, facamos dt = df = d¢ = 0 em ds?,
obtendo ds = \/(grr)dr. Assim, a distancia fisica radial )\ entre tais eventos

7

(&

T2
)\:/ Vgrrdr. (1.6)
T1



1.1. PROPRIEDADES GERAIS 13

Para comprovar o que dissemos acerca de singularidades em r = 0 e em
r = 2M, precisamos determinar a curvatura do espago-tempo nestas regices.
E para tanto precisamos estabelecer o tensor de curvatura ou de Riemann
para esta métrica, calculando suas componentes em r = 2M. Para isto, é
necessario definirmos os simbolos de Christoffel, definidos como

1
ng = §gw(90%,3 + 9oy — 9Bv.0); (1.7)
onde
dg
Gapr = - (1.8)

Devido a simetria do tensor métrico, gy, = gy, temos I'g, = I'75. Assim,
temos os seguintes I'’s nao-nulos:

oo oM r _ M1 —2Mr1)
tr rt ’1"2 —9Mr ’ tt ’I“2 ’
-M
U = oagy o Tee=2M-r
roo_ . 2 0 _1o _pd _po _ 1
6o = (M —r)sin(0)” , Ty =T7y=T, =T7,= il
. 1
I‘g,¢ = —sin(@)cos(d) , I‘g’¢ = I‘ﬁa = tan(0) (1.9)

Com estes simbolos de Christoffel, pode-se definir o tensor de curvatura ou
de Riemann:

4 d d ) d
Ropy = Tang = Tapy T Pﬂergv . Pverfxﬂ’ (1.10)

onde, novamente,
ore
_ By
Fg,y,(s —_— W. (1.11)

Este tensor pode ser posto na forma totalmente covariante, onde as suas
propriedades aparecem por completo:

Ropys = ga”RZ’W' (1.12)

Suas propriedades refletem simetrias relativas a trocas ou permutacoes de
indices, sendo listadas a seguir:

Raﬂ'y& = _R,Ha75 = _RaﬂJ'y = Ry&a/)’a (113)
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Ry sy5) = 0, (1.14)

onde o termo entre parénteses indica uma soma ciclica sobre os indices en-

volvidos. Além destas, hd uma tltima propriedade, a ser introduzida um

pouco mais adiante. Antes, definamos a derivada covariante de um tensor

genérico, de p indices contravariantes e ¢ indices covariantes:

Tiibobgie = Ty T Tet Ty by -+ Tel Do — T, Ty, 75" —
- ... e p0102..-ap (1.15)

— L cbgtbiby..e 0

onde o simbolo “” indica a derivagao covariante e “,”, a derivacdo ordindria.

A derivada ordindria de um tensor ndo é, em geral, um tensor, mas uma, deri-
vada covariante do mesmo resulta em um novo tensor. Isto posto, estabelece-
se a ultima propriedade do tensor de Riemann:

Ra/a’(’y&;e) =0, (1'16)

o termo entre parénteses indicando novamente uma permutacao ciclica dos
indices envolvidos. Esta tltima é também denominada identidade de Bian-
chi. Os termos nao-nulos de R para a métrica de Schwarzschild sao:

2M ~M +22°
Ry = gealit Rigro = % ;
. -M
Rigrg = Rigro sin(0)? ,  Rrgro = r—oM
Rygrs = Reorgsin(0)® .,  Rgpgpp = —2Mrsin(0)* ,  (1.17)

as demais componentes podendo ser encontradas pelas simetrias ja descritas.
Podemos enfim calcular o invariante de curvatura I, dado por

I= RabcdRade, (1.18)

e que para a métrica de Schwarzschild assume o valor

48 M?

5 (1.19)

Igen =
Para r = 2M, Ig., = &;, sendo perfeitamente finito, indicando que as
chamadas forcas de maré sao finitas. Para correlacionar este Ig., com as
forcas de maré, podemos calcular g, a aceleracao da gravidade, para tal
métrica. A sua componente radial é dada por Novikov[6]

T
L I M

= = ——, 1.20
gt r? ( )
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onde o sinal — indica que a aceleragao ocorre na dire¢cdo do buraco negro,
ja que a forca gravitacional é atrativa. Em r = 2M tal aceleragio é finita,
valendo ﬁ em médulo. Em r = 0, ela tende ao infinito, denunciando a
singularidade fisica ali existente (for¢as de maré infinitas). Assim sendo,
r = 2M nao representa nenhuma singularidade fisica, apenas uma singu-
laridade do sistema de coordenadas. Assim, r = 2M ndo representa uma
singularidade fisica, por nao ser regiao de curvatura infinita. E simplesmente
uma singularidade do sistema de coordenadas empregado. O mesmo nao se
pode dizer de r = 0, pois ai Is., — 00, 0 que acarreta curvatura tendendo
ao infinito e “forcas de maré” idem, esmagando qualquer objeto que por ali
se aventure. E, portanto, uma singularidade real, fisica, nao-removivel por
mudanca de coordenadas. Na pratica, o que ocorre é que o vetor d, definido
por

O -0y = Gt (1-21)

onde o simbolo - indica produto escalar, passa de tipo-tempo (gi < 0) na
regido r > 2M, para tipo-espago (g > 0) na regido r < 2M, o inverso
ocorrendo com o vetor tangente 0,, definido por

Oy - Oy = Gor- (1.22)

Assim, pode-se afirmar que as coordenadas r e t trocam de papel na regiao
interior, r < 2M, r passando a representar a passagem do tempo e t, 0
deslocamento na direcao radial. Nesta regiao, érbitas do tipo r = constante
sao do tipo-espaco, pois fazendo-se dr = 0 na métrica de Schwarzschild,
temos ds? > 0, j4 que gy > 0 e r2dQ? > 0. Orbitas assim nao sio seguidas
por particulas materiais (ja que ds?> < 0 sempre) ou por sinais luminosos
(para os quais ds? = 0 sempre), e portanto nenhum corpo ou sinal mantém-
se em Orbitas r = constante na regiao interior. Como r decrescente implica
a passagem do tempo, qualquer objeto ou sinal em r < 2M é fatalmente
arrastado para r = 0 e destruido. A regiao r = 2M é denominada horizonte
de eventos e delimita a regido acessivel ao observador externo: o que estd
dentro de r = 2M fica inacessivel a ele. O sistema de coordenadas que
permite visualizar melhor estes fatos e explorar as relacoes de causalidade
na geometria de Schwarzschild de forma inequivoca é o sistema de Kruskal-
Szekeres, a ser introduzido a seguir.
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1.2 Coordenadas de Kruskal-Szekeres

O sistema de Kruskal-Szekeres é definido pelas mesmas coordenadas 6 e
¢ do sistema de Schwarzschild, mais duas novas coordenadas, u e v, que
substituirao as coordenadas r e t de Schwarzschild. Elas tém duas definicoes,
uma para a regido interior, r < 2M, e outra para a regiao exterior, r > 2M.
Para a regiao exterior, doravante chamada regido I do diagrama da Figura
1.1, (ao final desta se¢do), temos:

u = ’/—1+mexp{ }cosh{
{1+ Wexp{ }smh{ } (1.23)

enquanto que para a regiao interior, doravante chamada regiao II, temos

/ T
u = 1- I exp{ }smh{

v

v o= 4/1-— W exp{ }cosh{ (1.24)
Nos dois casos, temos, devido & identidade cosh?(t) — sinhQ(t) =1,
uw? — vt =(-1+ W) exp{ﬁ (1.25)
e também
t= 4Marctcmh{%}, (1.26)
para a regiao I e
t= 4Marctcmh{%}, (1.27)

para a regido II. De qualquer forma, as linhas de universo do tipo r =
constante sao dadas por hipérboles do tipo u? — v? = constante, e linhas
de universo do tipo t = constante sao dadas por retas passando pela origem
do diagrama de Kruskal-Szekeres. A regido r > 2M traduz-se por u? > v2,
o horizonte de eventos pelas retas u = v e u = —v, e r = 0 pela hipérbole

u? —v? = —1. A métrica, nas coordenadas de Kruskal-Szekeres é dada por:

__r_
ds? = 32M3M(—dv2 + du?) + r2dQ2. (1.28)
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Para a deducao, consultar o Apéndice A.

Um ponto importante aqui é notar que as caracteristicas da geometria de
Schwarzschild parecem ter sido “dobradas”: h4 duas hipérboles u?—v? = —1,
duas retas satisfazendo u? = v2. Isto se explica pelo fato de as coordenadas
de Schwarzschild nao cobrirem todo o espaco-tempo. Para cobrirmos todo o
espago-tempo é necessario adicionarmos duas novas prescrigoes as varidveis

% e v, a saber:
14 T { T } cosh{ t
u = —4/— —— exp{—-—} cosh{—
oM PV aM
1
v o= —yf-1+ ﬁexp{—ﬁ}sinh{m}, (1.29)
para a regido III, andloga & regido I, por apresentar u? < v?e
1 g exp{ -} sinh{ -
" oM PV T
T T t
= —/1-— - h{— 1.

para a regiao IV, andloga & regido II, por apresentar v? > u?. Aqui também
vale a relagao

w?—v? = (-1+ ﬁ) exp{—ﬁ (1.31)
para as regioes Il e IV, e
t= 4Marctanh{%}, (1.32)
para a regido III (assim como para a I), mais
t= 4Marctanh{%}, (1.33)

para a regiao IV (bem como para a IT). H4 diversas interpretagoes possiveis
para a parte do diagrama designada pelas regioes III e IV. Uma interpre-
tagdo possivel seria a de que as regioes (LII) e (III,IV) consistiriam em dois
Universos paralelos e assintoticamente planos, conectados pela origem do
diagrama, u = v = 0. Mas deve-se enfatizar que isto é apenas uma, possibi-
lidade tedrica. Para analisarmos as relacoes de causalidade na geometria de
Schwarzschild, valhamo-nos das regioes I e IT do diagrama. Concentremo-nos
inicialmente nas linhas de universo radiais, dQ? = 0. Para sinais luminosos,
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com ds? = 0, isto acarreta du = dv ou du = —dv, correspondendo as linhas
u = v + cte e u = —v + cte, respectivamente. Assim, no segundo caso, um
féton pode vir de r > 2M (u > v), e atravessar r = 2M (u = v), entrando na
regido II até atingir r = 0 (u2 —v? = —1). Uma particula material em 6rbita
radial, por ter ds? < 0, deve ter dv? > du’. E, se a érbita é ndo-radial, como
d? > 0, isto valerd também para sinais luminosos e, com ainda mais razio,
para particulas materiais. Assim, linhas de universo com du? > dv? seriam
do tipo-espaco, e nao corresponderiam a nenhum sinal ou particula. Isto
leva-nos a concluir que linhas de universo conectando a regiao I com a II,
por apresentarem dv? > du?, sdo fisicamente realizaveis, e é assim possivel
a quem estd na regido I (r > 2M) entrar na regiao II (r < 2M). Agora,
a reciproca nao vale, pois linhas de universo conectando a regiao II com a
I tém, obrigatoriamente, du? > dv?, e portanto do tipo-espaco, nio sendo
realizdveis por nenhuma particula ou sinal. Logo, ndo é possivel a quem se
encontra na regido II escapar para a regidao I, passando por r = 2M (ou
u=v). Assim r = 2M é a fronteira absoluta de todos os eventos acessiveis
a um observador externo, corroborando o que j4 foi afirmado anteriormente
e justificando o nome “horizonte de eventos”. O mesmo raciocinio pode ser
aplicado as regioes III (andloga &4 I) e IV (andloga & IT). Um viajante em III
poderia cair na regido IV, por seguir linhas de universo com du? < dv?. Mas
a algo ou alguém na regidao IV nao é dado escapar para a regiao I1I, passan-
do por r = 2M (aqui, u = —v), pois teria de seguir uma linha de universo
do tipo-espago, du? > dv?. Isto completa a discussio sobre causalidade na
geometria de Schwarzschild. Agora é o momento de discutir o movimento
de uma particula na geometria de Schwarzschild.

1.3 Particula na Geometria de Schwarzschild

Inicialmente, veremos o movimento de uma particula nesta geometria de for-
ma, qualitativa, buscando compari-lo com a mecéanica celeste classica. De-
pois vira uma breve discussao quantitativa do tempo gasto por uma particula
para cair em 7 = 2M, tanto sob o ponto de vista da prépria particula quanto
do ponto de vista de um observador distante.

Aqui, convém tomarmos a Lagrangeana,

1 dr* dz¥

L =g, %
29 N d

(1.34)
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10 [

_107”””“‘\””””‘\”HHH‘\HHHH"
-10 -5 0 5 10

Figura 1.1: Temos o grifico de u em funcao de v, representando as coordena-
das de Kruskal-Szekeres. Tomamos M = 1 por simplicidade. As retas u = v
e u = —v correspondem a r = 2M. A hipérbole u? — v?> = —1 representa a
singularidade fisica em r = 0. Hipérboles com u? — v? < 0 correspondem a
r < 2M, assim como aquelas com u? —v? > 0, ar > 2M. A regido u > |v|
denonima-se regido I do diagrama, a regido v > |u| é a regido II, u < —|v| é
a regido IIT e v < —|u| representa a regiao IV. Ignorar as riscas horizontais
nas bordas superior e inferior do diagrama.
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onde A é o parametro afim de uma linha de universo qualquer. Usemos a
notagao a seguir:

poo@ L dr
— a0 T T
. de . de
6 = o+ o b=g (1.35)
A lagrangeana fica, assim,
1 2M . 1 . .
L=g|(-1+ T)(t)2 T aw ()2 + r%(0)% + r*(sin(0))2(4)? | , (1.36)

e as equagoes de Euler-Lagrange tomam a forma

d 8L _ 9L

T~ — T . 1-37
dX ozt Ox# ( )

Definimos os momentos conjugados as varidveis z* por

oL
Pu Ozn’ ( )
e temos assim
oL 2M . oL 7
Dt ot ( r ) y Pr or _ % )
aL 24 8[/ Y 27

=—=70 |, = — =r(sin(0 . 1.39
Po= s o= 55 (sin(0))°¢ (1.39)

A n3o-dependéncia explicita de L com ¢ e ¢ ja nos indica serem elas coor-
denadas ciclicas, com duas integrais do movimento a elas associadas, como
veremos a seguir:
d oL d oL
Wy _ 92y We 04 (1.40)
dA ot dA 0o
de modo que p; e py constantes. Sejap, = E e py = S, onde E e S terao seu
significado explicado mais adiante. Da equagdo de movimento para 8, vem:

oL

Po= 55 = 72 sin(6) cos(0)(¢)? = 20 + 2r74. (1.41)

% radianos, e quando 6 = 0 temos 6 = 0. Deste modo, o plano

6 = 5 passa a ser um plano invariante. Chama-lo-emos de plano equatorial

Tomemos 0 =
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daqui por diante. Assim, py = 7"2§Z'5 = § pode ser considerado como o
momento angular da particula em relacdo ao buraco negro. Isolemos ¢:

.8
= = 1.42
b= (142
e joguemo-lo na equagao para L:
1 s 1 o 1 S?
in _E1_¥+(T)1_¥+r_2 (1.43)
onde j4 usamos 6 =0 e 6 = 5. Sabemos que
1 dxtdz” p?
L==gu———— = gup'p’ =pup" = -2 1.44
59u gy = 9w = pup 5 (1.44)

onde u representa a massa de repouso da particula. Podemos ajustar o
pardmetro A de forma a termos —2L = 1. Esta reparametrizacao é feita
com a troca

A=—, (1.45)
7
onde 7 indica o tempo prdoprio para particulas materiais. Para fétons e
outras particulas ndo-massivas, deve-se usar A pois 7 ficaria indefinido para
p = 0. Além disto, definimos a energia por unidade de massa de repouso,
E, e o momento angular por unidade de massa de repouso, S, via

E== §== . (1.46)

1= — — . (1.47)
2M 2M 2
Isolando r, vem:
P = (B)? = (V)?, (1.48)

onde

V= \/(1 - ﬂ)(l + 5—22) (1.49)
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atende pelo nome de potencial efetivo (por unidade de massa de repouso)
para o movimento da particula. Escolhemos a raiz quadrada positiva para
V e para 7, pois consideramos positiva a energia de uma particula vinda de
r > 2M. Naturalmente, a massa de repouso estd incluida em FE. Assim,
para 7, temos

Y P

T—E—VE - V2, (1.50)
e podemos estudar qualitativa e quantitativamente o movimento de uma
particula na geometria de Schwarzschild, do ponto de vista da prépria, ou
de um observador movendo-se junto com ela, em termos de 7, E e S. Para
uma analise qualitativa, devemos observar o potencial efetivo, E, e a energia
E.

O limite r — oo fornece

. 2M 52
lim \/(1 -—)1+ =) =1, (1.51)
T—00 T T

mas sempre menor do que 1, pois o termo de ordem r~! dentro da raiz é
negativo. Temos ainda

V(r=2M) =0, (1.52)

0 mesmo nio estando definido para r < 2M. Estabelecido o comportamento
assintdtico do potencial, podemos investigar seus extremos (se existirem).
Veremos que estes dependem crucialmente de S. Tomando a derivada com
relagao a r, vem:

av 1 M-S 3MP (159

dr 2 3, '

Ja-2Ha+ )

que, igualando a zero, permite achar os maximos e minimos. Igualando o
segundo membro acima a zero, temos a equagao:

S? M3
M-—+3—7F =0, (1.54)
r r
fornecendo as solugoes
6M
n= 12M2
14+ 4/1— =
6M
T = (1.55)

12Mm2
- /1122
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que ainda nao sabemos se sd0 maximos ou minimos, e que existem s6 se
S? > 12M?. Para tanto, vejamos a segunda derivada do potencial,

i@ v 2M 4 352 12%52 1 (TMZ _ s 3MS2) (1.56)
- X = S T .
dr dr \/(1_M)(1+i§) 2((1—¥)(1+ %))

O valor de X para r = r1 é negativo, deixando claro que r; é um mdzimo de
V.0 oposto ocorre com r = 1y, que € assim um minimo de V Sem perda de
generalidade, daqui por diante vamos considerar S > 0, pois 1% depende de S
de forma quadrética sob a raiz e nio linear. Assim, tais maximos e minimos
s6 existem para S > 2M+/3. Alids, quando S = 2M\/§ r =19 = 6M,
e X =0, indicando um ponto de inflexao no grafico de V em funcao de r.

8

Neste caso particular, V(r = 6M) = 9- E util estabelecer os valores do

potencial para r =11 e r = ro:

~ 1 12M2. 2 S2 1202
Vi) = s T i ety )
~ 1 12M2 2 S2 12M2

O méximo do potencial cruza V=1 para S =4M , excedendo este valor se
S > 4M. Temos

lim V(r=r) = +oo,
S—o00
limr = 3M,
S—o00
lim r9 = o0
S—00
lim V(r=ry) = 1, (1.58)
S—o00

. . 2 .
mas ainda menor do que 1, devido ao termo 2 — /1 — % dentro da raiz,

na férmula para V(r = r3). Temos ainda

_lim = _lim r9=06M, (1.59)
S—2M+/3 S—2M+/3

como ja foi exposto acima, e

lim V(r=r)=_lim V(r=r)= \/g (1.60)

S—2M+/3 S—2M+/3
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Figura 1.2: Estes sao os graficos de V em funcao de r, para S = 0,1,2,2v/3,
respectivamente (da esquerda para a direita e de cima para baixo, como
na seqiéncia normal de leitura). Nos trés primeiros ndo hd méximos ou
minimos. No 1ltimo, temos um ponto de inflexdo em r = 6 M.

como também j§ foi exposto anteriormente. A seguir, serdao expostos graficos
de V em funcdo de r, para diversos valores de S. Tomamos M = 1 por
simplicidade.

Os tipos de movimento dependerao de S e E. H4 vérios casos a analisar:
para S < 2M\/§, S = 2M\/§, 4M > S > 2M+/3 e S > 4M. No caso
S < 2M \/§ sé ha uma possibilidade de movimento, qualquer que seja a
energia E da particula: esta cai no buraco negro, pois nao hd maximo local
ou global de 1% capaz de deté-la. No caso em que S =2M V3, 6 um valor

de E, a saber \/;, para o qual a particula nao cai no buraco negro. Isto

corresponde a largar a particula em r = 6 M, justamente com S = 2M+/3.
Nestas condicoes, a particula executa um movimento circular instdvel em
volta do buraco, de tal forma que a menor perturbagao altera para mais ou
para menos sua energia e a lanca na dire¢do do buraco negro. Qualquer
outro valor de E faz o mesmo.

As coisas ficam mais interessantes nos dois dltimos casos. Quando 4M >
E>2M V3, hd um mdximo e um minimo distintos para V mas 0 maximo
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Figura 1.3: Idem, com S = 4,7,10. Notar os maximos e minimos de V
nestes casos. Quanto mais pronunciado o maximo, mais alto o valor de S.

deste nao atinge o valor 1. Isto significa que uma particula vinda do infinito
(E > 1), ou de r finito com energia superior a0 miximo de V, termina por
cair no buraco negro em r = 2M. Se a energia da particula for igual ao
maximo de V, ela apresenta uma érbita circular instavel, com r = r{, de
acordo com a notagdo aqui empregada. A menor perturbagio pode arrasté-la
para o buraco, se elevar a energia daquela, ou trazé-la para Orbitas estiveis,
caso ocorra o oposto. Se E esta entre o maximo e o minimo do potencial, a
particula apresentard érbitas limitadas (com dois pontos de retorno r = ry4
e r = rpg), mas nao-fechadas (pois érbitas fechadas sao tipicas de forgas cen-
trais atrativas inversamente proporcionais ao quadrado da distancia fisica,
como na Mecanica Celeste Newtoniana), em torno do buraco negro. Se E
for justamente igual ao minimo de V, a érbita serd circular e estdvel em
r =r9. Se S = 4M, tudo o que foi exposto acima vale, com a excegao de
que a drbita circular instavel ocorrera se tivermos particulas com £ =1, em
r = 4M, e a queda em r = 2M para E > 1. Finalmente, se S > 4M, a
gama de possibilidades é a mais ampla: se E coincidir com o minimo de V/,
teremos uma drbita circular estdvel, no valor de r = ry correspondente; se
1> E > V(r =rg), teremos uma érbita limitada, com dois pontos de retor-
no, mas em geral ndo-fechada. Se E estiver entre 1 (inclusive) e o maximo
do potencial (exclusive), teremos uma 6rbita nao-limitada, com apenas um
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25
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Figura 1.4: Este é o potencial efetivo newtoniano, com A = 5e B = 1.
O minimo de V,, ocorre para r = % Cuidado a ser tomado: a abscissa-
valores de r-corresponde a V;, = E = 0, e ndo é igual a4 massa de repouso da
particula, pois na Mecanica Newtoniana esta nao contribui para a energia

total.

ponto de retorno (de méxima aproximagdo do buraco negro, para ser mais
preciso). Quando E for igual ao méximo de V', teremos outra vez uma
orbita circular instavel, com a particula executando muitas voltas em torno
do buraco até que alguma perturbagio a arraste para dentro ou para longe
do buraco negro. E se E supera este maximo do potencial, a particula cai
em r = 2M, caracterizando uma captura gravitacional. Podemos comparar
este 1iltimo leque de possibilidades com a Mecanica Celeste Newtoniana.

O movimento de uma particula nesta ultima é regida por um potencial
efetivo V,;, da forma

A B
Va=—"+43 (1.61)

r2’
onde A e B sao constantes positivas, e r é a coordenada radial de um sis-
tema, de coordenadas esféricas. A constante B relaciona-se diretamente ao
momento angular da particula relativamente ao centro de forcas em volta do
qual orbita. O minimo deste potencial ocorre para r = %, obtido fazendo-se
% = 0. Um gréfico do mesmo pode ser visto na Figura 1.4.
Nestas condicoes, dependendo da energia F que a particula apresenta,

ela pode realizar uma, série de movimentos, qualitativamente falando. Se es-



1.3. PARTICULA NA GEOMETRIA DE SCHWARZSCHILD 27

ta energia for igual a0 minimo de V,,, teremos uma 6rbita circular estdvel em
r =28 Se0 > E > minV,, teremos érbitas limitadas (e fechadas) com dois
pontos de retorno; e se E > (0, apenas um ponto de retorno existira: é o de
maior aproximagao. A érbita é aberta, e a particula volta a se afastar rumo
ao infinito, apds a aproximagao maxima, nao importando quao alta seja E.
Assim, de comum entre a Mecdnica Newtoniana e a de Schwarzschild, temos
a existéncia de uma érbita circular estavel, a existéncia de érbitas limitadas
(embora nao-fechadas, no caso de Schwarzschild) e/ou com um sé ponto
de retorno. Mas, de fundamentalmente distinto no caso de Schwarzschild,
temos as Orbitas circulares instdveis (devido ao maximo de potencial efeti-
vo, inexistente no caso cldssico) e a possibilidade de captura gravitacional,
exclusiva, de buracos negros. Estabelecida a comparacao, podemos agora
discutir quantitativamente o caso mais simples de movimento na geometria
de Schwarzschild, que é o caso de movimento puramente radial (,§ =0). O
caso em que o movimento é nao-radial exige cdlculos numéricos e nao foi
tratado neste trabalho. Aqui, antes de comecar a discussao, vale lembrar
que hi dois referenciais distintos: o da particula (tempo préprio 7) e aquele
do observador distante, em r > 2M (tempo coordenado t). Comecemos
com o primeiro deles.
Usando a equacao para a componente radial do 4-momento, 7, temos

;= Z—: =\ E2 - V2, (1.62)

com V se reduzindo a

~ 2M
V=4/1- - (1.63)

no caso de movimento radial. Manipulando a equagdo para 7, temos:

~ ar = dr, (1.64)
B (1- 2
que pode ser integrada:
T'f 1
/ — dr = 15 — 70, (1.65)
o \YE-a-2

onde (19, 7¢) e (ro,7s) indicam os valores inicial e final de 7 e de r, respecti-
vamente. Vamos, para simplificar, tomar 79 = 0 e rg = r(7 = 0). Supondo
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a particula inicialmente em repouso na coordenada radial ry, ela terd entdo
energia B = 1— 2M , correspondendo ao potencial efetivo para o caso S=0.
Isto nos permite escrever

Ty 1

/ — dr = 4. (1.66)
ro 2M (7 — )

Assim, podemos proceder & substituicdo de varidveis abaixo:

_ ro(1 + cos(n))

1.67
2 7 ( )
acarretando

dr = —’“S;ﬂdn, (1.68)

0 que, substituido na integral em r, d4

arccos{—1+2 f} 3
/ \/ g sin(y dn=1p =T, (1.69)
/1 —cos(n
1+cos

onde eliminamos o indice inferior em 7, por simplicidade. Convém usar aqui
a “tangente do arco metade”, dada por:

)’

a ser substituida na integral em 7 acima:

/ ,,.(?), arccos{—1—|—2:—£} 2tan(ﬂ) p
“\ eas 7, (171)
8M/0 [1 + (tan(1))?],/tan(%)2

que pode enfim ser tratada. Nestas condicoes, chamemos de b o limite
superior de integracao, a saber

—_
+
=
&
=

2tan(2
tan(’l]) — %’
) 2tan(Z)
sin(n) = m,
cos(n) = - (tané%))Q (1.70)
2

2
b = arccos{—1+ 7ﬂf}, (1.72)
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para simplificar a notagdo. Agora, como 7 varia entre 0 e 7 radianos, 7
K

estd entre 0 e § radianos. Assim, sind,cos? e tan sao todas fungdes

nao-negativas no intervalo considerado, implicando

M2 _ tan
(tan 2) tan 5 (1.73)

na integral em 7, que assim se torna

T: _2\/87%/01) (m> dn. (1.74)

Ocorre que o integrando acima pode ser reescrito como

1 ,n 1 1
- = —_ = — — 1.
T+ GanT)? cos” 5 = 5 + 5 cos(n), (1.75)

7‘3 b
T=—4/ 8—131/0 [1 + cos(n)]dn, (1.76)
7"3
= _,/8—&[b+ sin(b)], (1.77)

que é o tempo préprio para se ir, em movimento puramente radial, de ry >
2M até ry. Se tivermos ry = 2M, teremos

acarretando

ou, finalmente,

2 4M
b = arccos{—1+ ﬂ} = arccos{—1+ —1}, (1.78)
To To
e
. 2
sin(b) = /1 — (cos(b))?2 = —/2Mry — 4M?, (1.79)
To
resultando
3
3 M. 2
= /0 1+ 2 4 2 /aMry — 4M? 1.
T i (arccos{ + - }+ - 70 ) ) (1.80)

um tempo perfeitamente finito. No seu préprio referencial, portanto, a
particula cai no buraco (r = 2M) em um tempo préprio finito. Para se
ir até 7y = 0, temos

b = arccos(—1) = , (1.81)
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acarretando

3
"o

8M’
um tempo préprio igualmente finito. No referencial de um observador dis-
tante, r > 2M, os intervalos de tempo sao medidos pelo tempo coordenado,
t. Assim,

(1.82)

T=-7

dr  drdt o dr , dr E dr
dr —dtdr Va9 Pa T T1-2ap (1.83)

e o observador distante descreve o movimento radial através da equacao

2M 2M
dr  1-2M gy — \/EZ_( 2M

T 1-=5), (1.84)

dt ~  _p dr B

integravel como

Tf E tr
/ - _ dr:/ dt =ty —to—t, (185)
ro (1-2M)/-1+2M 4 2 to

onde tomamos tyg = 0 por simplicidade. Com

- 2M
E=4/1-", (1.86)
To

j4 que 7o a particula estd inicialmente em repouso, E? = V2, a integral fica

1

dr. (1.87)

M) 1_1

T T T0

A substituicao feita anteriormente,
r= %0(1 + cos(n)), (1.88)
Ty .

dr = Y sin(n), (1.89)

também é feita aqui, resultando em

-2 (Sin("’ ey [+ s 008(77))D o
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onde
27
b = arccos{—1+ r—}’ (1.91)
0

. AM .
como antes. A novidade aparece no termo —;; TFro(1Fc08( 73) , 1o denominador
0

do integrando. A integragdo em questdao ndo é ficil, tendo por resultado

To To To o .
= @M+ 2142 g+ 2y /14 2
t [( + 2) +2M]77+ 5 +2Msm(n)+
V14 g7 +tan g
+ 2Mn om A2 (1.92)
\/—1+2T—]{’/[—tang

cf. Khuri[24], citado em Misner[9]. Tomando o limite » — 2M deste termo,
ou, o que é equivalente, o limite 7 — b, vem

2

-1+ % +tan
lime oyt = 2Mlimy In| VoLt 21+ <[T—° +2M]y -1+ ;—]?4) bt

V-1+ 3% —tand
L o .
+ E —1+m51n(b),

onde sin(b) = \/SM’I‘O_l —16M?2ry2. Os dois tltimos termos sdo finitos e
podem ser agrupados em uma constante, c. Precisamos saber o valor de
tan %, antes de prosseguirmos. Temos

4M
cos(b) = -1+ — (1.94)
To
e
1 — (tan 2)?
cos(n) = , (1.95)
1+ (tan )2
para qualquer 7. Resolvendo-se a equacao acima para 7 = b, temos:
b o — 2M
tan{ -} = ———, 1.96
{2} V2Mry — 4M? (1.96)
e o limite n — b fica
-1+ 7% + tan 2/-1+ 7%
limy sy In| 2M 72| i In | M| = foo,

V-1+ 3% —tand’ a=b =1+ 50 — (=1 + 57)
(1.97)

(1.93)
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correspondendo a

-1+ 7% + tan
2M (1.98)

/=1t 2% — tan gl =+oo
2M 2
ou seja, a particula levard um tempo infinito para atingir r = 2M, no refe-
rencial de um observador distante. Assim, corrobora-se o que ja se estudou
acerca do horizonte de eventos: é ele a fronteira absoluta de todos os even-
tos acessiveis a um observador externo ao buraco negro. A particula de fato
caiu em 7 = 2M, mas o observador externo nao percebe sua queda, por ser
tal regiao a ele inacessivel.

Para fecharmos a secdo sobre o buraco negro de Schwarzschild, falta
calcular a drea deste (drea do horizonte de eventos). Ela é dada por

t=c+2MlimIn|
n—b

Asen = / (vg)dods, (1.99)

onde g é o determinante da parte angular da métrica,
_ 2 A 2
9 = 909949 — 9pp =7 (sin(6))7, (1.100)
calculado em r = 2M, resultando
Agen, = 167 M?2. (1.101)

Esta expressao serd relevante no Capitulo 3, quando for estabelecida a co-
nexao com a Termodindmica.



Capitulo 2

A Solucgao de Kerr-Newman

2.1 Propriedades Gerais

A solugao de Kerr-Newman é a solugao mais geral existente para buracos
negros, por levar em conta a possibilidade de estes apresentarem rotacao
em torno de um de seus eixos e, também, carga elétrica. Do ponto de
vista fisico, é uma solucao mais realista do que a de Schwarzschild, pois
nao se pode esperar que todos os buracos negros tenham simetria esférica
e estejam livres de qualquer carga elétrica. Como veremos, a geometria de
Schwarzschild é s6 um caso particular da de Kerr-Newman.
A métrica descrevendo a solucdo de Kerr-Newman é dada por

A in”
ds? = -2 (dt — a(sin(6)2alq§)2 + SH;& ((r* + a®)de — aalt)2 +
P_2 2 2 102
+ e’ + e, (2.1)

onde € e ¢ tém o mesmo significado que possuiam na geometria de Schwarzs-
child, ¢ é o tempo de um observador distante do buraco negro, r é a coor-
denada radial, e

J
= — 2.2
o=, (2:2)
p? =r? + a® cos?(0) (2.3)

33
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A=r?—2Mr+a® + Q?, (2.4)

Q@ representando a carga elétrica, J o momento angular do buraco relati-
vamente ao seu eixo de rotacdo e M o seu contetido de massa-energia. As
componentes do tensor métrico covariante, g, sao

A a?sin?(0)

gt = 2 + 2
asin?(9)[Q? — 2Mr]
gtp = P2 ’
sin?(0) [—a?Asin®(0) + (r? + a?)?]
9o = B )
P
_
Grr A
g0 = p’. (2.5)

E 1til estabelecer a forma contravariante da métrica, g, relacionada com
a forma, covariante por

9apg9®’ = 5}. (2.6)
Os resultados sao
- —(r? + a?)? + a®>Asin®(0)
g = ApZ )
all r2+a2]
g° = [ =
2
2 A
v _ _“ @
g Ap2 b
A
g = ?
1

Estas expressoes serao tteis mais adiante. Podemos, desde ja, fazer algumas
consideracoes sobre a métrica. Esta métrica nao depende explicitamente de
t e de ¢, o que ja indica que ela é axialmente simétrica (simetria por rotagio
em torno de um dos eixos do buraco) e estaciondria (nao varia com o tempo),
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mas ja ndo é estdtica (pois a rotagdo introduziu um termo cruzado, dtdg,
na solugao, esta perdendo a invaridncia por inversao temporal, t — —t). Ha
casos-limite, onde a métrica torna-se mais simples:

1. @ =0, J nao-nulo:
Neste caso, a solucao atual reduz-se a solugao de Kerr, sem carga,
idéntica em forma 3 anterior, com A = r? — 2Mr + a?;

2. J =0, @ nao-nulo:
Aqui temos o buraco negro esfericamente simétrico e estdtico, mas car-
regado, denominado solu¢do de Reissner-Nordstrom, com o elemento

de linha
oM Q? 1
2 g M & e L o 200 2 s 200y 52
ds* =—-(1 . +r2)dt -I—l_w Q_;dr + r°df* + r* sin“(0)d¢”.
T T
(2.8)
3. J=Q=0:

Anulando-se Q em ds? acima, temos a solugdo de Schwarzschild, j3

analisada. De fato esta é um caso particular da métrica de Kerr-
Newman;

4. a® + Q* = M*:
Aqui, A = (r — M)?, simplificando a métrica original. E conhecido
pelo nome solugcdo de Kerr-Newman extrema.

Outras propriedades interessantes sao a existéncia, além de um horizon-
te de eventos, de um limite estdtico que precede aquele, e de uma ergosfera
(regido intermedidria entre eles). Além disto, a ergosfera é rica em pro-
priedades interessantes e pode, como veremos no Apéndice B, ser utilizada
para se extrair energia do buraco negro. Vejamos como deduzir a existéncia
destas propriedades.

Vejamos o termo gy e igualemo-lo a zero:

git = A a:2c032(0) =0, (2.9)
temos
r=ro= M+ /M2 — Q2% — a2 cos2(h), (2.10)
e também

r=M — /M2 — Q2 — a2 cos?(h), (2.11)
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sendo que somente a primeira solucdo nos interessa, correspondendo ao cha-
mado limite estdtico. A segunda estd aquém do horizonte de eventos e,
por isso mesmo, fora do alcance de um observador externo. O horizonte de
eventos pode ser localizado fazendo-se A = 0, o que fornece

A=r?-2Mr+Q*+a*>+0=>r=r, = M++/M2-Q2—a2, (2.12)

que ¢ o horizonte procurado, embora haja também outra solugao, dada por

r=r_=M—+\/M?-Q?—-d? (2.13)

e denominada horizonte interno, igualmente aquém de . Ambos, por anu-
larem A, tornam o termo g,, da métrica divergente. Vejamos, rapidamente,
o porqué de r = ry ser denominado limite estatico.

Seja Q a velocidade angular de um observador estaciondrio em relagao a
geometria local, isto é, que segue uma linha de universo com (r, §) constante,
com velocidade angular também constante. Para um observador distante do
buraco, r > r4, temos

dp %y

onde u* é a 4-velocidade do observador estaciondrio em relacao a geometria
local. Ela pode ser descrita como

¢
u = uld; + u®dy = u'0; + Z—ta¢] = ul[8; + Q0] (2.15)
Definimos os vetores de Killing da geometria de Kerr-Newman, £, por

0 = &
8 = & (2.16)

Estes vetores representam simetrias do espago-tempo em questdo. O primei-
ro representa invaridncia por translagoes temporais, ¢ — ¢ + dt, e o segundo
representa a simetria axial, ou invariancia por translacoes na direcdo ¢,
¢ — ¢+ d¢. Tém a propriedade abaixo, em decorréncia da defini¢cao acima,

O 0y =& - & = Gus
0p - 0p = &g+ € = Yoo
O; - 0p = &t - &g = Gio- (2.17)
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Podemos normalizar U = u'[¢; + Q&,] como segue:

_ & + Qg
&+ QEy|

Estes observadores estacionarios nao podem ter qualquer €2 em determinados
(r,0). Somente aqueles para os quais se verifica U - U < 0, isto é, quando U
é tipo-tempo. Isto equivale a impor a condigao

U (2.18)

(& +Qey)% <0, (2.19)
ou
gut + 292014 + D944 < 0, (2.20)

impondo um minimo e um maximo para {2, dependendo de r e 6, a saber

Qnin = w-— w? — &7
9p¢
Qo = WA, Jw? — T (2.21)
9o
onde
w= -9 (2.22)
9o¢
Assim, se r > r, temos
lim szn = ——
T—>00 T
1
lim Qmez = -, (2.23)
r—00 r

correspondendo aos limites fixados pela velocidade da luz no vacuo, ¢ = 1.
No entanto, para r = ry, temos g;; = 0, o que acarreta

Qmz'n(T:'I"O) = 0,

Qmam(T:TO) = _2@, (224)

9os
indicando que ndo é mais possivel a um observador estaciondrio relativa-
mente 3 geometria local permanecer parado relativamente 4 mesma. A ro-
tacdo do buraco negro arrasta os referenciais inerciais irresistivelmente a
partir de » = rg. A faixa de valores admissiveis de ) estreita-se quando
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se avanca de r = rg para r = ry. E, em r = r, algo notdvel acontece:

Qmin = Qnaz = /g’%, indicando que a partir dai nao ha mais observadores

estaciondrios. Na verdade, em r = r; temos

_ 9 _ a
Qmin - Qma:c — @ - 77‘3_ T az, (225)

que, como veremos mais tarde, é a velocidade angular do buraco negro, medi-
da por um observador no infinito. Linhas de universo tipo-tempo apontam
para dentro do horizonte de eventos e qualquer observador ali presente é
capturado, tal como acontecia na geometria de Schwarzschild. Nesta regiao
entre o limite estatico e o horizonte de eventos, caracterizada por gy > 0,
estd a ergosfera. O fato de & ser do tipo-espago nesta regiao € relevante, pois
deixa em aberto a possibilidade de se ter energias negativas para particulas
materiais, quando medidas por observadores externos a ela. Retornaremos
a esta questao quando abordarmos a extragao de energia em buracos negros,
no Apéndice B.

Antes de prosseguirmos, seria 1til obtermos uma expressao para a drea
do buraco negro (4rea de seu horizonte de eventos), A. Ela é dada pela
integral abaixo:

I 2
A= / o [ dé(\/9), (2.26)
0

0

onde g é o determinante da parte angular da métrica, dado por

9 = 966900 — Gigs (2.27)
que, calculado em r = r, fornece
g = (r2 +a?)?sin?(9), (2.28)
0 que, substituido na definigao, e integrado, fornece
A=A4r(rl +ad?), (2.29)
que é a expressao procurada. Ela serd bastante 1til daqui por diante. Po-

demos agora discutir o movimento de uma particula na geometria de Kerr-
Newman, de forma bastante geral.
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2.2 Particula na Geometria de Kerr-Newman

O procedimento é muito parecido com o que foi adotado para o mesmo
problema na geometria de Schwarzschild, baseado em Carter[22]. Definimos
uma hamiltoniana ! H, dada por

1 u?

1
H = 59““pupu = §p“pu =

onde p, é o quadrimomento da particula. No entanto, devido ao apare-
cimento de campos eletromagnéticos externos ao buraco negro (pela carga
existente em seu interior), temos a existéncia de um 4-potencial vetor, A,
em toda a area exterior ao horizonte de eventos. Este 4-vetor obriga-nos a
redefinir o 4-momento da particula, p,, como

(2.30)

Py =Ty, — €Ay, (2.31)

onde 7, representa o 4-momento generalizado para a particula. As compo-
nentes do 4-vetor A“ sa0:

At = _Q_;a
p
Qrasin®(9)
Ay = ———
o
A, = Ap=0. (2.32)
Assim, a hamiltoniana a ser empregada é, simplesmente,
1
H = Eg’“’(ﬂu —eA,)(m, —ed,). (2.33)

As equagoes de Hamilton sao:

dz¥* OH
T (2.34)
o
para as coordenadas z*, e
dm OH
d—; = g (2.35)

para os momentos generalizados 7,. Aqui, A é o pardmetro afim das linhas
de universo das particulas. A forma geral da hamiltoniana acarreta

dat _
d\x

!Cabe uma observacio aqui: esta H é, de fato, a Hamiltoniana candnica.

mt — eAF = p# (2.36)
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e também

ar

o = em Al - A A", = e(r” — eA”) Ay, (2.37)

Em primeiro lugar, H nao depende de ¢ e de ¢, sendo estas varidveis deno-
minadas ciclicas. Os momentos generalizados a elas associados satisfazem

dﬂ't o d’/T¢ .

sendo portanto constantes, ou integrais do movimento. Para saber quem
sdao exatamente, precisamos fazer algumas consideragdes sobre a métrica de
Kerr-Newman longe do buraco negro. Nesta regido (assintética), a métrica
reduz-se a

ds? = —dt* + dr? + r2dQ?, (2.39)

que é a métrica lorentziana, de um espacgo-tempo plano. A forma do poten-
cial vetor é tal que

T—00
rli>nolo Ay = 0, (2.40)

de sorte que, nesta regiao, p* ~ 7. Assim,

T = pr=—p =—FE,
Ty = pg=rsin’(@)p? =L, (2.41)

onde E é a “energia-no-infinito” e L é a projecdo do momento angular da
particula na direcdo do eixo de rotagdo do buraco negro, doravante deno-
minada simplesmente “momento angular da particula”. Ficam portanto
definidos os momentos generalizados m; e my:

E = —m=—(p+ed)
L = Ty = Do + 6A¢. (242)

Ja temos duas constantes do movimento. A terceira constante é

Pap® = — 147, (2.43)

onde p é a massa de repouso da particula. Temos, até aqui, trés constan-
tes 6bvias para o problema. Para a caracterizacao completa do movimento,
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necessitamos de uma quarta constante, ja que nosso espaco-tempo é quadri-
dimensional. Uma tal constante existe, e ¢ denominada constante de Carter,
obtida por Brandon Carter em 1968, quando da andlise deste problema pelo
método de Hamilton-Jacobi. Este método consiste na busca de uma funcio
S, a funcdo de Hamilton-Jacobi, com as seguintes propriedades:

aS
H = —
oA
oS
Efetuando uma tal substituicado na hamiltoniana H, obtemos
oS 1 aS oS
H=——=-¢g"(=— —ed))(=— — e, 2.4
o = 59" (G — eAW (G — eA) (2.45)

que se apresenta em uma forma conveniente para a deducao das equacoes de
movimento. A constante de Carter aparecerd durante a deducéo. Substituindo-

se 0s g", A, e usando H = = obtemos:
—“; _H = 21? (aQSinz(H) - w> (%—f + 6%)2
T - ZGQ)((Z—‘: e%)(g—i - 76%1;;“2(9)) +
b oS4 G - ey, £ By
+ 217(‘;—‘2)2. (2.46)

Vamos aproveitar o fato de a Hamiltoniana nao depender explicitamente
nem de ¢ e nem de ¢, bem como as equagoes para S, para escrever a funcao
S sob a forma

S = M;—A — Et+ Lo+ Sp(r) + Sp(6), (2.47)
que, substituida em H, fornece
H = —%2 = % (a2 sin?(9) — @) (—E + 6[6;2—2T)2 +
+ %(1 - TQZGQ)(—E + egT)(L - eQmpS;nz(a)) +
* 2_:)2(sin;(9) - GQMS;HQ(&))Q "
VAN 2o



42 CAPITULO 2. A SOLUCAO DE KERR-NEWMAN

que pode ser rearranjada sob a forma mais simples

2
L A S 2, 1
5 = 2p2A[ (r* +a®)E + aL + eQr] +2p2sin2(9)[L+
A 9S 1,08
— 0220012 L 2 T\, _— (Y9042
+ (—FE)asin®(0)] +2p2( 87") 2[)2(89). (2.49)

Cumpre-nos, agora, executar a separagdo de varidveis para encontrar S, e
Sp. Assim, temos

A0S 1 9S, g, 1o 2
2p2(8r) +2p2(80) = 5 +2p2A[ E(r* +a°) + eQr+aL]” +
1 2
—)————[L — aEsin’(0 2.
+ ( )2p251n2(9)[ aEsin’(9)]”, (2.50)
ou
059 29 1 (2 1 2V12 —
A( 37") +7ru A[aL-i—eQr E(r*+a%))* =
1 . 0S5y
—a?u? cos?(0) — M[L — aEsin®(0)]? — (W)2’ (2.51)

onde o termo do segundo membro pode ser reescrito como

— (9§ + a*p® cos®(0) + sin~%(0) [L? — 2aELsin®(9) + a*E?sin*(0)]) ,

(2.52)
ou
L2
- (Pg + a*p? cos®(0) + —5— + a’E? Sin2(9)> +2aEL =
sin“(0)
L2
= —pj — a’p’®cos’(0) + a®E? cos®(0) — a’E* — —— +
sin” (@)

+ 2aFL, (2.53)

ou ainda

L2
— pg—a*(u® — E*) cos®(0) — ——5~ +2aFL — a’E? - L?+ 17 =
sin” (@)
L2

2 202 g2 2 o
= Py —a (H E )COS (0) tan2(9)

— (L —aE)?, (2.54)
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0 que, substituido na equacao original em r e 0, fornece

oS,
or

A2+ - %[aL +eQr — E(r* 4+ a®)]* — 2aEL + a*E* + [? =
1.2

_ m

onde C é a constante de Carter, que aparece naturalmente no processo de

separagao de varidveis executado aqui. Como py = %, temos

= —pz —a?p? cos2(0) +a’E? cos2(9) =—C, (2.55)

05 _ L 20,2 — F2) cos2
W—Pa—\/C—M—a(u — E?)cos?(0), (2.56)

onde escolhemos o sinal positivo para a raiz por convencdo. E S, fica também
determinado:

\/Kaasr = \/—C — 22 — (L —aE)? + % [aL + eQr — B(r? + a?)]%,
T
(2.57)

onde novamente adotou-se o sinal positivo para a raiz, por convencao. Inte-
grando sobre r e 6 respectivamente, vem:

5, = /r(?)dr

S = / 0(\/@)d9, (2.58)

com

R=[E(r* +a®) — La— eQr]2 ~A[p*r®* +C+ (L -aE)?,
L2
sin?(6)

O = C — cos?() [aQ(u2 - EY) + (2.59)

Com a fun¢do S completamente determinada, podemos escrever as equagoes
de movimento, usando

oS

Bk =7y =pu +eAy, (2.60)
fornecendo
a8 VR a8
o Wr—pr—f ) %—ﬂ'a—pa—\/é
oS oS
% = 7T¢—p¢+€A¢—L , E —7Tt—pt—|—6At— —F (261)
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Utilizando-se os valores de A; e Ag,

eQr
po = —E+ %
eQar sin?(0)
pp = L———F5—. (2.62)
p
Na, forma contravariante, teremos
dxt
— = p, 2.63
o =P (2.63)
resultando, para p",
T rr 1 0 06 1
po=9 pr:FVR , P =g pe=;v® ;
P’ = ¢p+9"ps P =g"pi+9"ps | (2.64)

as duas ultimas equacoes resultando em

¢ a(Q? —2M1)(-F + ) + (—a® + 535 (L - ec)mﬁﬂ)]
p? = A
L [easino) b2+ a(-B 1)
p = - p2A +
a(Q? — 2M7)(L — 50 |
T p2A . (2.65)

Temos, agora, as quatro equagdes que procurdvamos. Em geral, sdo resol-
vidas numericamente, devido & sua complexidade. Em alguns poucos casos,
é possivel obter informacoes qualitativas e até quantitativas sobre o movi-
mento de uma particula na geometria de Kerr-Newman, inclusive obtendo
um potencial efetivo para o movimento radial. Um pouco mais adiante, isto
serd feito. Primeiramente, seria 1util introduzir uma questao importante.
Sabemos que os buracos negros sdo caracterizados por trés quantidades
fundamentais: a carga (), o momento angular J e o conteido de massa-
energia, M, popularmente conhecidos como os “trés fios de cabelo” dos
mesmos. Sabemos que, por captura de matéria, emissao de radiagao gravi-
tacional ou de Hawking (tema do préximo capitulo), estes trés pardmetros
podem variar. Dadas variacoes arbitririas em dois deles, digamos Q e J,
queremos saber se o terceiro parametro (M, no caso) pode variar de forma
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igualmente arbitriria, ou se ha alguma restricdo sobre esta variagao, assim
como vale a condicao

M?>Q? +d?, (2.66)

visando a preservar a existéncia do horizonte de eventos. Esta condicao, em
particular, deve-se & hipétese da Censura Cdsmica, explorada inicialmente
por Penrose[4]. Esta hipdtese prevé a inexisténcia de singularidades nuas,
baseada na premissa de que, se exposta, a singularidade poderia influenciar
toda a evolugdo do Universo exterior a ela. Assim, a menos que tenhamos
um perfeito conhecimento da fisica das singularidades (o que nao é o caso,
atualmente), ndo podemos prever a evolugdo do Universo. Desta forma, a
singularidade deve ser sempre envolvida por um horizonte de eventos.

A resposta a questao das variacoes é positiva, existindo mesmo uma li-
mitagao sobre a variacdo do terceiro parametro em termos das variacoes dos
outros dois. E uma tal limitacdo pode ser encontrada de duas formas dis-
tintas, a saber: as equacoes de movimento ja derivadas e a Lei das Areas,
tema do préximo capitulo. Aqui trataremos apenas da primeira. Com efei-
to, precisamos saber quais os valores permitidos para a energia E de uma
particula que esteja situada em um ponto do espago-tempo de coordenadas
(r,0). Tomemos as equagoes para p’ e p’, isolando E a partir delas:

(p’p")? = R=[E(r*+a®) — La — eQr]* — Alu*r? + C + (L — aE)?,
L2

A(pzpe)z = AlC - 0052(0)[G2(N2 - EQ) + sin?(0)

il (2.67)

Somando-se as duas equacoes, temos
T = p'[(»")”+AW")% = E*(r* +a®) + L?a® + 2Q*r” + 2LaeQr +
2E(r? + a®)(La + eQr) + 2ELaA —

2
— a?E?%sin?(0)A — N p? cos?(0)A —

tan?(0)
p2r?A — L2A, (2.68)
que resulta na seguinte equagao para FE:
aE? —2BE +v =0, (2.69)
onde
a = (r?+a*? - a?Asin?(0),

B = (r*+a*)(eQr+ La) — LaA
v = (La+eQr)? —p*Au® — LA

g )+ AT
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Resolvendo a equagao para E, temos:

g - BtV -y
a 7
E = =B —ay V§2_O‘7, (2.71)

das quais s6 a primeira vale (sinal positivo antes da raiz). Isto porque,
em Teoria Quantica de Campos, uma particula livre deve apresentar um
espectro de energias positivo. O termo « é positivo para qualquer r além
do horizonte e mesmo para r = r4. Observemos que F serd minima caso
p =p" =p? =0, pois neste caso @ e 8 nio se alteram mas y é maximo,
valendo
L2
Y0 = (La+eQr)? — ——A, (2.72)
sin” (@)

minimizando o termo sob a raiz na expressdo para E. Note-se entao que pu,
p" e p? sempre contribuem positivamente para E. Desta forma, injetando
um objeto no buraco negro, produzimos alteracgoes infinitesimais em @ e J,
bem como em M. Nestas condigdes, injetando um objeto de u = p" = p? = 0
no buraco negro, junto ao horizonte de eventos (r = r ), com carga elétrica
Q) = e e momento angular §J = L, a massa do buraco negro, apds a captura
do objeto, variard por uma quantidade éM = E, onde E é a energia do
objeto, dada pela expressao anterior para FE. Esta variacao é obtida apos
subsituir-se r = r; e 7y na expressao anterior para E:

La + eQry

IMin = =50

, (2.73)
apés substituicdo destes valores na expressao anterior para F. Como e = §Q)
e L = 46J, temos

adJ +1.Q0Q

S M = S

, (2.74)
que é o valor minimo para a variacao de M. Num caso mais geral, onde u,
p? e p™ néo sdo necessariamente nulos, pode-se escrever

adJ + 1. Q6Q

oM >
- 2 +a?

, (2.75)

que é o mesmo resultado fornecido pela Lei das Areas, a ser vista no capitulo
seguinte, obtido de forma independente desta. Assim, se uma particula
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nao-carregada cai no buraco, portando um determinado momento angular
L, a massa do buraco negro variard de acordo com o sinal de §J = L e
vice-versa. Num caso mais geral, § M pode ser positivo, nulo ou mesmo
negativo, dependendo da relagdo entre e e L. Voltaremos a este ponto
quando estudarmos a extragao de energia de buracos negros, mais adiante
neste trabalho. Um caso digno de nota é o da geometria de Kerr-Newman
extrema, a® + Q? = M?. Neste caso, ry = M. Com J = Ma, vem, para
o caso de o buraco em questdo absorver uma particula de carga dQQ = e e
momento angular éJ = L, que a variacao de energia éM é dada por

ad(Ma) + Qr16Q

SM > T o , (2.76)
0 que acarreta
MM > ada + QQ, (2.77)
ou ainda
§(M?) > 6(a®) +6(Q%), (2.78)

de forma que M? permanece maior ou igual a a? + Q2. Assim, ndo hd o
risco de se destruir o horizonte de eventos com a injecao de particulas em um
buraco de Kerr-Newman extremo. Para fechar este capitulo, cabem breves
consideragoes sobre o movimento de uma particula na geometria de Kerr-
Newman. Precisamos voltar entao & equacao para a energia da particula em
sua forma mais geral:

g Bt VB —ay \/52—0” , (2.79)

tomando apenas a liberdade de trabalhar no plano equatorial, # = 3, com
p? = 0. Mantida toda a notacio anterior, temos

7 _ 2 ()2 22
E:ﬂ+\/ﬂ ayy + r*a(p”)? + p?ria ’ (2.80)

(0%

que assume um minimo se p” = 0. Aqui ndo usamos p = 0 pois a particula
pode ou nao ser massiva. Este minimo é justamente o potencial efetivo, V,
para o movimento da particula no plano equatorial desta geometria. Mais
precisamente,

_ B+ VB~ ay + alp?r?
o

v

(2.81)
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Através de V podemos estudar qualitativamente o movimento, em termos da
energia-no-infinito da particula, F, exatamente como fizemos na geometria
de Schwarzschild. Os pontos onde, eventualmente, V = FE, sdo os pontos de
retorno da particula. O ponto onde V' é um minimo local (quando existir)
corresponde a uma 6rbita circular estdvel para o valor de r correspondente.
Idem para o ponto onde V for um méximo local, quando este existir, exceto
que a Orbita sera circular e instavel, onde a menor perturbacao pode arrasta-
la para longe (r — oc0) ou para o buraco (r = r; ). Alguns grificos ilustrardo
estes comentarios. Por simplicidade, tomaremos o caso em que @ = 0 e
(12 =M 2 sem perda de generalidade. Assim, se @ = M, podemos definir
L e E como sendo 0 momento angular por unidade de repouso e a energia-
no-infinito por unidade de massa de repouso, respectivamente, de forma a
termos nao propriamente V mas sim V', o potencial efetivo por unidade de
massa de repouso, sempre que u # 0. Explicitamente, teremos

E== L== V== (2.82)

fornecendo

. 24%L + \/4a4i2 — [r® +ra?® +2a3][(2a — r)L? — r(r — a)?]

2.
v r3 + ra? + 2a3 (2.83)
Note-se que
lim V = £,
r—a 2a
lim V = 1. (2.84)
T—00

Tomamos o limite r — a porque este é o horizonte de eventos para uma
geometria de Kerr extrema. Para diferentes valores de L plotamos os gréficos
de V em funcao de 7.
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Assim nao temos minimos (pogos finitos de potencial) para os casos em
que L = 0,1. Nestes casos, a captura da particula pelo buraco negro é
inevitdvel. Para L = 2,4,7 temos minimos locais me com me < 1.
Assintoticamente, todos tendem a 1. O inicio dos grificos é sempre em
r = a = 1, pois o potencial efetivo s6 estd definido para r > a. Assim, para
os casos L = 2,4,7, por exemplo, pode haver érbitas limitadas e estdveis
para particulas com Vi,in, < E' < 1, e érbitas circulares estiveis se E= me
No caso L = 2, como V(r =a) =1, se E = 1 teremos uma 6rbita circular
instivel em r = a, a semelhanca do que ocorria com uma, particula na
geometria de Schwarzschild, com a particula executando muitas voltas em
torno do buraco negro, a menor perturbagdo podendo ou arrasta-la buraco
adentro ou afastd-la do mesmo. Para L = 4,7 os valores de V(r = a = 1)
sio V = 2 e V = 3.5, respectivamente, correspondendo ao méximo de E
que a particula pode ter, nestes casos, para nio ser capturada pelo buraco
negro. Aindase L =4,7,se1 < E < V(r = a), hé 6rbitas com apenas um
ponto de retorno, a particula aproximando-se do buraco até um certo valor
de r e afastando-se depois. E se E> 17(1" = a), a particula é capturada pelo
buraco negro (captura gravitacional).
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1.15

1.1

Figura 2.1: Graficos de V em fungdo de r para o caso a = M =1, Q = 0,
L= 0,1,2,4,7, no sentido normal de leitura. V aparece nas ordenadas e r
nas abscissas. Nao ha méaximos ou minimos em V se L = 0, 1, enquanto que
para L= 2,4,7 aparecem minimos nitidos.



Capitulo 3

A Conexao com a Termodindmica

Neste capitulo reside a alma do presente trabalho, pois aqui é feita a conexao
com a Termodinamica Cldssica, base para os demais capitulos.

A expressao para a area de um buraco negro genérico ja foi deduzida no
Capitulo 2, ao final da se¢do 2.1, sendo igual a

A=8 MZ—Q—2+M M2_Q2_J_2 (3.1)
™ 2 M2 , .

que se reduz a A = 16w M? para o buraco negro de Schwarzschild. No inicio
da década de 70, Stephen Hawking demonstrou a Lei das A,reas, segundo a
qual a drea de um buraco negro nunca diminui em qualquer processo fisico.
Esta é uma lei cldssica, na medida em que nao sdo usados elementos de
Mecanica Quéantica em sua formulacio e/ou demonstragdo. Matematica-
mente, temos

§A > 0. (3.2)

A referida lei tem duas bases essenciais: uma € a inexisténcia de singularida-
des nuas, ou “Censura Césmica”, como levantada por Penrose[4]. A outra
base é um teorema do préprio Penrose, citado em Misner[9]. De acordo
com tal teorema, a uniao de todos os horizontes de eventos é gerada por
geodésicas tipo-nulo que nao tém pontos finais na dire¢ao do futuro. Cada
evento (no horizonte) que origina um gerador é denominado cdustica. Estes
geradores ndo podem interceptar-se, a ndo ser nas ciusticas. Mais de um ge-
rador pode sair de uma cdustica, mas em nenhum evento nao-cdustico pode

ol
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passar mais de um gerador. Na dire¢ao do futuro, novos geradores podem
aparecer (fisicamente, isto corresponde a absor¢ao de matéria pelo horizonte
de eventos do buraco negro, ou mesmo a fusio de buracos negros). Mas os
geradores antigos nao desaparecem. Assim, a drea da secdo transversal de
um feixe de geradores nunca diminui, ja que o contririo acarretaria even-
tual interceptacdo de geradores fora das cdusticas, violando o teorema de
Penrose. Hawking demonstrou que a hipétese da Censura Césmica leva as
conclusoes acima. Nao diminuindo a drea de nenhum feixe de geradores, a
area da soma desses feixes, com a evolucao temporal, nunca diminui. E tal
soma de feixes representa o horizonte de eventos. Assim, a 4rea deste (que
é exatamente a drea do buraco negro), nunca diminui. A Lei das Areas,
pelo seu enunciado, guarda forte semelhanga com a Segunda Lei da termo-
dindmica clissica, segundo a qual a entropia S de um sistema fisico fechado
nao diminui em nenhum processo, isto é,

58 > 0. (3.3)

Deve-se mencionar um detalhe aqui: a Lei das Areas é mais estrita do que
a Segunda Lei da Termodindmica Em um sistema de varios buracos negros,
nao sé a soma das dreas de todos os buracos negros nao diminui, como
também a area de cada buraco negro, tomado isoladamente, ndo pode dimi-
nuir. Ou seja, ndo é possivel transferir 4rea de um buraco negro para outro
(buracos negros nao “bifurcam”, classicamente falando). Na Termodindmica
Classica, dentro de um sistema fechado a entropia ndo diminui, mas pode ha-
ver transferéncia de entropia entre os subsistemas que o compoem, mediante
trocas de calor, por exemplo.
Tal semelhanca, de qualquer forma, motivou alguns teéricos, como Bekenstein[1],

o proprio Hawking e outros, a buscar novas analogias entre a fisica de bura-
cos negros e a termodindmica. Com efeito, é possivel estabelecer uma ana-
logia entre a fisica de buracos negros e a Primeira Lei da Termodinamica.
Tomemos, para isto, a “drea racionalizada”, «, do buraco negro:

A
a:4—:a2+ri:2Mr+—Q2. (3.4)
s

Agora, tomemos o diferencial de a,

da =2Mdry + 2r dM — 2QdQ, (3.5)
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que, apds os ajustes necessarios, fica

M2 4 A 4M
do = (2ry +2M + ——L)dM — (2Q + @ )dQ —
ry —T— T —T—
4.
. (7M(T+ — Tﬁ))dJ, (3.6)
ou ainda,
4o 4Qr, 4.
= M — - :
do T+_r_d T+_r_dQ M(r+—r_)dJ’ (3.7)

onder = M — \/ M? — Q2 — L% é a outra solucdo de A = 0. Isolando-se
dM, vem:

Ty —T_ Qry J
dM = d d ——d .
i o+ 5 Q+Ma J, (3.8)
ou ainda
dM = Oda — ®dQ + QdJ, (3.9)
onde
2
o _ meor 1 VM2 -Qr -
B 4o 4M2—Q—2—I—M\/M2—Q2—J—2
2 M?
2
d — Qry QIM + \/M2 - Q7 - %?] (3.10)
o 2M? — Q2+ 2M\ /M2 — Q2 — &
que se define como o potencial elétrico no horizonte, e
0— Mfa _ T : (3.11)

M |2M2 - Q2 + 2M/M? — 2 - AJJ—Z]

que ¢ a velocidade angular do buraco negro, medida por um observador no
infinito. Se M é o conteddo de massa-energia do buraco negro, entao temos
a analogia com a Primeira Lei da Termodinimica, expressa em termos da
energia interna U, entropia S, temperatura T', volume V e pressao p exercida
sobre o sistema,

dU = TdS — pdV, (3.12)
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onde T'dS representa variacdo em U por trocas de calor com o meio externo, e
—pdV representa a variacao em U em virtude da realizacao de trabalho sobre
o sistema. Assim, podemos estabelecer as correspondéncias adequadas:

1. O termo Oda é anilogo ao termo 7'dS;

2. O termo —®dQ + Q2dJ é anilogo ao termo —pdV .

A analogia ainda nfo estd completa. Em virtude da semelhanca entre os
enunciados da Lei das Areas e da Segunda lei da Termodinamica, buscou-se
nao apenas considerar A e S simplesmente como andlogas, mas também co-
mo grandezas correlatas, no contexto da fisica de buracos negros. A relagao
estabelecida entre ambas, por Bekenstein[2] e Hawking[3|, ainda nos anos
70, é

Spp = S = Ac _ Cgﬂ, (3.13)

4Gh Gh

sendo que i = ¢ = G = 1 no sistema de unidades geométricas e S passa a se
chamar, doravante, entropia do buraco negro. E importante frisar aqui que,
embora a Termodinamica por si sé ja permita estabelecer uma analogia entre
entropia e drea para buracos negros, a forma exata da correlagao entropia-
area dada ha pouco s6 pode ser encontrada na deducgdo da temperatura da
radiacao de Hawking em Teoria Quantica de Campos em espagos curvos.
Assim, a comparacao entre T'dS e Oda fornece

T=—
™

, (3.14)

onde T passa a ser uma grandeza andloga & temperatura, para o buraco
negro. Em funcao de M, @ e J, tem-se

_ M2 - Q2 — J2
AL \/ M7 . (3.15)

4 [M?—%Q+M\/M2—Q2—§Z]

o

Surge, no entanto, um problema. Classicamente falando, um buraco negro
nada emitiria além de ondas gravitacionais. Assim sendo, sua temperatura,
estritamente falando, deveria ser zero. No entanto, pouco tempo apés a Lei
das Areas ser demonstrada, Stephen Hawking constatou, por meio da Teoria
Quantica de Campos, que buracos negros de fato emitem radiagdo, mesmo
aqueles buracos sem rotagao e sem carga. Mais: irradiam bdsons e férmions
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com espectro térmico, isto é, como corpos negros a uma temperatura 7.
Esta temperatura T coincide com a “temperatura” T aqui derivada. Uma
tal radiacao foi batizada de radia¢do de Hawking, em homenagem a seu
descobridor. Mais precisamente, de acordo com Hawking[3] e Bekenstein[2],
para um buraco negro formado por colapso gravitacional, ocorre a emissao
de todos os tipos de quanta a uma taxa uniforme. Para cada modo de
radiacao especificado por uma freqiéncia w, momento angular azimutal m
e carga elétrica e, o nimero médio n de quanta emitidos é

1
"= exp{z} —1
1
— I—‘i
" exp{z} +1
— mQ + e
S hw hn; +e (3.16)

onde a primeira equagao vale para bésons e a segunda, para férmions. A
constante I' aqui é a absorptividade para o modo de radiagdo em questao,
isto é, a fragdo da radiagao, em determinado modo, que o buraco negro ab-
sorve. O termo T na equacao anterior corresponde & temperatura de corpo
negro associada ao buraco negro, e, conforme a derivacao de Hawking|3],
coincide com a temperatura aqui derivada para os buracos negros, por vias
termodindmicas. Assim, as abordagens quéntica e termodindmica fornecem
o mesmo resultado para este problema. Aqui, 2 e ® sdo as mesmas deriva-
das anteriormente para a velocidade angular e o potencial eletrostatico do
horizonte de eventos, respectivamente. Subseqlientemente, Bekenstein|[2],
demonstrou que a perda de drea (e, conseqilentemente, de entropia) por
parte do buraco negro devido & radiagao emitida é compensada pela entro-
pia da radiacao emitida, de tal forma que a entropia do sistema “buraco
negro-radiagdo” nunca diminui. Isto se constitui em uma generalizagao da
Segunda Lei da Termodinidmica no contexto de buracos negros. Voltaremos
a questao da perda de area pelo buraco mais adiante nesta secao, onde ve-
remos que a Lei das Areas, para buracos negros em geral, ainda é valida,
dada a lentidao do processo de evaporacao. A descoberta da radiacao de
Hawking foi relevante, nao apenas por seu préprio mérito, mas também por
emprestar, enfim, significado fisico a “temperatura” T', que deixa de ser uma,
simples analogia com a temperatura cldssica e passa a representar uma, tem-
peratura de corpo negro para o buraco negro, em termos de M, @ e J. De
outra forma, a presente conexao com a termodinidmica (e o restante deste
trabalho) perderia todo o sentido.

Isto posto, poderiamos partir diretamente para o estudo detalhado das
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temperaturas e capacidades térmicas de buracos negros. Isto serd feito no
préximo capitulo, de maneira detalhada e extensiva. Por ora, cabem co-
mentarios relevantes sobre a Lei das Areas, até pelas questoes que esta sus-
cita.

Ao final do capitulo anterior, haviamos feito uma aplicacao das equacgoes
de movimento de uma particula na geometria de Kerr-Newman, estabele-
cendo um limite minimo para as variagoes da energia, 0 M, do buraco negro
em termos das variacbes de J e de ). Veremos a seguir que a lei das dreas
fornece exatamente o mesmo resultado. Ela impoe

0A >0, (3.17)
que pode ser reescrita como
§(r: +a?) >0, (3.18)
ou
2M5M—Q5Q+\/M2—Q2— ]\Jl—iéM-i-

+M25M— QMsQ — J [4F — L4
\/MQ_QZ_A{[_ZZ

que, apds os ajustes necessarios, reduz-se a

Ly 0, (3.19)

2 M2 L2
2M+\/M2—Q2—%+ i oM —
\/M2_Q2_]\JJ_22
J
-Q |1+ 0Q — dJ >0. (3.20)

M
\/M2_Q2_J_2 M\/M2—Q2—J—2
M? M2

Utilizando-se rp — r_ = 2\/M2 - Q? - 1\{[_22’ as defini¢oes de 74 e r_, e

também 2Mr, — Q? = a, vem:

Qri6Q +adJ

oM >
- 2 +a?

, (3.21)
que é exatamente o mesmo resultado do fim do capitulo anterior, mas obtido
de forma totalmente independente. A lei das dreas é, assim, perfeitamente
compativel com as equagoes de movimento da geometria de Kerr-Newman.
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Falta ainda a questao da evaporacdo dos buracos negros, que poderia, a
principio, invalidar a lei das areas, por permitir aos buracos negros eventu-
almente desaparecerem. Por simplicidade, abordaremos somente o caso em
que Q = J =0, e além disso suporemos que o buraco negro é um absorve-
dor perfeito (absorptividade I' = 1 em todos os modos de radiac¢ao). Nestas
circunstancias,
T = 1 3.22

e sabemos que a poténcia irradiada por um corpo negro é proporcional a
quarta poténcia de T. Passando das unidades geométricas para as conven-
cionais (MKS), a temperatura do buraco negro fica

he?
T= StGkM’

e a lei de Stefan-Boltzmann para a poténcia F' irradiada por um corpo negro
(por unidade de drea, ou ainda fluzo) fica

(3.23)

_ w2kt
60c2h3 " 7

onde k = 1.38 x 1072 J/K é a constante de Boltzmann, ¢ = 3.0 x 10¥m/s
é a velocidade da luz no vécuo e i = 1.055 x 1073*.J.s é a constante de
Planck (dividida por 27). Assim, a poténcia total irradiada pelo buraco
negro fica, apds a multiplicagao de F' pela area do horizonte de eventos,

Agen, = 167M? S,

(3.24)

P= h—CG (3.25)
~ 153607G2M?° )
Assim, se M é a energia do buraco negro, teremos
dE odM 1
— =c¢—=—-P=-b— 3.26
it~ dt M2 (3.26)
ja que E = Mc?, onde
RS
b= —— 3.27
153607 G?’ (3:27)

0 que, apos integracao, fornece

M? = —3bc ’t+ k=36t +k, (3.28)
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onde k é uma constante e 8 = bc=2. Com a condi¢do inicial M (t = 0) = My,
ficamos com

M(t) = (M3 - 38t)3, (3.29)
0 que implica um tempo
M3
t="22 3.30
i (3.30)

para a evaporagao completa do buraco negro. Este tempo é proporcional,
portanto, & terceira poténcia de My, a massa inicial do buraco negro. Para
um buraco negro com My = M,, onde M, é a massa solar, podemos estimar
este tempo. Se My = 1.99 x 103%kg, i = 1.055 x 10~3*J.s, ¢ = 3 x 108m.s~ 1,
G =6.67 x 10711 N.m?.572, vem

t=6,60 x 10™s = 2,09 x 1057anos, (3.31)

um tempo muitas ordens de magnitude superior aos 10'° anos estimados pa-
ra 0 nosso universo. Da teoria astrofisica, sabemos que estrelas com massa
inferior a cerca de 1.5M; nao formam buracos negros. Supondo que a grande
maioria dos buracos negros tenha massa superior a estes 1.5M;, conclui-se
que eles nao tiveram tempo suficiente para evaporar de forma significativa,
de forma que sua area nao sofreu variagao significativa por conta de eva-
poracdo quantica. Assim, podemos assegurar que a Lei das Areas ¢ vilida
mesmo em processos que envolvem escalas de tempo cosmoldgicas, ¢ > 108
anos. Processos como colisao de buracos negros e captura de particulas,
bem como o de extragao de energia a partir da ergosfera de buracos negros
girantes, envolvem tempos bem menores do que a atual idade do univer-
so e podem ser estudados & luz da Lei das Areas, mesmo esta sendo uma
lei classica. Esta conclusao é muito importante, pois de outra forma a Lei
das Areas reduzir-se-ia a mera curiosidade, com pouca aplicagao pratica,
invalidando os resultados obtidos até aqui. Isto completa o que foi exposto
anteriormente neste capitulo, sobre a questao da perda de area pelos buracos
negros em virtude da radiacdo de Hawking.

Para um caso mais geral, de buracos negros em rotagdo ou carregados,
nao fizemos nenhuma estimativa de tempos de evaporacado, mas o resultado
acima ja d4 uma boa idéia do que esperar para casos mais gerais. Vejamos
agora o conceito de massa irredutivel[20], [21], M;,, de um buraco negro,
importante para os dois capitulos finais. Esta massa é aquela de um bura-
co negro de Schwarzschild com a mesma drea do buraco de Kerr-Newman
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correspondente. Usando-se a expressao para a area do buraco, vem
A=16rM2 = 4r(a® +17), (3.32)

que, apds substituir-se a expressao para r4 e a = %, fornece, resolvendo-se
para M,

M=/ (M; +Q—2)2+ ik (3.33)
T AM;, 4M2’

que € a expressao da energia M do buraco em termos de Q, J e M;,, per-
mitindo ver a participagao de cada uma destas “fontes” para a energia total
do buraco. O termo “irredutivel” é procedente, pois, pela lei das dreas,

§A = 327 M;. 6 M;, > 0. (3.34)

Sendo a massa uma grandeza sempre positiva, temos assim d M; > 0, justifi-
cando o termo. Notar que, no limite J, ) — 0, tem-se M = M;,. Como nio
se extrai mais energia de buracos sem rotagdo alguma (J = 0), e ndo se inte-
rage eletromagneticamente com buracos sem carga (@ = 0), concluimos que
M;, é para o buraco negro o andlogo & massa de repouso para uma particula
qualquer, ou, ainda, ao conceito de calor na Termodinadmica cldssica, como
a energia que nao é mais conversivel em trabalho.

Por ultimo, fechando este capitulo, hd uma ltima observacido a fazer:
na expressao da temperatura 7" de um buraco negro, conforme veremos de-
talhadamente no proximo capitulo, o valor minimo que 7' assume é zero,
para buracos negros com geometria extrema, onde M? = Q? + a?. Neste
caso, a area do buraco é minima. E sua entropia é também minima. Mas
nao é nula. Isto indica que os buracos negros violam a Terceira Lei da Ter-
modinamica, segundo a qual um sistema fisico & temperatura nula apresenta
entropia nula.
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Capitulo 4

Temperaturas e Capacidades Térmicas

Aqui faremos uma discussao detalhada e extensiva sobre temperaturas e
capacidades térmicas de buracos negros. Retomemos a expressao para a
temperatura do buraco negro,

M2 —-Q2—
T = v M . (4.1)
2
4 (MQ—%+M\/M2—Q2—A‘2—22>
O caso mais simples é aquele onde Q = J = 0, onde
1
T=—+ 4.2
8TM’ (42)

que é o caso de Schwarzschild, que pode ser tratado & parte por sua simpli-
cidade. Nestas condicoes,

1
M=— 4.3
ST (4.3)
de forma que a capacidade térmica ¢ é dada por

_daM 1
CTAr T sar?
sendo portanto sempre negativa, tendendo a —oo se M — oo. Esta é a
primeira conclusdo realmente significativa deste trabalho, por ser contraria
a0 que se esperaria para a maioria dos sistemas fisicos classicos. Na Termo-
dinamica classica, capacidade térmica negativa indica um sistema entran-
do em colapso, ou termodinamicamente instdvel, levantando dividas sobre

= —87M?, (4.4)

61
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Figura 4.1: O grafico & esquerda representa T' em funcdo de M para o buraco
de Schwarzschild, sendo M nas abscissas e T' nas ordenadas. O grafico a
direita representa ¢ em fungdo de M para o buraco de Schwarzschild, ¢ nas
ordenadas e M nas abscissas.

a estabilidade termodindmica de buracos de Schwarzschild. Veremos, no
proximo capitulo, que, sob certas circunstancias, estes buracos sao estaveis,
e instdveis sob outras. Por ora, fiquemos nas temperaturas e capacidades
térmicas, analisando os graficos da Figura 4.1.

Uma vez tratado este caso mais simples, podemos lidar com casos mais
complexos. Tratemos inicialmente o caso Q = 0, mas com J nao nulo.
Foram plotados graficos de T' contra M com J fixo, assumindo os valores
J = 0.2,0.4,0.6,0.8,1.0. Vejamos os graficos correspondentes, na Figura
4.2, onde T aparece nas ordenadas e M, nas abscissas. Detalhes como o
valor minimo de M e o valor de M que maximiza T aparecem nas legendas,
e serdo vistos apds os grificos.
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Em seguida podemos ver o caso em que J = 0, com carga () ndo-nula.
Seguem-se alguns grificos, com () mantido constante, assumindo os valores
@ =0.2,0.4,0.6,0.8,1.0. Ver Figura 4.3.
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Figura 4.2: Estes sao os graficos de T' em funcao de M para @Q = 0 e
J = 0.2,0.4,0.6,0.8,1.0, na seqiiéncia normal de leitura. Os valores de
My, M, e de T, virdao adiante, na Tabela 01. Reparar nos picos dos grificos.
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A seguir, foram elaborados gréficos para o caso Q # 0,J # 0. Foram
escolhidos os valores Q = 0.4 e Q = 0.8 para a carga, enquanto que, para
cada um destes valores de (@), a varidvel J assumiu os valores J = 0.4 e
J = 0.8. Vamos a eles, na Figura 4.4.
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0.03

0.025

0.015

0.01

0. 005

Figura 4.3: Graficos de T em fungao de M, para J = 0, @ =
0.2,0.4,0.6,0.8,1.0, no sentido normal de leitura. Os valores de My, M,
e T, correspondentes estao tabelados mais adiante-ver Tabela 02. Observar
os picos dos graficos.
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O valor minimo para M, My, é dado pela condicdo de existéncia do
horizonte de eventos,

2

J
M? ZQ2+W5 (4.5)
onde a igualdade fornece My, a saber,
Q 42
My = 144/1+ (4.6)

V2 Qr
Agora, temos de obter os valores de M que maximizam T para ), J dados.
Tomando-se a derivada de T com relacdo a M, obtemos

or 1 M+ &

oM 4W(M2_QT2+M\/M2_Q2_]-\]4_22>\/M2_Q2_]‘\i[_22

. \/MQ—QQ—%<2M+\/M2—Q2—A{[—22)

- = : — +,
(MQ—%-I-M\/M?—Q?—%)
1 M2+ 3
- . (4.7)
2 2
(MQ—QT—I-M\/MQ—Q?—#)
que, igualada a zero, fornece
3M® —4Q?M°® — 6J°M* — J* =0, (4.8)

equacao que s6 pode ser resolvida numericamente, a nao ser nos casos par-
ticulares abaixo:

b Q # 0, J=0
Neste caso, a equacdo acima reduz-se a

3M® —4Q’M® =0, (4.9)

resultando em M = M, = % A temperatura maxima, T, é

T(M,) =T, = 1;3@'

(4.10)
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0. 04 0.03
0. 025
0.03
0.02
0.02 0. 015
0.01
0.01
0. 005
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0.03 0.025
0. 029 0.02
0-03 0.015
0.01
1 2 3 4 5
2 3 4 5

Figura 4.4: Gréficos de T' em funcdo de M para J =Q =04, @ =04,J =
08, Q =08,J =04eJ =@ = 0.8, no sentido normal de leitura. Os
valores de My, M. e T, estao na Tabela 03. Observar os picos dos graficos.
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e =0,J#0
Neste caso, o valor M = M. que maximiza T é dado por

3ME —6J2M* — J* =0, (4.11)

fornecendo M = M, = #/1+ %\/j = 1.2116v/J. Na expressao de T, isto

0.02776
77
Conforme aumenta o valor de @ ou o de J, o méximo (pico) de T desloca-

se para a direita, mas sua "altura ” decresce. Ou seja, com o aumento de
J e de ), ocorre uma suavizagdo dos picos dos graficos. Como exposto nas
tabelas a seguir, isto ocorre também quando @) e J sao ambos diferentes de
Zero.

acarreta uma temperatura mixima 7, dada por T'(M.) = T, =

e Tabela 01 - Valores de My, M. e T, para diferentes valores de
Jcom Q=0

J M M, T.
0.2 0.4472 0.5418 0.0621
0.4 0.6325 0.7663 0,0439
0.6 0.7746 0.9385 0.0358
0.8 0.8944 1.0837 0.0310
1.0 1.0000 1.2116 0.0278

e Tabela 02 - Valores de My, M. e T, para J =0 e @Q fixo

Q MO Mc T

0.2 0.2 0.2309 0.1531
04 04 0.4619 0.0766
0.6 0.6 0.6928 0.0510
0.8 0.8 0.9238 0.0383
1.0 1.0 1.1547 0.0306

e Tabela 03 - Valores de My M, e T, para () = 0.4 e J fixo.

J M M, T,
0.2 0.5435 0.6435 0.0536
0.4 0.6985 0.8351 0.0409
0.6 0.8278 0.9937 0.0342
0.8 0.9402 1.1310 0.0300
1.0 1.0408 1.2537 0.0270
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e Tabela 04 - Valores de My, M. e T, para () = 0.8 e J fixo.

J M, M, T.
0.2 0.8351 0.9691 0.0363
0.4 09123 1.0676 0.0327
0.6 1.0000 1.1782 0.0294
0.8 1.0870 1.2869 0.0268
1.0 1.1704 1.3906 0.0247

Em geral, o comportamento dos graficos é bastante semelhante, diferindo
basicamente em detalhes quantitativos. Todos os graficos comecam em um
determinado M (que depende de J e @)), assumindo ai o valor zero. Crescem
até um determinado valor M, (também dependente de Q e de J). Nesta faixa

de valores de M, a derlvada é positiva, assim como a sua inversa,
oM
c1Q =C=(Zr)ra (4.12)

que é a capacidade térmica a J, Q) constantes, doravante denominada simples-
mente C. Nas proximidades de M., a situagdo exige exame mais detalhado
Se M — M, isto é, se M tende a M, mas é inferior a ele, a derivada 2 M i
tende a zero, mas é ainda positiva (simbolicamente, g—};f — 01). Isto acar-
reta C — +00, ou seja, torna-se divergente a capacidade térmica. Quando
passamos para o outro ramo do grafico, temos aT — 0~ para M — M}, ou
seja, esta derivada é negativa (ainda que proxuna de zero) , quando M tende
a M. mas excedendo este valor. Isto acarreta C' — —o0, ou seja, torna-se
igualmente divergente a capacidade térmica, sé que desta vez negativa. Em
outras palavras, C é singular em M = M,, muito embora a temperatura T
nao o seja. A medida que M cresce para além de M., T decresce, lentamente
no inicio, mais rapidamente depois, voltando a decrescer mais lentamente a
partir de um certo valor M,, que, como veremos mais adiante, corresponde
a um maximo local para C, que permanece, apesar disto, negativa (ponto
de inflexao nos gréficos de T' contra M, no ramo M > M.). Finalmente, se

M — oo, gAT/[ — 07, implicando C' — —oo . Este é o limite de Schwarzschild,

onde e = tendem a zero. Além disto, na expressao para T', temos
lim T(J,Q,M) = li L 0 (4.13)
im im —— = .
M—o0 M—oo 8T M ’

significando uma temperatura cada vez mais préxima de zero quando M
tende ao infinito. Assim, quanto mais massivo o buraco, tanto menos ele
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irradiard, pela lei de Stefan-Boltzmann. E tanto mais tempo precisard para
evaporar, como vimos ao final do capitulo anterior. Agora podemos estudar
as capacidades térmicas a J, () constantes. Tomando-se a expressao anterior

para, g—AT/[, e invertendo-a, obtemos C, ja simplificada

\/MQ—Q2—A‘Q—22[M2—%2+M\/M2—Q2—AJ/[—2]

C =dr ; -
Mt i —2/M2 - Q2

. (4.14)

que pode ser plotada (mantendo-se J e @ fixos) em fun¢io de M. Como nos
graficos para T contra M, hd um minimo M, para M, bem como um valor
M, para o qual C é singular. Se M — M, entdao C — oo; se M — M,
entdo C — —o0. Se M = My, entao temos o anulamento do termo sob a
raiz no numerador de C, anulando-a. Assim, C — 0 se M — My. E , no
limite oposto, temos

lim C = lim —87M? = —o0, (4.15)
o0

M—o0 M—

que é o caso-limite de Schwarzschild. A novidade aparece no ramo negativo
da capacidade térmica, M > M,. Os graficos de T contra M para J, @) fixos
(ndo ambos nulos) apresentam um ponto de inflexdo para um determinado
M, > M.. Como veremos nos graficos da figura 4.5, isto corresponde a um
maximo local de C, que permanece negativa. Calculando g—ﬂ(j} e igualando a
Zero, vem

g_]\(’; = 12M6 — 36Q2MM + (25Q" — 84J2) M2 + 132Q2J2 M + (120J* —
— 30J%2Q" M8 — 76J4Q*M® + (9Q*J* — 3675 M* +

+ 12Q%JM?% + 498 =0, (4.16)

que é a equacdo para o maximo local no ramo negativo de Cj g, podendo
ser resolvida numericamente. Nestas condicoes, para os valores de Q e J
empregados nos graficos de T contra M, podemos tabelar M, juntamente
com M., para montar os graficos de C contra M, a J,(Q fixos. Ver Figura
4.5.

e Tabela 05 - Valores de M, e M, para os graficos de C contra M
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Q J M. M,
0 02 05418 0.6746
0 04 07663 0.9541
0 0.6 09385 1.1685
0 08 1.0837 1.3493
0 1.0 1.2116 1.5085

0 0.2309 0.2763

0 04619 0.5526
0.6 0 0.6928 0.8288

0 09238 1.1051

0 1.1547 1.3814
04 0.4 08351 1.0286
04 08 1.1310 1.4002
0.8 04 1.0676 1.2920
0.8 0.8 12869 1.5726
1.0 1.0 1.5003 1.8276

Podemos agora plotar estes griaficos, para alguns valores de J e @, e ob-
servar o que acontece. Basta escolhermos os valores de ) e J para plotagem.
Podemos, por exemplo, tomar () = 0, J = 0.6, depois J = 0,Q = 0.6, depois
Q=J=04¢eainda J = Q = 1.0. Ver Figura 4.5.
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Agora, podemos tirar algumas conclusoes extras, baseados nos graficos
e tabelas acima:

e Os maximos locais M, deslocam-se para a direita nos graficos de C
contra M com o aumento de @) e de J, tal qual ocorre com My e M,.;

e Os valores dos maximos sempre serdo negativos.

Até aqui, temos tratado um caso especifico de temperaturas e capacida-
des térmicas, aquelas a () e J constantes. No entanto, estes dois pardmetros
nao sao os Unicos existentes, além da massa M, para se descrever buracos
negros. H& outros parametros, tais como a velocidade angular do buraco
negro, €2, e seu potencial eletrostdtico no horizonte de eventos, ®. A prépria
temperatura 7 ou a sua inversa, (3, poderia substituir M, onde isto se
mostrasse adequado. Além de enriquecer a presente discussao, a inclusao
de buracos negros com paridmetros constantes diferentes de J e de @) serd
util para o préximo e ultimo capitulo deste trabalho, devotado & questao da
estabilidade termodinamica de buracos negros, suscitada pelo aparecimento
de capacidades térmicas negativas.

Da expressao para S, dada no capitulo anterior, temos

S=2r MQ—Q—2+M\/M2—Q2—J—2 (4.17)
2 M2’ ’
juntamente com as derivadas
o — Q B_S B 2nJ
o) oS
Q \/M2 —Q2- L

representando respectivamente a velocidade angular e o potencial eletrostatico
no horizonte, ambos divididos pela temperatura T. Para podermos estudar
buracos negros onde estes pardmetros (a0 menos um deles, ou ambos), este-
jam constantes, nao poderemos usar a entropia S diretamente. Precisamos
de outras fungoes termodinamicas geradas a partir desta, por um processo
denominado transformada de Legendre. Estas serao as func¢oes de Massieu,
por terem sido obtidas a partir da entropia. Para mais detalhes, consultar
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Figura 4.5: Gréficos de C' em fungdo de M para Q =0.6,J =0, Q =0,J =
0.6, Q =J =04e @ =J = 1.0, no sentido normal de leitura. Reparar
na singularidade em M = M, e no maximo local M, no ramo negativo dos
graficos. Consultar Tabela 05 para os valores de M, e M,.



75

o Apéndice C, ao final deste material. Temos, assim, as fun¢oes de Massieu,
a saber:

Si = So—Jo =St al = 5(M,Qa)
oS
52 = SO_Q%:SO'FXQ:S?(MaJaX)a
a8 a5
S3 = So—Q%—Jw—So+OtJ+XQ—Sg(M,Ot,X). (4.19)

Iremos, mais tarde, no ultimo capitulo, definir outra classe de funcoes de
Massieu, obtidas pela troca de M por . Por ora, examinemos a fun¢do S1,
para buracos negros onde «, () sao constantes. Invertendo a expressao para
«, para acharmos J(M, Q, «), vem:

J _ = A; e (4.20)
\/M2 —Q?- # m
o que fornece
0 que nos permite calcular
2 2 2
- - 2 _ Q_ 2 _ 02 _ J_ — 2 _ Q_
S So+al =27 [M 5 +\/M Q e + aJ = 2n[M 5 1+
2 Q?

que pode ser derivado com relacao a M, fornecendo a temperatura reciproca
b1 a «, Q) constantes,

081 ArM\/M? — Q? + 2M? — Q*)Va? + 4x?

- 4.2
br=om JMZ— Q2 (4.23)
E assim, vem
2 _ N2
T =1 M*-Q (4.24)

Bt 4nM\/M? — Q2 + 2M? — Q*)Var? + a2
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definida sempre que M? > Q?. Esta temperatura 7T} é, fisicamente falando,
a mesma, temperatura 7' que vinhamos usando até ha pouco. A diferencga
estd, isto sim, nas varidveis utilizadas para expressa-la. Daf a introdugdo do
indice 1 em T7. Podemos, sem perda de generalidade, usar valores positivos
para @ e «, pois T} é invariante por trocas de sinal destas varidveis. Assim, o
minimo de M, My, é Q). Falta agora descobrir os maximos de 77, bem como
seu comportamento assintético, para caracteriza-la completamente. Temos

T(M=Q) = 0,

1
lim T9(M,a,Q) =
M—o0

lim =
M—oo 4w M + 2M~/47? + o

porém maior do que zero, ji que o coeficiente de M é positivo. Agora
precisamos achar o minimo de f; (ou maximo de T7). Assim,

0B _AT(M? - Q%) M? — Q? + (2M? — 3MQ?)V4An? + o2
ar)ae = (V7 = Q) ’

(4.26)

0, (4.25)

que igualando a zero, fornece

42°02 —122%0? + (90 — 127%)2% + 1672 = 0, (4.27)
onde z = % Esta equacao depende crucialmente s6 de «, com @ desem-
penhando o papel de constante multiplicativa da solu¢do (méximo de T
aumenta linearmente com (Q , exceto para = 0, para o qual a equacio
acima ndo estd definida) . Para @ = 0, s6 hd minimo de 1 para M =0, e
T, fica

1
T, = ,
YT 4 M + 2MVAR + o2

que se reduz a ﬁ no limite a — 0, recuperando o limite de Schwarzschild,
sem minimo ou mdximo algum. Ou seja, T — oo (ou B — 07) se Q =
0,M — 0. Se Q # 0, no entanto, precisamos resolver a equagao para z, para
diferentes valores de a. Com efeito, se tomarmos a = 0.5 e a = 1.0, por
exemplo, para cada um dos valores de @) a seguir: Q = 0,0.5,1.0, poderemos
tabelar My (valor minimo de M) e M, (valor de M que maximiza T'), bem
como T, = T(M,), e plotar os gréificos correspondentes, na Figura 4.6.

(4.28)

e Tabela 06 - Valores de M, e M, para «, ) diversos
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-mooo{)

0.5
0.5
1.0
1.0
1.0

o
0
0.5
1.0
0
0.5
1.0
0
0.5
1.0

OOOOE

0.5
0.5
0.5
1.0
1.0
1.0

0.5779
0.5774
0.5776
1.1548
1.1548
1.1552

0.06126
0.06115
0.06083
0.03063
0.03058
0.03042

7

Na Figura 4.6 estao os graficos de 71 em funcdo de M para Q, a fixos,
para todos os valores da tabela acima, exceto o caso trivial, Q = a = 0
e os casos onde a = 0, pois nestes apenas recuperarimos os graficos de

T(M,Q,J) com J = 0.
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Da tabela 06 concluimos que a faixa de valores de M onde a derivada g—}/}

a «a, () constantes é positiva é relativamente estreita, sendo dada por My <
M < M., correspondendo a capacidades térmicas positivas, Cg o = (%{#Q.
O ramo M > M, apresenta a derivada g—]\j;[ < 0 e, subseqiientemente, Cg o <
0. Em M = M, com o anulamento de (g—};[)a,Q, temos uma singularidade em
CQ,a- Isto é perfeitamente andlogo ao que acontecia com as temperaturas
e capacidades térmicas para J, Q) constantes. A expressao da capacidade
térmica a «, () constantes é

1 oM 0p 0B

que, com a expressao anterior para f31, fica
2
VMZ= Q2 [anM/MZ = Q7 + (2M? - Q))Vr? + o]
Coa=— (4.30)

Am (M2 — Q2)2 + (2M3 — 3MQ2)V4Ar? + o2

e assim poderemos plotar grificos de capacidades térmicas a (2, o constantes,
para alguns valores desses parametros, a saber (o, @) = (1.0,0), (0.5,0.5),
(1.0,0.5), (0,1.0), (1.0,1.0). Notar que, no limite M — oo, temos Cp g =
—8mM?, em conformidade com o limite de Schwarzschild. Os graficos estiio
na Figura 4.7.
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Figura 4.6: Graficos de T em func¢do de M, para Q =0, = 0.5, Q =0, a =
1.0, @ =0.5,0a=05 Q=05,0a=10,Q=10,a=05e Q =1.0,a = 1.0.
Os valores dos miximos, 7., estao na Tabela 06. Reparar nos picos dos

graficos.
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Em geral, temos as mesmas caracteristicas dos gréficos de Cg, s , a saber:

e De M = My atée M = M_, Cy,q é positiva, e crescente. O que ocorre
é que

lim Cgq =0
M—Mg

e Mas também temos

lim CQ,a = —00,
M—MF

indicando singularidade em M = M..

e Apés M = M, temos Cg , sempre negativa. Ocorre que ela alcanca
um maximo local para algum M = M,, situado, como mostram os
graficos, sempre & direita de M.. Passado este maximo, volta a de-
crescer de forma a termos

lim Cg,= lim -M? = -
M—o0 M—o0
como se deduz da expressao para Cg ., exatamente como ocorria no ca-
so em que J e () eram constantes, no limite em que M — oo (limite de
Schwarzschild).
Isto posto, podemos considerar outros casos, como aqueles onde J e x
(ou a,x) sao constantes. Para tanto, devemos recuperar a expressao de

x(M,Q,J):

X:g:—a—SZQﬂ'Q 1+ M ) (431)

T o \/M2_Q2_A{[_22

cuja inversao para se obter x(M, @, J) fornece uma equagao de quarto grau,
a saber,

4p* M2 7% 4+ 82 pP M3 + (4n2J? + X2 M?)p? +
+(—8M5n? + 8J°Mn?)p — AMO7? + 4AM>*J?7% = 0, (4.32)



81

-100 200
-200
- 300

- 200
-400
-500 -400
-600 -600

400
200

200

2 3 4 5

-200 2200
-400 - 400
- 600 -600

Figura 4.7: Graficos de C em funcao de M para @ = 0,a = 1.0, Q = a = 0.5,
Q =05,a0a =1.0e Q@ = o = 1.0. Observar a singularidade para algum
M = M,.
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com p tal que

_xp
Q= (M +p)° (4.33)

A equagdo em p é muito dificil de se resolver exatamente, dando origem a um
resultado muito extenso, algebricamente falando, e pouco ou nada pratico.
A situagdo é ainda complicada quando tentamos calcular Q(M, x, ), pois
ai precisamos substituir J(M, a, @}) na expressao para x, fornecendo
M
x =27Q |1+ =27Q

1+% o? + 472

M
J=M? 71_% 4.35
o @ o? + 4n2° (4.35)

Com esta expressdo, temos, para Q(M, a, x):

. (4.34)

apds usar-se

4Q*? —4QPxm + (M2 + xP) Q* + 4AM*xQm — M?x* =0,  (4.36)

que, igualmente, fornece uma solugao pouco pratica. Para tratar buracos
negros com (J, x) ou com (a,x) constantes, seremos obrigados a mudar de
tatica. Vamos definir trés varidveis adimensionais, h, h;, hy, por

V@ + i
h = ;
M4\ /M2 - Q2 - 2
Q
M+ /M2 - Q2
J
hj = _, (4.37)
M2+ My M2 - Q2 -

relacionadas através de h* = h? +h? . Em termos destes trés pardmetros
adimensionais, temos

7 - 2M?h; Q= 2Mh,
1+h% 7’ 1+ h?
Amh; _ 8wMhy,

1—n? X7 (438)
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o que deixa os potenciais termodinamicos com a forma abaixo:
4rM?(1 + h?)
S = Sg=—--25,
(14 h2)?
AmM?(1+h3)  8wM?h3
+ ;
(1+ h2)? 1—h*
ArM?*(1+h3) 167 M>(h* — h3)
(14 h?)? (1+h2)(1-h%)’
ArM?(14h2) 167 M*(h*> — h?)
Crh22 A+ —hh)

S1 = So+alJ=

So = So+xQ=

S3 = So+aJ+xQ =

8w M? h? 439
T (4.39)
0 que nos permite, a principio, achar as temperaturas reciprocas, os ;, por
0S;
Bi = (BJ\JZ)Z" (4.40)

onde o indice inferior 7 estd indicando o conjunto de varidveis mantidas
constantes na derivagdo. Cabe enfatizar, outra vez, que estas temperaturas
Bi sao a mesma grandeza fisica, a temperatura do buraco negro, sé que
expressas em termos de varidveis distintas. Agora, temos

Oh(M) _(hZ(M)+h§(M))(1+h2(M))
oM Mh(M)(1 — h2(M))
ohj(M) _ hi(M)(1 + h3(M)) (4.41)
oM M(1 — h2(M)) '
E assim, temos
08 1+ h?
fo = G = MRy
8, — S _ 8 M (—h* + h§h4 + 2h* 4 2h2 + 2h§h2 -1+ h? + 4h;%)
oM (1—h2)(-1+ h?) ’
5 - 9S> _ 8w M(h*h? — 3h* — 2h2h? — 2h% + 1+ h? + 4h%)
oM (1= h2)2(1 — h) ’
8TM(—1+ h? + 3h% + h2h?
g = 9% _ ST ! R, (4.42)
oM (—1 4 h2)3

que era o que precisdvamos. Sé nos interessam, doravante, as expressoes
para (B2 e (3, pois os casos de [y e B1 ja foram separadamente analisados,
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dada sua maior simplicidade algébrica. Como estes §; sdo positivos, isto
implica algumas restricoes sobre os valores de h e h;. No caso de (3, isto
implica

B > \/_(1 —h?)? + \/(1 — h2)* —16(1 + h?)(1 — 3h?)

. : 4.43
] = 2\/5 ( )
para que se tenha 35 > 0. Para (33 a mesma restricao é
—1+ 3h?
< — 4.44
I = 1+4+h? (4.44)

Nos dois casos, no entanto, h; < h. Agora, temos de obter derivadas destas
funcées com respeito a M, para obtermos as capacidades térmicas C;, que,
como vimos, sao dadas por

8;81 ) -1
oM’

Ci = B2 (4.45)

e tais derivadas sao

N = 0B _ 8m(—9h® + 3h7h® — 20nSh7 — 28h® — 14h*h? + 32h*h}) N
oM (1 - h2)4(—1+ h?)

8m(—14h* — 16h*h] 4 4h? — 20h3h* + 32h])

+ ARl + 1Y)
87(—1 + 3h3 + 48h?)
_|_
(1 —=h2)4(=1+h%)
- 0Bs _ 87 (1 + 12hh* + 19h* — 5h® + 3h3 + 3h2h® + 12h]) N
oM (1= h2)5
87 (9h8 + 21h2K2 + 21K21*
+ ( J J ), (4.46)
(1 — h2)5
acarretando
2
— 8w M2 (h§h4 —3h* —2h2h% — 212 + 14 B2+ 4h§)
T
(4.47)
onde

ri = (=14h*)(=9h% + 3h3h% — 20n°h7 — 28h° — 14n3h* +
+ 32h*hj — 14h* — 16h>h] + 4h® — 20R3RH° + 32h; — 1+
+ 3h7 +48h)) (4.48)
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_, 87TM?(—1+ h? + 3h% + h2h?)?
Csy = —B3v; ' = = i (4.49)

onde

ro = (=1+4k*)(1+ 12k°h] + 19h* — 5B + 3R3 + 3ROR3 +
+ 12hj + 9R° + 21A3R° + 21K3RY) (4.50)

que sdo os resultados desejados. Lembrando ainda que o inverso da capa-
cidade térmica, qualquer que seja o conjunto de parametros constantes, é
sempre a inclinagdo da reta tangente ao grifico de T contra M, g_AT/[_ 0
anulamento desta (e, por extensdo, de g—ﬁ) implica uma singularidade na
capacidade térmica para um valor especifico de M, M.. Assim, resolvendo

a equacao
i
B
temos como deduzir M = M, , através de uma relacdo entre h e h; (ou ao

menos inferir que um tal ponto existe). Para o caso onde temos buracos
negros a J, x constantes, ele é dado por

~0, (4.51)

2
—5 =0 (4.52)
B3
ou
U
Z_ 4.53
=0, (4.53)
onde
U = —9h°+3h°h; — 20n°h} — 28R° — 14h*h7 + 320"} — 14h* —
— 16h”hj 4 4h> — 20h*R3 + 32h] — 1 + 3h7 + 48h]
V= —8r*(h3h* — 3h* — 2h3R° — 2h* + 1+ B3 4 4h3)* x
x (=1+h*H7t (4.54)
acarretando

W = (1—h*)(—9h%+ 3h%h7 — 20h°h7 — 28h° — 14h*h} + 32h*h; —
16h°h + 4h® — 20h°h7 + 32k — 1+ 3k +48R3) =0 (4.55)
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A solucdo h = 1 significa uma geometria de Kerr-Newman extrema, pois,

da definicao de h,
QQ + J2
h= V M7 (4.56)

M4\ /M2 - @2 - 2

vem que h = 1 é obtido para M? = Q% + AJ/[—ZZ, sendo o maximo valor permi-
tido para h. O valor minimo de h é h = 0, fazendo-se () = J = 0. Nestas
condigoes, um buraco negro com predominio de M;, (massa irredutivel) em
sua composi¢ao, apresenta valores de % ede ﬁ tendendo a zero, resultando
em h préximo de zero. De outra forma, aqueles préximos de serem extremos
tém A préximo de 1, embora menor que 1. Mas estd em aberto a aceita-
bilidade da solugao h = 1. Retomando a expressao para (2 (temperatura

reciproca a J, x constantes), vem

8S;  8mM(h*hy — 3h* — 2hZh* — 2h* + 1 + h% + 4h))

_ 4.57
:82 OM (1 _ h2)2(1 _ h4) ) ( )

que, no limite h — 17, é divergente. Assim, resta, como solugdo aceitdvel,
U = —9h®+3h3h° — 20h°h7 — 286 — 14h3h* + 32h*h} — 14h* —

— 16h”hj + 4h® — 20h3h° + 32k — 1+ 3h7 +48h% =0,  (4.58)

devendo fornecer alguma relagao entre h e h;. Esta relagio existe e é dada
por

VE

"= %D

(4.59)

onde
= D(C+D*+FD),
= (A+9VB)3,
= —4+8h?—4h%,
— 374 116h% + 270h* + 116K° + 37HS,
= 298 — 3498h% + 4776h* + 11644h° + 234608 —
1554h'0 — 188h'2, (4.60)

= QN T
|

B = 471 — 31620h% + 154074h* — 43782045 — 980043h% + 690456R1° +
1506972k + 38856h1% — 674223h'6 — 255060h'8 — 13206R2° +
1332h2% — 189n%4, (4.61)

+ +
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uma relagao bastante complicada, por sinal. Para a ltima equacgdo resul-
tante,

-3
—= =0, 4.62
B3 (4.62)

teremos a relacdo entre h e h; para o(s) extremo(s) de 3. A relacdo buscada

(S

\/—(6 + 6h2)(3 4+ 3k + 21h2 + 2104 — V)
12 4 12h2

(4.63)

onde
V = —105h* + 318h2 + 135h% — 444h5 — 39 + 9h'2 + 126K10,  (4.64)

que, no intervalo 0 < h < 1 n&o representa uma solucdo aceitivel, pois,
numericamente (no programa Mathematica), obtém-se valores sempre nega-
tivos sob a raiz, tornando a resposta acima invalida. Mais precisamente, a
funcao f(h) sob a raiz principal, a saber,

f(h) = —6(1 + h?)(3 + 3h5 + 21h% + 210" —VV), (4.65)

atinge um valor maximo para h = 0.4296, valendo ai f(h) = —27.9663. As-
sim, conclui-se que nao hd extremos para 3, e que a capacidade térmica a
(a, x) constantes nio apresenta singularidades (divergéncias) para nenhum
M critico, sendo sempre bem-comportada. Estas conclustes serao impor-
tantes no ultimo capitulo deste trabalho, logo a seguir, ji que trocas de
sinais de capacidades térmicas estdo relacionadas (embora nem sempre de
modo direto, simples) as alteracoes de estabilidades termodindmicas.
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Capitulo 5

Estabilidade de Buracos
Negros

Este capitulo estd dividido em cinco secOes: a primeira explica o que sdo
ensembles termodinamicos e séries lineares, a segunda descreve o método
de Poincaré, a terceira discute a estabilidade termodinamica de buracos de
Schwarzschild, a quarta analisa o mesmo problema para os buracos de Kerr-
Newman e a tultima apresenta as conclusoes do capitulo.

5.1 Séries Lineares e Ensembles Termodinamicos

O conceito de ensemble é muito comum em Termodindmica e Mecanica Es-
tatistica, significando conjunto. Um ensemble microcandnico caracteriza-se
por estar isolado e, portanto, manter constante a sua energia interna. J4 um
ensemble candnico caracteriza-se pelo contato com um reservatério térmico,
e portanto mantém constante a sua temperatura. No contexto de buracos
negros, um buraco negro isolado estd no ensemble microcandnico, sendo fixa
sua energia M. Mas por “isolado” entenda-se o buraco negro que estd em
uma cavidade de volume V, circundado por radiacao que ele préprio emitiu,
e que a reabsorve, em um equilibrio dindmico. Caso ndo houvesse tal cavida-
de, a radiacao espalhar-se-ia para o meio externo ao buraco sem reabsorc¢ao.
E assim o buraco negro, perdendo energia por irradiacdo, deixaria de estar
em um ensemble microcandnico e seria instavel, desaparecendo algum dia.
J4 um buraco negro sob um banho térmico infinito, que mantém fixa a sua
temperatura reciproca [, enquadra-se no conceito de ensemble candnico.
Nos dois casos, como veremos, o comportamento dos buracos difere.
Podemos definir agora o conceito de séries lineares. Estas séries sao

89
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funcées de um parametro, neste caso a temperatura reciproca [ ou a energia
M, conforme estejamos lidando com ensembles candnicos ou microcandnicos,
respectivamente. Para um ensemble microcanénico, temos a temperatura
B; em funcgao de M, ou B;(M), como série linear. No caso candnico, a série
linear é —M (f3;), pois neste caso devemos efetuar uma transformacio de
Legendre sobre as fungdes (potenciais) S; dos ensembles microcandnicos, a
saber, em relacao a energia M. Com efeito, teremos, para os ensembles
canodnicos, os potenciais
onde os indices i estdo indicando que quantidades estdo fixas - se (J, @),
(a,Q), (J,x) ou (e, x). Assim, temos

_ OH; 59
como a variavel canonicamente conjugada a [, e vice-versa. Pode parecer
necessario gerar novos graficos para as séries lineares — M (;), mas nao é
este 0 caso, pois para obté-los basta girar os graficos das séries 5;(M) de 90
graus, no sentido dos ponteiros do relégio, como veremos adiante. Podemos
agora explicar como funciona o método de Poincaré.

5.2 O Método de Poincaré

Este é o método mais simples para se estudar questoes de estabilidade de
buracos negros, e por isso mesmo nao permite concluses definitivas em
algumas circunstancias. No entanto, fornece alguns resultados interessantes
e mostra até que ponto podemos ir com as analogias entre fisica de Buracos
Negros e a Termodindmica Classica.

Um estudo realmente rigoroso das propriedades termodinadmicas de bu-
racos negros exigiria o conhecimento das fungées de particdo Z dos mes-
mos, coisa nio realizada aqui devido & complexidade técnica do tema. Mas
o método de Poincaré nao exige o conhecimento detalhado da fungao de
particdo, pois apenas indica quando ocorrem mudancas de estabilidade em
buracos negros, de menos instdvel (estdvel) para mais instdvel (instdvel) ,
e vice-versa. Ele depende de uma suposicdo sobre a matriz das segundas
derivadas de Z: esta nao deve ter autovalores degenerados. Respeitada tal
condicao, o método indica quando um dos autovalores em questao passa de
positivo a negativo (ou vice-versa), sem especificar quantos e quais autovalo-
res sGo positivos e negativos. Assim, quando um autovalor passa de positivo
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a negativo, o buraco negro torna-se instdvel ou mesmo mais instdvel, de-
pendendo do seu grau de estabilidade anterior, se era estdvel ou se ja era
instdvel. Ou seja, o grau exato de estabilidade nao é fornecido diretamente
pelo corrente método, sendo necessario responder a tal questao com outros
argumentos independentes. Isto é possivel em alguns casos, como veremos,
mas nao em outros. Eis a limitacdo do método, dada a sua simplicidade.

Mas surge a questao de como esta deteccao de pontos de troca de estabi-
lidade ocorre na pratica. Aqui entram os conceitos de séries lineares, vistos
anteriormente. Devemos buscar, nestas séries, pontos onde ha tangentes
verticais as mesmas. Isto, para cada caso estudado. No caso de buracos iso-
lados, devemos detectar tangentes verticais em cada uma das séries S(M)
contra M, conforme tenhamos (J,Q), (a,Q), (J,x) ou («a,x) constantes.
No caso de buracos sob banho térmico, sdo os mesmos quatro casos, mas
sdo séries —M (B) contra (. Os graficos de B(M) contra M, ao menos para
os casos em que (J,Q) e (a,Q) sdo constantes, ji estdo prontos. Aparen-
temente, seria necessdrio refazer tais graficos para as séries —M (/) contra
B. Mas este ndo é o caso, pois basta tomarmos as curvas 8(M) e rodd-las
de 90 graus, no sentido dos ponteiros do relégio, para obtermos as curvas
—M (). Deste modo, tangentes horizontais em séries (M) transformar-se-
ao em tangentes verticais nas séries —M (f3), e vice-versa. Tal constatagao é
fundamental para o que se segue.

Falta, ainda, um detalhe: localizada uma tangente vertical para valores
criticos de M e (3, denominados respectivamente M. e (.. falta saber qual
ramo da série é mais instavel (se o outro ji era instdvel), ou instdvel, se o
outro ramo era estivel. Basta saber qual dos dois apresenta retas tangentes
com coeficiente angular negativo. Este ramo serd, seguramente, instdvel.
O outro ramo ou é estdavel, ou simplesmente menos instdvel. Passemos a
andlise propriamente dita.

5.3 A Estabilidade do Buraco de Schwarzschild

Este caso é o mais simples de se tratar. No caso em que se encontra isolado,
a série linear é

B(M) = 8rM, (5.3)

linear em M. No caso em que estd sob banho térmico infinito, isolando M,
temos a série linear

—M(B) = —=— (5.4)
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Figura 5.1: Este é o gréfico da série S(M) em funcdo de M, para buracos
negros de Schwarzschild isolados. Nao ha tangentes verticais.

por sinal linear em 8. Os graficos estdo nas figuras 5.1 e 5.2, respectivamente.

Em nenhum dos casos hi tangentes verticais. Assim, ou se trata de
sistemas estdveis ou instdveis, em cada um dos ensembles (candnico e mi-
crocanonico). No caso candnico, com temperatura da radiacao externa, Beyt,
fixa, ele é instdvel, por emitir mais do que absorve caso Bproe < Bezt- Deste
modo, ele esquenta, em virtude da capacidade térmica negativa, e passa a
emitir cada vez mais, até evaporar por completo. Se Bhroie > Bext, OcCOITE
o contrario: o buraco absorve mais do que irradia, esfriando em virtude
de sua capacidade térmica negativa. Com isso, emite cada vez menos e a
absorcao de radiacao externa fa-lo-a crescer indefinidamente. Para mais de-
talhes, consultar Hawking [10]. Falta verificarmos o que acontece no caso
microcanonico. Para tanto, vamos langar mao dos argumentos de Hawking
[10].

Seja um buraco de Schwarzschild de massa M, envolto por radiagao
que ele préprio emitiu, em uma cavidade de volume V. Suponhamos que
estejam (buraco e radia¢ao) em equilibrio térmico. Seja T},4 a temperatura
da radiacao e Tje a temperatura do buraco. Esta ultima é

1

74 (5:5)

Thole =

de forma que a radiagdo por ele emitida apresenta uma densidade de energia
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Figura 5.2: Este é o grafico da série —M () em funcao de S, para buracos
negros de Schwarzschild sob banho térmico infinito.

p dada pela lei de Stefan-Boltzmann:
p= O-Tl;lole’ (5'6)
onde

27.4 2
vk VT
0= —7=5=—0), (57)
15h3¢3 15
ja que k = h =c=1. Aqui, v é uma constante que depende do nimero de
espécies que sao irradiadas pelo buraco negro, a saber

7
v=nmnp+ g™ (5.8)
onde np,ny representam o nimero de espécies bosonicas de massa zero e
as fermionicas, respectivamente, presentes na radiacao de Hawking. Com a
expressao para Thee, temos, para a energia total da radiacao,

Vv

Brad = B2 = Gigdomepn

(5.9)

onde V é o volume da cavidade. Esta energia deve ser bem menor do que
M, para a validade desta andlise, para que possamos ignorar efeitos de
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reagdo da radiagdo [18],[19] sobre a métrica (back-reaction). Estando o bu-
raco (com sua energia F7) em uma cavidade, ele ndo apenas emite, como
também absorve radiagdo (equilibrio termodindmico). Vamos supor que
uma flutuacdo estatistica leve o buraco a emitir, instantaneamente, mais
(ou menos) energia do que absorve. Como a variacao total da energia é zero
(Ey + Ey = constante), temos

dE, = —dF», (5.10)
ou ainda
dM = —8mM?dT;. (5.11)
Para a radiacdo, temos a variacdo de temperatura d75 abaixo
dEy = 4V oTlydIs = 19207313 (5.12)
De dE1 = —dEQ, vem
T T 1 2 M5
dly  dlreq 153607 . (5.13)

d—Tl  dThore Vv

Assim, se V < V, = 15360M°7?v !, a temperatura da radiacao sobe (des-
ce) mais do que a do buraco, conforme este esquente (esfrie) em decorréncia
de uma maior emissao (absor¢ao) instantanea, devido a uma flutuacao es-
tatistica. No caso de o buraco emitir instantaneamente mais radiacdo do
que absorve, ele esquentard, em virtude de sua capacidade térmica negativa.
Mas, ao mesmo tempo, a temperatura da radiacdo subird mais do que a do
buraco negro, forcando-o a absorver mais radiacao e, portanto, a esfriar. No
caso oposto, uma maior absorcao instantdnea de radiacao levara o buraco
a esfriar, mas com a radiacdo esfriando ainda mais, forcando uma queda
na taxa de absor¢do pelo buraco negro e, subsequentemente, a uma emissao
posterior maior do que a absorcdo, aquecendo o buraco e restabelecendo
o equilibrio. Tudo isto, verificada a condig¢ao sobre o volume da cavidade,
V < V.. O que faz sentido, pois no limite V' — oo temos uma cavidade muito
maior do que o buraco negro, onde a radiagao por este emitida se dispersa
e a absorc¢ao é insuficiente para compensar a emissao. Resumindo: verifica-
da a condicado sobre o volume V' da cavidade, os buracos de Schwarzschild
isolados sao estaveis.

Por continuidade, é de se esperar que buracos negros com baixos valores
de % e de # apresentem comportamento semelhante ao dos buracos de
Schwarzschild, sendo estdaveis quando isolados e instiveis quando sob banho
térmico infinito. Esta constatacao serd 1til na préxima segao.
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Figura 5.3: Gréfico da série linear 5y(M) em fun¢io de M, para Q = J =
1.0.

5.4 A Estabilidade do Buraco de Kerr-Newman

5.4.1 Ensemble Microcandénico

Neste ensemble, M é o pardmetro de controle, e as séries lineares a serem
utilizadas sdo as séries (B;(M) em funcido de M, onde o indice 7 indica o
conjunto de parametros mantidos constantes: (J, @), (o, @), (J,x) e (o, x),
dependendo do caso. Os dois primeiros casos ja foram bastante estuda-
dos no tltimo capitulo. Nao havia tangentes verticais, apenas horizontais,
correspondendo a minimos de 8. Nestas condi¢oes, nenhuma mudanca de
estabilidade ocorre, e temos buracos com (J, Q) ou («, Q}) constantes que sdo
ou estdveis, ou instéveis. O limite onde h, h; — 0, ou limite de Schwarzschild
j& indica a resposta: se o ramo da série onde se encontra tal limite (ramo
de capacidades térmicas negativas, com M > M., onde M, é o valor de
M que minimiza f3) for estdvel, toda a série linear representa configuragoes
estiveis, pois a tangente horizontal & série em M = M, ndo indica nenhuma
mudanca de estabilidade. Raciocinio analogo vale se o ramo M > M, for
instavel: toda a série representard configuracoes instiveis. Vejamos duas
séries lineares distintas, uma da classe §y(M) e outra da classe 81 (M).

J4 vimos que, no ensemble microcandnico, temos buracos de Schwarzs-
child estdveis. Assim, o ramo M > M, das séries By(M) e B1(M) é estével,
por continuidade. Como nas duas séries ha apenas uma tangente horizon-
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Figura 5.4: Gréfico da série linear 81 (M) em funcdo de M, para Q = o = 1.0.

tal para M = M,, conclui-se que 0 ramo M < M, é igualmente estdvel.
Logo, buracos isolados apresentando (J, Q) ou («, Q) constantes sdo sem-
pre estaveis, independentemente do sinal da capacidade térmica em cada
ramo da série. Esta constatacgio, por si sé, ja indica que sinais de capacida-
des térmicas, quando tomados isoladamente, ndo sao indicadores seguros de
estabilidade termodindmica.

Para os buracos negros com (a, ) constantes, ndo hd nem tangentes
verticais e nem horizontais & série linear (83(M)) correspondente. Nao h,
assim, qualquer mudanca de estabilidade envolvida. Como estes buracos
negros sao estaveis no limite de Schwarzschild, eles serao automaticamente
estiveis para quaisquer valores de a e de x.

Falta o caso onde (J,x) sdo constantes. Existe, de qualquer forma, o
limite de Schwarzschild. Estes buracos sdo estdveis neste limite. Se nao
houver tangentes verticais aqui (e de acordo com Okamoto et al [13], ndo
h4) nenhuma mudanca de estabilidade ocorrera e todos os pontos da série
linear associada, 82(M), representardo configuracoes estédveis.

Desta forma, temos até aqui uma conclusdo parcial: buracos negros em
um ensemble microcanonico sao estaveis.
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5.4.2 Ensemble Canonico

Agora o pardmetro de controle é a temperatura reciproca 3, e as séries
lineares a serem utilizadas sdo do tipo —M(B;) em func¢do de §;. Para os
casos onde (J,Q) e (a,Q) sdo constantes, haverd tangentes verticais, pois
as séries lineares conjugadas, 5y(M) e B1(M) possuem tangentes horizontais
para algum M = M,. Isto implica mudancas de estabilidade para buracos
sob banho térmico infinito, justamente em M = M., correspondendo as
singularidades e trocas de sinal das capacidades térmicas correspondentes.
Os ramos com

o(—M)
i
correspondem a M < M_, e portanto a capacidades térmicas positivas, tanto
para (J, Q) quanto para (o, Q) constantes. Os ramos onde M > M, tém
o(=M)
i
e capacidades térmicas negativas. De acordo com o exposto na se¢ao sobre o
método de Poincaré, estes ramos sao instdveis, sendo os ramos com M < M,
menos instdveis, ou eventualmente estdveis. O que faz sentido, porque no
ramo M > M, estd o limite de Schwarzschild (h,h; — 0), onde os buracos
sob banho térmico infinito sao instaveis. Isto vale, deve-se repetir, quando
nao se levam em conta efeitos de reacdo da radiacdo sobre a métrica. Nao
sabemos dizer, apenas com este método, se o ramo onde as capacidades
térmicas sdo positivas é estavel ou, simplesmente, menos instavel do que o
ramo oposto. De qualquer forma, conclui-se que altos valores de % e de
% tém um efeito estabilizador sobre buracos negros quando estes estao sob
banho térmico infinito.

No caso onde (a, x) sdo constantes, nao havendo tangentes horizontais &
série B3(M), ndo haverd tangentes verticais na série —M (f33). Isto acarreta
uma instabilidade permanente para buracos negros com («,x) constantes
no ensemble candnico, ji que no limite de Schwarzschild eles sdo instdveis.

Resta o caso onde (x,J) sao constantes. No limite de Schwarzschild
estes buracos sdo instdveis, como os demais. Se houver tangente horizon-
tal na série fo(M), para algum M = M., como asseguram Okamoto et
al. [13], haverd tangente vertical na série —M (fS2) para este mesmo M., e
conseqiientemente uma mudancga de estabilidade ai ocorrerd. Este ramo da
série, M < M., serd entao menos instavel ou possivelmente estavel. Nao
existindo a tangente vertical, a instabilidade serd permanente. Os grificos
para as séries —M (8y) e —M (1) estao nas figuras 5.4 e 5.5, respectivamente.

>0 (5.14)

<0 (5.15)
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Figura 5.5: Gréfico da série —M (f3p) em fun¢ao de [y, para Q@ = J = 1.0.
Temos M nas abscissas e Sy nas ordenadas.
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Figura 5.6: Grafico da série —M (/1) em funcio de 1, para Q = a = 1.0.
Temos M nas abscissas e 1 nas ordenadas.
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5.5 Conclusoes deste Capitulo

1. Buracos de Schwarzschild

Buracos de Schwarzschild sao estdveis quando isolados, respeitada a
condicao sobre o volume V da cavidade onde se encontram, V < V, =
153600 w2 M5;

Se, no entanto, estiverem sob banho térmico infinito, serao instaveis,
desaparendo apds algum tempo. Nao levamos em conta efeitos da
reacao da radiacdo sobre a métrica.

2. Buracos de Kerr-Newman

Todos os buracos negros de Kerr-Newman isolados sao estdveis. Isto
porque as séries lineares lineares §;(M) correspondentes ndo possuem
tangentes verticais a elas. Sendo todos os buracos estiveis no limite
de baixa carga e momento angular, conclui-se pela estabilidade desses
buracos, mesmo no limite h — 1;

Nos casos onde (a, Q) e (J, Q) sao constantes, as séries lineares — M ()
apresentam tangentes verticais. Os ramos das séries com capacidades
térmicas negativas sao instdveis e os ramos com capacidades térmicas
positivas ou sao menos instdaveis ou sdo de fato estiveis. Nao se sabe
qual das duas possibilidades é a correta, pois esta é uma limitacao
do método. Assim, conclui-se que hé, de fato, correlacao entre trocas
de sinal das capacidades térmicas e mudancas de estabilidade termo-
dindmica, mas ela nao é tao clara quanto na Termodinamica Cléssica,
onde capacidades térmicas negativas indicam sistemas instaveis, em
colapso. Aqui, por exemplo, sé ocorreu mudanga de estabilidade nos
ensembles candnicos, e ndo nos microcandnicos. De qualquer forma,
carga ou momento angular elevados em relagao & massa (limite h — 1)
tém um efeito estabilizador sobre buracos negros sob banho térmico
infinito.

Para buracos com (a, x) constantes, temos instabilidades permanentes
no ensemble candnico, pois a série linear —M () associada ndo tem
tangentes verticais, e assim nao hid mudangas de estabilidade. Sendo
instaveis no limite A — 0, eles o serdo em qualquer situacao.

Buracos com (J,x) constantes sdo instdveis no limite A — 0, no en-
semble candnico. Se a série linear —M (f) correspondente realmente
tiver uma, tangente vertical para algum M critico, conforme mencio-
nado em [13], este ramo com M < M, serd menos instavel do que o
ramo oposto, ou possivelmente estavel.
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Em geral, buracos negros de Kerr-Newman sido instdveis sob banho
térmico infinito, podendo ser menos instaveis ou até estaveis com altos
valores de % ou %, que tém assim um efeito estabilizador.

. Conclusao Final

Temos agora a ultima, e talvez mais importante, conclusdo. Deve-se
ter cautela com as analogias feitas entre a fisica de buracos negros e a
Termodindmica Cldssica, por mais bem-sucedidas que sejam as analo-
gias entre a Segunda Lei da Termodinidmica e a Lei das Areas. Na Ter-
modinamica Clédssica, como dissemos ha pouco, capacidades térmicas
negativas indicam um sistema instavel, entrando em colapso. Isto nao
é necessariamente verdadeiro para buracos negros. Basta ver os bura-
cos negros isolados, que podem ter capacidades térmicas positivas em
um ramo e negativas no ramo oposto da série linear que os representa,
sem alteracbes de estabilidade termodindmica. Ou, ainda, capacida-
des térmicas sempre negativas (buraco negro de Schwarzschild), sendo
estaveis. H&, sem duvida, correlagao entre trocas de sinal na capaci-
dade térmica e mudancas de estabilidade, como ocorreu no ensemble
canonico, sendo o ramo com capacidades térmicas negativas sempre
instavel. Mas nao é uma relacdo tao clara e direta como na Termo-
dindmica Cléssica, até porque o método de Poincaré é limitado e nao
nos permite dizer, ao certo, o grau de estabilidade de um sistema com
buracos negros. Isto se deve, em ltima andlise, & presenca de fortes
interagOes gravitacionais, que fazem com que qualquer parte do siste-
ma, por menor que seja, nao possa ser tratada como um subsistema
em contato com um reservatério térmico (o restante do sistema), tal
como se passava na termodinamica classica, onde tais interagoes muito
intensas nao existiam.



Apéndice A

A Meétrica de Kruskal-Szekeres

Neste Apéndice estao calculos detalhados acerca da solucao de Schwarzschild
que, dada sua extensao, poderiam atrapalhar a exposicao das idéias no texto
principal.

Primeiramente, vamos comecar com a dedugao da métrica de Kruskal-
Szekeres, dada sem demonstracdo no texto principal. O tensor métrico
transforma-se, em sua forma contravariante, por

af W@Bavﬂ
oz Ozv’

g (A.1)

onde z%, z# correspondem s coordenadas novas e z*, £V, as antigas. Devido
a dupla prescri¢cdo para as coordenadas u e v de Kruskal-Szekeres, por conta
das regices distintas I e II, teremos de tratar separadamente estas duas
regioes na deducao. Para a regiao I, nés tinhamos

T r t
= -1+ — - h{—
U \/ +2Mexp{ 4M}COS {4M
/ T T . t
v o= —1+mexp{—m}81nh{m . (A2)

Para a regiao 1II,

r T t
= 1— — i _
U Wi exp{ 4M}Smh{4M
r r t
v = 1 — W exp{—m}cosh{m . (A3)
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Para a métrica contravariante de Schwarzschild, temos

1 2M 1 1
g = diag (_W’l -, 7) . (A.4)

1-— 2% r 12’ r2sin?(0)

Como as coordenadas 0 e ¢ ndo se alteram nesta mudanca de coordenadas,
basta calcularmos as componentes g"*, g*¥ e g*”. Assim,

tt@& rrau%

uu

I T T %9ia I aror

uv tt@@+ rra_u’@

I = T a7 aror

Ov Ov Ov Ov

U [t rr 2% Y
9 T 9% "7 aror (A.5)

Precisamos obter estas derivadas parciais, para encontrarmos estes novos
termos. Elas aparecem listadas na seqiiéncia:

1

ou 1 r T, t
—_— exp{—m} Slnh{m} = m’l}, (AG)

e |
ot AM +2M

na regiao I, e

ou 1 T 1

r t
ot 4M oar Pt = v (A7)
na regiao II. Analogamente,

ov 1 T T t 1
14 exp{——}cosh{m =7

ot AM oM AM MY (A-8)

na regiao I, e

ov 1 r r t 1
U 1— 2 exp{———}sinh{——} = — A
ot M onr P sl = (A-9)

na regiao II. Derivando com relagao a r, vem:

O 1 p T expleYeosh{—y (1 1
or oM PV Oy A S+ A )

(A.10)

na regiao I, e

ou r r t 1 1 1
by - lgiph{ —¥V [ -——o—— A1l
ar ~ ' o P gy ( AM1— 4M>’ (A1)
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na regiao 11,

o 11 1
by S T _ h B
o VT 2M exp{—7 }Sm { <4M 1+, 4M)’

(A.12)
na regiao I, e

ov ( 1 1 1

1= = - h — Al
or 737 }COS{ AM1- L 4M)’( )

uv

na regiao II. Agora, é s6 substituir nas expressoes para g**, g*¥ e g"’. Para

a regiao I, vem

1 1 oM [ 1 1 >
U 2
= (= 1—- 25y [—=—(-1 =
g T () 0 )[4M( +1—ﬁ)u]
SRR AT VEASUR R
guv — O
vV 1 1 (_ 2 2 A.14
9" = T u” +v7). (A.14)
p
Idem, para a regiao II. Para ambas as regides, também valem
1
o9 _ 1
g - 7‘2
1
= A.15
g r2 sin?(6) ( )

Devido ao anulamento de g%V, esta nova métrica é diagonal, o que facili-

~ . . ~ v o
ta a obtencdo do tensor métrico covariante, pela expressdo g"’g,, = 4.
Facilmente achamos

g9 = T,
e = r? sin?(6),
1 9 2M 1
Guu = gm—lﬁM (1_7)’&2 02
1 9 2M 1
Jov — gﬂ =—-16M (]. - T)UQ — ’02 (A16)
Usando
u? —v? = (—1+ —) exp{ } (A.17)
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podemos simplificar gy, € gy, obtendo:

. 32M3 '
Quu = , €xXp oM
32M3 T
= - —— L A.18
Gov r exp{ oM ( )

Assim, o elemento de linha na métrica de Kruskal-Szekeres fica

32M3
exp{—ﬁ (—dv? + du®) + r2dQ?,  (A.19)

ds® = g dztds’ =

completando a deducao.



Apéndice B

Extraindo Energia de
Buracos Negros

Neste apéndice, vamos discutir rapidamente o problema da extracao de ener-
gia de buracos negros, abordado por diversos autores, como Misner[9] e
Penrose[4]. H& basicamente duas formas de se roubar energia de buracos
negros, dependendo do tipo de buraco negro com o qual se lida: a Galaxia
de Misner e a injecao de particulas.

B.1 A Galaxia de Misner

Neste processo, aplicavel a todo tipo de buraco negro, temos inicialmente
uma galdxia contendo 2V buracos negros, todos com a mesma massa M.
A idéia consiste em fazé-los colidir, sempre aos pares. Assim, num primei-
ro momento, apés as primeiras colisdes, terfamos 2V~ buracos negros, de
massa M' = 2M(1 — k) cada, onde k representa a fracio da energia ini-
cial de cada buraco dissipada na forma de ondas gravitacionais durante o
processo de colisao. Prosseguem-se as colisdes, sempre aos pares. A se-
guir, teremos 2V~2 buracos de massa M” = 2M'(1 — k) = 22M (1 — k)?,
e assim sucessivamente, até ficarmos com um tinico buraco negro de massa
M; =2YM(1 - k)" . A diferenca entre esta massa final e a massa inicial
da galdxia, My =2V M, é

AM = My — My =2"M[1 - (1 - k)" (B.1)

energia que pode ser capturada na forma de ondas gravitacionais. O proble-

ma é que, em geral, £ << 1, o que tornaria a fracdo %/[—A;[ muito préxima de
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zero. Isto poder-se-ia compensar por um valor de N suficientemente alto, de
forma a tornar o processo acima compensador. Pode-se notar, entretanto,
que ndo é uma forma pratica de se extrair energia de buracos negros, sendo
altamente idealizada desde o principio, ao se exigirem massas iguais para
2V buracos negros. Mas colisdes de buracos negros sio a tnica forma de se
extrair energia de buracos de Schwarzschild, que ndo dispéem de ergosfera e
nem de campos eletromagnéticos externos a eles causados por cargas em seu
interior, com 0s quais cargas externas poderiam eventualmente interagir.

B.2 Injecao de Matéria no Buraco Negro

Este processo sé pode ser realizado em buracos negros girantes, que possu-
em ergosfera. A principio, poder-se-ia. descer uma ”particula de prova 7,
denominada doravante y, a partir de um ponto X externo ao limite estatico
do buraco. Esta particula desceria além do limite estatico, sendo girada na
diregao do horizonte do buraco negro. Até um certo ponto dentro da ergos-
fera, ela poderia ser suspensa por meio de um fio operado por um observador
em X. Ao chegar a este ponto, seria entdo largada, caindo no buraco ne-
gro. Poder-se-ia, para que o processo se torne atraente do ponto de vista
energético, escolher um ponto de ejecao P tal que a energia-no-infinito de
u, E,, seja negativa. O buraco negro, absorvendo tal particula, perde mas-
sa, enquanto o fio volta para o operador em X com uma energia-no-infinito
maior do que a sua energia inicial, como explicado abaixo:

Eﬁgal — (E}?(z;cial + ELm'cial) _ Ei(ejetada) > E}?}gcial + EZnicial’ (B.2)
ja que é negativa a energia da particula no ponto de ejecao, P. O fio, ao re-
troceder ao ponto inicial, pode transferir sua energia para algum dispositivo
de conversao ou armazenamento de energia, para usufruto de quem estiver
em X. O ganho liquido de energia no processo seria, assim,

AE = B — (Bfcel + givicinl) = — B (ejetada) > 0. (B.3)
Como a massa que caiu no buraco tem energia-no-infinito negativa, este
perde energia e também perde momento angular, pois a Lei das Areas assim
exige, pois ela se expressa por

. QridQ+adJ

SM , B.A4
- a?+ri (B.4)
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implicando, para ¢J (supondo 6Q = 0),
oM
Q ?

onde ) = ﬁg— é a velocidade angular do buraco negro. Ha, assim, perda de
+

0J < (B.5)

momento angular com a perda de massa. E ai reside o principal problema
do método: perdendo momento angular a cada vez que o processo acima
ocorre, ele deixard de girar em determinado momento de sua existéncia,
desaparecendo assim a ergosfera e tornando impossivel a continuidade do
processo. Trata-se, portanto, de uma fonte de energia ndo-renovdvel, tal
como o petréleo e o carvao aqui na Terra.

A possibilidade de se ter £, < 0 realmente existe. Para confirmar a
idéia, vamos por partes.

1. Na ergosfera, o termo g; da métrica € positivo, pois o vetor de Killing
0; é tipo-espaco entre o limite estatico e o horizonte de eventos, sendo
tipo-tempo além do limite estatico;

2. A energia F é dada por F = —p - 0;, onde p representa o 4-momento
da particula. Sendo p sempre tipo-tempo, e 0; tipo-tempo fora da
ergosfera, o produto £ = —p- 0; serd necessariamente positivo fora da
ergosfera. Dentro desta, podemos ter, para escolhas determinadas de
p, um produto F = —p - 3y < 0, enquanto que para outras escolhas
de p, temos E > (. Por “escolha de quadrimomento p ”, entenda-se
a escolha de érbitas de particulas de prova sem carga. Assim, para
se extrair energia do buraco negro, a energia-no-infinito de u deve
passar de positiva a negativa, ou seja, sua érbita deve mudar, dentro
da ergosfera, antes de ela ser ali abandonada e absorvida, pouco depois,
pelo buraco;

3. Para particulas carregadas, forgas eletromagnéticas alteram a regiao
onde ha érbitas de energia-no-infinito negativas. Se as cargas de y
e do buraco, @), tiverem sinais opostos, a forca serd atrativa sobre
a particula, aumentando-lhe a energia cinética quando préxima do
buraco negro. Assim, a energia-no-infinito de u, passa a ser

__eQr
72 + a? cos?(6)’
(B.6)

E,=—-(p+eA)-0,=-p -0 —edy=—p- 0+

onde o termo extra é negativo se e e () tém cargas com sinais opostos
e positivo se forem cargas de sinais iguais. No primeiro caso, érbitas
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com FE, < 0 podem existir em uma regiao do espago maior do que a
ergosfera; no segundo, em uma regiao espacial menor do que a ergos-
fera.

Estas consideragoes fecham a secao.



Apéndice C

As Transformacoes de
Legendre

C.1 Definigao Geral

As transformagoes de Legendre sao bastante utilizadas em Termodinamica,
pois permitem estudar uma ampla gama de problemas mediante o emprego
de potenciais termodindmicos diversos, construidos a partir da energia in-
terna U ou da entropia S de um sistema fisico. O problema determinaré o
potencial a ser empregado. Para uma descrigao mais extensa e aprofundada
do que aquela que se segue, consultar Callen[23].

Num contexto mais geral, dada uma funcao F' de vérias varidveis, deno-
minadas X1, X ... X, isto é,

F=F(Xy,Xo,--- ,XnN), (C.1)

podemos definir sua transformada de Legendre com relacao a varidvel X
através de

oF

LIFX;,|=F - X, C.2
[ ’ J] J ana ( )
onde [;9—)1; = Y, é a varidvel canonicamente conjugada (ou simplesmente

conjugada) a X; com relacdo a funcdo F. Naturalmente, para que a trans-
formacao faca sentido, é preciso expressar a varidvel substituida, X;, em
termos da nova, Y}, e das outras varidveis X;, ou seja, é necessario obter
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onde X; representa todas as varidveis originais de F', com excegao de Xj.
Feita esta operacao de eliminacao da varidvel X, temos

L[FaX]] :F_X]Y] :L[F](XlaX% 3Y3 7XN)7 (04)

que é a transformada desejada. Podemos ter transformacoes de Legendre de
F' com respeito a varias varidveis, também. Com efeito, temos

OF oF X OF

L[Fan,Xk,"'aXh]:F_X ha—‘Xh’

ja—X,-_ kB—Xk_ (C.5)

onde cada uma das derivadas % representa a varidvel Y; conjugada a X;.
2

Com isto, apds a eliminagao das varidveis antigas, temos
LF|=F - X;Y; - X;,Y), — - = X3Y), = L(Y}, Yy, -+, Y3, X)), (C.6)

onde X, representa as varidveis antigas que nao foram trocadas, isto é, que
foram mantidas pela transformacao de Legendre efetuada.

C.2 Alguns Exemplos

Na Termodinamica Classica, a energia interna U de um sistema fisico pode
Ser expressa por

U=U(S,V), (C.7)

onde S e V representam, respectivamente, a entropia e o volume desse
sistema. Assim, a expressao de U em termos de S,V permite a caracteri-
zagao completa do mesmo. Pode-se igualmente bem utilizar como ponto de
partida a entropia S, expressa em termos de U, V:

S =8(U,V). (C.8)

Tomemos U(S, V). Para sistemas onde S e V sejam constantes, esta ex-
pressao fundamental de U é boa o bastante para a andlise dos mesmos. Mas
nem sempre é assim. Podemos ter sistemas onde a pressao, p, é constante,
juntamente com a entropia .S, ou com a temperatura absoluta 7" . Ou ainda
onde T é constante, juntamente com V. Da Primeira Lei da Termodinamica,
temos

dU = TdS — pdV, (C.9)
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de onde podemos obter

_ou __ U
“os  PTTav

que sa0 as varidveis canonicamente conjugadas a S e a V com relagao a U.
Se efetuarmos a transformada de Legendre de U com relagdo a S, teremos

T (C.10)

ou
onde F' é o potencial de Helmholtz, representando o trabalho disponivel para
o sistema (isto é, quanta energia pode ser convertida em trabalho). Para
sistemas onde a temperatura 71" e o volume V sdo constantes, é o potencial

adequado, por manter-se constante, ja que
dF =dU —TdS — SdT = —pdV — SdT, (C.12)

acarretando dF = 0 se dV = dT' = 0. A transformacdo de U com respeito a
V fornece

ou
L[F,V] :U_VW =U+pV =H(p,S), (C.13)
mais conhecida como a entalpia do sistema fisico. Sistemas onde S e p sio

constantes podem ser tratados com o potencial H, pois
dH = dU +pdV + Vdp =T4dS + Vdp, (C.14)

acarretando dH = 0 se dS = dp = 0. Por ultimo, se efetuarmos a transfor-
macao com respeito a S e a V simultaneamente, teremos

L[U,S, V] =U +pV — TS = G(T, p), (C.15)

que é a energia livre de Gibbs, util para sistemas onde T e p sao constantes,
pois

dG = dU — TdS — SdT + pdV + Vdp = —SdT + Vdp, (C.16)

acarretando dG = 0 se dT' = dp = 0. Para problemas envolvendo reagoes
quimicas na atmosfera, por exemplo, pode ser o potencial adequado, desde
que tenhamos T, p constantes, o que pode ser uma boa aproximacdo, muitas
vezes. E no estudo de transicoes de fase, melhor ainda: como a temperatura
e a pressdo permanecem constantes no processo, dG = 0, ou seja, para uma,
transicao de fase, vale Gantes = Gaepois-
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Agora, para buracos negros, onde se define a entropia S = S(M,Q, J),
onde M representa o conteiiddo de massa-energia dos mesmos, J representa o
momento angular e @, a carga, podemos ter potenciais novos (as funcdes de
Massieu) obtidos por transformacoes de Legendre de S com relagao a M, J
ou Q. Assim, se definirmos

g—Lt_08 _9_ 95  _®_ 9 (C.17)

T oM’ T aJ’ T 0Q’
teremos as varidveis conjugadas a M, J e @, respectivamente, em relacio a
S. A transformada de Legendre de S com respeito a J fornece

oS

L[S,a]:S—Jm:S-I—ansl(M,Q,a), (C.18)
apés a completa substituicdo de J por a. Buracos negros com (Q e o constan-
tes podem ser discutidos com este potencial termodindmico. Analogamente,
a transformada de S com respeito a () fornece

3
0Q

apés a substituicao de @ por x. Por fim, existe ainda um terceiro potencial,
1til se tivermos buracos negros com «, y constantes. Ele se define por

L[S,Q,J] = §+ o + xQ = S3(M, o, x), (C.20)

apés a eliminacgado de Q) e de J.
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