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Resumo

A formulacao de uma teoria da relatividade geral em espacos nao comutativos tem
sido investigada usando diferentes abordagens atualmente. Neste contexto, é feita uma
revisao do formalismo que descreve a nao comutatividade do espago-tempo. A seguir, sao
investigadas as interacoes entre os campos do graviton e o béson escalar, formuladas em
um espago comutativo mostrando-se um método alternativo para reescrever a agao desta
interagao. Finalmente, utilizando-se este método, obtém-se o termo dominante da agao
de interagao entre os campos do graviton e escalar em espacos nao comutativos. Deste
modo, somos levados a considerar transformacoes restritas com parametro infinitesimal

w*(z) tal que J,0* = 0. Temos assim a versdo nao comutativa da gravidade unimodular.



Abstract

The formulation of a general relativity theory on noncommutative spaces has been
investigated using many different approaches. In this context, a revision of the formalism
that describes noncommutative spacetime is made. Next, the interactions between the
fields of graviton and scalar is investigated in a commutative space showing an alternative
method to rewrite the action of this interaction. Finally, using this method, one obtains
the dominant term of the action of graviton interacting with a scalar particle in a non-
comutative space. In this way, we are led to consider restricted transformations with
infinitesimal parameter @*(z), such that, d,w" = 0. Thus we have the noncommutative

version of unimodular gravity.
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Capitulo 1

Introducao

A descricao das interagoes fundamentais da natureza em termos de teorias de campos
tem como ponto de partida uma formulacao em termos da a¢ao classica para esses campos.
A natureza dos campos (escalar, vetorial ou tensorial) e a forma analitica da densidade
de lagrangiana fornecem toda a informacao para descrever a propagacao e interacao entre
as particulas associadas a cada tipo de campo. Desse modo, as leis fundamentais ficam

completamente determinadas a partir do conhecimento da agao.

Quando tratamos apenas da propagacao e das interagoes entre particulas de spin e
massa determinados, sem considerar a interacao gravitacional, um dos requisitos basicos
da acao é a invariancia sob transformacoes de Lorentz. Ou seja, a acao deve ser um
escalar de Lorentz. Essa importante restricao ¢é suficiente para caracterizar a propagacao
das particulas, mas nao fixa a forma das interagoes. De fato, podemos escrever uma

infinidade de termos de interacao que nao violam a invariancia de Lorentz.

Uma das mais importantes idéias introduzidas na fisica do século passado, foi o
principio geral segundo o qual as leis fisicas mais fundamentais podem ser “descobertas”
utilizando principios de simetria, ou seja, impondo a invariancia da acao sob determinados
grupos de transformacao. A idéia de que todas as interagoes da natureza sao fundamental-

mente descritas por teorias de campos possuindo tnvariancia sob transformacoes de gauge
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locats constitui um dos principios mais importantes da fisica das particulas elementares.
Antes que esse principio se consolidasse da forma como o entendemos atualmente, um
longo caminho foi percorrido. Weyl em 1918 introduziu o conceito de invariancia de
gauge! generalizando a Teoria da Relatividade Geral de modo a descrever a gravitacao e o
eletromagnetismo de maneira unificada [1]. Embora a idéia original de Weyl tenha falhado
como uma teoria fisica?, esse foi um importantissimo passo na direcio do entendimento
do significado da invariancia de gauge e de suas implicacoes fisicas. O passo seguinte
foi dado por Fock em 1926 ao estabelecer a conexao entre a ambigiiidade de escolha
dos potenciais vetor e escalar na teoria de Maxwell e a transformacao de fase local da
funcao de onda do elétron. E importante ressaltar que a formulacao do principio de
invariancia local, da maneira como o entendemos hoje, estd dada nas equagoes (5) (trans-
formagoes dos potenciais) e (9) (transformagao de fase local) do artigo de Fock em [2].
Logo depois, o préprio Weyl [3], inspirado também por idéias de London [4], consagrou o
principio de invariancia de gauge no contexto fisicamente correto. Com essa interpretagao,
foi possivel obter um entendimento das interacoes eletromagnéticas em termos de um
principio simples, bem como estabelecer a relacao entre a conservacao da carga elétrica
e a invariancia local (um exemplo da relagao entre simetrias e leis de conservacao que ja

era conhecido no caso das simetrias de espago-tempo).

Ao mesmo tempo, ficava claro que outras interacoes estavam envolvidas nos fendmenos
que ocorrem na escala sub-nuclear. Ja por volta da década de 1950 as interacoes fortes
haviam sido bastante estudadas do ponto de vista fenomenolégico. Uma interessante
questao, do ponto de vista tedrico, era a possibilidade de descrever todas interacoes em

termos de teorias possuindo as mesmas caracteristicas de simplicidade do Eletromagne-

10 termo “gauge”, que pode ser traduzido como calibre,teve sua origem na idéia desenvolvida por Weyl,
segundo a qual escalas de comprimentos e tempos seriam calibrados por fatores nao integraveis e Jden A“,
onde A" seria identificado com o potencial eletromagnético. Assim, da mesma forma que a interacao
gravitacional pode ser descrita em termos da conexao entre referenciais locais, o eletromagnetismo seria

descrito em termos da conexao entre escalas locais.
2A antica d éria, 1 d l [, dad 1 i d d
natureza quantica da matéria mntroduz uma escala natural, dada pelo comprimento de onda

Compton de uma particula de massa m, Ac = h/me, a qual nao pode depender da posi¢ao. Por outro

lado, a idéia de de invariancia local de escala estaria em contradicao com este fato.
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tismo de Maxwell e, especialmente, de sua versao quantizada, ou seja, a Eletrodinamica

Quantica (QED)

Yang e Mills, em 1954, aplicaram o principio de invariancia local de gauge as intera-
¢oes entre nucleons (prétons e néutrons), impondo que a simetria sob transformagoes do
spin isotdpico fosse localmente realizada [5]. Ao contrario do que ocorre na QED, onde
o potencial eletromagnético A, nao possui carga e portanto nao interage consigo mesmo
(a QED é uma teoria linear), a construcao de Yang-Mills leva naturalmente a equagoes
nao-lineares para os potenciais. Tais potenciais sao denominados campos de gauge nao
abelianos. Uma importante caracteristica destes campos vetoriais é a sua massa nula.
Embora as interacgoes entre protons e néutrons nao pudessem ser descritas como sendo
mediadas por particulas de massa nula ? a idéia de Yang-Mills tornou-se o protétipo para
0s avancos que vieram a ocorrer cerca de vinte anos depois com o desenvolvimento da
Cromodinamica Quantica (QCD), teoria de gauge que descreve as interagoes fortes em
termos dos constituintes mais elementares dos nucleons, e da teoria unificada das intera-
¢oes eletrofracas. Pela segunda vez o principio de invariancia local teve que esperar mais
um pouco para que seu conteido fisico pudesse ser devidamente apreciado. De qualquer
forma, ja era claro que tanto a QED como a gravitagao obedeciam a este principio. Restava
saber se as interagoes que se manifestam na escala microscépica também poderiam ser

entendidas com base no mesmo principio.

A idéia bésica da simetria de gauge pode ser exemplificada da seguinte forma. Con-
sideremos um sistema fisico descrito por uma lagrangiana invariante sob transformacoes
de um grupo de simetria continuo G. Ao promovermos a simetria a uma simetria local,
fazendo G — G(z), onde x = z, (u = 0,1,2,3) sdo as coordenadas do espaco-tempo,
somos obrigados a generalizar as derivadas usuais J,, substituindo-as por deriadas co-
variantes D, = 0, —1 A,. As grandezas A, sao potenciais vetores possuindo componentes

nos geradores da algebra de Lie do grupo G e se transformam de tal forma que D, se

30 curto alcance das interacdes nucleares, mediadas por pions massivos, ja era conhecido hé bastante
tempo. A massa destes mediadores havia sido prevista teoricamente por Yukawa em 1935 [6] e confirmada
experimentalmente por Lattes, Occhialini e Powell em 1947 [7]. Yukawa e Powell foram laureados com o

prémio Nobel em 1949 e 1950, respectivamente
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transforme co-variantemente. Portanto, a simetria local nos forca a introduzir o campo
A, o que por sua vez determina a forma das interagoes entre A, e os campos de matéria,
assim como suas auto-interagoes (estas, como veremos, surgem quando o grupo de simetria
¢ nao-abeliano). No caso das interacoes eletrofracas ha um conjunto de potenciais A, que
podem ser identificados com o féton e os bésons vetoriais Z%, W=, enquanto na QCD A,
contém os campos dos glions. A fim de ilustrar explicitamente a aplicagdo do principio

de gauge, apresentamos no apéndice A uma breve revisao sobre esse topico.

O foco da presente dissertacao é a investigagao das interagoes entre o quantum do
campo gravitacional (o graviton) e as outras particulas elementares, no contexto da teo-
ria de campos formulada no espaco-tempo nao comutativo, ou seja, quando o produto
local dos campos é substituido pelo produto Moyal (produto x). Desta forma, queremos
(precisamos) saber qual é a forma da agdo. Ao investigarmos essa questao, saberemos
também se é ou nao consistente introduzir o produto * da forma como foi feita, por
exemplo, em [8]. Com o intuito de tornar a andlise simples e transparente, trataremos

apenas do setor envolvendo os campos do graviton e escalar (real) sem massa.

A fim de esbocar a idéia geral da nossa abordagem é conveniente antes lembrar alguns
aspectos bésicos da versd@o nao-comutativa da QED (NCQED). Sabemos que essa teoria
possui uma estrutura muito semelhante a da teoria nao abeliana de gauge (ver apéndice A).
Tendo em vista a analogia existente entre a teoria de gauge do campo eletromagnético A, e
a teoria de gauge do campo de graviton h,, ¢ tentador supor que a versao nao comutativa
das interacoes entre gravitons e escalares preserve a simetria bésica de invariancia sob
transformacoes gerias de coordenadas. No entanto, nao podemos saber a priori qual deve

ser a forma da versao nao comutativa da acao.

H& porém uma abordagem bastante adequada para essa investigacao. Primeiramente
levamos em conta que estamos tratando das interacoes envolvendo campos de massa e
spin definidos (graviton de spin 2 e massa zero e escalar de spin e massa zero). Uma
tal formulacao requer uma métrica de fundo de Minkowski tal como ocorre em uma

expansao de campo gravitacional fraco. A acao procurada tem entdao uma forma geral
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tal que, em ordem zero, é dada pela acao do campo escalar livre. O termo seguinte,
envolvendo a interagao com o graviton, ¢ linear em h,,,, e assim por diante. Embora nao

saibamos a priori qual deva ser a versao nao comutativa do termo linear em h,,,, podemos

ma
invocar um argumento de simetria semelhante ao que existe na versao comutativa. No caso
comutativo, sabemos que o termo linear (bem como todos os subseqiientes) pode ser obtido
utilizando a identidade de Ward que resulta da invariancia sob transformacoes gerias
de coordenadas. No entanto, nao podemos supor que a invariancia sob transformacoes
gerias de coordenadas possa ser empregada também no caso nao comutativo. Veremos,
porém, que mesmo no caso nao comutativo ha ainda uma simetria residual cujo parametro
infinitesimal é restrito pela condicao de unimodularidade. Em principio, esse procedimento
pode ser estendido indefinidamente. Na pratica, em calculos perturbativos, uma dada

ordem da expansao de campos fracos é suficiente para determinar completamente um

dado processo.

No proximo capitulo faremos uma breve introducao aos conceitos bésicos de teo-
ria de campos formulada em espagos nao comutativos [9]. No capitulo 3 revisaremos
alguns conceitos de gravitacao. No capitulo 4 trataremos da determinacao da agao nao
comutativa seguindo o esbogo descrito acima. Finalmente, no capitulo 5 apresentaremos
algumas conclusoes. Para nao quebrar a continuidade da apresentagao, acrescentamos

apendices.

Ao longo de todo o texto, utilizaremos o sistema de unidades h =c=kg =1 (kp é a
constante de Boltzmann). As coordenadas de espago-tempo z* sao rotuladas por indices

0 = t, e as coordenadas espaciais z' por indices

gregos (u,v,a--- = 0,1,2,3), com x
latinos (i = 1,2,3). Os sinais da métrica de Minkowski n** sdo (4, —, —, —). A métrica

do espaco-tempo curvo ¢ denotada por g, .



Capitulo 2

Introducao ao espaco nao comutativo

2.1 Historico

A formulacao de teorias de campos em espagos nao comutativos é um tema investigado
a algum tempo. Na verdade, a nao comutatividade é um conceito fundamental para
expressar relagoes de incerteza em mecanica quantica [10]. A idéia de que as coorde-
nadas espaco-temporais possam também nao comutar em escalas de distancias muito
pequenas foi formalizada pela primeira vez por Snyder em 1947 [11, 12]'. Na mecanica
quantica a nao comutatividade aplica-se aos observaveis posicao e momento, de modo que
trabalhamos com fungoes f(x) definidas num espago “comutativo”, no qual as coordenadas

2! satisfazem a seguinte relacao de comutacao,
(2", 2] = 0; i,j=1,2,3. (2.1)

De modo que para expressar a relacao de incerteza em mecanica quantica, o espacgo de fase
deixa de ser continuo e passa a ser discreto. Desta forma, passamos de um espago de fase
classico para um espaco de fase quantico ao substituirmos as variaveis canonicas posi¢ao

e momento, ' e p’, pelos operadores Hermitianos x* e p’, que obedecam a relacao de

!Consta que essas idéias j& haviam sido consideradas por Heisemberg em uma carta escrita para Pierls.

A idéia teria se propagado até Snyder pela via Pierls — Pauli — Oppenheimer — Snyder.
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comutagao de Heisenberg [x', p’/| = ihd"”. A constante /i passa a definir a “4rea” minima
no espaco de fase, conhecida como célula de Planck. No limite de A — 0, retorna-se ao

espaco de fase classico.

Um outro tipo de discretizacao pode ser aplicado sobre as coordenadas de posigao,
na qual as variaveis z* passam a ser mapeadas em operadores Hermitianos ¥ de uma
algebra nao comutativa de fungoes definida em um espaco comutativo, de modo que as

coordenadas do espaco-tempo nao comutem, satisfazendo a seguinte relacao de comutacao,
[z, 2] =", w,v=0,1,23; (2.2)

na qual, o parametro # é um tensor anti-simétrico com dimensao de comprimento ao
quadrado?. A nao comutatividade das coordenadas introduz células minimas de espaco-
tempo, nas quais ha uma indeterminacao dos respectivos observaveis. Assim, a interacao
pontual deixa de existir e as divergéncias ultravioletas talvez possam ser regularizadas por

uma escala andloga a constante de Planck na mecanica quantica.

As implicagoes da relagdo (2.2) em uma teoria fisica sdo muito profundas e por vezes
surpreendentes. H& varias razoes para aborda-las, mas ha também questoes delicadas
envolvidas, as quais fizeram com que até pouco tempo a teoria nao fosse estudada mais
seriamente. Talvez a principal razao para isso, é que ao postular-se uma relacao de
incerteza entre as medidas de posicao levaria a uma teoria nao local cujas propriedades
nao sao bem conhecidas. No entanto, é possivel postular a nao-comutatividade das coor-
denadas espaco-temporais, mas apesar de muitas motivacoes fisicas, a teoria de campos
nao comutativa nao foi formulada por fisicos e sim pelos matematicos Connes e Riefel em

1987.

Uma das consideracoes em que a nao comutatividade das coordenadas surge, procede
de um argumento heuristico muito interessante [13]. Ao aplicarmos o principio da incerteza
de Heisemberg a gravitagao classica, teriamos uma medida das coordenadas em distancias
muito pequenas, assim terfamos uma indeterminagao no momento perturbando o campo

gravitacional nesta regiao.

2A algebra de operadores foi extensivamente estudada, sendo conhecidas muitas propriedades.
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Uma leitura das Equagdes de Einstein, ver equacao (3.15), nos mostra que devido a
uma indeterminacao no momento, uma energia seria transmitida ao sistema por meio
do tensor energia-momento. Isto por sua vez, afetaria o campo gravitacional. Mais
claramente, uma medida de posicao em uma regiao a no espaco gera uma indeterminacao
de ordem 1/a no espago dos momentos. Temos entao pela proporcionalidade entre os
campos gravitacional e a indeterminacao no espaco dos momentos, que, quanto maior
a precisao da medida nas coordenadas, maior a perturbagao do campo gravitacional no
ponto de medida, ou seja, maior serd o campo gravitacional gerado pelo processo de
medida. A localizacao deixara de ter um significado operacional quando a intensidade do
campo gravitacional for suficientemente grande a ponto de impedir que qualquer sinal saia
da regiao de localizacao. Tal efeito surgiria em medidas na ordem da escala de Planck?,
logo a natureza quantica do campo gravitacional possivelmente devera ser levada em conta
neste cenario. Este argumento reforca a suspeita de que a teoria quantica da gravitagao
traria consigo a modificacao da geometria na escala de Planck de modo a caminhar para

uma descri¢ao nao local.

Historicamente, em teoria quantica de campos, a estrutura de nao comutatividade
para as coordenadas de espago-tempo surgiu no final da década de 1940 [11, 12]. Neste
contexto inicial, a idéia era utilizar a nao comutatividade em escalas de comprimento muito
pequenas para introduzir um corte na regiao de altos momentos como meio de controlar as
divergéncias ultravioletas na eletrodinamica quantica que até entao nao tinham solucao.
Devido ao sucesso obtido pelo procedimento de renormalizacao realizado na época, a

abordagem foi logo esquecida.

Nos ultimos anos o interesse em teorias nao comutativas foi renovado quando se
descobriu que a dinamica da corda aberta na presenca de um campo anti-simétrico pode
ser descrita, em certos limites, em termos de teorias de calibre formuladas em espacos
nao comutativo [14]. O estudo dentro de um contexto mais amplo revelou que teorias nao
comutativas nao sao variagoes arbitrarias de teorias usuais de campos, e sim uma classe

de teorias cujas propriedades merecem ser estudadas dentro de uma investigagao de auto

3No que se refere & distancias espaciais o comprimento é da ordem de 10~33¢cm.
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consisténcia.

Faremos nas proximas secoes uma rapida apresentagao dos conceitos basicos da teoria

mais diretamente relacionados com o contexto do estudo desenvolvido nesta dissertacao.

2.2 Quantizacao de Weyl

O formalismo que descreve a nao comutatividade do espago-tempo se inspira em
algumas idéias fundamentais da mecanica quantica. Uma destas idéias, introduzida por
Weyl, associava as variaveis 2’ definidas no espaco Euclidiano R”, a operadores 2’ definido
no espago Euclidiano RY nao comutativo, em que, os operadores obedecem a relagao (2.2).
Esta idéia, permite descrever o espaco nao comutativo de maneira bastante geral e estudar
sistematicamente as teorias de campos definidas no espagco Minkowski. Supondo que os
campos desta teoria sejam representados por fungoes f(x), satisfazendo as “condigoes
usuais™, temos que qualquer funcao pode ser representada em termos de sua transformada

de Fourier

f(k) = /d‘lxe—i’“ux“f(x). p, v=0,1,2,3. (2.3)
Assim, os operadores z* sao os geradores de uma algebra nao comutativa. De modo que
a quantizacao de Weyl estabelece uma correspondéncia entre a algebra dos campos em

espagos comutativos e a algebra dos operadores em espacos nao comutativos. Dadas as

componentes de Fourier de um campo qualquer, introduzimos o simbolo de Weyl por
Win = [ 8 f Tk 24
— €T .
(27T)4 Y )
no qual, o operador T(k, ) estd representado por,

T(k, &) = e, (2.5)

Como podemos perceber da definigao (2.4), para cada f(x) com x pertencente ao

espaco comutativo existe um W[ f] no espago nao-comutativo.

4As derivadas de qualquer ordem se anulam no infinito tanto no espaco de posicio quanto no espaco

de momento [15].
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Podemos escrever o simbolo de Weyl de forma explicita através de um operador que

~

chamaremos de A(x), expresso por:

A Ak an ik
A(:E):/(QW)461““ e~ hne (2.6)

de forma que, o simbolo de Weyl expresso pela equagao (2.4), podera ser escrito por,

Wif] = / d'z f(z) Alz). 2.7)

Notamos que no caso comutativo quando 0 = 0 o operador (2.6) se reduz a fungao
delta de Dirac 6*(& — ), de modo que A(z) faz o mapeamento dos campos f(z) com os

operadores de Weyl.

E possivel também mapear as derivadas usuais em “derivadas” de operadores definidas

pelo operador anti-hermitiano ) que sao definidos pelas relacoes de comutacoes
3| =0 (0,07 =0 (2.8)
Entao de posse destas relacgoes fica facil mostrar que,
[5\”, A(a;)] = —9,A(x) (2.9)

de modo que ao substituirmos a equagao (2.9) em (2.7), e realizando integragoes por parte

nesta, obtemos a relacao
3.1 = [ d19,£5(0) = W0, (210)

na qual, temos que o comutador do operador d; com o simbolo de Weyl W[ f] atua como

uma derivada usual no campo f(z).

Introduzindo agora a operagao de traco, denotada por Tr, segue de (2.7) que o trago

do simbolo de Weyl sera representado pela seguinte expressao,

ToWV[f] = /d4f(:):)TrA(x). (2.11)

Escolhendo a normalizacao Tr A(z) = 1, segue de (2.11) que

ToWV[f] = /d‘*f(x). (2.12)



CAPITULO 2. INTRODUCAO AO ESPACO NAO COMUTATIVO 11
De forma que o traco dos operadores de Weyl é representado por uma integracao dos
campos do espago-tempo.

Assim, a relagao (2.7) nos da diretamente os operadores de Weyl a partir dos campos,

ou seja, f(x) A WI[f], evidenciando ainda mais que (2.6) faz o mapeamento dos
campos f(z), no espaco comutativo, com os operadores de Weyl W[f] no novo espaco

nao comutativo.

Agora que sabemos que A(:c) relaciona os elementos do espaco comutativo com os
elementos do espaco nao-comutativo, devemos discutir a multiplicagao entre dois elementos
W[ fle W[g] Como veremos na préxima secao, desta relacao iremos naturalmente definir
o produto Gronewold — Moyal entre duas fungoes f(x) e g(x) (também conhecido como
produto estrela). Mas para isso, deve-se conhecer o produto de dois operadores (2.6) em
pontos quaisquer do espago-tempo. Usando esta equacgao e a férmula de Baker-Campbell-
Hausdorf,

o TP
(AB _ 3ABIATE

podemos escrever o produto das exponenciais abaixo usando (2.2) como,

pikudh ikl e

. ikp,ikl, 3] ikt )a"

1 _iguvke k' ik, AR ik &V
_ 62[ e 50 kukuelkul’ +ikl,& ’ (213)

de modo que teremos

o T
Alz)Ay) = //Wwe SO kykl, ikt ikl 2 —ikua¥ —ik],

- [ i

Calculando as integrais gaussianas em k e k' (estamos assumindo que a matriz 6 possui

/d4 Zei(k+k’)uz“A(z) 6—%‘9W kukl, pikpdt+ik]z"

(2.14)

inversa), teremos

~

A 1 A —2i(0~1 z—2z)H(y—2z)Y
A(x)Ay) = W/d4 2A(2)e B0 D (@=2)"(y=2)" (2.15)

Usando a normalizacao do traco de A e a anti-simetria de 7!, obtemos a seguinte condicio

de ortonormalidade

Tr (A(x)A(y)) — oz —y). (2.16)
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Multiplicando o lado esquerdo de (2.7) por A(y), tomando o traco e usando a relagio

acima, obtemos a seguinte relagao,

f@) =Tx (WIFAW)) - (2.17)

na qual, a fungao f(x) assim obtida a partir do correspondente operador quantico é
denominada funcao de distribuicao de Wigner e o mapeamento realizado por A(x) é o
andlogo da correspondéncia da teoria quantica usual. Desta forma, a relacao (2.16) ira

contribuir para obtermos a representacio entre os dois elementos W[f] e W]g].

2.3 O produto estrela

Conforme vimos na se¢ao anterior, estabelecemos uma relagao entre os elementos do
espaco comutativo e o espagco nao comutativo. Agora iremos verificar uma propriedade
muito importante que é o produto dos operadores de Weyl W[ fle W[g] Uma tal expressao
constitui o ponto de partida para que possamos mapear os operadores de Wigner de uma
teoria de campos qualquer. Por exemplo, o produto de dois operadores possui a seguinte

expressao no espaco de coordenadas
~ ~ A 1 rn—1 v
T A _ 4 4 —2i(07 1) (z—y)* (x—2) ) 21
e (WU M) = o [ [ dwat= r) o) (2.18)

Usando a expressao (2.4) no produto entre W[ fle W[g], substituindo as componentes de

Fourier por (2.3) e levando em conta a féormula de Baker-Campbell-Hausdorff, temos
WIfIWIg] = WIS x g] (2.19)

na qual,
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4 4 1. _

= 8“9“ v g(:c)

= flz)g(x)
+ Z (é) |:7”1L' g ‘e,unlfnam e 'allnf(x) Oy, -+ Oy, g(l’)
n=1
(2.20)

é o produto de Gronenwold-Moyal [16, 17]. E interessante considerar algumas conseqiién-
cias simples da expressao (2.20). Por exemplo usando a anti-simetria de 0*” o comutador

e o anti-comutador de Grénenwold-Moyal podem ser escritos como

[f (), g()].

f(@)xg(x) —g(z) x f(z)
= 2if(x )sen<10 9””8) g(x) (2.21)

{F(@),9(x)} = fla)xg(z) +9(x) % f(z)
= 2 f(x) cos (%OM o 3,,) g(x) (2.22)

No caso geral, em que tivermos varios operadores, somos levados a considerar a

seguinte extensao da férmula (2.20)

ey x ) = [T e 7E550) ) o). (2.23)

a<b

Assim temos que tal produto constitui uma alternativa ao produto de operadores de
Weyl. A nao comutatividade se manifesta como uma “deformacao” do produto de funcoes
das coordenadas do espaco-tempo. No caso do produto de vérios operadores, temos que
integrando este produto em todo espago-tempo e usando a equacao (2.11) obtemos a

seguinte relacao entre as duas maneiras de representar a nao-comutatividade.

Tr (W[fl]ml/\/[fn]) - /d‘*:cfl(:c)*-n*fn(:c). (2.24)
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Levando em conta a propriedade de ciclicidade do traco, concluimos que a integral de
um produto Gronenwold-Moyal permanece invariante quando permutamos ciclicamente

as fungoes f,(x). E no caso especial de duas fungdes teremos

[t o) = [dagle) « 1) = [t f@) g0 (2.25)

Esta igualdade pode ser verificada diretamente usando a equagao (2.20) e notando que os
termos envolvendo 6 se anulam ao serem integrados por partes. Vimos que a integracao
no espaco de coordenadas é formalmente uma operacao de “traco” do produto deformado
de fungoes. Estas propriedades serao muito tteis quando estivermos tratando abordagem

nao-comutativa no contexto das interagoes gravitacionais.



Capitulo 3

Interacao entre gravitons e campos

escalares em espacos comutativos

Antes de pensarmos em uma teoria de gravitacao em espacos nao-comutativos, é
necessario fazermos uma revisao sobre a teoria da relatividade. Esta revisao nos ajudard a

entender a notacao adotada, e sera relevante para o entendimento dos topicos subseqiientes.

3.1 A estrutura da teoria

O Principio da Relatividade Especial, afirma que as leis da natureza sao invariantes
sob um grupo particular de transformacoes das coordenadas do espago-tempo, chamado
transformacoes de Lorentz. Esta afirmacao foi feita por Einstein, ja que no inicio do
século X X havia um conflito nas transformacoes de Galileu! |, uma vez que as equacoes
de Maxwell nao sao invariantes sobre tais transformacoes. E para resolver este conflito,
Einstein modificou as leis de movimento de modo que estas fossem invariantes de Lorentz.

Vejamos rapidamente como se deu esta modificagao.

IEstas transformacoes relacionavam dois sistemas de coordenadas espaciais distintos, com o tempo

absoluto, gracas ao movimento de translagao uniforme na direcao de um dos eixos.

15
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3.1.1 Transformacoes de coordenadas

Uma transformacao de Lorentz é dada pela mudanca de um sistema de coordenadas

do espaco-tempo x® em um outro sistema 2’ e expressa por,
=N (3.1)

com a condicao,
N = A W AP 1o (3.2)

em que, 7, = (1, —1, —1, —1) é uma matriz diagonal, chamada métrica de Minkowski. No
entanto, as transformacoes de Lorentz, refletem a invariancia por transformacoes globais, e
a propriedade fundamental que caracteriza esta transformacao, é a invariancia do intervalo

de espaco-tempo de Minkowski, definido por,
ds* =n,da’"da’” = nesda®da’, (3.3)

em que, este resultado é a explicacao tedrica para o experimento de Michelson e Morley,
no qual, a velocidade da luz, é a mesma em todas as direcoes analisadas, ou seja, em todos

0s sistemas inerciais.

No entanto, ha um problema quando uma teoria é invariante apenas globalmente.
Sabemos que a invariancia devido as transformacoes de Lorentz constituem a base para o
principio da relatividade especial, que esta caracterizada pelo movimento uniforme entre
os dois observadores. A principal preocupacao de Einstein era estender o principio da
relatividade para todos os observadores, pois seu objetivo era lidar com duas questoes,
a gravidade e os observadores acelerados. Por este motivo, Einstein sentia uma forte
necessidade de generalizar o principio da relatividade dos movimentos uniformes aos
movimentos arbitrarios. Em 1907, ao preparar um artigo de revisao encomendado por
Johannes Stark, tem a idéia brilhante de analisar (localmente) o campo gravitacional, no
referencial de um observador em queda livre. Para fazer isso, Einstein formulou o principio
da equivaléncia que lhe permitiu generalizar a relatividade dos movimentos uniformes aos
movimentos acelerados. O principio da equivaléncia afirma que em “cada ponto do espaco-

tempo localizado em um campo gravitacional arbitrario é possivel escolher um sistema de
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coordenadas, tal que, dentro de uma regiao suficientemente pequena nas proximidades do
ponto em questao, as leis da natureza possuem a mesma forma como se estivesse em um

sistema cartesiano de coordenadas sem aceleragao, na auséncia da gravidade”[18].

Para verificarmos esta afirmacgao, usamos um método que é uma versao alternativa
ao principio da equivaléncia conhecido como principio da covariancia geral, este método
afirma que uma equacao fisica é valida na auséncia de um campo gravitacional, se ela
concorda com as leis da relatividade especial, quando o tensor métrico g,, ¢ igual ao
tensor métrico de Minkowski 7,,, e quando ela preserva sua forma quando realizamos

uma transformacao geral de coordenadas x — /.

O método da covariancia geral, foi utilizado por Einstein para escrever equagoes
fisicas que sao invariantes por uma transformacao geral de coordenadas. Desta forma,
na auséncia de um campo gravitacional, o tensor métrico é definido em um sistema geral
de coordenadas x* por

oo
i = 0

(3.4)

em que, £¢ é a coordenada de um sistema localmente inercial. Tomando (3.4) em um

sistema de coordenadas diferente expresso por x’¥, o tensor métrico seré,

) o 0808 08 Oxr 0 0a” (3.5)
g w = Nags 9" O’ = Nap OxP Ox'* Hxe Hx'V’ .

De acordo com (3.4) temos que o tensor métrico escrito em termos de uma transformacao

geral de coordenadas é dado por,

, Oxf 0x°

9w = Ypo B ax_,,,- (36)

O tensor g,, ¢ conhecido como tensor métrico covariante e seu inverso ¢ um tensor

contravariante definido por g"*, de modo que,

g* g =07, (3.7)

Além da invariancia das equacoes fisicas, o principio da covariancia geral, permite-

nos construir um tensor que é formado pelo tensor métrico e suas primeiras e segundas
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derivadas, este tensor é conhecido como tensor de curvatura e é definido por,

R),.=0.I,, -0, +0,Ir —I7,T) (3.8a)

UVE urt KT QKT UT

em sua forma contraida é conhecido como tensor de Ricci

R, = Ry, (3.8b)
sendo a curvatura escalar expressa por,

R=g¢" R, (3.8¢)
O simbolo de Christoffel F,’)V ¢ dado em termos das derivadas do tensor métrico.

1
P;),\LV = 5 gAp (augpu + augpu - apg/w) . (39)

A existéncia do tensor de curvatura, reafirma a questao de que o principio da equiva-
léncia juntamente com o principio da covariancia geral determinam unicamente os efeitos

da gravitacao em sistemas arbitrarios.

A utilizacao destas propriedades do tensor métrico nos ajudarao a construir uma teoria
de interagao gravitacional. No entanto, estudaremos o caso mais simples que ¢ a interacao

do graviton com o campo escalar.

3.2 Dinamica

A acao que descreve a dinamica da métrica é,

B 1
167G

S =M /dﬂ‘x\/—g R; M (3.10)

na qual, g é o determinante do tensor métrico g,,, do espago-tempo. A constante G ¢ a
constante de Newton, que possui dimensao de inverso da massa ao quadrado, e M, é a
massa de Planck. A dependéncia explicita na métrica g, estd encapsulada nas relacoes

(3.8).
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E interessante destacar, no presente contexto, as seguintes caracteristica da agao
de FEinstein-Hilbert. Como vimos na secao anterior a primeira delas é a evidente nao
linearidade, ou seja, a acao contém termos envolvendo o produto de mais de dois tensores
Juv- Uma outra propriedade evidente ¢ que todos os termos da acao possuem exatamente
duas poténcias da derivada 0, como pode ser verificado diretamente nas relagoes acima.
Por 1ltimo, o mais importante, é que a forma desta acao é determinada pela invariancia

sob transformacoes gerais de coordenadas do tipo

o — = ot —wh(x). (3.11)

Embora a gravitacao tenha sido originalmente desenvolvida por Einstein em termos
estritamente geométricos, é também possivel adotar um ponto de vista onde as interagoes
gravitacionais sao descritas, de maneira andloga as outras interacoes conhecidas, pela

troca dos quanta de um campo gravitacional, ou seja, gravitons.

Antes de prosseguir, é necessario também entender de que maneira sao descritas as
interacoes pela troca de gravitons. O procedimento mais simples e natural consiste em
modificar a acao da teoria de campos, originalmente formulada no espaco de Minkowski
e invariante de Lorentz, de modo a torna-la invariante sob as transformagcoes (3.11). Esta

condigao sera satisfeita se adotarmos as seguintes prescricoes minimas

/d4zc — /d4:m/—g (3.12a)
n — g", (3.12Db)

0y — Dy, (3.12¢)
na qual, D, é a derivada co-variante da relatividade geral satisfazendo
Du¢ = a,u¢ s (313&)

Dy A, = 0,A, — T2, A, (3.13b)

DyAuy = 8,A,, —T% A, — T2 A (3.13¢)

Qo

Dy A, =0,A,,  — uml para cada indice. (3.13d)
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Seguindo as prescrigdes acima, temos que a acao para a teoria de campos escalares em

interacao com campos gravitacionais ¢ dada por,

Sunlong) =5 [ V=G (9" 0u00,0—m*3). (3.14)

As equacoes de movimento classicas sao obtidas usando o principio variacional na acao

total?. Fazendo isso, via formalismo de Euler-Lagrange, obtemos a equacao de Einstein

1
R, — iRgW = -8rGT),. (3.15)

na qual, T}, € o tensor de energia-momento associado aos diversos campos de natureza nao

gravitacional (T"° e T" sdo respectivamente a densidade e o fluxo de energia-momento).

3.2.1 Gravitacao como uma teoria de campos

Vamos agora introduzir o contexto fisico no qual a nocao do graviton, mencionada
anteriormente, emerge naturalmente. Nosso ponto de partida serda um dos resultados

mais profundos da teoria de gravitacao, sintetizado na relacgao

2 0Su

L
vV —9 5.g;w

(3.16)

Esta equacao nos informa que o tensor de energia-momento 7" pode ser obtido
considerando a agao S, de quaisquer outros campos, formulada no espago de métrica
g, (seguindo as prescricoes dadas na segao anterior) e tomando a variacao em relacao a

G, mantendo 2# fixo. De fato, introduzindo o campo h,, tal que?

Guv = N + h/u/ (317)

expandindo a agao Sy até primeira ordem em h,,,, e levando em conta (3.16), teremos

Sur = Sar(h = 0) — / o (%h,wT“” + 0(h2)) , (3.18)

2A acdo total é escrita da seguinte forma, St = S + Sscar.
3Estamos absorvendo um fator V327G em hy.. Portanto, h,, é admensional
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ou seja, o efeito da gravitacao é “sentido” por todos os outros campos através do aco-
plamento de h,, com o tensor energia-momento no espaco plano. Do ponto de vista
fisico este € um bom motivo para se atribuir a caracteristica de campo do graviton ao
tensor h,,. Temos assim um cendrio no qual a interagao gravitacional ocorre no espaco
plano de Minkowski, analogamente a interacao do campo do féton A, com a corrente

eletromagnética J*.

E interessante notar que esta abordagem permite também obter certas propriedades

gerais do tensor de energia-momento. De fato, considerando a forma da acao
Sy = /d4 /=g (A+ g" B + 6" g Crrp + -+ ) (3.19)
expandindo a métrica até ordem em h,, (mais detalhes na proxima secao)
V=9 =1+n"h, + O(h?); g" =" — W 4+ O(h?) (3.20)

e comparando com (3.18), obtemos a seguinte expressao geral para o tensor de energia-

momento no espaco plano

Ty =2 (B + 2C,non™ + -+ ) = L, (3.21)

na qual, £ é a lagrangiana no espaco de Minkowski. Tomando o traco
T, = —4A—-2n"B,,. (3.22)

Vemos que niao hd uma contribuigao do termo g*”g*C,,, para o trago do tensor energia-
momento. E precisamente este tipo de termo que seria gerado se aplicarmos as prescri¢oes
(3.12) a lagrangiana de Maxwell. Portanto, o tensor de energia momento do campo

eletromagnético possui traco nulo.

Substituindo (3.17) na acao gravitacional (3.10), vamos obter uma acao para o campo
Gao g ) Gao p P

do graviton dada por uma soma de infinitos termos em ordem crescente de “poténcias” de

Iy, iniciando pelo termo quadratico. Como vimos anteriormente, cada termo tem duas

derivadas 0. Esquematicamente podemos escrever

S:Mj/d4x¢§(ahah+hahah+h2ahah+~-~). (3.23)
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Cada um dos termos acima representa, na verdade, uma combinagao das diversas possiveis
contracoes dos campos h,,, e das derivadas d,,. Obviamente estas contracgoes sao feitas com
o tensor de Minkowski 7, e cada termo individual é um escalar de Lorentz. Deixando de
lado as 6bvias dificuldades de célculo algébrico?, temos aqui um cendrio conceitualmente
idéntico ao das teorias de campos usuais nos quais a agao possui um termo quadratico e
termos de interagao. Os termos de interagao em (3.23) descrevem o auto acoplamento do
graviton de maneira analoga aos termos de interacao das teorias de Yang-Mills. Enquanto
a auto-interagao dos campos de Yang-Mills ocorre por que os campos carregam carga,
no caso dos gravitons a auto-interacao se da porque o graviton (como qualquer outra

particula) carrega energia.

A forma explicita de cada um dos termos em (3.23) pode ser obtida diretamente
substituindo (3.17) em (3.8a) e (3.10) e expandindo a métrica, sua inversa e seu deter-
minante até a ordem desejada. E possivel também explorar uma interessante alternativa
baseada em consideracoes de simetria, que além de tornar os calculos muito mais simples,
permite identificar o campo h,,, como um auténtico campo de gauge, andlogo ao campo
de Yang-Mills. O ponto chave consiste em notar que a acgao (3.23) é invariante sob as

transformagoes (3.11), na qual a métrica transforma-se como

dz® 0xP

g,lw(f'f') = 8$/“Wgaﬁ(z)

= (53 + aﬂ wa(x)) (55 + 0, wﬁ(x)) gaﬁ(x)

I (2) = W (2)0a g1 (2) = G (7) + Gou(7) D " (2) + o () 0, w* (z)

09 () = Gow Op W + gop Oy W + W 0n g (3.24)

Na tltima linha, § g, (r) = g,,, — g € w" sdo fungdes de x*. Usando a equagao (3.13b)

a ultima linha da equagao acima pode ser escrita de maneira bem mais elegante como
09w = Dywy, + Dy w,,. (3.25)
Portanto, usando (3.17), vemos que o campo gravitacional se transforma como

Wy = hyy = 6 by = Dyw, + D, w,. (3.26)

4Tais dificuldades podem ser tratadas utilizando-se computacao simbdélica
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A semelhanca® formal entre a transformacao de gauge para os campos de Yang-Mills
é evidente. B importante ressaltar que a transformacao (3.26) é linear em h,,, como
pode ser constatado substituindo (3.17) na tltima linha de (3.24). De forma que a
gravitacao formulada como uma teoria de campos revela sua invariancia de gauge de

maneira equivalente a teoria de Yang-Mills.

Agora, considerando separadamente cada termo da agao (3.23), é possivel verificar que
estes termos nao sao invariantes sob as transformagoes (3.24). No entanto, a invariancia da
acao faz com que um termo de ordem A" esteja relacionado com um termo de ordem h"+1.
Para verificar essas identidades comecaremos pelo termo quadratico da agao, escrevendo
todas as possiveis contragoes compativeis com a invariancia de Lorentz e contendo duas

derivadas. A acao mais geral que satisfaz este critério é 6

SO[h] = / A%z (@ Ol O By, + b OO RY + ¢ Ouh™ Dl + d O BE hy,) . (3.27)

Impondo a condicao de invariancia §S°[h] = S°[h] — S°[h] = 0, com h/,, dado por (3.26),

e usando integracao por partes para a contribuicao linear em h,,, teremos a seguinte

iz

condicao 7
(4da + 2¢) w" 020" hyy, + (4b + 2d) WY O?0” h + (2¢ + 2d) wW" D, 0" O hyy = 0. (3.28)

A existéncia de trés estruturas independentes e quatro constantes a serem determinadas é
uma excelente oportunidade de fazer contato com o limite newtoniano, fixando a norma-

lizagao em termos da constante de Newton G. Isso requer uma normalizacao tal que, em

50s campos vetoriais de gauge se transformam da seguinte forma,
a a ab b
A% — A 4+ DY

em que,
‘l)abH = 5@1)6“ _ fabcAcM'
Mais detalhes sobre a teoria de Yang-Mills, podem ser encontrados no apéndice A.
5Devemos considerar todas as contracdes de pares de indices em Ot h#1¥19%2h#2v2 H4 dois termos
com «q contraido com «s e dois termos com «q contraido com um dos indices de h. Esta sistemdtica

pode ser generalizada para ordens superiores.
70O termo quadratico em h se combina com a variacdo da parte ciibica da acdo produzindo as condicdes

que determinam a acdo em ordem A3.
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unidades de M3, as constantes em (3.28) sejam escolhidas como a =1, b= —1,c= —2e

d = 2. Substituindo estes valores em (3.27), teremos
M2

S = =~

1 UV Qo 1 o1V
/ diz (gaahu 0 Iy = S0l
Ouh™ O Iy + aﬂhgﬁuhw). (3.29)

Como nao poderia deixar de ser, se tivéssemos feito o cédlculo direto, tedioso e nao
instrutivo, usando a expansao da métrica na equacao (3.10), terfamos obtido o mesmo

resultado acima.

Em principio podemos prosseguir com este algoritmo, obtendo termos de ordem supe-

rior em h como os indicados simbolicamente em (3.23).

3.2.2 Propagador do Graviton

Por completeza, faremos uma breve digressao no sentido de determinar o propagador
do graviton. Desta forma, a obtencao das regras de Feynman para os vértices que
descrevem as auto-interagoes do graviton (vértice cubico, quértico, etc) é um procedimento
automatizavel que nao envolve qualquer tipo de dificuldade conceitual. Como ja mencio-
namos, “qualquer computador”, devidamente programado, pode fazer isso. Por isso, vamos
focalizar aqui a obtencao do propagador do graviton. Um texto classico sobre este assunto
é a referéncia [19], onde o ponto de partida é a construgao do propagador de uma particula
de spin 2, levando em conta que as duas outras possibilidades mais simples, spin 0 ou spin

1, sao descartadas por fatos experimentais elementares®.

A fim de exibir explicitamente o problema envolvido na obtengao do propagador do

graviton é conveniente usar integracao por partes de modo a escrever (3.29) como

M2
S°lh / d'z / A% hy QU0 s, (3.30)

80 campo gravitacional ndo pode ser escalar (spin 0) uma vez que a gravitagao se acopla & energia,

a qual nao é uma grandeza escalar. Um campo vetorial (spin 1) também deve ser descartado, tendo em
vista que particulas e anti-particulas, de qualquer tipo, interagem gravitacionalmente da mesma maneira,

ja que a gravitacao é sempre atrativa.
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onde Q".%? atua no espaco linear de tensores (de Minkowski) simétricos de dois fndices.

wv; af
transv.

Sabemos que o operador ) possui auto-valores nulos (ver apéndice), uma vez que a

invariancia de gauge, ver equagao (3.26) implica em

QU Daws = 0. (3.31)

Portanto, nao é possivel obter o operador inverso de Q"% ou seja, nao podemos obter o

propagador do graviton. A solucao para este problema é a mesma empregada no caso da
QED, em que, fazemos uma escolha de gauge, impondo uma condigao sobre os campos h,,,,
de tal forma que a integracao funcional seja feita somente sobre regioes nao conectadas
por transformagoes de gauge. Seguindo um procedimento andlogo ao adotado para a
teoria de Yang-Mills (ver apéndice A), introduzimos um termo extra a ac¢do, o qual viola
a invariancia sob transformacoes de coordenadas, e modifica o termo quadratico de tal
forma a torna-lo inversivel. Uma escolha usual para esta fixacdo de gauge consiste em
adicionar um termo tal que a equacao de movimento resultante é a equagao de onda
0*hy, = 0, no vécuo. Por isso esta escolha é as vezes denominada gauge harmonico.
Esta escolha também resulta na forma mais simples para o propagador, analogamente
ao caso do gauge de Feynman na QED. Para ver como isso pode ser feito, consideremos
inicialmente a forma explicita do termo quadratico em (3.30) a qual pode ser escrita

equivalentemente como °.

QW; af 1

transv. - 4

+ PO + P 9 4 917 4 97 0°

[_Kuu; af 82 + ,r],uz/ na,@ 82—|—

— 29 9°0° — 2P OHOM |, (3.32)
onde foi introduzida a grandeza

1
Kl“/? af = 5 (nua Mg + Nus Nva — 77/,1,1/ naﬁ) . (333)

E facil verificar que (aqui as contracoes sao efetuadas com a métrica de Minkowski 7,

o o
Ky po K* =

(0267 + 6, 62) = 17 (3.34)

po

N —

9Esta forma é obtida usando integracio por partes em (3.29), simetrizando nos pares de indices de

cada campo e levando em conta a simetria bosonica uv < af.
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onde [ O‘ﬁw ¢ a matriz identidade no espaco de tensores simétricos de dois indices. A

identidade (3.34) sugere que uma escolha de gauge conveniente é aquela que elimina todos

os termos de (3.32), exceto o primeiro. Esse critério pode ser implementado adicionando

a acao gravitacional o seguinte termo de fizacao de gauge

31
2 ¢

e fazendo & = 1 . Desse modo, o novo termo quadratico pode ser facilmente invertido,

S [h] = d*x f*(h) f.(h) com fH(h) = 0,h™ — %8“@ (3.35)

usando (3.34), levando a seguinte expressao para o propagador do graviton no espaco de

momento
1
Duuaﬁ(k) = 2—]{:2 {nuanuﬁ + Nvalps — MuwNap
py k Ozﬂ . (1 B 5) 2
AR R RS : +W (2kﬂkvnaﬁ + Qkakﬁnuu — NuvTes k (336>

—kukanug — kukanus — kukgtuva — kukpnua) -

Este é o andlogo do propagador no gauge de Feynman na QED. Na gravitacao este
gauge ¢é freqlientemente denominado gauge de Feynman-De Donder. Uma classe mais
geral de gauges co-variantes (co-variancia de Lorentz) é caracterizada por um parametro

real £ qualquer.

Nesta dissertacao nao analisaremos os vértices de auto-interacao.

3.3 Acao para o campo escalar interagindo com o

graviton

Nossos estudos estao sendo direcionados a investigacao de uma acao nao-comutativa,

que represente as interacoes de campos escalares com o graviton como foi explicitado na

10Note que este termo é de fato ndo invariante sob transformacdes gerais de coordenadas.
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secao anterior. No entanto, para estruturarmos nossa investigacao é necessario primei-
ramente analisarmos o contexto usual de uma teoria comutativa de um campo escalar
sem massa interagindo com gravitons. Para isso, consideraremos a agao (3.14), sem o
termo de massa. Esse é o modelo mais simples envolvendo interagoes gravitacionais e que
pretendemos generalizar para espacos nao-comutativos, no proximo capitulo. Tomando

m = 0 na equagao (3.14) teremos,

S(¢,g) = %/d‘*mv—_g(g“” 0.0, 0) (3.37)

em que, a introducao do campo do graviton h,, pode ser feita usando a expressao do

tensor métrico g,,, através da equagao (3.17), como segue abaixo
I = N + K by (3.38)

em que, k = /327G, Usando a equagao (3.7), calculamos as expressoes em (3.20), fazendo
a expansao em k para tensor métrico, assim como para \/—g, de modo que teremos sua

forma contravariante, dada por,

g = — kWY KRR A (3.39)
e v/—g, como mostra o seguinte desenvolvimento,
g = det(guw)

= exp{Tl” [111(7]#1/""@}%1/)]}
= det(nue)exp{Tr [In (6, + kh*,)]}

(2
— —exp{Tr {/{ho‘y—gho‘ﬁhﬁy] }

(2
= —exp {/{haa—?ho‘ﬁhﬁa}

« '%2 (67 16 1 @ B
em que,
K k2 (1
V_ggl+§haa+z <§haahﬁﬁ_ha5h6a)+”" (3’41>

Assim, temos usando (3.39) e (3.41) e escrevendo como foi feito na se¢ao anterior, que o

produto y/—g g"" seré:

1
\/—_ggMVE’)]MV—hMV“—gnuuhaa_l_"" (342)
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Neste momento, estamos absorvendo x em h,, por uma questao de simplicidade (neste
caso, h,, passa a ser admensional). Ao fazermos isso, temos que a agao (3.37), pode ser

escrita em termos da expansao (3.42), da seguinte forma,
S =80 4+8W 45O 4 ... 450 (3.43)

em que, os indices de cada termo expressam sua ordem em h. Desse modo obtemos,

1
SO — 5 / Az 0,6 0,6, (3.44a)
1 1
St = 5 / dz (577“” he ., — h’“’) 0,0 0,0. (3.44b)
Os termos subseqiientes (S@), SG) ... S0 ) produzem uma série de acdes, as quais

descrevem a interacao de dois campos escalares e qualquer nimero de gravitons.

3.3.1 Meétodo alternativo

Vamos agora mostrar como as contribuicoes S, @ SG) ... podem ser obtidas
usando a invariancia da acao sob transformacoes de coordenadas. Isso pode ser feito de
forma analoga a que foi feita na secao anterior, quando afirmamos que a invariancia da
acao faz com que o termo de ordem h" esteja relacionado ao de ordem A"*!. Supondo
que nao conhecemos a a¢ao que descreve a interacao entre gravitons e campos escalares,

terfamos a seguinte forma para a acao S,

1

50 — §/d4x77“” 9,6 8,0, (3.45a)
1

S(l) _ 5 /d4l’ C(l)/wulm hu1V1 auﬁb ay¢, (345b)
1 V1V 2V2

5(2) 5 /d4l’ 0(2)M e hM1V1 hu2u2 aﬂ¢ 0V¢’ (345C)

n 1 N)UV U1V n Un
g _ 5 /d4x C(Wurp P fb hmul . hunun 8“¢ 0, 0. (3_45d)

Neste ponto, estamos apenas supondo que as estruturas C##VIHnlin g56 tensores de

Lorentz. Deste modo, cada forma S™ é automaticamente um escalar de Lorentz.
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Para pensarmos numa forma mais geral de escrevermos os tensores C'™, como por
exemplo, C) e C® | precisamos analisar os termos em (3.45). Esta andlise nos leva a
concluir que tais tensores devem ser considerados simétricos na troca p < v e y, < v,
comn=1,2,3, -+, uma vez que o produto das derivadas do campo escalar e o tensor
hyiv, sao simétricos na troca de seus indices. Levando em conta a dimensionalidade da
acao, em unidades naturais, podemos chegar a conclusao de que o unico objeto que pode
ser usado para manter cada expressao em (3.45) invariante de Lorentz, é a métrica de
Minkowisk 7,,. Tomando como exemplo CWM e C?, temos, que suas bases tensoriais
podem ser escritas como uma combinacao de produtos da métrica de Minkowski, como

mostram as expressoes a seguir,
COmmn g ¥ | i gy (3.46a)
0(2)uvu1u1u2uz = o i e gtk pYIve L g g Rl plizve
e IR g g pIVIpHRY Ll pHl2 R iV (3.46b)

De forma analoga, este procedimento pode ser usado para encontrarmos a forma de todos

os C'(m 11

Desta forma, para reescrevermos a acio (3.37) em termos de C™ | devemos levar em
conta as questoes de simetria discutidas acima. Através delas percebemos que para (3.46a)
os segundo e terceiro termos devem ser combinados com o mesmo coeficiente, o que nos

leva a concluir que b = ¢. De modo que, a expressao para CV) serd
C(l)wfﬂl’/l — anul/nulvl + b (nﬂulnl”/l + nﬂ’jlnﬂll’) , (347)
em que, a e b sao nimeros a serem determinados.

Ao contrério do que acontece na invariancia de cada termo da agao (3.45) sob trans-
formacoes de Lorentz, as acoes individuais S™ nao sdo invariantes sob transformacoes de
coordenadas gerais (3.11). No entanto, essas transformagoes implicam em,

Ohy = 0yw, + 0w, + hay 0w + W0 hyy, (3.484a)

op = w' o9, (3.48Db)

HEste método serd muito 1til no préximo capitulo, pois ele ilustra o procedimento que serd empregado

no caso nao comutativo.
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no qual, w(x) é o mesmo parametro infinitesimal introduzido nas transformacoes de co-
ordenadas, " = x#* — w*. Impondo a invariancia da acao, sob transformacoes gerais de

coordenadas, usando (3.48) em,
5 [5@ +5M 4 8@ 4.y S<">] —0. (3.49)
obtemos as relacoes entre S™ e S+ dadas pela seguinte relacao
(5 + 54| - n=012 - (3.50)

em que, o expoente externo é um indice que denota a ordem em h da variacao 0. Podemos

entao escrever (3.50), para cada ordem da variagdo como segue,
(0)
{5[5@ n S<1>] } —0, (3.51a)

)
{5[5*(1) n S(2>] } —0, (3.51b)

(n)
{5[5*(") + S<"+1>} } ~0. (3.51¢)
(3.51d)

Estas equagoes produzem as identidades de Ward a nivel de arvore relacionando os

vértices n e n + 1 do graviton e doi escalares.

Neste momento, somos capazes de determinar as constantes a e b em (3.47). Substi-

tuindo (3.45) em (3.51), e tomando a varia¢ao de ordem zero em ¢, teremos

5[5(0) + 5(1)} (0) _ 6{% /d4x [nuu + W . }@gf) &,gb} (3.52a)
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1

_ 5/ v [0 5(8:6 0,6) + COM¥ 5(h,1,0,60,0) |

1

_ 5/ {W (5(0:6) 0,0 + 0,66(0,0) |
(

C(l prp vy [5 hmm) M¢ 0,0 + hml/l (8M¢) 0,0 + hm,,lﬁugw(@ycb)] }a
1

= 5 [ 0,000+ 9,00,(00)]

L oW [5(hu1V1) 0, 0y ® + hyuyy O (&b) Oy ® + Ny, 0,60, (5¢)] };
(3.52b)

em que, as transformagoes dos campos (3.48) até ordem zero em h fornecem

5 [S(m N 5(1)] o _ % / Az {nw [au (" 0ad) By + 0 0, (" am)]

+ C(l)’uymyl [ (@“ Wy, + au1wﬂl)au¢ auqb} } (3526>

Realizando algumas integracoes por partes e levando em conta que,

w® 8a¢ = w" 1/1¢ = nululwm 8V1¢ >

temos para (3.52a) a seguinte forma,

0)

350 +50)" = 5 [ atew, 0,00, (0,0) [3r e +2C0mn] 352

Neste momento, é conveniente escrever a transformada de Fourier, para w,, e para o

campo o,

wy, (1) = / A%k, (k) e HF" (3.53a)
o(z) = / A%k (k) e7tke (3.53b)

de forma que a equagao (3.52d) serd tomada no espago dos momentos, facilitando nossos

célculos para a obtengao das constantes a e b. Assim, (3.52d) no espago dos momentos
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sera,
5[50 +S(1)](0) — i / diz / 4%y d*ky d s B, (k1) Bks) B(ly) eilhrthoths) e
{kgy Ky ks, [n”l“ nY 42 C“)Wl"l} }
= —z’/d4k1d4k2d4k3 Wy (k) @) Gka)(y + kg + k3)
(S ———) o

em que, os termos ky,, k3, e k3., carregam os indices referentes as derivadas da exponencial

em (3.52d). Usando a equagao (3.47), teremos,

K2RE 4+ 2aky - ks ki + 20ky - ks ki + 20 K2 =

K3 EE (14 20) + ky - ks k' (2a+2b) = 0 (3.55)
Notando que as estruturas kj k5" e ks - ks k§' sdo independentes, obtém-se b = —1 ¢
a = —b, que apds serem substituidas em (3.45), fornecem o resultado esperado para a

acao dada por,

1 1 1
S~ / d'z {n“” + [577“”77‘“”1 -3 (™ +n“”177‘“”)] Py }%Mycb-
~ 1 d4 v 1 pY a1V 1 P VL |y 1 Py ppar 960
b AN A S ey — SN Ry — S Ny 0040 0.
~ 1 4 Qv 1 2 Xe" 1 n2 1 v
- Q/d:):{n bR L S 0,60,0,
~ 1 d* e L h* h*" 50,6 0,
~ 5 T + 577 a u¢ V¢ (356)

Comparando este resultado, encontrado pela imposi¢cao da invariancia por transforma-
¢oes gerais de coordenadas, com o resultado encontrado pela expansao até primeira ordem
em h, percebemos que nosso método é compativel para reescrevermos a agao (3.37), pelo

menos até primeira ordem.

No entanto, para a confirmacao de nosso método, precisamos resolver a ordem seguinte,

C@mvmvinzv2 ysando a simetria na troca de i — v e p,, — v,. Neste caso, precisaremos
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da variagao até primeira ordem em h, ou seja, realizaremos o mesmo procedimento para

a determinacao de (3.56) na equacdo (3.51b). Com isso temos a seguinte forma para

2)prpiv vy 12
C’()Hulluzz ,

2)pv 1% 1% v 1% 1% v Vv 1% v 1% 1% 14%
C@mvpvipove [Cl P PTIIIL ey R R H2 Y2 L e gEVLp IV pl2V2 e p VL LR V2

_I_CSnHVZnHlVlnHQV + Co nﬂV2nﬂlﬂ2nVV1 ‘|‘ ,Ul — 1 ‘|‘ ,U2 — Uy, (357)

em que, levando em conta a simetria pela troca de indices, alguns termos serao combinados

com o mesmo coeficiente, o que nos permite escrever c3 = c5 e ¢4 = ¢g, 10go,

CQuvpivipav: [01 DY gt IpRL oy gtttz e 4 (numnmunuzuz +nuuznu1r/1nuzu)

+a (n””ln”l“zn””2-+ n“”gn”1“2n””1) + e u1]~+-ue < 1. (3.58)

Prosseguindo de forma analoga a que foi feita para a determinacao das constantes de

CW | temos que as constantes em (3.58) sdo dadas por

1 1 1
Co = C3 = —, Cy — _Z (359)

TG 8

que fornecem o resultado anédlogo a expansao da acao (3.37) até segunda ordem em h.

No entanto, este processo para determinacao da acao é dispensavel no caso da interacao
entre campos escalares e gravitons na teoria quantica de campos comutativa. Ele ilustra
uma possibilidade alternativa para encontrar a generalizacao nao-comutativa das intera-
¢oes entre campos escalares e gravitons, uma vez que o processo de expansao em campo

fraco é bem mais complicado na generalizacao nao comutativa, do que na comutativa.

Veremos no préximo capitulo o quanto este processo serd 1til para a determinacao da

acao na generalizagao nao comutativa.

12Este processo para a obtencao de C'(?) é realizado através de calculos algébricos feitos em comutador,

como mostra o apéndice B.2.



Capitulo 4

Interacao entre gravitons e campos
escalares em espacos nao

comutativos

4.1 Os Problemas de uma gravitacao nao comutativa

O principal problema para a formulacao de uma teoria de gravitacao em espagos nao-
comutativos, é a dificuldade encontrada na implementacao de simetrias na teoria, como
por exemplo, a invariancia por transformacao geral de coordenadas. Esta invariancia, é
explicitamente violada pela dlgebra nao-comutativa, que satisfaz a relagdo (2.2), repre-

sentada pela seguinte equacao.

[z, ] =i, w,v=20,1,2,3; (4.1)

A possibilidade de que os efeitos de nao-comutatividade possam influenciar as intera-
¢oes gravitacionais tem sido um tema bastante investigado recentemente. Fazendo uma
busca em http://www.slac.stanford.edu/spires/hep/, usando palavras tais como
13 : 7 (13 : 2 : A : :

gravity” e “noncommutative” termos uma longa lista de referéncias. Dentre os diversos

trabalhos aqueles que mais se aproximam do enfoque desta dissertacao sao aqueles que

34
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tratam da nao comutatividade na sua forma mais simples, ou seja, substituindo o produto

usual dos campos pelo produto Moyal dado pela equagao (2.20).

I onde a ndo comutativi-

Uma das primeiras tentativas nessa diregao foi feita em [8],
dade foi introduzida na expansao perturbativa da acao de Einstein substituindo o produto
entre campos gravitacionais pelo produto Moyal. No entanto, a invariancia sob as trans-
formagoes de coordenadas nao ¢é evidente. Como veremos mais adiante, a transformagao

geral de coordenadas utilizada na equacao (21) de [8] nao é compativel com o comutador

em (4.1).

Dentre as diversas abordagens mais recentes (com graus distintos de sofistica¢ao mate-
matica) ha alguns trabalhos que trataram esse problema utilizando deformagoes da dlgebra
de difeomorfismos [20, 21]. Isso permitiu obter a forma da acao até segunda ordem em
uma expansao no parametro . Ha ainda abordagens baseadas nas simetrias fisicas que

produziram resultados distintos para os termos de segunda ordem [22, 23].

No presente capitulo utilizaremos uma abordagem semelhante a que tem sido utilizada
pelos autores de [22, 23|, porém, no contexto mais simples de campos escalares sem
massa, interagindo com gravitons. No entanto, ao invés de restringir a uma expansao
no parametro ¢, procuraremos obter a versao nao comutativa determinando a acao ordem
a ordem em uma expansao em poténcias do campo do graviton h,, de forma andloga a
que foi feita no capitulo anterior. Neste sentido, nossa abordagem é parecida com a que
foi utilizada em [8], com a diferenga que seremos mais cuidadosos em identificar a simetria

da agao.

' A motivacdo principal era investigar as propriedades de renormalizabilidade da versao nao-comutativa

da gravitacao, tendo sido concluido que a teoria permanece nao renormalizével.
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4.2 Transformacao restrita de coordenadas

e gravidade unimodular

A transformacao de coordenadas mais geral da teoria de campos comutativa usual no
espago-tempo curvo é

ot — 't =t — wh (4.2)

Na versao nao-comutativa da teoria de campos, sabemos que, as coordenadas do

espaco-tempo satisfazem a relacao de comutacao
[z' 2" = 2! x ¥ — 2V * 2! (4.3)

Analisando estas duas equagoes, esta claro que a transformagcao (4.2) nao pode ser con-
sistente com a equacao (4.3) se insistirmos que w* = wH(z), é uma funcdo geral das

coordenadas, e que 0" e independente das coordenadas.

Portanto, podemos explorar as possibilidades de uma simetria local sob transformacoes
infinitesimais com um parametro w*(z). Para isso, precisamos encontrar uma classe de
transformagoes de coordenadas restrita que preserve a forma de (4.3). Podemos entao
pensar em uma transformagao de coordenadas com parametro infinitesimal, @*(x), dada
por,

't =gt — wt(x). (4.4)
Impondo que a relagao de comutacao mantenha-se inalterada, ou seja,

(/" 2] = [t — w2 —w]
= ot xa¥ — a2t x0" — ot xx¥ +
—z’ x " + 2 % D 2t + O(?)
= [o*2] = {2, @) + [0, "]} + O(@?)
— i {[x“,zb”] + ", x"]} +O(w?), (4.5)

devemos ter

[2#, @] + [@¥, 2*] = 0, (4.6)
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ou escrevendo explicitamente,
[zt @] + [0, 2] = ot x@” — ¥ * ! + o * ¥ — a¥ ! (4.7a)
e usando o produto Moyal, dado em (2.20), temos,
ot v + ot 2t = Ho¥ + Eaa:)s”é’aﬁﬁ w’ — 'zt — 380111”90‘60 !
1 1 1 5 5 5 5
+uwtx” + %80111”90‘685:):” — Vot — %809:”9“5851D“. (4.7Db)
Como o produto usual é comutativo, a expressao (4.7b) sera,
2", @] + [@", 27] = %aaxﬂeaﬁaﬁw" - % 0" 0°P 9t
+% D00 Dz — % Da” 0P D"
= LM 0P — = D 0705
2 . 2 .
+% Duti 05" 5 — % 5 (0P gt
= 19“60571]” — 18 w’ o + ! Oyt g*" — 19”685111”
2 27 27 2
= P0"P050" — i 0" Opi*. (4.8)
Sabendo por (4.6) que este resultado é nulo, temos a seguinte equagao diferencial,

0" 050" = 0" 0", (4.9)

que deve possuir uma soluc¢ao que nao seja trivial. Desta forma, devemos ter um valor

para w* diferente de zero. Para isso supomos entao que w" tenha a seguinte forma,
wt(x) = —i[z", A(z)] (4.10)

em que, A(z) é um parametro arbitrario dependente das coordenadas. Substituindo (4.10)

em (4.6), temos
[m“,—z’ [x”,AH + [—i [:L’“,A],x”] =0

—z'{[x“, 2] + [[xu,A],xv}} _ 0

[x”, [A,:E”}] + [ZEV, [:E“,AH =0 (4.11)
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em que, podemos somar um terceiro termo que possui valor nulo, devido ao fato do

comutador interno possuir um valor constante, por (4.1), ou seja,
A, [2, 24| = =i[A,07] =o. (4.12)
de modo que escrevemos (4.11) como segue,
[:E“, [A,x"” + [ZL'V, [:B”,AH + [A, [x”,:c“” =0 (4.13)
que ¢é a identidade de Jacobi.

Com este resultado mostramos que (4.6) é satisfeita por esta tentativa do parametro
wH(x), no entanto, precisamos verificar ainda como podemos escrevé-lo, apds desenvolver-

mos o comutador em (4.10). Desta forma, temos,

wt(x) = —ilx!, Ax)] (4.14a)
= — <a:“ * A(x) — A(z) % ZE“)
= —i ::E“(l + %ga 9“535)/\(93) — Az)(1+ %3(1 90‘655)1'”]

= —ila"A(z) + %aa 2 0P 95N (z) — A(z)ah — %aa Al) eaﬁaﬁxﬂ}

~ % 5 0 0P DA () — %aa A(z) 0°%6» 5]

L
12
= 0"95M(x) , (4.14b)

0595\ () — % 0 9, A(x)]

com w*(x) satisfazendo a seguinte condicao,
Ot (x) = 0, 0" 05 A(x) = 0" 9, 05 A(x) = 0, (4.15)

em que, temos o produto de um termo anti-simétrico por outro simétrico resultando em

um valor nulo, o que ja era esperado para que (4.9) tivesse uma solugao nao trivial.

Desta forma,

[z 2] = |2t 2" = i 6", (4.16)

¢ invariante pelas transformacoes restritas de coordenadas.
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Esta transformagao restrita nos conduzem a importantes consequéncias, como por

exemplo, a determinacao do Jacobiano, dada por,

det ox'" = det d + 0w
oz N oxV oxV

=<m<&+@w0

= exp [Tr In 5” + 0, 111”)}

= eXp[T 0w“]
(

= exp (0, w“)
= 1+ 9,u", (4.17)
em que,
ox'H
det ( 8:6") = 1 (4.18)

Desta forma, temos com o Jacobiano da transformacgao igual a um (J = 1), que
o elemento de volume é invariante, d*2’ = d*z, de modo que a teoria baseada na
preservagao do volume é uma versao da Relatividade Geral conhecida como teoria uni-
modular da gravitacao. Um consequéncia direta da teoria unimodular da gravitacao é a

forma como se transforma o determinante da métrica.

Sabemos que na teoria comutativa ele se transforma como um escalar exceto pelo valor
extra do Jacobiano, devido ao termo da derivada de w(z), proveniente da transformagao
geral de coordenadas como verificamos podemos verificar em [18]. Na teoria unimodular,
temos que esta derivada se anula como vimos em (4.15). No entanto, para estudarmos a
nao comutatividade na interagao precisamos encontrar a forma como se transforma a raiz

do determinante da métrica, dada pela seguinte propriedade,

1
0/ —g = 5 V=99"069,u. (4.19)
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Para isso, substituimos a expressao (3.24), em (4.19), e obtemos

1

ov/—g = 9V —g9" <gauau W + gap 0y W + WDy, g;w)

1

= 5VY (g‘“’gauau W + 9" Gop0y, W + g W04 9;w>

1 ~Q v T
— 5«/—9 (28aw + g w 8,19“,,)
~ ’"'061 124
- \/_gaaw +w iv_ggu aag/u/
- \/__gaawa“—waaa\/__g
Y ] (4.20)

Com esta transformacado restrita de coordenadas verificamos em (4.20) que a raiz do
determinante da métrica se transforma como um escalar, de maneira andloga a (3.48b).

O que nos leva a escrever a seguinte condicao,

5v/—g =0, (4.21)

uma vez que, g = —1 implicando em /—g = 1 que é um valor que satisfaz a condigao
de matriz unimodular como verificamos na referéncia [18]. Assim, a variacao da agao fica
vinculada pela equacao (4.21). Na préxima secao esta condi¢ao nos ajudara a interpretar

os calculos usados na determinagao da acao nao-comutativa.

Em [22] acredita-se que a tentativa de uma unificagdo da Mecanica Quantica com a
Relatividade Geral requer uma pequena modificacao na distancia do espaco-tempo, ou
seja, supoe-se a existéncia de um comprimento fundamental. No entanto, os modelos
em teorias de gauge que incorporam a noc¢ao de um comprimento fundamental sao os
formulados em espacos nao comutativos, mas o principal problema na formulacao de uma
teoria de gravitacao em espagos nao-comutativos € a implementacao de simetrias, como a

por transformagoes gerais de coordenadas.

Como aparentemente resolvemos a dificuldade gerada pela implementacao da simetria
por transformacoes de coordenadas, podemos tentar, de uma forma simples mas com
consequéncias profundas, construir uma teoria de interacao gravitacional em espacgos nao

comutativos.
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Os resultados obtidos nesta se¢ao sao muito importantes para nossa tentativa, uma vez
que as simetrias do espago-tempo nao comutativo indicam o caminho para uma versao da
interacao entre gravitons e campos escalares nao comutativos. Neste sentido, as condicoes
impostas pela gravitacao unimodular, nos ajudarao a determinar a forma da acao nao

comutativa que sera calculada na proxima secao.

4.3 Calculo da acao em espacos nao comutativos

No capitulo anterior analisamos o contexto de uma teoria comutativa com interacao
entre gravitons e campos escalares. Mostramos ainda na secao anterior que as simetrias
por transformacoes gerais de coordenadas nos conduziram a uma versao nao comutativa
da gravitacao unimodular. Com base nestas descobertas vamos investigar como ocorre a

interacao entre gravitons e campos escalares na representacao de espagos nao comutativos.

Vimos que a acao (3.37) pode ser escrita usando-se a invariancia por transformagoes
gerais de coordenadas. No entanto, a forma desta acao nao foi verificada apenas pela
expansao da métrica g"”. Usamos um outro método para obter (3.37), e concluimos que

ele foi capaz de reescrever a acao.

[remos entao seguir os passos realizados no capitulo anterior para tentarmos escrever
a acao de interagao entre gravitons e campos escalares neste novo espaco, ou seja, substi-

tuindo o produto usual pelo produto Moyal.

Reescrevendo (3.45) como segue,

1

SO — 3 / A4z 9,0 * 0,9, (4.22a)
1

SO — 5 / Atz CWmmvip s 9,6 * 0,0, (4.22b)
1

S@  — §/d41’ O @rvpavipzvs hmm * hmuz * (‘)uqﬁ * 0,0, (4.22C)
1

S(n) _ 5 /d4ll§' C(n)uvulVl"‘Mnﬂvl hull/l * e % fintn * aMQS * aVQS’ (422(:1)
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temos a versao nao comutativa para o método adotado no capitulo anterior

Tomando as relagoes (3.51) modificadas pela introdugao do produto x
(0)
{5[5@ + S(”] } —0 (4.23a)

1)
{5[5<1>+5<2>] } —0 (4.23b)

(n)
{5[S<n>+s<n+1>} } —0, (4.23¢)
(4.23d)

podemos encontrar a forma da agao, quando soubermos os valores das constantes a e b

substituirmos na equagao (3.47), expressa por,
CWmvpvy anntvt 4+ b (gt 4 gty (4.24)

em (4.23), ja que este foi o procedimento adotado para a investigagao da a¢ao comutativa.
Seguindo tal procedimento, substituimos em (4.23a) as expressoes equivalentes de (4.22),

para obtermos,

5[5@ + S<1>] © = % / dizé {nw O * Oy + COmmLL s D, % am},

(4.25a)
1
= 5 /d4x {nw [5 (8,0) * 0,6+ 0 * (am)]
+ CWmm § (B, % O, * 0,0) } (4.25b)

= %/d‘lx {n“” [8u(5¢) * Oy + 0udp * 8,,(5¢)]

+ oW Lk 0,0 * 0,,¢}, (4.25¢)
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em que, tomando as seguintes transformacao para os campos do graviton e escalares?,

§¢ = %{wa, D b}, (4.26a)

0 hag = 0, 1215 + 85 We, (426b)

e considerando apenas termos de ordem zero, teremos,

o] = 1 fatefoe [ m00) <000 0Bt 0)

*

+ GO Dy Dy, + 0y Dy, ) % D) M}, (4:27a)

1 1
TE {””” 300,000} * 0,0+ 0,0 + 0, (. 0,0}

+CORT (9, g * 0y * Oy + D3 ha * D * D) } (4.27D)

Usando a propriedade de ciclicidade do traco, dada em (2.25), e a simetria em C'M#ves
na troca de a < (3, segue que,

1 o
5[5(0) _|_5(1)} 0 _ 5/dﬁ‘x {n“”@uqb * O, {0, 0, ¢}

*

+20WreB 9, x D, * 0V¢}. (4.28a)

%/d% {77”” 0 * 0 {0, 0 ¢} + 200 9545, 0,00 * 0V¢}.
(4.28b)

é a forma da variacao de ordem zero em 0 para o caso nao comutativo. Agora usando o

2Estamos aqui adotando a prescricao,

wW*0pd — %(wCY * 00 — Do+ W)

que é simétrica sob 0, — —0,,
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resultado encontrado em (4.14), teremos a seguinte equagao para (4.28b),

+2CWHB 95 (0,00MA) * 0,0 * fw},

(4.29a)

1
- §/d4z{n“”8ﬂgb " au{eaﬁaﬁzx,aaqs}}

1
+5 / diz { 2 [a 0" +b (P + P n”“)}ewaﬁ PN % Dy % a,,qs}.

(4.29b)

Analisando o resultado em (4.29b) percebemos que o parametro a nao pode ser
determinado pela transformacao de coordenadas restrita, uma vez que o termo gerado
apos a contracao dos indices, é formado pelo produto de um termo anti-simétrico com um

termo simétrico, ou seja,
an™ 10,005 0N = an™ 0053 A = 0. (4.29¢)

Desta forma, nao é possivel determinar a constante a em (4.29b). Prosseguindo, quando
contraimos os termos que acompanham a constate b e desenvolvemos o anti-comutador

em (4.29b), temos,

*

) [5(0) + 5(1)] 0 _ % 9oB /d4x {77“” Dy x 0, [85A * Oy @+ O ¢ * 8ﬁA] }
TN / 41z { b [nﬂa 1995 A * 8,6 x 9,0

+ P n"*03 A * 0,0 * &,qb] },

(4.29d)
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*

5[5(0) + 5(1)] 0 _ %gaﬁ /d4x {n#” 0 * 0, O\ x 0y ¢
+n" 0,0 * O\ %0, 0y @
+n" 0, * 0 O & * O\

+ 0" 0 * 00 0% 0, 85/\}
Fhon /d49: { b [aﬁ A % 0% * 9%
+ g N % 0°p * aaqs] }

(4.29e)

Logo, analisando (4.29¢) é possivel mostrar pelas propriedades de ciclicidade do trago
e por integracao por partes que os, segundo e terceiro, termos da primeira integral se

cancelam. Desta forma, podemos escrever esta equagao como segue,

1
5[5(0) i S(I)L(O) — 5«9&5 /d4:c {7}’“’8“(? * Oy Op\ % O ¢

+n" 0,0 * 0y ¢ %0, 85A}
+ b0 /d% {aﬁaAA *x 0% % 0°¢
+03 M * 079 % a%}, (4.30)

em que, podemos ajeitd-la de forma que encontremos o valor da constante b. Para
isso, reescreveremos a segunda integral utilizando a propriedade de ciclicidade do traco

e introduzindo a métrica de Minkowski contravariante para organizar os indices.Esta
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equagao fica entao da seguinte forma,

5[S(°>+S(1>]*(0) = %eaﬁ / d%{nuvam * 0, g\ * Oy
+n" 0,0 * 6a¢*8,,05/\}
+ 06" /d% {nwam * Oy Dg % Dy &

+0" Oug * 0o %0, 851\}, (4.31)

em que, encontramos o valor de b = —%, pela imposigao de que (4.31) seja nulo.

Neste momento, podemos tomar as equagoes (3.43) e (4.22), como segue,

S % /d4:l7 [nuv 0,@5 * Oy + CWmpn hmm * aqu * 6V¢] )
1
s~ / d'z 0 % 0,0+ [an ™y
+ b (numnwl + numn/hl/)} hm,,l * aﬂ¢ * 8V¢}, (432a)

Az S " 0,0 * 0, b + [a Ny * O * 0,0
+0 (7)““177””1 Rpyn * 0u0 % O + 0" " By * 0,0 % 8,,(;5)} }, (4.32¢)
e substituindo o valor de b, teremos
S =~ % /d4:17 {77“” 00 x 0y + an™h” ,, x 0,0 % 0,0
- % (" % 0u0 % Dy + W x 0, % 0,0) } (4.32d)

O valor de a nao foi substituido em (4.32d), devido ao fato de ndo podermos determina-
lo, pela condicao em (4.29¢). No entanto, temos ainda que a condigao segundo a qual

o limite de # — 0, deve fornecer o resultado dado por (3.37). De acordo com o valor
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obtido no capitulo anterior esse resultado deve ser a = —b. Assim, no limite de 6 — 0,
temos que a expressao (4.32d) concorda com o caso comutativo para a agao. No entanto,
como veremos a seguir, este valor de a nao contribuird para a construcao da agao nao

comutativa, uma vez que o termo que acompanha tal constante possui valor nulo.

Mostraremos que nao estamos em contradi¢ao com o caso comutativo, pois ao tomarmos
a equagao (3.41), dada por,

I<L2

1
\/—_‘g%l—}—gh(x(x‘l‘z<§haahﬁg_h(xﬁhfﬁa)+"'> (433)

em que, pela condicao de unimodularidade, o valor da raiz do determinante da métrica
deve ser /—g = 1, como verificado na se¢ao anterior, o que nos leva a concluir que o
traco de h é h*, = 0, ou seja, o termo de primeira ordem em (4.33) que acompanha a

constante a na acao, deve ser nulo. Desta forma, a equagao (4.32d) sera

s~ g / d'z {nw 0u0x B0 — 5 (W % 8, % 0,0+ W % 0, (%cb)}, (4.34a)
= % /d4ll§' (77/“/ auQS * al/¢ - % hM* % {au¢7 8V¢}) ) (434b)

que é a forma da agdo nao comutativa até primeira ordem em h.

De forma andloga a desenvolvida até aqui, é possivel, em principio, encontrarmos
as ordens superiores e verificarmos que no limite de # — 0, concordam com a forma

comutativa da acao de interagao entre gravitons e campos escalares.

Com base nestes resultados, nosso método mostrou que é possivel construirmos uma
acao nao comutativa para esta interacao simples. No entanto, ele nos fornece também
interpretagoes profundas, uma vez que a introducao da unimodularidade é fundamental
para termos uma acao que seja invariante por transformacoes de coordenadas, mas para
isso é preciso que ela seja uma transformagao restrita, ou seja, temos uma imposicao da

teoria.



Capitulo 5

Consideracoes finais

A Acao é a construcao matematica que permite o entendimento das leis fundamentais
da fisica, uma vez que produz as equacoes de movimento, e a andlise de sua invariancia

nos levam a quantidades conservadas.

Neste trabalho, um problema que tentamos entender foi a possibilidade de que os
efeitos de nao comutatividade possam influenciar também as interagoes gravitacionais. O
primeiro passo para iniciar esta investigagao constitui em saber qual seria a forma da agao
que descreve as interagoes entre campos escalar e gravitacional, quando a nao comuta-
tividade ¢é levada em conta. Este problema tem sido investigado em diversos trabalhos
com diferentes niveis de profundidade. Em vdrios trabalhos recentes (ver por exemplo
{[24],[25]} e referéncias la citadas), tem sido investigada a possibilidade de se obter a
generalizacao nao comutativa da acao de Einstein-Hilbert. Tendo em vista as dificuldades
envolvidas, os resultados existentes se restringem a uma expansao em poténcias dos
parametros 6*”. Nossa abordagem é de certa forma complementar, na medida em que
tratamos especificamente das interagoes entre gravitons e os bosons escalares, porém,
sem nos restringirmos a uma expansao em 0. A técnica que utilizamos visa obter
sistematicamente (utilizando as identidades de Ward associadas a simetria restrita) a

expansao de campo gravitacional fraco.

48
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Ao analisarmos a invariancia da agao sob as transformagcoes (3.25) na segao (3.2.1),
vimos que a ordem mais baixa da expansao da acao de Einstein-Hilbert, dada por (3.27),
é obtida. Mencionamos que este procedimento poderia ser continuado até obtermos as
ordens superiores. Assim, aplicamos este procedimento na construcao da versao nao

comutativa da ac¢ao (3.37) que é o modelo mais simples envolvendo interagoes gravitacionais.

Esta construcao foi realizada a partir da substituicao do produto usual pelo produto
Moyal, no método alternativo que desenvolvido na segao (3.3.1), dado pelas equagoes
(3.45). Nestas equacdes, impomos que cada S™ era um escalar de Lorentz, o que nos levou
a supor estruturas C(MHvmv-tntin que envolviam combinacoes do produto da métrica de
Minkowisk, ou seja, tinhamos construido tensores de Lorentz para mantermos a invariancia

de casa S™ por transformacoes de Lorentz.

Com a substituicdo do produto usual pelo produto Moyal, as equagoes (3.45) foram
reescritas de modo que, sua forma é dada por (4.22), na qual a ordem zero é simplesmente
a teoria escalar livre, uma vez que o produto x nao modifica a parte quadratica como vimos
em (2.25). Note, no entanto, que as acoes individuais S™ ndo sdo invariantes de Lorentz
no caso nao comutativo. Mesmo assim, é possivel ter, em principio, uma simetria local
que relaciona S™ com S™*1. Isso ocorre, por exemplo, em teorias de campos de gauge
a temperatura finita. De fato, a acdo efetiva térmica dessas teorias possui invariancia de
gauge local, mas a simetria de Lorentz é quebrada pela presenca do banho térmico [26].
Nesse caso o objeto que caracteriza a quebra de simetria de Lorentz (andlogo a 0*) é a

velocidade do banho térmico u”.

No entanto, a introdugao deste produto em (3.45), ndo permite que tenhamos invari-
ancia sob transformacgoes de coordenadas, uma vez que a relagdo de comutagao (4.3) nao
foram consistente com a equagao (4.2). No entanto, é possivel uma simétria local sob uma
classe de transformacoes infinitesimais restritas, através da utilizacao de um parametro
que chamamos de w(z). Pelas equagoes (4.6) e (4.7b) encontramos a equacao diferencial
(4.9) que possui solugao nao trivial que nos leva a forma do parametro infinitesimal restrito

w(x). Este resultado nos conduziu a invariancia da rela¢do de comutacao em (4.16).
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Figura 5.1:

O mais interessante neste desenvolvimento, foram as consequéncias geradas por essa

transformacao restrita.

A primeira dessas consequéncias é a preservacao do elemento de volume d*z’ = diz,
conhecida como teoria unimodular da gravitacdo. A segunda, permitiu eliminarmos o
termo extra do Jacobiano na transformacao do determinante da métrica, fazendo com
que a variacao (4.20) fosse nula, uma vez que y/—g possui um valor constante, ja que a
métrica satisfaz a condicao de matriz unimodular. A terceira e principal consequéncia

permitiu encontrarmos a forma da a¢ao nao comutativa até primeira ordem em h.

E interessante observar que o resultado que obtivemos na primeira ordem em h,,
envolve apenas o anti-comutador Moyal entre as derivadas do campo escalar. Disso segue
imediatamente que a expansao em poténcias de 0" nao possui o termo linear em 6.

Esse resultado estd de acordo com o que foi notado recentemente em [24].

Finalmente, embora a técnica que utilizamos forneca apenas a expansao de campos
fracos (nao saberiamos determinar a forma fechada da acgao), podemos em principio
determinar iterativamente os termos subsequentes. Isso é ilustrado no apéndice, para
o caso comutativo, utilizando computagao simbélica. A partir do termo de primeira
ordem podemos usar novamente a identidade de Ward e determinar o termo seguinte.
Desse modo, teremos os dois vértices de interacao entre o graviton e bosons escalares,
necessarios para o calculo de processos tais como as corregoes quanticas para o tensor de

energia momento e de auto-energia mostradas na figura (5.1).



Apeéendice A

Breve revisao sobre teorias de gauge

Consideremos inicialmente a Lagrangiana de Dirac para férmions livres de massa m
(0) — ; Ak 7
L£O = iy dytp — miby. (A1)
A fim de descrever fenomenos de interagao entre os férmions terfamos que adicionar um
termo de interacdo a £ assumindo, da maneira usual, que a interacdo é mediada por

um outro campo. No entanto, hd uma infinidade de possibilidades, compativeis com a

invariancia de Lorentz, para um tal termo de interagao.

Além da simetria sob transformacoes de Lorentz, a lagrangiana £ é também invari-

ante sob a seguinte transformagao de gauge global
Y — e, (A.2)
onde w é um nuimero real. Esta simetria global também nao ¢é suficiente para restringir a

forma de um possivel termo de interagao.

Vejamos o que ocorre quando impomos o principio de invariancia local fazendo w —
w(x). Obviamente, a lagrangiana livre (A.1) nao é invariante sob transformacoes locais e
se modifica como

LO — £O —pytap O w. (A.3)
Neste ponto, podemos observar que a grandeza proporcional a d,w pode ser cancelada se

adotarmos o seguinte procedimento. Primeiro adicionamos a lagrangiana livre um termo

51
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de interag¢ao envolvendo um campo vetorial A, de tal forma que a lagrangiana total (livre

mais interagao) é dada por
Lonat = 197" Oth — mapp + yp A, (A4)
Em seguida impomos a lei de transformacao de A, como sendo *
A, — A+ Ow. (A.5)

Vemos assim que o principio de invariancia local traz consigo uma previsao fenomenologica
bem determinada, a saber, a forma da interacao entre os campos da teoria. Temos uma
teoria envolvendo espinores a campos vetoriais interagentes, cujas leis de transformacao
sao dadas pelas equagoes (A.2) (com w dependente das coordenadas de espago-tempo) e

(A.5). Resta saber qual é a dinamica classica de A,(x).

Mencionamos anteriormente que a simetria local pode ser implementada substituindo
a derivada usual por uma derivada co-variante D,. E imediato verificar que, de fato, a

lagrangiana (A.4) é obtida de (A.1) substituindo 9, por
D, =0,—1iA,. (A.6)

Além da simplicidade formal, o procedimento 0, — D,, nos indica um possivel caminho
para estabelecer a conexao com a forma de lagrangiana de Mazwell. Levando em conta
que o tensor de campo eletromagnético Fj,, ¢ anti-simétrico nos indices de Lorentz é
natural supor que este possa ser escrito em termos do comutador das derivadas co-variantes

[D,, D,]. De fato, podemos verificar facilmente que
F,, =—iD,,D,| =0,A, —0,A, —i[A,, A (A.7)

Naturalmente, o tltimo termo, envolvendo o comutador dos campos de gauge [A,, A,]
¢ identicamente nulo no caso da teoria de Maxwell. Mas a generalizacao para o caso

nao-abeliano torna-se imediata a partir da equacao (A.7).

LAs equacoes (A.5) e (A.2) correspondem as equacdes (5) e (9) do artigo de Fock em [2].
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A lagrangiana que descreve a dindmica dos campos de gauge (lagrangiana de Maxwell)
¢ dada por?

1
'CMaxwell - _ZFMV FMV> (A8)

onde F* ¢é dado por (A.7), sem o termo [A,, A,]. Podemos observar que Syiaxwen € a
forma mais simples compativel a invariancia de Lorentz. E importante ressaltar que a
invariancia de gauge e de Lorentz ainda permite outros tipos de termos na lagrangiana.
Dentre as possibilidades podemos mencionar termos envolvendo o tensor totalmente anti-
simétrico e"*?, “poténcias” maiores de F s OU mesmo termos de Chern-Simons [27, 28]
quando a dimensao do espago tempo for impar. No presente caso, temos uma teoria de

campos definida pela lagrangiana da QED

'CQED = ‘CMaxwell + ‘Cmata (Ag)

onde Lyfaxwell € Lmat 80 respectivamente dadas por (A.8) e (A.4), que é invariante sob as

transformagoes locais (A.2) e (A.5).

Quando o termo [A,, A,] em (A.7) é ndo nulo temos uma teoria nao-abeliana de gauge.
Existem diversos cenarios nos quais essa possibilidade pode ser realizada na natureza. Por
exemplo, na QCD ou na teoria eletrofraca ou mesmo no contexto mais atual das teorias
de campos formuladas em espagos nao comutativos [15]. Tanto no caso da QCD como na
teoria eletrofraca o grupo SU(N) (N = 3 para a QCD e N = 2 para a teoria eletrofraca)

desempenha um papel fundamental como o grupo de transformacoes nao-abelianas.

A grandeza N representa o numero de componentes do espinor de Dirac no espaco
de simetria interna (Yang e Mills haviam proposto um dubleto de isospin formado pelos
estados p (préton) e n (néutron) e transformando-se sob o grupo SU(2)). Suponhamos
agora que os espinores em (A.1) sdo objetos de N componentes, ¢ = 11, 1s, -+ , ¥y, € se

transformam como

Y= U, (A.10)

onde U é um elemento do grupo SU(N). Como ¢ — ¢ U' e U'U = 1 a lagrangiana

20 sinal negativo na lagrangiana de Maxwell leva a um coeficiente positivo para (99A;)?, ou seja,

quanto maior for a variagao temporal maior sera a agao.
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livre ¢é invariante quando U nao depende das coordenadas do espaco tempo. Impondo a

condicao de localidade das transformagoes, (U — U(z)) vemos que
Outp = 0(UY) = U + (9,U)y = U [0 + (UT0,U)¥] . (A.11)

A invariancia é recuperada fazendo a substituicao d,7» — D, onde D, é dada pela
equacao (A.6) com A, ndo-abeliano. Porém agora o potencial A, deve ser transformar de

tal forma que a condicao de co-variancia
Dyp — U Dy (A.12)
seja satisfeita. Usando (A.10), (A.11) e (A.6) a equacao (A.12) nos da
A, —UA, U —i(0,U)U' =U (A, +i0,) U, (A.13)

A ltima igualdade decorre da condicao U UT = 1 que por sua vez permite escrever

@,U)UT = —U(0,U").

Podemos agora inferir algumas importantes propriedades satisfeitas pelos potenciais
nao abelianos A,,. Obviamente, tendo em vista a equivaléncia fisica dos potenciais relacio-
nados por (A.13), cada A, tem que ser uma matriz N por N, como é o caso de U. Além
disso, essas matrizes podem ser tomadas consistentemente como hermitianas, uma vez
que (A.13) preserva a condicao A, — AL = 0. Escrevendo os elementos do grupo SU(N)

explicitamente em termos dos geradores hermitianos 7% como
U= T (A.14)

e considerando as transformagoes com w® infinitesimal U ~ 1 + ¢w®T*, obtemos a partir
de (A.13)
A, — A+ 0w T +iw [T A, (A.15)

Tomando o trago de (A.15) e usando tr7® = 0 bem como a propriedade ciclica no termo
envolvendo o comutador, vemos que o trago de A, nao se transforma. Portanto, podemos

tomar A, consistentemente como matrizes de traco nulo.

As duas propriedades acima verificadas, a saber, hermiticidade e trago nulo, nos

permitem expressar os potenciais nao abelianos em termos dos geradores T* da seguinte
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maneira

Ay = A%Te, (A.16)

onde A}, sao grandezas reais. Logo, em uma teoria nao abeliana de gauge, existem tantos
potenciais quantos siao os geradores do grupo SU(N), ou seja, N* — 1 potenciais (8 glions

no caso da QCD). Substituindo em (A.15) a algebra de Lie dos geradores
[T T = if*Te, (A.17)

( fo sao as constantes de estrutura do grupo) obtemos a seguinte transformagao para os
potenciais A}

Af — A%+ DMWY, (A.18)

onde

Dy = §°9, — ¢ A, (A.19)

é o operador de derivada co-variante na representacao adjunta. E interessante observar
que para w independente das coordenadas de espago-tempo os potenciais Aj se transfor-
)

mam como membros da representa¢do adjunta do grupo (sao submetidos & uma “rotac¢ao’

infinitesimal no espago de dimensao N2 — 1).

Usando (A.13) podemos facilmente verificar que o tensor F), em (A.7) se transforma
como

F, —UF,U". (A.20)

Desta relacao segue imediatamente que a grandeza trF), F*” ¢ invariante sob as trans-
formacoes locais de SU(N). Portanto, a versao nao abeliana da lagrangiana de Maxwell

pode ser escrita como

na 1 v
Maxwell — _§tr FMV FU . (A21)

Substituindo a relagao (A.16) em (A.7) e usando (A.17), podemos obter a forma

explicita das componentes Fj, de Fy,, = Fj, T como sendo dadas por

Fi, = 0,AL — 9,A% + [ AD A (A.22)
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Usando (A.18), bem como a relagao®
fabe fcde + fbce fade + fbde fcae — 07
podemos verificar facilmente que

a a abc | b e
FW—>FW—f w'F,.

Ou seja, F}j, transforma-se como um membro da representacao adjunta.

Levando em conta a normalizacao

1
T = S0,

a lagrangiana (A.21) pode entdo ser reescrita em termos de Fy, como

1

na _ T 1a a pv
Maxwell 4 Fuu F :

Temos assim, sumarizando, uma teoria definida pela lagrangiana

ﬁna — na 1_|_ ﬁna

Maxwel mat’
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(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

onde L} e Lr2. sdo dadas respectivamente por (A.26) e (A.4), considerando, nesta

ultima, 1) como um espinor de N componentes internas. A teoria de campos classica assim

definida é invariante sob as transformagoes (A.10) e (A.18) (note que a invariancia local

da QED, segue como um caso particular tomando f%¢ =0 e w® = w).

A.1 Quantizacao e regras de Feynman

A quantizacao perturbativa de teorias de campo pode ser formalmente sumarizada em

termos de integrais de trajetoria através da seguinte relacao

Z[J] / Dge'
ev(%) e

Slgl+iJ-¢ _ /Dqﬁ e—%¢~K-¢+iV(¢)+i J-¢
L.J

1
2/

=

3Esta relagdo segue da identidade de Jacobi [T, [T, T¢]]+permut. ciclicas= 0.

(A.28)
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Do lado esquerdo temos o funcional gerador das funcoes de Green de uma teoria de campos
genérica. O campo ¢ representa aqui um “vetor” cujas componentes ¢; encapsulam as
coordenadas de espago-tempo, indices de Lorentz, indices de simetria interna (cor), etc.
O “produto escalar” “-” em (A.28) representa uma soma sobre indices de Lorentz, indices
internos e também as coordenadas de espaco-tempo, ou seja, uma integral. A matriz
formal K define o termo quadrdtico da teoria e a grandeza V(¢) representa todos os
termos envolvendo poténcias de ¢ maiores do que dois. Estas grandezas podem ser lidas

diretamente na lagrangiana da teoria.

A passagem da primeira para a segunda linha de (A.28) é feita via célculo de integrais
gaussianas. Funcoes de Green sao entao obtidas por derivacdo funcional em relagao a
J, ou seja, aplicando o operador 6/0.J no lado direito de (A.28). Este algoritmo produz
expressoes para as funcoes de Green que podem ser sinteticamente representadas em
termos dos diagramas de Feynman da teoria os quais descrevem processos fisicos de
propagagao e interacao (produzindo espalhamento ou decaimento) dos quanta associados
aos campos ¢ (particulas). Este é o tnico significado que atribuiremos & expressoes como
(A.28), ou seja, um algoritmo bastante direto que permite conectar a acao S[¢] com as
regras de Feynman da teoria quantica. Na pratica, freqiientemente os problemas sao pri-
meiramente reconhecidos e resolvidos via formalismo diagramatico e s6 depois formulados
elegantemente na linguagem de integrais funcionais. De fato, foi dessa forma que Feynman
[29] descobriu que a teoria quantica nao pode ser consistentemente definida utilizando
simplesmente a agao classica de Yang-Mills (além de um termo de fixagao de gauge como

na QED) em (A.28).

Ao tentarmos aplicar a relagao (A.28) no caso da teoria de Yang-Mills, nos deparamos
de imediato com um problema fundamental, a saber, K ndao possui inversa. De fato,
podemos verificar facilmente que a matriz K correspondente & expressao (A.21) é propor-
cional ao operador

=g R — Qe (A.29)

transv.

Notando que
Oy, w(r) Qe =0 (A.30)

transv.
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ou seja, Qi possui auto-valores nulos, concluimos que a matriz K ! nao existe no caso
da teoria de Yang-Mills. Ao nivel cldssico esta caracteristica é bem conhecida na teoria
de Maxwell, onde sabemos que a solucao da equacao d, F'*¥ = J¥ ou, equivalentemente,
Quw A” = J¥, somente pode ser obtida fazendo uma escolha de gauge para os potenciais
A,,. Ou seja, hé vérios (uma infinidade) potenciais correspondentes a um mesmo sistema

fisico.

Este problema torna-se mais critico no caso das teorias nao-abelianas e constituiu um
importante obstaculo para que a teoria de Yang-Mills pudesse ser aceita, tendo em vista
a dificuldade de se obter regras de Feynman e realizar calculos perturbativos. Progressos
neste direcao foram também importantes para as primeiras tentativas de se quantizar a
gravitagao. No inicio dos anos 1960, Feynman observou que seria necessario introduzir
campos ficticios (fantasmas) a fim de cancelar uma aparente viola¢ao de unitariedade [29].
Esse procedimento foi depois confirmado por DeWitt em célculos mais detalhados [30].
Mais tarde, Faddeev e Popov [31] desenvolveram um método sistematico para lidar com
este tipo de problema, ao nivel quantico, no contexto de integrais de trajetoria, ou seja,
na formulacao sintetizada em (A.28), bem como esclareceram o papel dos fantasmas. Esse
método é essencial no caso da teoria de Yang-Mills e também na gravitagao (em geral, em

teorias de gauge nao lineares).

A fim de ilustrar os principais aspectos do método, vamos considerar a expressao do
lado esquerdo de (A.28) com J = 0. Além disso, vamos focalizar apenas a teoria pura
de Yang-Mills (sem os férmions) que é onde estd o problema. Neste caso, a grandeza

relevante ¢é
210} = / DA™l 53 [A] = / A2 Ly eens (A.31)
onde L3} won estda dada em (A.26). Primeiramente, podemos verificar que a medida de

integragdo DA em (A.31), da mesma forma que a a¢ao Sy, [A], também ¢é invariante. De

fato, sob uma transformacao de gauge A — A“ teremos

wa

8A b b 2
DA — DA det ( -~ | = DA det (5% — ") = DA (14 O(w”)), (A.32)
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onde utilizamos (A.18) e a identidade
det(1 + L) = e"180+0) — 1 4t 4 O(L?). (A.33)

Podemos entao reformular o problema de quantizacao de uma teoria de gauge da seguinte
maneira. Temos que calcular uma integral cujo integrando permanece constante em um
sub-espaco das variaveis de integragao. Assim o problema consiste em fatorizar explicita-
mente a integracao sobre as chamadas orbitas de gauge, de maneira analoga a fatorizagao
de (27) que ocorre em uma integral do tipo [ dady exp [S(z? + y?)] quando utilizamos
coordenadas polares (27 é o “volume” do grupo de rotagoes em duas dimensoes). Como
veremos, ao separarmos este fator, teremos, ao mesmo tempo, resolvido o problema de
definir o termo quadrético da a¢ao, uma vez que a matriz K em (A.28) serd modificada.
Seguindo o procedimento de Faddeev e Popov, definimos inicialmente a grandeza A[A]

através da relacao
A [ Duslrear), (A34)
onde f(A¥) é uma grandeza dependente de gauge e § é o funcional delta de Dirac.

Como a integragao ¢ feita sobre todo o espago de gauge, é imediato verificar que A[A] é

independente de gauge. Inserindo (A.34) no integrando de (A.31), teremos

/ Dw / DA e A ATA] 5[ f(A©)]. (A.35)
Fazendo a transformacao inversa A — A“ " e usando a invariancia de DA, S [A] e

A[A] obtemos finalmente

Z[0] = (/ Dw) /DA A[A] §[f(A)] etax. 4] (A.36)
Embora o volume de um grupo compacto seja finito, a integracao ( i Dw) ¢ infinita, uma
vez que ha um elemento do grupo para cada ponto do espago-tempo. A definicao da teo-
ria quantica é feita eliminando este fator infinito do funcional gerador. Equivalentemente,

estamos introduzindo um ansatz segundo o qual a medida invariante na integracao fun-

cional (mesmo com J # 0) deve ser substituida por DA A[A]§[f(A)].

A fungao f(A) define o tipo de fixagdo de gauge utilizado para quantizar a teoria.

Usualmente ela é tomada como sendo linear em A da seguinte forma

FA) = G A% — o7, (A.37)
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onde G* é um operador ou um vetor qualquer e ¢ é uma funcao qualquer das coordenadas
de espacgo-tempo. Por exemplo, a escolha usual na QED é o chamado gauge co-variante
onde G* = 0". A forma explicita de A[A] pode agora ser facilmente obtida. Substituindo
(A.37) em (A.34), teremos

A[A] = ( / DuwdlGr A — aa]) o (A.38)

Em seguida, levamos em conta que A[A] sempre aparece multiplicado por §[G* A — 0]

e fazemos a transformagao (A.18), obtendo

A[A] = (/ Duwd[GH (fobewt Ac — auwa)]) h TR (A.39)

onde - - - representa os termos que nao contribuem quando multiplicados por 6[G* AZ—U“].

Definindo o operador K% (x,y) tal que

/ dty Kz, ) () = G* (2 w? A% — 0,%) (A.40)
e usando a identidade
/Dwé[K -w] = (det K)71, (A.41)
obtemos
A[A] = det K = /DchcgenghOS‘[““], (A.42)
onde
Sghost €1, 2] = / dz dty ci(z) Koz, 3) h(y) (A.43)

e ¢;i(x), 1 = 1,2 sao varidveis de Grassmann conhecidas como fantasmas de Faddeev Popov.
A denominacao “fantasmas” é devida ao fato de que esses campos violam a conexao spin-
estatistica, tendo em vista que, embora sejam campos escalares, eles anti-comutam. Esta
violacao é aceitavel uma vez que tais campos nao estao associados com particulas fisicas.
Na teoria de campos a temperatura finita somos levados a atribuir uma estatistica térmica

de Bose-Einstein para os fantasmas.

Usando a forma explicita de K% que pode ser derivada a partir de (A.40), obtemos

Sehost[C1, C2] = —/d4:c A (x) G* (5“6@ — fabe AZ) cg(:c) (A.44)
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Em termos do operador de derivada co-variante em (A.19), teremos

Supat|c1, 2] = — / d () G D & (). (A.45)

E possivel também obter uma forma exponenciada para & [f(A)]. Levando em conta
que a integral funcional em (A.36) nao depende de f(A) e, em particular, ndo depende
de ¢%, podemos multiplica-la por um funcional qualquer de ¢ e integrar sobre o. Uma

escolha conveniente é

o3 [ dlao@? (A.46)
onde £ é uma constante, e usando o funcional delta de Dirac, teremos
7 = / DA D¢y Dy e3Max. T5ghost Ti5ix (A.47)
onde
Shx = —% d*zf(A)? = —% d4:):(G“AZ)2. (A.48)

Podemos notar que ocorrera uma grande simplificagao no caso da teoria abeliana. De
fato, tomando f%¢ = 0, vemos que o campo de fantasmas se desacopla dos campos de
gauge e a integracao funcional sobre ¢; e ¢y resulta em um fator constante que pode ser
omitido 4. Naturalmente, estamos supondo que G* depende linearmente dos campos de

gauge. Algumas escolhas mais populares para G* sao as seguintes:

e Cauge de Coulomb: G* = (0,d).
e Gauge de Lorentz: G* = 0*.
e Gauge Axial: G* = n*, onde n* define uma diregao fixa no espago-tempo.

Gauge temporal: G* = (1,0).

Em cada um destes casos, o parametro ¢, introduzido em (A.46), pode ser variado

produzindo toda uma classe de gauges .

4No entanto, este fator possui um papel importante na contagem dos graus de liberdade da QED

formulada a temperatura finita.



APENDICE A. BREVE REVISAO SOBRE TEORIAS DE GAUGE 62

Podemos agora retornar a relacao (A.28) considerando seguinte forma para a agao
S[A, 1, c2) = Sypax. + Sehost + Stix- (A.49)

Vemos que o termo Sk, modifica o termo quadratico em SYf . , de tal forma que agora o
propagador da teoria pode ser obtido. Por exemplo, no caso do gauge de Lorentz, teremos,

apos integragao por partes
S[A,c1,¢o] = /d4x <% As QY AY + o QBN b 4 Eint') : (A.50)
onde os termos de interacio em L™ serdo explicitados mais adiante e
Bhost — _640°. (A51)
O novo operador quadrético

QY = dup [n‘“’ 0* — <1 - %) 8“8”} = dap < sy, — %8“8”) (A.52)

(Qi sy € a parte transversal definida em (A.29)) pode ser facilmente invertido. De fato,

a equacao
b Dew(t =) = 84 0,6"(z — y) (A.53)
tem a seguinte solugao
Dia—y) =i [ DM ere, (A54
onde
DAY () = i [n“” —a-oty (A.55)

é o propagador livre no espaco dos momentos. O parametro €, implicito na integral (A.47),
é infinitesimal e positivo, de tal forma a tornar a integracao funcional convergente para
grandes valores do integrando. Estamos também levando em conta o fator (i) presente
na exponencial em (A.47) (este procedimento seréd consistentemente adotado mais adiante
quando forem definidas as regras de Feynman para o propagador dos fantasmas e para
as interagoes). De maneira semelhante, os propagadores de férmion e de fantasmas sao
obtidos respectivamente de (A.1) e (A.51), sendo dados por

G i - k+m

k—m+iezzk‘2—m2+z’e (A-56)
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e
~ 1

. yghost __
1D = -5 5ab- A57
ab k2 + ie ( )
A fim de obter as regras de Feynman para os vértices da teoria, vamos inicialmente
escrever a lagrangiana de interacao £, Colecionando os termos envolvendo interacoes
entre os férmions, os campos de gauge e os fantasmas, presentes nas expressoes (A.4),

(A.26) e (A.43), teremos
in " a a 1 abc a a cv
L = gy ALT Y — 5 g f (9u A7 — 0,47) A A

1
= PSS AL AL A AT g G GG, A (A.58)

Note que estamos introduzindo explicitamente a constante de acoplamento g, fazendo
A—gAeL — L/g? Levando em conta a simetria bosonica dos campos de gauge e as
propriedades de ciclicidade e de anti-simetria das constantes de estrutura (fo = fb@ =
feb e fobe = —fob) a expressdo para i S™ =i [d'z L™ gera os seguintes vértices no
espaco dos momentos

gy TS (A.59a)

K

g [k — ko) 0™ + (ko — k3)'n+

(k‘g — kl)'/n)\/q s (A59b)
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u,a v,b
—i g2 [fabefcde(nu)\nup o nupnl/)\)
p.d AsC
_l_fade]ccbe (nuknup o nul/n)\p)

+facefbde (,r],ul/n)\P _ nﬂﬁn”)‘ﬂ , (A59C)

. i L gf ot (A.59d)
’/
2B
onde estd implicito um fator de conservagao de momento (27)*5(2 k)5. Todos os momentos
sao tomados entrando nos vértices. Cada um dos propagadores é representado da maneira

usual pelos seguintes diagramas

k -
- i S(k)

k -

k ~
e i DR (k) (A.60)

Vimos que a definigdo da teoria quantica de gauge requer a introducao de termos
adicionais na acao de Yang-Mills envolvendo os fantasmas de Faddeev-Popov. Devido ao
acoplamento entre os fantasmas e os campos de gauge, as transformagoes de gauge usuais
em (A.10) e (A.18) nao sdo uma simetria da a¢do modificada em (A.49). Somos entao
levados naturalmente a supor que os campos de fantasmas também devem se transformar
de maneira a compensar a transformacao dos campos de gauge. A fim de examinar esta
possibilidade, vamos supor que o parametro infinitesimal da transformacao de gauge possa

ser escrito em termos dos campos de fantasmas ¢f(x), da seguinte maneira

W) = (6X) i (x). (A.61)

5Fatores de simetria serdo levados em conta no calculo explicito das amplitudes quanticas.
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A grandeza 6\ é uma varidvel de Grassmann ((6A)? = 0) independente das coordenadas

de espaco-tempo e que satisfaz a relacao de anti-comutacao
{(0A), c3(x)} = 0. (A.62)

Note que 0\ desempenha o importante papel de manter o carater bosonico do parametro
w. Em termos do ansatz (A.61), as transformagoes de gauge locais (A.10) e (A.18) podem

ser reescritas como

S =i (5A) T* 2o, (A.63)

JA? = (6X) Db c}. (A.64)

A transformacao (A.64) introduz a seguinte modificagao no termo de fixagao de gauge

em (A.48)

—%(G“AZ) (60 (G¥ D ). (A.65)

A invariancia é recuperada, se definirmos a variacao de ¢; em (A.45) como sendo dada
por

def =i (0N) % o Aj. (A.66)

No entanto, a agao para os campos de fantasmas em (A.45) também vai se transformar
sob (A.64) e (A.66). Esta transformacgao pode ser compensada de tal forma a determinar
a correspondente variagao do campo cs. E possivel mostrar, usando integracao por partes

e a identidade de Jacobi dada em (A.23), que a transformagao procurada é
a 1 abe b ¢
dey = —5(6)\) f e ¢S, (A.67)

Observe que a anti-simetria de f%° e o cardter grasmaniano dos campos ¢ fazem com que

o lado direito da expressao acima seja nao nulo.

Outra importante propriedade das transformacoes (A.64), (A.66) e (A.67) é que elas

mantém invariante a medida de integracio funcional em (A.47). Isto ocorre porque o
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determinante das matrizes (jacobiano)

0(Ag () + 0A%(2))

0 (x = y)ay, (3% + (6A) f* c5)

0AY(y)
d(ci(x) + dct(x)) 4o sab
5 (w) Pl
5(0;(%‘) + 50;(%‘)) _ 4 T — ab abc <
5c5(y) = 0( Y) (5 (GA)f 2) (A.68)

¢ igual a um (isto pode ser facilmente verificado usando a propriedade grasmaniana (6\)? =

0 e a anti-simetria de f).

Sumarizando, as transformagoes (A.64), (A.66) e (A.67) deixam a agao (A.49) invari-
ante, generalizando assim a simetria de gauge da acao classica. A descoberta desta simetria
foi feita independentemente por mais de um grupo de pessoas, tendo sido denominadas
transformagoes de BRST [32, 33, 34]. Ela desempenha um papel importante no estudo das
propriedades de renormalizabilidade da teoria de gauge. De maneira geral esta simetria

permite estabelecer relagdes entre diferentes amplitudes quanticas (ou térmicas) da teoria.

A.2 Teoria de Yang-Mills em espacos nao-comutativos

O formalismo geral de teoria de campos em espacos nao comutativos apresentado na
segao (2.2) pode, em principio, ser aplicado a qualquer teoria de campos. Na versao nao
comutativa da densidade de lagrangiana da teoria, cada um dos campos e suas derivadas
sao substituidos pelos correspondentes operadores de Weyl. A acdo da teoria é entao
obtida pela operagao de traco, introduzida em (2.12), e a relagdo (2.24) é empregada.
Finalmente, a forma explicita do produto de Gronenwold-Moyal dado por (2.20) é empre-

gado.

Poderiamos entao supor que a versao nao comutativa da teoria de Yang-Mills descrita
pela lagrangiana (A.26) seguiria os passos descritos acima sem nenhuma condigao adicional.
H& no entanto um importante detalhe fisico, especifico das teorias de gauge, que deve ser
levado em conta. Devemos lembrar que a construcao da teoria de Yang-Mills usual poderia

ter sido feita levando em conta ndo apenas a simetria sob transformagoes de S(NN), mas
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sim o grupo U(N) = U(1) x SU(N)/Zy. Porém, na teoria de campos comutativa, o
“f6ton”, associado a U(1), se desacopla dos N? — 1 campos de gauge associados a SU(N).
O mesmo nao vai ocorrer na versao nao-comutativa da teoria de Yang-Mills. De fato,
se g e h sdo dois elementos do grupo, em geral det(g x h) # det(g) » det(h). Portanto,
o grupo especial unitario nao é um grupo no espaco nao-comutativo. Por outro lado,
devido & propriedade (g x h)T = AT x g7, o produto g x h de duas matrizes unitdrias ¢
sempre unitario. A possibilidade de se introduzir outros grupos de gauge é restringida se

quisermos manter a associatividade da algebra nao-comutativa [35, 36].

Somos entao levados a considerar a seguinte versao nao-comutativa da agao de Yang-

Mills

1 1 1
S:CM = /d41’ Tr <_ZF‘“’FW _ 2_(0MAM)2 + 5(@ 1 * auDM cy — i@uD” Cy * Cl))
e’

(A.69)
onde
F., =0,A, —0,A, —ig [A, A, (A.70)
e
Ay =A3T4 A=0---N°>—1. (A.71)
A versao nao-comutativa da transformagao de gauge em (A.15) &°.
A, = A+ 0w+i(wrxA, — A, xw) (A.73)

ou, equivalentemente,

A A A A Ama | b A 4B A 7B i A 4B A B
AMT —>AMT +0,w" T +§ [w ,AM}*{T , T }+§{w ,AM}*[T T } (A.74)
Usando as relagoes,

(T4 TP = ifapcTC, {T4,T8)} =dapcTC, Te(TATE) =57, (A.75)

6Estas transformacdes sdo compativeis com a condicdo de unitariedade

Ux)« Ut (x) = Ul (z) x U(z) = In. (A.72)
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onde as grandezas fapc e dapc sao as constantes de estrutura do grupo U(N) respecti-

vamente simétrica e anti-simétrica, podemos escrever
A A At o4 4B Lo a8
Au — A‘u +8Hw —0—5 [w ,Au}*dABC— 5 {w ’AH }* fABC- (A76)

Note que mesmo no caso N = 1 (QED nao comutativa), quando T° = 1 e dogy = 2, as

transformagoes mantém um carater nao-abeliano.

Usando identidades do tipo
Lyja 4n A pB) LA 4B A B
(A Al = 5 {ALADY [T, T)] + 3 (AL AT AT T)}, (A.T7)
bem como as relagoes (A.75), a acdo (A.69) pode ser expressa diretamente em termos dos

;‘, ctt e ¢, Em seguida, usando (2.21) e (2.24) e expressando os campos em

campos A
termos de suas componentes de Fourier, as regras de Feynman podem ser lidas diretamente
de 1 SYM . Os resultados assim obtidos generalizam as regras de Feynman da teoria usual,
dadas em (A.59b), (A.59¢) e (A.59d), pela substituicao das constantes de estrutura fob
por

X ) X y
O (1, pa) = A cos(FD )+ dMC sin(F ) prx e = iy (ALTS)

e levando em conta que py, p2 € p3 estao associados aos campos cuja cor é respectivamente
A, B e C. Os propagadores sio obtidos de (A.55) e (A.57) fazendo 0% — §45. A teoria
perturbativa assim definida possui as propriedades de invariancia sob transformacoes de

BRST e ¢ renormalizavel [37].



Apeéendice B
Calculo das constates do tensor C(™)

Neste apéndice mostraremos como calculamos os valores das constantes do tensor de
Lorentz C'® e faremos uma breve introducio ao pacote de célculo algébrico que contem

todos os comandos de manipulagao tensorial que foram usados no Maple V.

Iniciamos nossos calculos iniciando os pacotes de andlise combinatéria (combinat) e
de célculo tensorial (hip)[38],
> restart;with(combinat):

> read(hip);

Para realizamos as contragoes para a determinacao das constantes é necessario definir-

mos os indices e os vetores. As seguintes grandezas serao utilizadas como indices mudos,

> setindex(mil,nl1,m2,n2,m3,n3);

e estas serao utilizadas como vetores (k1,k2,k3,k4) ou (x,y,x1,y1,x2,y2,x3,y3) como
indices nao contraidos.

> setfv(x,y,x1,y1,x2,y2,x3,y3,k1,k2,k3,k4);

69
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Assim, por exemplo, temos a seguinte correspondéncia com a notacao usual,

X — N

x1

x2

B.1 Célculo de ¢V

—

251

H2

14

151

151
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Agora que definimos nossas variaveis, vamos calcular o termo de ordem mais baixa e

determinar as constantes de um tersor qualquer possuindo 4 indices,

> permO:=permute([x1,y1,x2,y2]);

perm0 = [[x1,yl,22,y2],[z1,yl,y2,22], | x1,22,yl,y2],

(21, 22,9y2,yl |, [x1,y2,yl,22],[z1,y2,22,yl |,

]
]
]
2,21, yl,y2],
z2,yl,y2,z1 |,

]

]

[ [
[ [
[ [
[ [
[ [
[ [

z2,y2,xl, yl |,
y2,xl,yl,x2 |, |y2,zl,22,yl |, |y2,yl,xl,x2
y2,yl,z2,x1 |, |y2,22,x1,yl |, | y2,22,yl,xl

[
[
[
[
[
[

]
]
]
2, yl,z1,y2],
]
]
]

]
yl,zl,22,y2], [ yl,x1,y2,22],[yl, 22,21, y2],
yl,z2,y2, 21, yl,y2,x1,22],[yl,y2, 22,21 ],
2,21, y2,yl |,

|, [22,y2,y1, 21 ],
]
]

|

para calcularmos o tensor com 4 indices precisamos determinar a estrutura tensorial

basica envolvendo a métrica de Minkowski, dada por,

> unapply(x1&.y1*x2&.y2, x1,y1,x2,y2);

(zl,yl,22,y2) — (x1 &.y1 ) (22 &.y2)

A notagao adotada para o produto escalar quando usamos o pacote HIP é representada

pelo simbolo &.. Agora, substituindo cada elemento da lista perm0 na estrutura acima e
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eliminando a repeticao de tensores idénticos, temos assim, a seguinte base tensorial
> list1:=unapply([op({seq(" (op(op(i,perm0))),
> i=1..nops(perm0))})],x1,y1,x2,y2);

list] .= (zl,yl,22,y2) — [(z1 & .yl ) (22&. y2),
(21&.22) (yl & y2), (21 &. y2) (22&.yl )]

Estes trés tensores devem ser agrupados de tal forma que o conjunto de tensores em
cada grupo possua a simetria pela troca de pares de indices correspondentes ao campo
gravitacional. “Escolhendo os indices x1 e y1 como sendo os indices a serem contraidos
com o tensor de campo gravitacional, vemos que o primeiro tensor de listl é simétrico
enquanto a soma dos dois ultimos também forma um tensor simétrico. Ha portantoduas
combinagoes possiveis, ou seja, teremos duas constantes a serem determinadas”. Este

procedimento foi feito no capitulo 3 quando calculamos os valores das constantes a e b.

B.2 Célculo de C?)

Consideremos um tensor qualquer possuindo seis indices. Com esta configuracao de indices
ao permutarmos, teremos um total de 720 tensores distintos. Como mostra o cédlculo
abaixo,

> perml:=permute([x1,y1,x2,y2,x3,y3]):

> nops (perml) ;

720

O tipo de estrutura tensorial que nos interessa é aquela em que tenhamos produtos de
métricas de Minkowski. Que sera dada por:

> unapply(xl&.yl*x2&.y2*x3&.y3,x1,y1,X2,y2,x3,y3);

(x1,yl,22,y2,28,y3) — (21 &.yl ) (22 &. y2) (28 &. y3)
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Quando temos essa estrutura temos que os 720 tensores se reduzem a 15 tensores

> list1:=unapply([op({seq(" (op(op(i,perml))),
> i=1..nops(perm1))})],x1,y1,x2,y2,x3,y3);

list] := (xl,yl,22,y2,23,y3) — [(21 &. yl ) (22 &. y2) (23 &. y3
(z1&. yl)(22&. 23 ) (y2&.y3 ), (x1 &. 22) (yl &.y3) (23 &
(21 & y2)(22&. .yl ) (23&.y3), (21 &. y2)(23&. yl ) (22&
(z1&. y2)(yl&.y3)(22&. 28 ), (x1 &. 23 ) (22 &. yl ) (y2 &
(21 &.23) (yl & y3)(22&.y2), (21 &yl ) (22&.y3) (23 &
(21 &.22) (yl & y2)(23&.y3), (21 &. y3)(22&. yl ) (23&
(z1&.22)(23& .yl ) (y2&.y3),(x1&. 23) (yl &. y2)(22&
(21 & y3)(yl & y2)(22&. 23), (21 &. y3) (23 &. yl ) (22&

> nops(list1(x1l,y1,x2,y2,x3,y3));

15

LY2
Y3

)7
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Vamos agora agrupar os 15 tensores de tal forma que o conjunto de tensores em cada grupo

possua simetria pela troca de pares de de indices correspondentes ao campo gravitacional.

> basl:=unapply(x&.y*x1&.y1*x2&.y2,x,y,x1,y1,x2,y2);

basl = (x,y,z1,yl,22,y2) — (z&.y) (21 &. y1 ) (22 &. y2)

Para isso vamos considerar os seguintes seis tensores:

> list2:=unapply([basi(x,y,x1,y1,x2,y2), basi(x,y,x1,x2,y1,y2),
> basl(x,yl,x1,y,x2,y2), basi(x,yl,x1,x2,y,y2), bas 1(x,y2,x1,y1,x2,y),

> basl(x,y2,x1,x2,y1,y) 1,x1,y1);

list2 .= (xl,yl) — [(z&.y) (21 & yl)(22&.y2),

(z&.y) (21 &.22) (y1 & y2), (z&.yl ) (21 &.y) (22 &. y2),
(z&.yl)(21&.22)(y&.y2),(x&.y2) (21 &.yl ) (22 &.y),

(x&.y2) (21 &.22)(y&. yl)]

Simetrizando nos indices correspondentes aos campos gravitacionais, temos,

> unapply (Lop({op(" (x1,y1))}union{op("(y1,x1))}1)],x2,y2);



APENDICE B. CALCULO DAS CONSTATES DO TENSOR C™)

(22,y2) = [(z&.yl ) (21 &. 22) (y&.y2),
(z&.yl)(zl1&.y)(22&.y2),(z&.y)
(z&.y) (21 & 22)(yl &. y2),(z&.y)
(x&.z1)(y&.yl ) (22&.9y2),(x&. x1
(z&.y2)(22&.yl) (21 &.y), (x&. y2
(& y2)(z1&.yl)(22&.y)]

> list3:=[op({op("(x2,y2))}union{op(" (y2,x2))P)];

list3 .= [(x&.yl)(z1&.22)(y&. y2),

(x&.yl)(zl1&.y)(22&.9y2),(x&.y) (x1 &. y1
(x&.22)(yl &.y2) (21 &.y), (z&.y) (21 &. 22
(x&.y)(22&.yl) (21 & y2),(x&. z1) (y&. y1
(x&.x1)(22&. yl ) (y&. y2), (z&. y2) (22 &.y
(x&.yl)(z1&.y2)(22&.y), (& x1) (yl &. y2
(x&.22) (21 &.y2) (y&.yl ), (x&. 22) (21 &. yl
(x&.y2)(z1&.22) (y&. yl), (& y2) (21 &. y1
> nops(1list3);
15

> {op(1list3)Iminus{op(listi(x,y,x1,y1,x2,y2))};

{7

(21 &.yl)(22&. y2),
(22 &.yl)
Y(22&.yl) (y&.y2),
J(zl &.22) (y&.yl),

—~~ T~
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Apoés simetrizarmos, os indices introduzimos as constantes que queremos determinar,

escrevendo o seguinte comando,

> [seq(c.ixop(i,list2(x1,y1)),i=1..6)];

[cl (z&.y) (2l &yl ) (22&.y2),c2 (z&.y) (xl & 22) (yl &. y2),
cS(x&.yl)(zl1&.y)(22&.9y2),c4 (x&.yl ) (21 &. 22) (y&. y2)
ch(x&.y2)(xl1 & .yl ) (22&.y),c6 (x&. y2) (21 &.22) (y&. yl)

Agora que temos as constantes vamos para acha-las precisamos escrever a combinagao

linear entre elas como segue,

> unapply(sum(op(jj,"),jj=1..6),x1,y1);
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(zl,yl ) —cl(z&.y) (21 & yl)(22&. y2)
+c2(x&y)(zl1&.22)(yl & y2)+ 3 (v&.yl ) (21 &.y) (22&. y2)
+ef(x&.yl )(21&.22) (y&.y2)+ch (& y2) (21 &yl ) (22&.y)
+c6(x&.y2)(z1&. 22)(y&. yl)

> unapply (" (x1,y1)/2+"(y1,x1)/2,x2,y2);

(22,y2) — cl (z&.y) (21 &yl ) (22&. y2)

—I—%c?(x&.y)(x]&.x?)(y]&.y?)+%c§(x&.y1)(x]&.y)(x,?&.y,?)

+%c4 (z&.yl)(21&.22)(y&.y2)+ch(x&. y2)(xl &yl ) (22&.y)

—I—%c6(x&.y2)(x1&.x2)(y&.y1)+%c?(x&.y)(x2&.y1)(x]&.y,?)
—i—%cé’(:c&.x])(y&.y])(:c?&.y?)—i—%q (z&.21)(22&. yl)(y&. y2)

+%c6(x&.y2)(x2&.y1)($1 &.y)

> C2a:=unapply (" (x2,y2)/2+" (y2,x2)/2,x,y,x1,y1,x2,y2);

C2a := (z,y,zl,yl,22,y2) — cl (x&.y) (zxl1 &. y1 ) (22 &.y2)

+%c?(z&.y)(x]&.x?)(y1 &.y?)%—%cé’(z&.yl)(axl &oy)(z2&.y2)

+ic4(m&:.y1)(m1 &.x?)(y&.y?)—|—%c5(m&:.y2)(m1 &.oyl)(22&.y)

+%c6(:€&.y2)(x1&.x?)(y&.yl)+%c?(a:&.y)(x2&.y1)(x]&.y?)

+%c£’(m&.x1)(y&.y1)(xQ&.yQ)—i—iq(x&.xl)(a:Q&.yI)(y&.yQ)
+ic6(a:&.y2)(x2&.y1)(x]&.y)—l—id(:E&.yl)(xl &.y2) (22&.y)
+%c5(m&:.x2)(a:1 &:.yl)(y&.y?)—l—icé’(x&.x?)(xl & y2) (y&. y1 )

+ic4(m&:.x1)(y1 &.y?)(:c?&.y)—l—icé’(m&:.x?)(yl &.y2)(z1&.y)

> collect(C2a(x,y,x1,y1,x2,y2),{cl1,c2,c3,c4,c5,c6});



APENDICE B. CALCULO DAS CONSTATES DO TENSOR C™) 75

cl(z&.y)(zl&.y1)(22&.y2)

(z&.y)(22&. yl ) (21 &.y2)+ +

+
N[ —

(z&.y) (21 & 22) (yl &y?)) c2

(x&.yl) (21 &.y)(22&. y2) + (x&.x])(y&.y])(:c?&.y?)) c8

_I_
NN &
=l = N = N =

== N

(z&.z1)(yl&.y2) (22&.y)+ - (z&.yl ) (2l & y2)(22&.y)

_|_

(x&. y])(x]&.x?)(y&.y?)%—i(a:&.x])(x?&.y])(y&.y?)) c4

+

+
i YR
*klhd == N #JPA

(x&.22) (2l &.yl) (y&.y2) + (x&.y?)(x]&.y])(x?&.y)) ch

(x&.y2)(22&. .yl ) (2l &.y)+-(x&. y2) (21 &. 22) (y&. yl )

e e R

(x&.22) (x1 &.y?)(y&.yl)—l—i(m&:.x?)(yl &:.y?)(:c]&.y)) )

> C2:=unapply(collect(subs({cl=al,c2=a2,c3=a3,c4=ad,cb=ab,c6=a6},"),
> {al,a2,a3,a4,a5,a6}),x,y,x1,y1,x2,y2);

sl iyl x2,y2) — al (z&.y) (21 &yl ) (22 &.y2)

=(z
+(%(x&: y)(z1 &. y2)(x2&.y1)+%(x&.y)(x1 &.x2) (yl &y?)) a2

(2&.y1) (21 &.y) (22&. y2)
r&.al) (y&. y])(x?&.y?)) a3
(2&.a1) (228&.y) (31 & y2 )+~ (2&.y1) (22 &.y) (21 &. y2)
(2&.01) (y&.y2) (22 &. y1 )) o
b3 (ke y2) (22 4y) (o1 & y! )) a5
i(x&.y?)(y&.yl)(x]&.x?)

Vamos agora encontrar os coeficientes dos dois anti-comutadores. O que queremos
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realmente é encontrar os valores das constantes do tensor de Lorentz. Usando as condicoes
de simetria dos campos temos uma redugao no nimero de nossas constantes. Como mostra
o calculo abaixo esta reducao se da pelo fato de que alguns termos sao iguais pela troca
de indices levando assim numa interpretacao de igualdade entre eles com mostraremos
agora.

> Css:=unapply(collect (subs({ab=a3,a6=a4},C2(x,y,x1,y1,x2,y2)),
> {al,a2,a3,a4}) ,x,y,x1,y1,x2,y2);

Css = (z,y,a1, 1,02, y2 ) —
G(x& s1) (o1 &ey) (22 & y2) + 5 (wheat ) (y&eyl ) (a26.92)
+%(x& 22) (y&.y2) (21 & y1 ) + %(a:&.y?)(x?&.y)(x]&.y])) a3
+G(I& ol (#24e.y) (91 & y2) + 7 (28 yl) (a2 y) (a1 & y2)
+%(:c& yl) (y&.y2) (21 &.22) + i(m&.xl)(y&.y?)(m?&.yl)
(k) (a1 &) (228 y1) + 5 (rkey2) (y&eyt ) (a1 &.a2)
+i(x& 22) (y&.yl ) (21 &.42) + i(az& x?)(x]&.y)(y]&.y?)) o

+al (z&.y) (a1 & yl)(22&.y2)
1 1
+ <§($&.y)(x1 &.y2) (22 &. y1)+§(x&.y)(:ﬁ1 &.x2) (yl &.y?)) a2
Neste ponto, vamos checar se esse tensor é simétrico pela troca de x1 por x2 e y1 por y2,

fazemos isso da seguinte maneira,

> Css(x,y,x1,y1,x2,y2)-Css(x,y,x2,y2,x1,y1);

0

> Css(x,y,x1,y2,x2,y1)-Css(x,y,x2,y1,x1,y2);

0

> Css(x,y,y1,y2,x2,x1)-Css(x,y,x2,x1,y1,y2);

0
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Vimos anteriormente que a variagao de primeira ordem da agao envolve uma quantidade
que possui o produto de dois tensores de Minkowisk, sendo esta quantidade expressa pela
seguinte forma.

> Cl:=unapply(x1&.y1*x2&.y2-x1&.x2*y1&.y2-x1&.y2*y1&.x2,x1,y1,x2,y2);

Cl:=(zl,y1,22,y2) — (xl & .yl ) (22&. y2) — (21 &. 22) (yl &.y2)
—(21&.y2)(22&.yl)

Com essa estrutura podemos determinar a variagao do termo de primeira ordem
levando em conta a substituicao da transformada de Fourier dos campos, como segue,
> unapply(expand (C1(k3,k4,x2,y2)*k2&.yl +2xC1(-k2-k4,k4,x2,y2)*k3&.y1
> +2xC1(k3,k4,x2,-k2-k3-k4) xy2&.y1) ,k3,k4) ;

(k3. k4 ) — (k2 &.y1) (k3 &. k4 ) (22 &. y2)

— (k2&. y1)(k3&.22) (kf & y2) — (k2&. y1) (k3 &. y2) (k{ &. 22)
—2(k3&.yl ) (22&. y2) (k2 & k) ) — 2 (k3 &. yl ) (22 &.y2) (k4 &. k4 )
+2(k3&.yl ) (k4 &.y2) (k2&. 22)+4(k3&. yl) (k4 &. y2) (k4 &.22)
2(k3&.y1 ) (k4 & 22)(k2&.y2) —2(yl & y2) (k3&. k) ) (k2&.22)
2(yl&.y2) (k3&.22) (k2&. k) ) +2(yl &. y2) (k3&.22) (k4 &. k4)
2 (yl &.y2) (ki &.22) (k2& k3) +2 (yl &.y2) (ki &.22) (k3 &. k3)
> unapply(expand (" (k3,k4)/2+" (k4,k3)/2),x2,y2);
(22,y2) — — (k4 &.y1 ) (22&.y2) (k2 &. k3)
+ (k3 & y1) (k4 &.22) (k2&. y2 )+ (k2 &. .yl ) (k3 &. k4 ) (22 &. y2)
—(k2&. .yl ) (k3&.22) (kf & y2) — (k2&. yl ) (k3 &. y2) (k) &. 22)
—(k3&. yl ) (22&. y2) (k2&. k4 ) — (k3 &yl ) (22&. y2) (k4 &. k)
+ (k3&. .yl ) (k& y2)(k2&. 22) +2(k3&. .yl ) (kf&.y2) (K} &.22)

( (
( (
( (
+2(yl&.y2) (k)& 22) (k2&.k3) —2(yl & y2) (k3 &. k4 ) (k2&. 22)
+2(yl & y2)(k3&. 22) (k2&. k4 )+2(yl &.y2) (k3 &.22) (k4 &. k4)
+2(yl&.y2) (k& 22) (k3&.k3) — (k4 &yl ) (22&.y2) (k3 &. k3)
+ (k4 &yl ) (k3&. y2) (k2&. 22)+2(kf & .yl ) (k3 &.y2) (k3 &.22)
+ (k& yl)(k3&. 22)(k2&.y2)

> dSic:=expand(-"(x2,y2)/8-"(y2,x2)/8);
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dSlc :=

+

)Jklr—‘»bll—‘»blr—‘l\:)ll—‘»bll—‘HkIP—‘»JkIl—‘l\DIP—‘»JkIl—‘»JkIP—‘HkIl—‘

> nops(dSic);

i(u&.yz)(xz&.yg)(kg&.kg)—
(k2&.y1) (k3 &. k] ) (22 &. 92 ) +
(k2. y1) (k3 &. 2 ) (k] &.22) +
(k3&. 1) (228&.y2) (k) &k ) —
(k3 &yl ) (K &. y2) (k) &.22) —
(y1&.y2) (k3&. kf) (k2&.22) —
(yl&.y2) (k3 &. 22) (K &. k) —
(ki &yl ) (22 &. 92 ) (k3 &. k3 ) —
(kf &yl ) (k3 &. y2) (k3 &.02) —
(22 8.yl ) (K &. y2) (k2 &. k3 ) +
(228 y1) (k3 &. y2) (K2 & kj ) —
(22 8.yl ) (K &. y2) (k3 &. k)
23

—~ = =

k2&. y1) (k3 &.22) (k) &.y2)
(k3 &.y1) (22&. y2) (k2 &. k))
(k8 &.y1) (k) &.y2) (k2 &. 12)
(yl &. y2) (ki &.22) (k2 &. k3)
(yl&.y2) (k3 & 22) (k2 &. k)
(y1 &.y2) (kf &.22) (k3 &. k3)
(k& yl) (k3 &.y2) (k2 &. 22)
(kf &.y1) (k3 &. 22) (k2 &.y2)
(228&.y1) (k3 &. k) ) (k2 &. y2)

(22&.y1) (k3 &. y2) (ki &. k] )

.&I»—*»&I}—‘Akll—whlr—wlklr—w-hlr—wklr—umlr—whlk—n-blr—‘

78

(k3 &.yl)(kf & 22)(k2&.y2)

Agora vamos determinar a variacdo de segunda ordem tomando o tensor calculado

anteriormente e denominado de Css:

> unapply (expand (4*Css (k3,k4,-k2-k3-k4,y1,x2,y2)) ,k3,k4);

—2a3 (k3&. yl ) (22&.y2) (k3&. k4 )—2a3 (k3&. .yl )(22&. y2) (K} &. k4
—2a3 (k& yl)(22&. y2)(k2&.k3)—2a3 (kf & yl ) (22&. y2) (k3 & k3
—2a3 (k4 & yl)(22&.y2) (k3&. k4 )—2a3 (k2&. yl ) (k3 &. 22) (k) &. y2
— 243 (k3&. 22) (kf &.y2) (k3 &. y1 ) — 2 a3 (k3 &.22) (k) &.y2) (kf &. y1
—2a3 (k2&. yl ) (k3&. y2)(kfj&.22)—2a3 (k3&. y2) (K} & 22) (k3 &. yl
—2a3 (k3&. y2) (k4 &.22) (k& yl)—a4 (yl &.y2) (k4 & 22) (k2&.k3)
—af (yl &.y2) (k4 &. 22) (k3&. k3 ) — a4 (kf &.22) (yl &.y2) (k3 &.k4)

)
)
)
)
)
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—af (k3 &. yl
—2af (k3&.y
—af (k3 &. 22
—af (22 &. yl

) (k4 &. x2

1

)

)
—a4 (z2&.yl)

)

1

)

)

)

(ki &.y
k4 &. y2
k4 &. y2
k3 &. y2

V(k2&.y2) — af (k3 &. y2
2
)
)
)
k3 &. y2)
2
)
)
)
2

(kf&.22)—af (k3 &.y
k3&.yl) — a4 (22 &. y1
k3&.k3) — af (k4 &. y2

ki &. x2
(kf&.y
k4 &. y2

) ) (k9. y1)
1) 2)(k2&.22)
Y(22&. .yl ) (k3&. k4 )
K2 & k) — af (k3 &. y2) (22 &. y1 ) (k3 &. k)
—a4 (22&.yl1 k& kf)—af(ki&. yl)(k3&. y2)(k2&. 22)
—2a4 (k4 &y 2) 2)
— a4 (k4 &. y1 ) ( ) (
—af (yl &.y2) (k3 &. x2 ( (
—af (yl &.y2) (k3 &. 22 ) )
—4dal (k3&.kf)(22&.y
—2a2(k3&. y2)(22&. yl
—2a2(yl & y2) (k3 &. k4
( (
( (

( (

) )

( (

( (

( (

( (

(k3 &. y2) (k3&.22) — a4 (k3 &.y2) (k) &. 22) (k4 &.yl)
(k3 &.22) (k2&.y2) — af (k3 &. 22) (kf &.y2) (k4 &.y1 )
( (k2&.kf)— a4 (k3 &. 22) (yl &.y2) (k3 &. k4)
( (k& kf)—4dal (k3& ki) (22&. y2) (k3 &. y1)
) ) (k4 &yl (k2&.y2)
) ) (k& kq)
) ) (k3 &. k4 )
) ) (k2&.yl)
) )

—2a2(22&.yl ) (k3&. k4
(22 &. y1
(yl &.y2
(

)
k3 & k4 ) —2a2 (k4 &.y2)
)
) (22 &. y2

)
( ) (
(k2&.22) —2a2 (k3 &. 22
( ) (
( )

— ' —

—2a2(kf&.22)(yl & y2
—2a3 (k3&. yl) (22 &. y2

k3 &. &/
k2 &. &/

—4dal (k3&. k4

> unapply (expand (" (k3,k4)/2+" (k4,k3)/2) ,x2,y2);

(22,y2) —
—dal (k3&. k4) (22&. y2) (k2 &.y1) —2a8 (k) &. y1 ) (22 &. y2) (k2 &. k3)
—2a3 (k4 &yl ) (22&.y2) (k3&. k3)—2a3 (ki &yl )(22&.y2) (k3&. k4)
—2a3 (k2 &yl ) (k3&. 12) (ki &. y2) — 2 a3 (k3 &.12) (k) &.y2) (k3 &. y1)
—2a3 (k3 &. 22) (K &.y2) (ki &yl ) —2a3 (k2 &. yl ) (k3 &. y2) (k) &.12)
—2a3 (k3&. y2) (k4 &.22) (k3 & .yl )—2a3 (k3&. y2) (k4 &.22) (ki &. yl)
—af (yl & y2) (k4 &.22) (k2 &. k3) — af (yl &.y2) (kf &. 22) (k3 &. k3)
—af (k& 22)(yl&. y2) (k3&. k4 ) —af (k3 &. yl ) (k4 &. 22) (k2&.y2)
—af (k3&. y2) (k4 &. 22)(k3&. .yl )—2a4 (k3&. yl) (ki &. y2) (k4 &.22)
—af (k3&.y1) (kf&.y2) (k2 &.22) — af (k3 &.a2) (ki &.y2) (k3 &. y1)
—af (22& .yl ) (k4 & y2) (k2&. k3 ) —af (22&. .yl ) (k4 &. y2) (k3 &.k3)
—af (k4 & y2) (22&.yl ) (k3&. k) ) — a4 (22&.yl ) (k3 &.y2) (k2&.k4)
—af (k3&. y2)(22&. .yl ) (k3& .k} ) — a4 (22&.yl ) (k3 &.y2) (ki &.k4)
—af (k& yl ) (k3&. y2)(k2&. 22 ) —2a4 (K} & yl ) (k3 &. y2) (k3 &. 22)
—af (k3&. y2) (k4 & 22) (k& .yl ) — a4 (kf & .yl ) (k3&.22) (k2&. y2)
—af (k3&. 22) (k& y2) (ki & . yl)—af (yl&. y2)(k3&. 22) (k2&. k] )
—af (k3&. 22)(yl&. y2) (k3&. k4 ) —af (yl &. y2) (k3 &.22) (k4 &. k] )
—dal (k3& k4 ) (22&. y2) (k3& .yl ) —4al (k3 & ki) (22&. y2) (ki &.y1)
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—2a2(22&.yl ) (k3&. k] )(k2&. y2) —2a2 (k3 &. y2)(2x2&. yl) (k3 &. k4)
—2a2 (K &.y2) (22 &. y1 ) (k3 & k) ) —2a2 (yl &.y2) (k3 &. k4 ) (k2 &. 12)
—2a2 (k3&. 22) (yl&.y2) (k3 &. k) ) —2a2 (kf &.a2) (yl &.y2) (k3 &. k})
—2a3 (k3&. yl ) (22&.y2)(k3&. k4 ) —2a3 (k3 &. yl ) (x2&.y2) (ki &. k4)
—2a3 (k3 &yl ) (22 &. y2) (k2 &. k)

> dS2c:=expand (" (x2,y2)/2+"(y2,x2)/2);

dS2c = —4al (k3&. k4 )(22&.y2) (k2&. yl)

—2a3 (k3&. yl)(22&.y2)(k2&.k4)—2a3 (k3 &. yl ) (22&. y2) (k3 &. k4)
—2a3 (k3&. yl)(22&.y2) (k& k4)—2a3 (ki &. yl)(22&. y2) (k2&.k3)
—2a3 (b &.y1 ) (22&. y2) (k3 &. k3) — 2 a3 (kf &.yl ) (22 &. y2) (k3 &. k4 )
—2a3 (k2&. .yl ) (k3&.22) (k& y2)—2a3 (k3&. 22) (k4 &.y2)(k3&. yl)
—2a3 (k3&.22) (k& y2) (ki &.yl ) —2a3 (k2&. yl ) (k3 &. y2) (kj &.12)
—2a3 (k3&.y2) (ki &.12) (k3 & .yl ) — 2 a3 (k3 &. y2) (k) &.22) (kf &. y1)
—af (yl & y2) (k4 & 22) (k2&. k8 ) —af (yl &. y2) (kf &. 22 ) (k3 &. k3)
—af (k4 & 22)(yl & y2) (k3&. k) ) — a4 (k3 &.yl) (k4 &.22) (k2&. y2)
—af (k8&. y2) (k4 &.22)(k3&. .yl )—2af (k3&. yl) (ki &. y2) (k4 &. 22)
—af (k8&. yl ) (k4 & . y2)(k2&. 22) —af (k3&.22) (k4 &. y2) (k3 &. yl )
—af (22&.y1 ) (kL &.y2) (k2 & . k3) — af (22 &. y1 ) (ki &.y2) (k3 &. k3)
—af (k4 & y2)(22&. .yl ) (k3&. k4 ) —af (22&.yl ) (k3 &. y2) (k2&. k) )
—af (k3&.y2) (228&. y1) (k3 & ki) — af (22 &. y1 ) (k3 &. y2) (kf &. k4 )
—af (K &yl ) (k3 &. y2) (k2&. 22) — 2af (k) &.y1 ) (k3 &. y2) (k3 &. 22)
—af (k8&. y2) (k4 &.22) (ki &yl )—af (kj&. yl)(k3&. 22)(k2&. y2)
—af (k3&. 22)(k{ & y2)(k{ &yl )—a4 (yl & y2)(k3&.22) (k2&. k4 )
—af (k3&. 22)(yl & . y2) (k3&. ki) —af (yl &. y2) (k3&. 22) (k4 &. k) )
—4dal (k8&. k4)(22&.y2)(k3&. yl)—4al (k3&. k4 )(22&. y2) (k4 &. yl)
—2a2(22&. yl ) (k3&. k4 ) (k2&.y2) —2a2 (k3&. y2) (22&.yl ) (k3 &. k4)
—2a2(k4 & y2)(22&.yl ) (k3&. k4 ) —20a2(yl & y2) (k3 & . kf)(k2&. 22)
—2a2 (k3&. 22) (y1&.y2) (k3 & k) ) —2a2 (kf &.22) (yl &.y2) (k3 &. Kk} )

Vamos agora descobrir os valores das constantes que tornam essa variacao nula. Quero
dizer com isso, que teremos uma invariancia na acao quando somarmos os termos de ordem

um em h,,, ou seja, a variacao de ordem um dada por Sdlc + Sd2c, em que, teremos

iz
: 2
fatorizando a estrutura k3 k4,7, 0,

> factor(coeff (coeff (expand(dSic+dS2c),yl&.y2) ,k3&.k3));

—i(k:4&.x2)(1+4a4)
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A condicao necessaria para o anulamento da variacao é ay =

na expressao abaixo, temos,

> dnew:=subs(ad4=-1/4,dS1c+dS2c);

dnew ::i““ & y1) (22 8&. y2) (k2 &. k3 )
—4a1(ks&.k4)(x2&.y2)(k2&.y1)
L k2 & g1 ) (k9 &.22) (kf & y2) +
(k3&.y1) (22 &.y2) (K2 &k ) +
F (gl & y2) (k3 & kL) (K2 &. 22) +
(02&.y1) (k3 &. k] ) (K2 &. y2) +
(k3&.02) (k) &.42) (k4 &. y1 ) +
) (k4 & yl) +

) (k3 &. kf )+

(k3&.y2) (k4 &. 22

MHMHMHMHMHMHM

(k4 &.y2) (22 &. y1

+Z(k3&.$2)(y1&.y2

—i. Substituindo este valor

—%(k?&.y])(k3&.k4)(x2&.y2)
(k2 &.y1) (k3 &.y2) (ki &.a2)
(k3 &.y1) (a2 &. y2) (k4 &. k4 )
(ki &.yt) (22 &.y2) (K3 &. k3)
(k3 &.22) (ki &.y2) (k3 &. y1 )
(k3&.y2) (k) &.22) (k3 &. y1 )

(kf &.22) (y1 &.y2) (k3 &. k4)

¢>IPA¢>|H4¢>IFA¢>IPA¢>Ih4¢>IPA¢J+A

(k3 &. y2) (22&.yl) (k3 &. k4)

V(k3&. k4 ) —2a3 (k3&. yl)(22&.y2) (k2&. k4)

—2a3 (k3&. yl ) (22&.y2) (ki &. k4

)
—2a3 (kf &yl ) (22 &. y2) (k3 &. k3)
—2a3 (k2&.yl)(k3&. 22) (k4 &. y2)
—2a3(k3&. 22)(kf & . y2)(kf&. yl)
—2a3 (k3 &.y2) (ki &.12) (k3 &. y1)
—4dal (k3&.kf)(22&.y2)(k3&. yl)
—2a2(22&. yl ) (k3&. k] ) (k2&.y2)
—2a2 (k& y2)(22&. yl)(k3&.k4)
—2a2 (k3&.22)(yl & y2)(k3&. k4)

—2a3 (k3&. yl)(22&.y2)(k3&. k4)
—2a3 (k& yl)(22&. y2)(k2&.k3)
—2a3 (k& yl)(22&.y2)(k3&. k4)
—2a3(k3&. 22)(kf&.y2)(k3&. yl)
—2a3 (k2&. yl ) (k3&. y2)(kf & 22)
—2a3 (k3&.y2) (k4 &.22) (k4 & yl)
—dal (k3& k4 ) (22&. y2) (ki &.yl)
—2a2 (k3&. y2)(22&.yl)(k3&. k4)
—2a2(yl & y2) (k3&. k4 ) (k2&.22)
—2a2(kf & 22)(yl & y2)(k3&.k4).

Nos resta entao calcular os valores das constantes as, a; e as, que sao determinadas de

forma andloga a realizada para encontrar a4, logo temos,

> factor(coeff (coeff (dnew,x2&.y2) ,k3&.k3));

—%(k4&.y1)(—1—|—8a3)
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> dnew:=expand(subs(a3=1/8,dnew));

dnew ::—%(M&.y])(x?&.y?)(kS&.M)

(k3&. .yl ) (22&.y2) (k3&. kf)—4al (k3&. k4)(22&. y2) (k2&.yl)

(k2&. .yl ) (k3&. k4 ) (22&.y2 )+ = (yl & y2) (k3 & kf ) (k2&. 22)

+
el e N e

(22&.y1 ) (k3&. k4 ) (k2&. y2)+ = (kf & 22)(yl &. y2) (k3 &. k4)

F o (k)& y2) (22&. yl ) (k3 & kf )+ = (k3 &. y2) (22 &. y1 ) (k3 &. k] )

N i N

+%(M&.x?)(yl&.y?)(lﬁ?&.w)—4a1(k3&.k4)(x2&.y2)(k3&.y1)
—4dal (k3& k4 )(22&. y2) (ki &.yl)—2a2(22&. yl ) (k3&. k})(k2&.y2)

)
—2a2(k3&. y2)(22&. .yl ) (k3&.k4)—2a2(kf & y2)(22&. yl)(k3&. k4)
—2a2(yl & y2) (k3& k4 ) (k2&. 22) —2a2 (k3 &. 22) (yl &. y2) (k3 &. k4)
—2a2(k4 & 22) (yl &.y2) (k3 &. k4)

> factor(coeff (dnew,x2&.y2)) ;

—i(k(?&.M)(lGaZ+1)((k4&.y1)+(k3&.y1)+(k2&.y1))

> dnew:=expand(subs(al=-1/16,dnew));

(yl&.y2)(k3&. k4) (k2 &. 22)

RS

dnew =

+ - (22& .yl ) (k3&. k4 ) (k2&. y2) 4+ = (kf &.22) (yl &. y2) (k3 &. k4 )

+ o (k& y2) (22&. yl ) (k3 & . kf) +

N e
= s =

(k3&.y2) (22&.yl) (k3 &. k)

+%(M&.x?)(yl&.y?)(lﬁ?&.w)—2a2(932&.y1)(k3&.k4)(k2&.y2)

—2a2(k3&. y2)(22&. .yl ) (k3&. k4 )—20a2 (ki & y2)(22&. yl)(k3&. k4)
—2a2(yl & y2) (k3& . k4 ) (k2&.22) —2a2 (k3 &. 22) (yl &. y2) (k3 &. k1)
—2a2(kf & 22)(yl &. y2) (k3 &. k4)

> factor(subs(a2=1/8,dnew));



APENDICE B. CALCULO DAS CONSTATES DO TENSOR C™)

Portanto, no caso comutativo, al=-1/16, a2=a3=1/8, ad=-1/4

Para confirmarmos temos

> expand(subs({al=-1/16, a2=1/8,a3=1/8,a4=-1/4},dS1c+dS2c));

0
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