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Resumo

A presente dissertacao tem como objetivo o estudo do conjunto dos niimeros complexos
com o proposito de apresentar algumas propriedades especiais de fun¢oes complexas. Fa-
zendo inicialmente um resgate historico do surgimento dos niimeros complexos, que contou
com a colaboracao de grandes icones matematicos como Tartaglia, Cardano, Bombelli, Euler,
Gauss, entre outros. Apresentamos as principais propriedades dos niimeros complexos como
base para a introducao ao estudo das fungoes complexas. Neste contexto enunciamos um
dos principais teoremas da matematica, o chamado Teorema Fundamental da Algebra, em
seguida exploramos algumas classes especiais de funcoes complexas, dentre elas, a exponen-
cial, as trigonométricas, os logaritmos, poténcias complexas e as transformagoes de Mobius,
estabelecendo semelhangas e diferencas entre o caso real e o caso complexo. Finalizamos
com algumas aplicagoes que podem ser exploradas no ensino médio sob a perspectiva dos

nimeros complexos.

Palavras chave: Numeros complexos, fungoes complexas e Teorema Fundamental da

Algebra.



Abstract

The aim of this dissertation is to study complex numbers with the purpose of presenting
some special properties of complex functions. Initially with a historical rescue of complex
numbers, that counted on the collaboration of great mathematical icons like Tartaglia, Car-
dano, Bombelli, Euler, Gauss, and others. We present the main properties of the complex
numbers as basis for the study of complex functions. In this context we enunciate one of
the main theorems of mathematics, the so-called Algebra Fundamental Theorem, and we
explore some special classes of complex functions, among them, the exponential, trigono-
metrics, logarithms, powers functions and Mébius Transformations, establishing similarities
and differences between the real case and the complex case. We finish with some applications

that can be explored in high school from the perspective of complex numbers.

Keywords: Complex numbers, complex functions and Algebra Fundamental Theorem.
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Introducao

O foco desta dissertacao é o estudo de dois temas centrais na matematica: os nimeros
complexos e funcoes. Temas estes que talvez devido a um certo nivel de abstracao, leve
os estudantes a terem dificuldades em compreender e saber manipular tais conceitos. Nao
temos a pretensao de explorar com todos os detalhes estes dois assuntos. Nosso propdsito
é apresentar os principais conceitos sobre o conjunto dos nimeros complexos, denotado por
C, de modo a ter o suporte necessario para iniciar o estudo de funcoes definidas sobre
os complexos. Nos surpreender com a riqueza que este conjunto nos apresenta, que vai
muito além de apenas estender o conjunto dos niimeros reais e permitir calcular as raizes de
polinémios de grau 2, que é essencialmente o que ficamos com a impressao no ensino médio.

Neste trabalho veremos que qualquer polindomio com coeficientes em C, admite raiz com-
plexa. Podemos definir o que significa a raiz quadrada e o logaritmo de um nimero real
negativo. Dar sentido ao que significa, por exemplo, os niimeros 2° e (5 — 3i)"%, em que
i = v/—1 é o complexo imagindrio. Ficar incrédulo ao observar que i* ¢ um ntimero real e
que 1° = 1, mas nem sempre 1 elevado a um nimero complexo é 1.

Veremos que diferentemente do caso real, as “funcoes” complexas raiz n-ésima, logaritmo e
poténcia complexa de um nimero complexo sao o que denominamos de funcoes multivalentes,
ou seja, dado z € C estas funcoes podem assumir diferentes valores em C, e nao um unico
como na defini¢ao usual de fungao. Todavia as fungoes polinomiais, racionais, exponencial e
trigonométricas complexas sao fung¢oes como usualmente conhecemos (univalentes). Todas
estas funcoes complexas, inclusive as multivalentes, quando restritas ao caso real, coincidem
com as fungoes reais usuais. Estas comparacoes entre funcoes reais e complexas, quais
propriedades sao ou nao preservadas no caso complexo, serao principios norteadores neste
trabalho.

O conjunto dos nimeros complexos revolucionou o conhecimento cientifico, e por ser tao
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inovador levou muito tempo para ser plenamente aceito pela comunidade matematica.

Faremos um breve resumo da histéria dos niimeros complexos como motivagao ao leitor
para se aprofundar um pouco mais em seu estudo. Para maiores detalhes ver por exemplo
1], [6] e [4].

Foi no periodo do Renascimento que abrange os séculos XIV, XV e XVI que também na
matematica, como nas artes, literatura, musica entre outros, tivemos importantes avancos
nesta ciéncia. A evolucao dos conjuntos numéricos nao se deu de forma linear como apresen-
tamos atualmente. Primeiramente surgiu o conjunto dos niimeros naturais, posteriormente
os inteiros, os racionais, depois os irracionais, na sequéncia os reais e finalmente o conjunto
dos numeros complexos. A historia nos mostra que quando iniciaram alguns avangos no
conjunto dos nuimeros complexos, os matematicos ainda nao dominavam por completo o
conjunto dos nimeros inteiros, nem os irracionais.

Equivocadamente somos levados a pensar que os ntimeros complexos surgiram da impos-
sibilidade de se calcular raizes de polindmios do segundo grau. Entretanto na época, quando
os matematicos se deparavam com a raiz quadrada de um numero negativo eles simples-
mente diziam que nao existia a solugao. Ao passo que na busca para determinar as raizes de
polinémios de grau 3, se fez necessario compreender o que significava a raiz quadrada de um
nimero negativo, culminando com a necessidade de se definir um conjunto que permitisse
responder esta questao.

Esta histéria se desenvolve na Italia dos séculos XV e XVI, com o qual destacamos
os matematicos Niccolé Fontana (1500-1557) conhecido como Tartaglia, Scipione del Ferro
(1465-1562), Girolamo Cardano (1501-1576) e Ludovico Ferrari (1522-1565). Todos eles
desenvolveram métodos para resolucao de equagoes do terceiro e/ou quarto graus.

Uma grande disputa matemaética se travou entre Cardano e Tartaglia sobre a originalidade
quanto a um método de resolucao de equacoes do terceiro grau do tipo z® + ax = b. Ver

também [6], [4], [9] e [10]. Enfim, Tartaglia e Cardano provaram que

L R (ORTCIRS ORI

¢ uma solucao da equacao x® + px +q = 0.

Veja que esta nao é uma férmula simples, e a medida que ela foi sendo utilizada em casos
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particulares é que foram surgindo os problemas. Cardano em 1545 tentou resolver a equacao

23 — 152 — 4 = 0. Pela expressao (1) temos que z = /2 + v/—121 + /2 — /=121 é uma

solucao da ctibica. Facilmente verificamos que as solucoes da equacio x® — 15z — 4 = 0 sdo:
4,243 e -2—-1/3 que sao numeros reais. Entao, de alguma maneira era necessario
compreender a raiz quadrada de um nimero negativo, para que se pudesse compreender a
solugdo que a expressao (1) estava apresentando. Quem se langou para resolver esse impasse
foi o engenheiro hidraulico Rafael Bombelli (1526-1572), nascido em Bolonha na Italia. Em
seu livro L’Algebra parte Maggiore dell’Arithmetica de 1572, ele apresentou que os niimeros
\/2 ++/—121¢ \/2 — /=121 sdo da forma a +v/—b e a — v/—b, respectivamente, e que pode
se deduzir que a = 2 e b = 1. Assumindo isto, veja que \3/2 +/—121 + {’/2 —/-121 =
2+ +/—1+2—+/—1 =4 que é a solucio ja conhecida da cibica em questdo. Observe

como uma determinada solucao extremamente simples, pode ficar mascarada numa expressao
complicada. Para uma justificativa de como se deduz que a =2 e b =1, veja [11].

Bombelli estabeleceu as seguintes regras para se trabalhar com /—1:

(VD) (VD) = -1,
(£1) - (V=1) = £V-1,
(£1) - (—V/=T) = FV-T.

Além disso, estabeleceu a regra para a soma de numeros do tipo m + ny/—1 :

(a+bV/=1)+ (c+dvV=1) = (a+c) + (b+ d)vV—1.

Com isso, Bombelli construiu os alicerces de sustentacao da teoria dos niimeros complexos.

Em 1637, René Descartes (1596 - 1650) importante matematico e filésofo francés, na
terceira parte de seu livro La Géométrie, ele trata da resolucao de equagodes de grau maior
que dois. E aceita que uma equagao polinomial tem tantas raizes quanto o seu grau, se admi-
tirmos as raizes imagindrias (ver [4]). Descartes batizou os conhecidos niimeros imaginérios

quando afirmou em seu livro que: “nem as raizes verdadeiras nem as falsas (negativas) sao
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sempre reais; por vezes elas sao imaginarias”.

Até entao, os nimeros complexos ainda nao eram bem aceitos, até que o grande ma-
tematico Leonhard Paul Euler (1707-1783), nascido na Basiléia na Suiga, definido como:
“Calculava com a mesma facilidade com que os outros respiram”, consolidou as bases do
conjunto dos nimeros complexos. Ele estabeleceu a notacao de i para o ntiimero v/—1 pela
primeira vez, em um artigo de 1777. Euler também utilizou a letra e para representar a base
dos logaritmos naturais cujo valor aproximado é 2, 71828 ---. Euler descobriu que qualquer
nimero complexo nao nulo (inclusive os reais) possui exatamente n raizes n-ésimas, com n

um numero natural. Provou ainda que
cos() + isen(f) = €. (2)

O que é surpreendente, como comentado em [6], pois o nimero e que nasceu do estudo
de juros, aparece agora numa relacao envolvendo poténcias imagindrias e funcoes trigo-
nométricas. No caso particular em que § = 7 temos a belissima equacao de Euler e™ = —1.

Nao podemos falar sobre os nimeros complexos, sem mencionar outro grande matematico
alemao Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Ele provou o conhecido Teorema Fundamental
da Algebra que afirma que toda equacao polinomial com coeficientes complexos admite
uma raiz complexa. Muitos mateméticos acreditavam neste resultado mas nao tinham uma
prova convincente. Gauss apresentou quatro demonstracoes deste teorema, algumas delas
envolvendo propriedades topolégicas da reta e do plano, conceitos estes que nao tinham
ainda sido explicitados em sua época.

Matematicos como John Wallis, Caspar Wessel e Jean Robert Argand propuseram uma
interpretacao geométrica dos niimeros complexos como vetores do plano. Esta representacao
propiciou uma maior aceitacao deste conjunto, pois os nimeros complexos podiam ser visu-
alizados como pontos ou vetores no plano, da mesma forma como o conjunto dos nimeros
reais podem ser vistos como pontos de uma reta.

Apresentar o conjunto dos numeros complexos conectado com os fatos histéricos que
culminaram neste conceito, é primordial na motivacgao dos alunos, que ao compreenderem
a evolugao destes conceitos matematicos, percebem a riqueza dos objetos que estao sendo
estudados e como eles revolucionaram o pensamento humano.

Existem intimeras aplicagoes dos nimeros complexos em diversas areas, como na fisica
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no estudo de correntes alternadas, teoria da relatividade, dinamica dos fluidos, mecanica
quantica, eletronica, entre tantas outras. Na computagao no processamento de imagens, na
engenharia e sem divida na matematica no estudo de fractais, curvas algébricas e analiticas,
na geometria de superficies complexas, no estudo de equagoes diferenciais, ou seja, em diver-
sas areas da matematica: algebra, geometria, analise e muito mais. Todavia, para abordar
tais aplicagoes seria necessario um conhecimento mais profundo, o que dificulta sua apre-
sentacao para estudantes do ensino médio. Contudo, ter o conhecimento que tais aplicacoes
existem, abre nosso horizonte sobre o impacto que este conceito promoveu e ainda promove
no desenvolvimento da ciéncia. No que segue vamos fazer uma descricao dos capitulos.

No primeiro capitulo deste trabalho apresentamos o conjunto dos niimeros complexos e
algumas propriedades com respeito as operacoes de soma e multiplicacao neste conjunto.
Em seguida observamos que a forma trigonométrica dos niimeros complexos nos possibilita
apresentarmos uma interpretagao para a soma e o produto, e como importante resultado
temos a férmula de DeMoivre que possibilita a determinacao de raizes de niimeros complexos.

No segundo capitulo abordamos conceitos basicos de fungoes complexas e algumas classes
de fungoes. Todavia o resultado principal é o Teorema Fundamental da Algebra, demons-
trado por Gauss, que garante que um polinomio de grau n possui exatamente n raizes
complexas.

No terceiro capitulo apresentamos algumas classes especiais de fungoes complexas como:
a exponencial, as trigonométricas, os logaritmos, poténcias complexas e as transformacoes de
Mobius, fazendo comparagoes sobre propriedades que sao validas nos casos real e complexo.

O quarto capitulo pretende motivar os estudantes com algumas aplicagoes dos ntimeros
complexos, como o curioso problema do tesouro, que podem ser exploradas com os alunos

do ensino médio.
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Capitulo 1

Niumeros Complexos

Na introdugao vimos um pouco da histéria dos niimeros complexos, apresentando como
motivacao inicial para o desenvolvimento desse conjunto a solucao de equagoes ciibicas.
O resultado principal deste capitulo é a Férmula de DeMoivre com a qual podemos, em
particular, calcular raizes de niimeros complexos.

Agora, desejamos apresentar o conjunto dos nimeros complexos como uma extensao do
conjunto dos niimeros reais, de modo que ao somarmos ou multiplicarmos com niimeros reais
tenhamos as propriedades preservadas.

Vamos assumir conhecido o conjunto dos niimeros reais, denotado por R e suas proprie-

dades com relacao a soma e a multiplicacao de niimeros reais.

Definicao 1.1 Definimos o conjunto dos numeros complexos, denotado por C, como o con-

junto de todos os niimeros da forma a + bi, com a,b € R e tal que i* = —1.

Em notagao de conjunto, C = {a+bi; a,b € R, com 1> = —1}. Dizemos que dois ntimeros
complexos a + bi e ¢ + di sao iguais se, e somente, a =ce b =d.

Ou seja, um nimero complexo z = a + bi estd completamente determinado por a e b.
Observe que quando b = 0, obtemos que o conjunto dos niimeros reais esta contido em C.

Dado z = a + bi dizemos que a é a parte real de z e b a parte imaginaria de z. O qual
vamos denotar a = Re(z) e b = Im(z).

Vamos definir em C duas operagoes binarias: uma soma e um produto de nimeros
complexos. Operagoes estas que quando restritas ao reais recuperamos as operacoes usuais

de soma (+) e produto (-) em R. Vamos assim utilizar os mesmos simbolos de (4) para
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soma e (-) para o produto no caso complexo.
Sejam 27 e zo dois nimeros complexos. Definimos a soma de z; e zo denotada por z; + 25

e a multiplicagao de 21 e 2o, denotado 27 - 2o, respectivamente por:

21420 = (a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
21-20 = (a+bi)- (c+di) = (ac — bd) + (bc + ad)i.

Um passo importante na aceitagao e consolidagao do conceito de nimeros complexos foi
sua representacao geométrica como pontos do plano. Tal interpretacao foi primeiramente
dada em 1799 pelo agrimensor noruegués Caspar Wessel (1745-1818). Ele representou o
numero complexo a-+bi pelo vetor do plano com origem O, que é a origem do sistema de eixos
coordenados, e com extremidade o ponto (a,b) (ver [8]). Vamos justificar tal representagao,

garantindo que existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto C e o conjunto de

pares ordenados de nimeros reais, denotado por R%. Considere

T: C — R?
a+bi — (a,b).

Vamos provar que esta aplicacao é uma bijecao.

i) Sejam wu,v € C, tais que u = a + bi e v = c+ di. Assim,

T(u)=Tw) = T(a+bi)=T(c+di)= (a,b) = (c,d)

ouseja, a =c e b=d. Logo, u = v e portanto esta aplicacao ¢ injetora.

ii) Seja v = (a,b) € R% Considere u = a + bi € C, dessa forma:

T(u) =T(a+ bi) = (a,b) = v.

Portanto, T é sobrejetora.

Por i) e ii) temos que a aplicagao T é bijetora.

Com isto cada nimero complexo z = a + bi corresponde um tnico par ordenado (a,b) de
nimeros reais em R?. Assim, a parte real de um ntimero complexo é representada no eixo O,

pois, cada nimero real a = a+ 0i corresponde o ponto (a,0) no eixo Ox e a parte imaginéria
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de um nuimero complexo é representada no eixo Oy. Em particular o nimero complexo
i = 0+ 1z corresponde o ponto (0, 1) no plano. Podemos representar geometricamente um
numero complexo z = a + bi no plano, como um ponto ou como um vetor com origem em
(0,0) e extremidade (a,b).

Com essa identificagao entre C e R? definimos a soma de dois elementos (a, b) e (c,d) de
R? como (a,b) + (¢,d) = (a +¢,b+d) e o produto como (a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc). E
podemos interpretar geometricamente a soma de niimeros complexos, como soma de vetores
em R?. Ou seja, se z; = (a,b) e 22 = (¢, d) entao z;+ 29 = (a+c¢,b+d) é o vetor determinado

pela diagonal do paralelogramo obtido por z; e zs.

Figura 1.1: Numero complexo como um vetor

(atc,b+d)

b e e e e e - —

v

Figura 1.2: Interpretacao geométrica da soma de niimeros complexos

Abaixo apresentamos algumas propriedades com respeito a adi¢ao de nimeros complexos.
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Proposicao 1.2 (Propriedades da Adigao) Sejam z1, 29,23 € C. Entdo, valem as se-

guintes propriedades:
Ay 21+ (204 23) = (21 + 22) + 23 (associatividade);
As. 21+ 29 = 29 + 21 (comutatividade);
As. 0+2=2, onde 0 =0+ 0i, V z € C (elemento neutro);
Ay. Dado z € C existe w € C tal que z+w = 0 (elemento oposto).

Demonstracgao: Ay: Sejam z; = a+bi, zo = c+die z3 = e+ fi,coma, b, c,d, e, f € R.
Temos que:
21+ (2 +23) = (a+bi)+ (c+di+e+ fi)
= (a+bi)+ ((c+e)+ (d+ f)i)
= a+(c+e)+ b+ (d+ f))i

Segue da propriedade associativa dos nimeros reais que:

at(z2tz) = (a+c)+e+((b+d)+ [f)i
= ((a+c)+ (b+d)i)+ (e + fi)
= (21+ZQ)+23.

As: Anéloga a propriedade Ap, utilizando a propriedade comutativa em R.

Asz: Sejam 0 =0+ 07 e z = a + bi. Assim,

O+2z = 04+0t+a+ln
= 0+a+(0+bi=a+bi=z,

pois 0 é o elemento neutro da adicao de niimeros reais.
Ay Dado z = a + bi, temos que —a e —b sao os opostos de a e b, respectivamente. Deste

modo, denotemos por —z o nimero complexo —z = —a + (—b)i. Entao

24+ (—z) = a+bi+ (—a+(-b)i)
= a+(—a)+ (b+(=b))i
= 0+4+0:=0.
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Dado z € C, o nimero complexo —z = —a + (—b)¢ serd chamado de oposto de z.

Definido a operacao de adi¢ao e com o conceito de elemento oposto, podemos definir a
operacao de subtragao em C.

Dados z,w € C definimos a subtracao de z e w, denotado por z — w, como sendo o
nimero complexo

z—w=z+ (—w).

O qual esta representado geometricamente na figura abaixo. A operacao de multiplicagao

v

Figura 1.3: Interpretacao geométrica da diferenga de niimeros complexos

dos nimeros complexos satisfazem as seguintes propriedades:

Proposicao 1.3 (Propriedades da Multiplicagao) Dados z1, 29,23 € C, valem as se-

guintes propriedades:

M. z1 - (22 23) = (21 - 22) - 23 (associatividade);

My. z1 - 29 = 29 - 21 (comutatividade);

M;. Sejam zy, 29, 23 € C, temos que z1 - (20 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23 (distributividade);
M,. Seja 1 =1+ 0i, temos que 1 -z =2,V z € C (elemento identidade).

Demonstracao:
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Mi: Sejam z; = a+bi,zo =c+ di e z3 =e+ fi em C. Temos que

z1- (- 2z3) = (a+0bi)((c+di)(e+ f1))
= (a+bi)((ce —df) + (cf + de)i)

= (a(ce —df) —b(cf +de)) + (alcf + de) + b(ce — df))i.

Segue da distributividade em R que,

21 (22-23) = (ace —adf —bcf — bde) + (acf + ade + bee — bdf )i
= (ac—bd)e — (ad+be)f + ((ac — bd) f + (ad + be)e)i
= ((ac—bd) + (ad + be)i)(e + fi)

= (21 22) - 2.

M, : Pela propriedade comutativa da multiplicacao em R, temos

z1-20 = (a+bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i
= (ca —db) + (da+ cb)i = (ca — db) + (cb + da)i
= (c+di)(a+bi) =z 2.

M3 : Segue da propriedade distributiva em R que

21 (204 23) = (a+bi)(c+di+e+ fi)
= (a+bi)(c+e+ (d+ f)i)
= [a(c+e) = b(d+ f)] +[ald+ f) + blc+e)]i
= ac+ae—bd—bf + [ad + af + bc + beli
= (ac—bd) + (ae = bf) + [(ad + bc) + (af + be)]i
= ((ac —bd) + (ad + bc)i) + ((ae — bf) + (ae + bf)i)
= 21 2m+ 22

M, : Dado z = a + bi € C temos
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1-z = (14 0i)(a—+ bi)
= (la—0b)+ (1b+ Oa)i
= a+bi =z
|
Uma interpretacao geométrica do produto de ntimeros complexos serd apresentada na
préxima secao.
Dado um numero complexo z nao-nulo, queremos definir o elemento inverso de z, com
respeito a multiplicacgao.
Para tanto precisamos dos conceitos de modulo e conjugado de um nimero complexo.
Seja z = a + bi, definimos como o conjugado de z o ntmero complexo z = a — bi.

Geometricamente o conjugado de z é o simétrico de z em relacao ao eixo Ox.

A
bl (a,b)
2/
0 ! >
z
T B (a,-b)

Figura 1.4: Conjugado de um niimero complexo

Dado um nimero z = a + bi chama-se médulo de z, representado por |z|, ao nimero real
nao negativo |z| = va? + b?. Geometricamente, |z| mede a distancia da origem O = (0, 0)
ao ponto A = (a,b), ou seja, mede o médulo (ou comprimento) do vetor que representa o

nimero complexo z. Este conceito segue naturalmente do Teorema de Pitagoras, pois

|22 =a?> 4+ = |z| =Va®+ b2
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Figura 1.5: Mdédulo de um nimero complexo

Um ndmero complexo z é dito unitério se |z| = 1.
E possivel estabelecermos uma relacao entre o médulo e o conjugado de um numero

complexo, a saber:

2% = (a+bi)(a — bi) = a® + b + (a(=b) + ba)i = a® + b* = |22 (1.1)

Com estes conceitos estamos em condigoes de definir o inverso de um nimero complexo
nao nulo.

Seja z € C, z # 0. Denotemos por z~! o niimero complexo

1 estd bem definido, pois 27! = — - Z, ou seja, é o produto do inverso do

' E
numero real W (que existe), pelo conjugado de z.
z

Provemos que z~! é o inverso multiplicativo de z. De fato, pela relagao (1.1)

1
Veja que 2~ ! 5

1 1 _ 1 1 B2 =1
22 =2 =522 =1— 2|7 =1
|22 |22 |22

Deste modo, z~! que também serd denotado por %, é o inverso de z.

Exemplo 1.4 Se z =1 — 2i, entao

1z 142 142 1 2

- = = -+ -1

z |:P 12+(-22 144 5 5
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Definicao 1.5 Dados dois nimeros complexos z1 e z3, com 29 # 0 definimos o quociente de

Z1 , 21 1 1
21 por zq, denotado por —, como sendo o numero complexo — = z1 - — = 21 - 25 .
<2 <2 <2

Com o conceito de quociente de niimeros complexos, fica bem estabelecido o que usual-
mente verificamos que para determinar o inverso de um ntmero complexo z, basta multiplicar

pelo quociente de z por ele proéprio, isto é,

z z

(1.2)

IS

11 B
z oz z-Z |22
1 1 5+4i S5+ 41

p 1 _ - -
O, S T 54 5+ 4l

Vamos apresentar algumas propriedades de conjugado e médulo de niimeros complexos.

Proposicao 1.6 Se z; e 25 sao numeros complexos, entao
a) 21+ 20 = 21 + 29;
b) 2129 = 21 * 2.

Demonstracgao: a) Sejam z; = a + bi e 29 = ¢+ di, entdo 21 + 22 = a + ¢+ (b + d)i.
Assim,

21+ 22 = G+C—(b+d)’i.

Por outro lado, zZ; = a — bi e Z3 = ¢ — di, donde temos

Zi+zZ = (a—bi)+ (c—di)
= a+c+(=b+(=d))i
= at+c—(b+d)i =2z + 2.

b) Sejam z; = a + bi e 29 = ¢+ di. Entao z122 = (ac — bd) + (ad + be)i. Logo, Ziza =
(ac — bd) — (ad + be)i.

Por outro lado, Z; = a — bi e Z3 = ¢ — di sao tais que

Z1- 2z = (a—"bi)(c—di)
= (ac—bd) + (a(—d) + (=b)c)i
= (ac—bd) — (ad + bc)i = Z1z3.
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Proposicao 1.7 Dados z1, 25 € C temos que |z122| = |z1| - |22].
Demonstracgao:
Segue da Equacao (1.1) que z;-z; = |2;]? para cada j = 1,2. Assim, pela Proposigao 1.6,
21- 2 = (21 2) - F 22) =21 2271 %2
= 27 -n-H=|al s

= (la]- 122|)2-

Como |z| > 0 segue \/|z122]2 = \/(|z1]]22])? 0 que implica |z125] = |21] - |22]. |

1.1 Forma Trigonométrica ou Polar

Vimos que um nimero complexo z = a + bi pode ser pensado como um ponto (a,b) do
— . .
plano de coordenadas ou como um vetor Oz, de origem O e extremidade z = (a, b).

. . =7  ~ ~ L.
Seja r = |z| = va? 4+ b? o comprimento de Oz, nao nulo, e 6 o angulo positivo zOz.

Figura 1.6: Forma trigonométrica

Pelas relagbes do triangulo retangulo, cos(6) = 2 sen(f) = —. O que implica
r r
a=rcos(f) e b=rsen(0).
Assim, z = a + bi = rcos(0) + rsen(0)i, ou seja,

z = r(cos(0) + isen(0)). (1.3)
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A igualdade acima é denominada forma trigonométrica ou polar do ntimero complexo
z. Dizemos que 6 € R satisfazendo (1.3) ¢ um argumento de z.

Observe que a representacao de um nimero complexo na sua forma trigonométrica nao
¢ unica, uma vez que para k € Z, cos( 4+ 2km) = cos(#) e sen(d + 2kmw) = sen(d). Assim,

para cada k € Z, 6 + 2kw é um argumento de z pois
z = r(cos(0 + 2km) + isen(d + 2km)).
Denotamos por arg(z) o conjunto de todos os argumentos de z, ou seja,
arg(z) = {0+ 2km; k € Z}.

O tnico argumento de z que pertence ao intervalo (—7, 7] é chamado o argumento principal

de z e é denotado por Arg(z).

Exemplo 1.8 A forma trigonométrica de qualquer nimero complexo da forma z = a + at,

coma € R, a>0, é obtida determinando o modulo e o argumento de z. Ou seja,

r=|z| = Va2 +a® = V2a? = |a]V2 = aV/2.

a a
COS(@):;:G\/E:

™
Logo, 0 = 1 Aplicando na forma trigonométrica temos:

e

z = r(cos(f + 2km) + isen(6 + 2km))

= a2 <cos (% + 2k7r> + isen <% + 2k7r>) )

A forma trigonométrica de um niimero complexo, nos permite dar uma interpretacao geométrica
para a operacao de multiplicacao em C.
Considere os triangulos OPP; e OQQ), e x como na figura abaixo.

Se x é um numero real qualquer, temos que

T s
coS (:17 + 5) = —senx € sen <x + 5) = CoSx.
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Figura 1.7: Triangulos OPP; e OQQ),

De fato, os triangulos OPP; e OQQ; da Figura 1.7 sao congruentes por terem angulos

iguais e os lados |OP| = |OQ)|. Portanto, em valor absoluto,
m
‘cos (:E—I— 5)‘ = |QQ:| = |PP| = |senz|,

‘sen <x + g)‘ = |0Q1| = |OP,| = |cosz|.

Como x e x + g estao sempre em quadrantes adjacentes, obteremos os sinais indicados.

Vamos interpretar geometricamente a multiplicacdo de nimeros complexos unitdrios.
Seja wy = cos(6;) + isen(6;) tal que |wi| = 1, o qual pode ser representado como um ponto
do circulo unitdrio S*, que é definido como S' = {(a,b) € R?; a®> + b* = 1}. Multiplicando
w; pelo complexo i temos pelas relacoes acima que

iw, = icos(61) + i’sen(6,) = icos(6,) — sen(6;) = cos (91 + g) + isen (91 + g) .

Assim, podemos concluir que multiplicar w; por i significa efetuar uma rotacao de w; no
. . . - o m
sentido anti-horario, de angulo 5

Seja agora wy um outro complexo unitério, dado por wy = cos(6s) + isen(fs). Entéo,
wowy = (cos(f2) + isen(fy))wy = cos(fy)wy + sen(by)iw;. (1.4)

Vimos que os vetores w; e iw; sao perpendiculares e consequentemente cos(fs)w; e sen(6s)iw;

também o sao, pois cos(fz)w; e sen(fs)iw; sao multiplos de w; e iwy, respectivamente. Como
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90°

—
v

Figura 1.8: Representacao geométrica de 1w,

wow; é a soma dos vetores perpendiculares cos(0s)w; e sen(f)iwy, ele é o vetor determinado
pela diagonal do paralelogramo gerado por eles. Considerando um sistema ortogonal de
coordenadas Oy, cujo eixo Oz coincide com Owy, segue de (1.4) que o angulo de w; com
wowy € H5. Donde concluimos que multiplicar dois nimeros complexos unitarios w; e wo
significa geometricamente, dar a um deles uma rotacao no sentido anti-horario de angulo
igual ao angulo do outro.

No caso em que z1, 2o € C nao sao unitarios, podemos escreve-los na forma trigonométrica
digamos z; = mw; € 22 = rwy em que w; = cos f; +isend;, j = 1,2 e sabemos que |w;| = 1.
Assim,

21 %22 = TrM{W1r2We = T raWi1Wsy.

Em outras palavras, efetua-se o produto dos complexos unitarios correspondentes, como

acima, e multiplica-se o resultado pelo niimero real rq7s.

W,Wy
senez“\ Wq

X

) cos6,

v

Figura 1.9: Produto wswy.
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1.2 Formula de DeMoivre

Ainda como consequéncia da interpretacao geométrica do produto de nimeros com-
plexos, vamos provar a Formula de DeMoivre, em que dado um complexo unitario w =

cos(0) + isen(f), entao

w” = (cos(#) + isen())"™ = cos(nb) + isen(nd),

em que n é um inteiro positivo.
Geometricamente essa formula nos diz que multiplicar o complexo unitario cos(6) +
isen(f) por si mesmo n vezes, é equivalente a dar-lhe n rotagoes sucessivas de angulo 6.

Para tanto vamos provar o seguinte resultado:

Proposigao 1.9 Dados z1, 29 € C da forma z; = ri(cos(6;) +isen(;)) e zo = ro(cos(bz) +
isen(fy)), entdo

2129 = rira(cos(0y + 0s) + isen(fy + 02)).

Demonstracao: Temos pelas relagoes trigonométricas de seno e cosseno da soma que

2172 = 11(cos(0y) + isen(by)ra(cos(0s) + isen(fs))
= 1yro(cos(br) cos(f2) — sen(f;)sen(fs)) + (cos(6) sen(fy) + cos(f2) sen(6y))i

= rira(cos(by + ) + isen(d; + 65)). u

Teorema 1.10 (Férmula de DeMoivre) Seja z = r(cos(0) + isen(f)) um nimero com-

plexo qualquer. Entao paran € Z., temos que

2" = r"(cos(nd) + isen(nfh)).

Demonstracao: Vamos demonstrar por indugao em n. Para n = 2 verificamos que

2?2 = r(cos() +isen(d))r(cos(f) + isen(d))
= r?(cos(0) cos() — sen(0) sen(#) + (sen(6) cos() + sen(d) cos(6))i)
= r%(cos(20) + isen(26)).
Vamos supor que para n = k o teorema seja verdadeiro, isto é, z* = r*(cos(kf) + i sen(k®)).
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Vamos mostrar que o resultado é valido para n = k + 1. De fato,

AR -z = [r*(cos(kO) + i sen(kh))][r(cos(6) + isen(8))]
= rk“(cos(k ) cos(6) — sen(kf) sen(d) + (sen(kd) cos(6) + cos(kd) sen(0))i)
= 7k (cos(kf + 0) + isen(kf + 0))

(cos((k + 1)0) + isen((k + 1)0)).

ket

Exemplo 1.11 A Férmula de DeMoivre nos permite, em particular, determinarmos cos(nx)
e sen(nx) sem a utiliza¢do das formulas de cosseno e seno da soma. Por exemplo, calculemos
sendx e cos 3x.

Pela Formula de DeMoivre,

cos(3z) +isen(3x) = (cosz + isenr)?
= cos®(z) 4 3cos(x)i* sen?(x) + 3 cos*(x)isen(z) + i* sen?(z)

= cos®(z) — 3cos(x) sen®(x) + i(3 cos?(z) sen(x) — sen®(x)).
Igualando as partes reais e imagindrias, obtemos:
cos(3x) = cos®(z) — 3 cos(x) sen®(x),

sen(3z) = 3 cos?(z) sen(x) — sen®(z).

Exemplo 1.12 Dado z = —2 — 2i, calcule z'°
Solugdo: Seja r o médulo de z, entdo r = /(—2)2 + (—2)% = 2V/2.

Vamos determinar agora o argumento de z. Temos que:

T
Note que 0 pertence ao terceiro quadrante e assim, 0 =1+ — = —

4 4"
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Escrevendo z na forma trigonométrica teremos:

2 =2V2 (Cos (%ﬁ) +isen (%ﬁ)) .

Aplicando a Formula de DeMoivre teremos:

)
< (e (3 in (35))

— 215(0 + ’l) — 2152’.

Outra aplicagao da féormula de DeMoivre é a determinagao de raizes de ntiimeros comple-
XO0S.

A Férmula de DeMoivre nos apresenta uma maneira simples de determinarmos a n-ésima
poténcia de um ntimero complexo z, com n € Z,. Se n = 0 podemos definir que 2° = 1. E

se n € Z, entao, como no caso real, podemos definir que

ou seja, 2~ é o inverso de z". Deste modo, se z = r(cos(f) + isen(#)) entao pela Férmula

de DeMoivre
o myer A" (cos(nf) —isen(nf)) 1 .
2= (") = T 7 (cos(nd) T sen2(nf)] (cos(nf) — isen(nd)).

Definicao 1.13 Um niumero complexo a é dito uma raiz n-ésima de z, comn € IN e z € C

se 2" = a.

No caso real, se a € R com a > 0 e p € Z,, denotamos por ¥/a, o niimero real positivo
cuja p-ésima poténcia é igual a a, ou seja, a tnica raiz positiva da equacao ¥ —a = 0. Ou

seja, ¥/a satisfaz ¥/a > 0 e (¢/a)? = a.

Proposicao 1.14 Dado z = r(cos(0) +isen()) nao nulo entdo z possui n raizes n-ésimas,

comn € IN, dadas por

0 2k 0 2k
wk:C/F(cos(EjLTW)—H'sen(g—i-—ﬁ)), com k=0,1,---,n—1.

n
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Demonstracgao:
Dado z = r(cos(f)+isen(0)), denotemos sua raiz n-ésima por {/z = r'(cos(¢)+isen(¢)).

Assim, pela Férmula de DeMoivre,
2 = (Y2)" = ()"(cos(ng) + isen(ng)).

Igualando com a relagao z = r(cos(6) + isen(#)) teremos (r')" = r o que implica 7’ = /1 e
cos(ng) = cos(f) e sen(n¢) = sen(f).

Isto nao significa que os angulos n¢ e 0 sejam iguais, deve-se levar em consideragao os arcos

congruos. Assim,

0 2
ng =0+ 2knr = ¢:ﬁ+k<%),

com k € Z. Ao variar o valor de k, serao obtidos diferentes valores de ¢, e assim, diferen-

tes raizes m-ésimas do nimero z. A principio, temos a impressao que sao infinitas raizes.

Entretanto fazendo k variar entre os valores 0,1,2,3,---,n—1,n,n+1,--- observamos que:

0

k=0 = ¢=—
n
0 2

k=1 = QZ52 = — —7T
n n
0 2

k=2 = ¢3:—+2<—”)
n n

k=n—-1 = gbn:g—i—(n—l) (Q—W)

n

0 2 0
k=n = ¢n+1:—+n(—7r>:—+27rngl
n n n

0 2 6 2
k=n+1 = ¢pro=—+(n+1) (l):—‘F—WﬂL?W:@,
n n. n

S

e assim sucessivamente. Observe que todo inteiro k£ pode ser escrito como k = sn + r

(Algoritmo de Euclides), com r =0,---,n— 1 e s € Z. Logo,

0 2 0 2 0 2
——l—k(—W) :—+(sn+r)—7T:—+r—7r+527r:(br+527r,
n n n non n
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0 2w

com ¢, = —+r— er=0,---,n— 1. Entretanto, sabemos que
n n

cos(¢r + s2m) = cos(¢p,) e sen(¢p, + s2w) = sen(dp,).

Portanto, existem apenas n raizes distintas, demonstrando assim o resultado. [ |

E usual denotarmos {/z apenas no caso k = 0, ou seja, /z = {/|z](cos(£) + isen(2)),

chamada de raiz n-ésima principal.

Exemplo 1.15 Vamos calcular a raiz quadrada de z = 1.
Note que z = 0+ 1i e daf temos que r = |z| = V02 4+ 12 = 1. Logo, r' = /1 = 1. Ainda,
cos(f) =2 =0 e sen(f) =1 =1, logo = T Portanto, a forma trigonométrica de z serd

z= ( ( ) + i sen < >> e suas raizes quadradas sao dadas por:

5+ 2km ) 5+ 2km T ) T
Wy, = €oS B — + 1sen — :COS<Z+I€7T)+ZS€TL<Z—|—]€7T),

k =0,1. Portanto,

™ Ty V2 V2
Wy = COS (Z>+zsen<z>: 1— €

=
_l’_
2
Il
|
i

w; = COS (%—'—ﬂ') +isen(4

sao as duas raizes quadradas de z = 1.

Qﬁ) ICRVCI
5

+

> — —17 —5= = 1 e analogamente

1 3
Exemplo 1.16 Determinemos as raizes cubicas de z = 3 + \/T_Z

Veja que z € unitdrio, pois
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z( 1/2)
WO( m4)

5

w, (5m/4

Figura 1.10: Raiz quadrada de z = 1.

1
Assim, ' = /1 = 1. E ainda, cos(f) = 5 € sen(f) = ?, logo 6 = %

Portanto, a forma trigonométrica de z € z = cos (%) + 7 sen (%) .

Pela proposicao anterior as raizes ciubicas de z sao fornecidas por:

3+ 2km L 3+ 2km 7T+2]€7T L 7T+2]€7T
Wi = COS _— 1sen |\ — = COS | — _— rsen | — _—
k 3 3 9" 3 9" 3

em que k =0,1,2, a saber

B s . ™
Wy = COS (5) +18en (§>

B T 27 . Too2m\ T . s
wy, = oS8 (5 + ?> “+15en (§ + ?) = coS (§> + 18€en (3)

7T+47T w 7r+47r 137 w 137
w = COS — — 1S€en — —_— = COS —_— 1S€en —_— .
2 9 ' 3 9 '3 9 9

. . . . , 2T
Ou ainda, quando determinamos wy, as demais raizes sao obtidas somando — = 120°.

Exemplo 1.17 Sabemos que dado um numero real a > 0 existem duas solucoes para a
equagdo T = a, que sio \/a e —/a.

Vejamos quais sao as duas raizes quadradas em C de um niumero real qualquer a.

Se a >0 entdo z = a = a(cos 0+ isen 0).

Assim, as raizes quadradas de a sao wy = y/a(cos(km) + isen(kw)), k= 0,1. Ou seja,

obtemos as raizes esperadas wy = \/a e w; = —/a.

34



w, (7T1/9 z( T1/3)
WO( /9)

w,(13m/9)

Figura 1.11: Raizes ctbicas de z = % + \/757,

Se a < 0 entdo z = a satisfaz |z| = |a| e assim z = |a|(cos(m) + isen(rw)). Deste modo,
wy = /|a|(cos (% + kr) +isen (2 +km), k=0,1.

Ou seja, wy = +/|ali e wy = —+/]ali.

Um caso particular sao as raizes do nimero complexo 1, chamadas raizes n-ésimas da
unidade, ou seja, sao as solugoes da equacao 2" = 1.

Como 1 = cos(0) + isen(0) segue da Proposigao 1.14 que as n raizes da unidade séo

2k 2k
wk:cos(—ﬂ>—|—isen<—7r), =0,1,2,---,n— 1.
n n

2r
n

Observe que wy = 1 e se denotarmos por w = cos (%’r) + 7 sen ( ) segue da Formula de

DeMoivre que para k=1,---,n —1

& 2w , 2m 2km , 2km
w'=cos | k| — +isen | k| — =cos| — | +isen | — | = wy.
n n n n

Ou seja, todas as raizes n-ésimas da unidade podem ser obtidas de w; = w fazendo uma

rotacao no sentido anti-horario de angulo 27“, ja que w é um complexo unitario. Ou seja,

2 n
1,U),U) e, W

~1 sdao as n raizes n-ésimas da unidade, e estas dividem o circulo unitério em
n partes iguais.
Na realidade, elas podem ser vistas como os vértices de um poligono regular de n lados,

inscritos no circulo unitario
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Exemplo 1.18 Vamos determinar as 5-ésimas raizes de 1.

De fato, wy =1 € uma raiz e as demais sao obtidas de

27

2
w = wy = cos (E) +isen (g) = cos(72°) + isen(72°).

Ou seja,

N
N

wy =w? = cos (4) +isen (F) = cos(144°) + isen(144°),

=]
D

wy=w? = cos (&) +isen (L) = cos(216°) + isen(216°),

[

wy =w' = cos (&) +isen (¥) = cos(288°) + isen(288°).

Wy
Wo
72°
Yo
W3
Wy

Figura 1.12: Raizes quintuplas da unidade.

Vimos na Proposicao 1.14 que as raizes n-ésimas de z = r(cos() + isen(f)) sao

0 2k 0 2k
Ve = {L/F(COS(E—FTW)—Hsen(E—I-—W)), com k=0,1,....,n—1

n
Todavia segue da Proposicao 1.9 que

W = /7 (cos( )) (cos (%) + isen (%7%))
= r (cos (%) + isen (%)) Wy,

3o

)—l—z’sen(

S

em que wy = cos (2T 44 sen (2ir k=0,1,...,n—1, sdo as raizes n-ésimas da unidade.
n n ) Y Y ) 7

Ou seja, as rafzes n-ésimas de z sdo obtidas multiplicando a raiz n-ésima principal {/z

pelas raizes n-ésimas da unidade.
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1.3 Um Corpo nao Ordenado

Uma questao natural que podemos considerar é qual dos dois niimeros complexos 4 + 5:

ou b+ 4i é o maior?

Nesta secao vamos observar que, apesar do conjunto R ser ordenado, o mesmo nao ocorre

com Os Complexos.

Primeiramente vamos introduzir o conceito de corpo.

Definicao 1.19 Um conjunto ndo vazio K munido de uma opera¢ao de adigdo (+) e uma

operacgdo de multiplicag¢ao (-) serd denominado corpo, se as sequintes condi¢oes sao satisfei-

tas: para todos a,b,c € K,

A;.

As.

M.

Associatividade: a + (b+c¢) = (a+0b) +¢;

Comutatividade: a +b= b+ a;

. A adigao admite um elemento neutro 0 € K, tal que 0+a=a,V a € K;

. Para todo a € K eziste —a € K tal que a + (—a) = 0. Dizemos que —a € oposto de a;
. Associatividade: a-(b-c) = (a-b)- ¢

. Comutatividade: a-b=1>0-a;

. Distributividade: a-(b+c¢)=a-b+a-c;

. A multiplica¢ao possui elemento identidade 1 € K \ {0} tal que a.1 = a, para todo

a€ K;

Para todo a € K \ {0} existe a™* € K tal que a.a™* = 1. Dizemos que a™' € o inverso

de a.

Com as operagoes de soma e multiplicacao de ntimeros complexos que vimos anterior-

mente, com suas respectivas propriedades, concluimos que C é um corpo. Em particular,

também sao exemplos de corpos o conjunto dos nimeros racionas Q e dos reais R.

Na sequéncia vamos definir o conceito de corpo ordenado.

Definicao 1.20 Um corpo K munido com as operagoes de soma e produto é dito ordenado

se existe uma relagao < entre os elementos de K tal que, dados a,b,c € K temos:
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1. a<boua>=>boua=0>b, ocorrendo apenas uma das possibilidades;
2.a<beb=<centioa<c;
3. Sea <bentio a+c<b+c, para todo ¢ € K;

4. Sea <bentdoc-a =< c-b para todo ¢ > 0.

Para os nimeros reais podemos definir a > b se, e somente se, a > b. Podemos tentar
estabelecer uma relacao de ordem em C. Uma possibilidade seria: dados a + bi e ¢ 4+ di em
C, dizemos que

at+bi<c+di

sea<cousea=c entao b < d.

Exemplo 1.21 Pela defini¢ao acima teriamos que 4 + 5t <5+ 41 e que 4 — 5t = 0. Logo,
multiplicando 4 — 5i de ambos os lados da desigualdade acima, ndao alteramos a mesma

(propriedade 4, da Defini¢ao 1.20), isto €,

(4 4 50)(4 — 5i) < (54 44)(4 — 50).

Efetuando o produto temos que 41 < 40 — 91, uma contradicao, pois por definicao, 41 =
40 — 9:.

Vamos provar que para o conjunto dos niimeros complexos nao podemos definir uma relagao
< que satisfaca as propriedades da Definicao 1.20. Para tanto comecemos deduzindo as

seguintes propriedades de um corpo ordenado:

Proposicao 1.22 Sejam K um corpo ordenado e x € K.
(a) x = 0 se, e somente se, —x < 0;
(b) Se x # 0 entio x* = 0.
Demonstracgao:
(a) De fato, z > 0 se, e somente se x + (—z) > 0+ (—x) o que ocorre se, e somente se
0> —uz.

(b) Como x # 0 temos que x = 0 ou x < 0. Se z > 0, entdo multiplicando por x

em ambos os lados teremos que 22 = 0. Se x < 0, entdao pela propriedade anterior temos
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que —z = 0, multiplicando por —z temos que (—x)? = 0, mas 22 = (—x)% o que prova a

afirmacao. [ |
Suponha que C admite uma relacao < que o torne um corpo ordenado. Pela Proposicao

1.22 acima temos que i2 = 0 e 1 = 12 = 0 assim —1 < 0. No entanto, —1 = 2 = 0 chegando

a uma contradi¢ao. Portanto, C nao ¢ um corpo ordenado.
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Capitulo 2

Funcoes Complexas

Neste capitulo apresentamos conceitos e propriedades de fungoes complexas. Nosso ob-
jetivo nao é explorar classes de funcoes do ponto de vista do Calculo Diferencial, o que
pretendemos é apresentar propriedades basicas de fungoes complexas e compara-las com o
que conhecemos no caso de fungoes reais. Uma classe muito importante é a de fungoes polino-
miais, em que apresentamos um dos principais teoremas da matematica, chamado Teorema
Fundamental da Algebra. Veremos que alguns resultados que seguem como consequéncia

deste teorema, podem ser melhor explorados no ensino médio.

2.1 Conceitos Basicos de Funcoes

Dados dois conjuntos nao vazios A e B, uma funcao f de A em B é uma relacao de
correspondéncia que associa a cada elemento a de A um elemento f(a) de B, chamado o
valor de f em a.

Usualmente denotamos uma funcao

f:A —- B
a = f(a)
que associa o elemento a € A um elemento f(a) € B.
O conjunto A é chamado o dominio de f, denotado por D(f) e o conjunto B é chamado

contradominio de f.

Se S C A, definimos a imagem de S por f como sendo o conjunto f(S) = {f(a): a € S}.
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O conjunto f(A) é chamado a imagem de f. Quando f(A) = B, dizemos que f é uma
fungao sobrejetora, ou ainda, dado qualquer y € B existe x € A tal que f(x) = y.

Se dados quaisquer a;,as € A com aj # ay implicar que f(a1) # f(az), dizemos que f é
uma fungao injetora. Ou equivalentemente se f(a;) = f(az) entdo a; = as.

Se f é injetora e sobrejetora dizemos que f é uma fungao bijetora.

Se f:A— Beg:C — D sao fungoes tais que B C C, definimos a composta de g com

f, denotado por g o f, como sendo a funcao go f : A — D, dada por

go fla)=g(f(a)), V a€ A

Se f: A — B é bijetora, entao existe uma tnica funcao h : B — A tal que (ho f)(a) = a,
para todoa € A e (foh)(b) =b, para todo b € B. Tal fungao h é chamada a inversa de f e
¢ denotada por f~1.

Uma funcao complexa de uma variavel complexa é uma funcao f: A — C, onde A C C.

A fungao f: A — C tal que f(z) = 0 para todo z € A é dita a fungao nula.

Observe que quando identificamos o conjunto C com R?, uma funcao complexa f : C — C
passa a ser vista como uma aplicacao f : R? — R2? em que naturalmente perdemos a
visualizacdo geométrica. O que se faz usualmente é um esboco do dominio em R? e da

imagem em R? separadamente.

Exemplo 2.1 Sejam f(z) = zj—ﬁ eg(z) = Rez(z)

f é€C—{—i,i} e o dominio da func¢ao g € {z € C; Re(z) # 0}. Veja figura abaizo.

funcoes complexas. O dominio da funcao

v

4

Dominio de f(z) Dominio de g(z)

Figura 2.1: Dominio de f(2) e g(2).
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Exemplo 2.2 Considere a fungdo f(z) = 5z—1. Verifique que f € uma bijecdo e determine
sua nuversa.

Veja que f ¢é injetora, pois dados 2z, zo € C se f(z1) = f(z2) entdo
521 —1 =029 — 1 = 52y =529 = 21 = 25.

Agora, vamos verificar que f € sobrejetora. De fato, dado w € C, existe z = “’TH € C tal que

f(z):f(“’TH):5(“%1)—1210“—1:10.

Como [ € ingetora e sobrejetora temos que f é uma bijecao.

Pelo que fizemos acima, f~'(z) = 22, pois fo f~1(z) = f(

Z—Ei)-l) _ 5<z+1) -1 = 2
Analogamente, f~' o f(z) = 2.

Dadas duas fungoes f: A —>Ceg: B — Ccom A, B C C e dado um ntimero complexo

¢, definimos as fungoes:

(7) Produto do escalar ¢ por f, denotado por cf, como sendo a fungao:

(ef)(z) =cf(2), ¥V z€ A4,

cujo dominio é D(cf) = A.

(7i) A soma de f e g, denotado f + g como sendo a fungao
(f+9)(z)=f(z) +g(2), ¥V z€ ANB.

Note que para que a soma esteja bem definida o dominio de f + g deve ser D(f +g) =
ANB.

(737) De maneira analoga, definimos a diferenga de f e g, denotada f — g por:

(f = 9)(2) = f(2) + (=9)(2),

em que (—g)(z) = —g(z), isto é, a funcdo —¢g : B — C associa a cada z € B 0 oposto

de g(z). Veja que o dominio de f —g é D(f —¢g) = AN B.
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(tv) O produto de f e g, denotado f - g é definido como:
(f-9)(z) = f(2) - g(2),

para todo z € D(f-g) = AN B.

(v) O quociente de f por g, com g(z) # 0, V z € B é definido como:

e veja que D (i) ={z€ AnB;g(z) # 0}.
g
(vi) O conjugado de f, denotado por f é a funcdo definida por

f) = f(2)

em que D(f) = D(f) = A.

(vii) Podemos ainda definir o médulo de uma funcao f : A — C, como sendo uma funcao,

denotada por |f|, definida |f]| : A — R da forma

f1(2) = 1f(2)], = € A.

Exemplo 2.3 Se f: C — C € dada por f(z) = 22, entdo se z = x + iy entdo o conjugado

de f € a funcao
fl2)=22=7%= (z —iy)* = 2% — 2zyi + y*> = 2° — y* — 2zyi.

E o médulo de f é a funcdo |f|(z) = |f(2)| = |2?| = |2]* = (V22 + 42)? = 22 + 2

Muitas vezes é conveniente expressarmos uma funcao f : A — C em termos de sua parte real
e de sua parte imagindria, isto é, representamos f na forma f = u-+iv, onde u(z) = Re[f(z)]
ev(z) = Im[f(2)],z € A.

Se escrevermos z = (x,y) com z,y € R, podemos considerar u e v como fungoes reais de

duas varidveis reais u(z) = u(z,y) e v(z) = v(z,y).

43



Exemplo 2.4 Se f:C — C € dada por f(z) = z+ 1, entdo dado z = x + iy com x,y € R
temos que f(z) = z+iy+1. Assim as partes real e imagindria de f sao u(z) = u(z,y) = z+1
ev(z) =v(r,y) =y

Dados uma funcao f : A — C e um subconjunto S de A, dizemos que f é limitada em S se

existe uma constante M > 0 tal que

f(2)| <M, VzeS.
Exemplo 2.5 A funcio f: C — C dada por f(z) = 2% é limitada em {z € C;|z| < 1}, pois
|f(2)] = 22| = |2|> < 1, mas ndo € limitada em C.

Algumas funcoes recebem nomes especiais, vejamos algumas delas: vamos assumir que

AcC.

1. Funcoes Racionais

Uma funcao f : A — C é dita racional se f é uma fungdao dada como quociente de
polinémios, ou seja, do tipo
g(z)  ag+arz+aZ® + -+ ap2"

(z) = h(z) " Do+ biz 4 by At b2

onde os coeficientes a;,b; € C,i=0,...,n,j=0,...,mem que h(z) #0, Vz € A.

O dominio de f é o conjunto de todos os elementos z de A nos quais o denominador

de f nao se anula.

Uma fungao racional da forma f(z) = a9+ a1z + - -+ + a,z", é chamada uma fungao

polinomial. Se a,, # 0, dizemos que f é uma funcao polinomial de grau n.

Nao vamos definir o grau da fun¢ao nula.
2. Funcoes Racionais Especiais

(a) Fungoes Constantes

Uma funcdo f: A — C é dita constante se f(z) = ¢, para todo z € A, onde ¢ é

uma constante complexa.
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(b) Translagoes
Sao as fungoes da forma f(z) = z+0b, onde b é uma constante complexa. Se b = 0,
a funcdo f(z) = z é chamada identidade.

(c) Rotagoes
Vimos anteriormente que uma funcao complexa f : C — C pode ser vista como
uma aplicacio f : R? — R2. E sabido que dado um vetor (z,y) € R? ¢ 6 um

angulo 0 < 0 < 27 entao a rotacao de (x,y) de angulo 6 é dada por
f(z,y) = (xcos(f) — ysen(h), xsen(h) + y cos()).
Denotando por z = x + iy temos
f(z) = f(z,y) = xcos(#) — ysen(h) + i(xsen(h) + ycos(h)) = az,

onde a = cos(#) + i sen(f) é um nimero complexo de médulo 1.
Portanto, uma rotagao é uma fungao complexa da forma f(z) = az, onde a é uma
constante complexa de modulo 1.
(d) Homotetias
Uma homotetia é uma funcao f(z) = az, onde a é uma constante real nao nula.

Dizemos que f é uma dilatagao se a > 1 e uma contragao se 0 < a < 1.
(e) Fungao Inversa

Denominamos a fungao f(z) = % com z # 0 por funcao inversa.
(f) Fungao n-ésima poténcia

A fungao f(z) = 2", onde n € IN* é denominada de n-ésima poténcia.

Dada uma fungao f : A — C e dado um nimero 2y € A, dizemos que zg é um zero de f (ou
uma raiz de f), se f(z9) = 0.
Na préxima secao vamos aprofundar no estudo de funcoes polinomiais de modo a tentar

determinar suas raizes.
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2.2 Teorema Fundamental da Algebra

Nesta secao vamos explorar um dos mais conhecidos e importantes Teoremas da ma-
tematica, denominado Teorema Fundamental da Algebra, que foi provado por Carl Friedrich
Gauss. Este teorema garante a existéncia de raizes complexas de fungoes polinomiais com
coeficientes em C. Comprovando a insuficiéncia do conjunto dos niimeros reais, ja que uma
funcao polinomial com coeficientes reais pode nao ter nenhuma raiz real, como é o caso da
fungao f(x) =22 + 1.

As principais referéncias desta parte histérica consta de [4] e [6].

Considerado como o principe dos matematicos, Carl Friedrich Gauss nasceu em Brunswick,
na Alemanha no ano de 1777 e faleceu em sua casa no Observatério de Gottingen em 23 de
fevereiro de 1855. Em sua infancia seu pai era pouco favoravel as questoes ligadas ao estudo,
no entanto sua mae o encorajava sentindo-se orgulhosa pelos feitos de seu filho. Ainda muito
crianca Gauss corrigiu um erro aritmético no borrador de seu pai e conta-se que Gauss deu a
solucao imediatamente de um problema proposto por seu professor (dar o resultado da soma
dos nimeros de 1 a 100). Gauss entrou no colégio em Brunswick com a idade de 15 anos e
na Universidade de Géttingen com 18 anos de idade.

Gauss contribuiu para o desenvolvimento da matematica em diversas areas, com traba-
lhos sobre Célculo Diferencial e Integral, Estatistica, Geometria, Teoria das Probabilidades,
Astronomia, Geometria Diferencial, Eletromagnetismo, Teoria dos Numeros e Teoria das
Fungoes de Variaveis Complexas.

Segundo Eves ([4]), em sua tese de doutorado, em 1799 na Universidade de Helmstadt,
escrita por volta dos 21 anos de idade, Gauss deu a primeira demonstracao plenamente sa-
tisfatéria do teorema fundamental da algebra, que envolvia conceitos topoldgicos. Grandes
matematicos como Cardano, Peter Roth, Girard, Newton, Descartes, Euler, Foncenet, La-
grange, d’Alembert abordaram em algum sentido este problema. Alguns destes apresentaram
uma demonstracao mas que do ponto de vista de Gauss, nao era satisfatoria. Quase 20 anos
depois, de sua primeira demonstracao em 1816, Gauss publicou duas novas demonstracoes
do Teorema Fundamental da Algebra, e mais tarde ainda, em 1850, uma quarta prova, num
esforgo para encontrar uma demonstracao inteiramente algébrica. Ele utilizou propriedades
topolodgicas da reta e do plano, que nao tinham sido ainda explicitadas em sua época. Vale

ressaltar que foi Gauss quem introduziu a expressao numero complexo e que apds ele ter
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dedicado estudos nessa area os nuimeros complexos passaram a ter uma melhor aceitagao no

meio matematico.

Teorema 2.6 (Teorema Fundamental da Algebra) Dada uma funcio polinomial f(z) =
apz"+ - +arz+ag, coma;, €C,i1=0,1,---,n,a,#0 e n>1, entao f possui uma raiz

complexa.

Devido a complexidade deste teorema nao vamos apresentar sua demonstracao. Uma destas
demonstragoes devido a Gauss, foi encontrada por Argand em 1815 e modificada por Cauchy

e pode ser encontrada em [6].

Proposicao 2.7 Seja f(z) = a,2" + -+ + a1z + a9 uma fung¢ao polinomial. Se zy € C é
uma raiz de f, entao z — zg € um fator de f, isto é, existe uma func¢ao polinomial g tal que

f(z) = (2 —20)9(2), para todo z € C.

Demonstragao:

Por hipétese, f(20) = anzl + -+ + a120 + ag = 0, portanto,

f(z) = f(z) = f(20)
= 2"+ Farz+ap— (a2 + -+ arz0 + ap)
= a,(2" —2}) 4+ +ag(2? — 22) + a1(z — 20).
Agora, 2F — 28 = (2 — 2) (2P  + 2P 20+ b 22f P4 25N, YV B> L
Substituindo obtemos,
f(2) = an(z—20) (2" P+ 2" 220+ 220 P+ 20 ) - an(z — 20)(2 + 20) Fai(z — 20)
= (z—20)(an(z" 2" 220+ 22l P 2D+t ag(z 4 ) +aq)

= (2= 20)9(2),

onde g(2) = an, (2" 1+ 2" 220+ -+ 220 P+ 207 + aa(z + 20) + an. u

O Teorema Fundamental da Algebra garante que dado uma fungao polinomial de grau
n, f(z) =a,z" 4+ -+ a1z + ag, com a; € C, e a, # 0, existe uma raiz z; € C de f.
E assim, segue da Proposicao 2.7 que f(z) se fatora da forma f(2) = (z — 21)¢1(2), para

algum polindomio g;(z) de grau menor ou igual a n— 1. Entretanto, novamente pelo Teorema
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Fundamental da Algebra, ¢;(z) admite uma raiz z, e portanto f(z) = (z — 2 )(z — 22)g2(2),
para algum polinomio gs(z) de grau menor ou igual a n — 2. E assim sucessivamente, f vai

admitir uma fatoracao da forma

() = ez = m)(e = 2) - (2 2),

onde ¢ é uma constante complexa e z1,-- -, 2, sao as raizes de f, que eventualmente podem
se repetir. Vamos provar no proximo resultado que toda funcao polinomial de grau n, admite

no maximo n raizes complexas.

Proposicao 2.8 Toda funcao polinomial nao nula de grau n com n > 0 possui no mdzrimo

n raizes complexas, se contarmos suas multiplicidades.

Demonstragao: A prova serd feita por indugao sobre n. Considere f uma funcao
polinomial nao identicamente nula. Como toda func¢ao polinomial de grau zero nao possui
raizes, o resultado é ébvio para n = 0.

Suponhamos o resultado verdadeiro para um certo n com n > 0 e seja f uma funcao
polinomial de grau n 4+ 1. Vamos provar que f possui no maximo n + 1 raizes. O Teorema
Fundamental da Algebra garante que se f nao possui raizes, significa que f tem grau 0,
senao f possui pelo menos uma raiz complexa, digamos zj.

Pela Proposicao 2.7, existe uma fungao polinomial g tal que f(2) = (2—2)g(2), V z € C.
Como f tem grau n + 1, temos que g tem grau menor ou igual n. Pela hipdtese de indugao,
g possui no maximo n raizes. Como as raizes de f sao exatamente 2, e as raizes de g,

concluimos que f possui no maximo n + 1 raizes, como desejado. [ |

O Teorema Fundamental da Algebra garante a existéncia de raizes complexas de uma
funcao polinomial entretanto nao nos apresenta um método para determind-las. Vejamos
alguns casos em que temos uma resposta mais concreta.

Se a fungao polinomial é de grau 1, digamos f(z) = az + b, com a,b € C e a # 0 entédo
z= %b é a tnica raiz de f.

Também no caso de polinomios de grau 2, com coeficientes em C temos sua resposta
completa.

Vamos mostrar que a formula de Bhéskara utilizada para obter as raizes de uma equagao

polinomial quadratica com coeficientes reais, também fornece as raizes da equacao para o
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caso com coeficientes complexos.
Seja a funcao f : C — C dada por f(z) = az?+bz+c, com a,b,c € C e a # 0. Queremos

determinar as raizes de f, ou seja, os valores de z € C para os quais
az’ +bz+c=0. (2.1)

Dividindo a equacao (2.1) por a e completando quadrados temos

b
0 tbrte=0 < 24 -2y=_°C
a a

= z2—|—éz—|— i 2—_E_|_ i ’
a 2a a 2a

< b)2 b? — dac
s (z24—) =—F

2a 4q?
b V0% — 4ac
S 24— =+ .
2a 2a

O que implica
_ —bE Vb —4ac
N 2a '

z (2.2)

em que v/b? — 4ac é a raiz quadrada principal do nimero complexo b? — 4ac, ou seja, em que

k = 0 na Proposicao 1.14.

Exemplo 2.9 Determine os zeros das funcgoes:
(a) f(z) =324
(b) g(z) = 2% + 22+ 10;

(c) h(z) = —iz* + (T —2i)z — 2i + 1.

Solugoes:
(a) f(z):0=>3z—i=0=>§=§:>z:—%.
2422 —4-1-10 -24+—
(5) g(x)=0= == AR ER L s
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(c) As raizes de h sao dadas por:

—(T—=20) £ /(T—20)2 —4(—) (=20 + 1) —T+2i+ /53— 24

ya —_= =

2(—1) —2i
_ T42i2 , VB2 —4—Ui V5320
I YRRY 2i 2 4 Ty
7. /B2
= —1—- = -
2 2

em que /b3 — 241 € a raiz principal do nimero complexo 53 — 24i.

Uma classe interessante de funcoes polinomiais sao aquelas cujos coeficientes sao reais. Ve-

jamos alguns resultados nesta direcao.

Proposicao 2.10 Seja p(z) = a,z™+- - -+ a1z +ag uma fungdo polinomial com coeficientes

reais. Se z =a+ bi € C € raiz de p(x) entdo Z = a — bi também o ¢é.

Demonstracao: Se z é raiz de p(z), entdao p(z) = a,z" + -+ + a1z + ag = 0. Entao

da Proposicao 1.6 segue que

0 = a2"+ - Faztag=a,2"+ - +a1z+ag
= @,(2)" +--+a Z+ ao.
Entretanto a; € R, Vi =0,1,---,n, ou seja, a; = a;. Logo, a,z" + ---+ a1z + ag = 0, ou
seja, p(z) = 0. [ |
Observe que para polinomios com coeficientes complexos nao é verdade que se z é raiz

entao seu conjugado também seja raiz.

Exemplo 2.11 Vamos determinar as raizes do polinémio h(z) = 2% —iz + 1.

Seque de (2.2), que é a Formula de Bhaskara no caso complexo que

L=V AN iV ki

2 2 2

(1 (1 —

¢ o conjugado da outra.

sao as raizes complezas de h(z), porém uma nao
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Corolario 2.12 Toda fungao polinomial com coeficientes reais de grau impar tem pelo menos

uma raiz real.

Demonstragao: Segue do Teorema Fundamental da Algebra que uma funcao po-
linomial p(z) de grau n, possui n raizes em C. Entretanto, da Proposi¢ao 2.10 as raizes
complexas aparecem aos pares. Como o grau de p(z) é impar, segue que p(x) admite pelo
menos uma raiz real. [ |

Existe um critério mais efetivo na busca de raizes de fungoes polinomiais de grau n, com
coeficientes racionais, que apresentamos abaixo. Este em geral é visto no ensino médio.

Considere a seguinte fungao polinomial com coeficientes racionais.

b b b |
f(Z>=—z”—|—---—|——12—|——0, com b, ¢; €Z, ¢;#0 Vi=0,1,---,n.
Cn, C1 Co

Como ¢; # 0, V i, multiplique o polindmio acima por ¢, - - - c1¢g. Assim,
9(z) = (cn---cico) - f(2) = bp(cp-1---c100)2" + -+ + bocn - -1 = an2" + -+ + a12 + ao,

onde a; = bjc, -+ - ¢jy1¢j—1--¢co,J = 0,1, n.

Veja que, « é raiz de f(z) se, e somente se, « é a raiz de g(z). Ou seja, todo polinémio
com coeficientes racionais, a menos de produto por uma constante, pode ser visto como um
polinomio com coeficientes inteiros. E mais com o mesmo conjunto de zeros.

Vamos apresentar um resultado que nos permite verificar se um polinémio com coefici-

entes inteiros possui raiz racional, caso exista.

Proposicao 2.13 Seja p(z) = ap,z"+ - -+ a1z + ag uma fung¢ao polinomial com coeficientes

inteiros. Se % € Q com mde(a, f) =1 € raiz de p(z), entao alag € f|a,.

~ « . .
Demonstragao: Suponha — € Q raiz de p(x), assim

g
0 (_) (ﬁ)"+...+a (ﬁ>+a
=D 6 — Un B 1 B 05
o que implica

«

0= Bnp (ﬁ) = anOén + anflgnilﬁ +eeet alaﬁnil + aﬂﬁna (23>
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logo, —a,a" = B(a, 1a" 1+ -+ a1af"? + ap"1), ou seja, Blay,a”. Mas mde(a, §) = 1,
ou seja B 1 a e portanto Sla,.
Analogamente, segue de (2.3) que, —ap8" = a(a,a™ ' +a, 10" 2B+ +a; L. Logo,

alapf™, mas mde(a, f) = 1, portanto a|ao. [ |

Exemplo 2.14 Determinemos as raizes das sequintes funcoes polinomiais:
(a) p(z) =223 — 8% + b + 1;
(b) q(x) = x° — 152" + 7923 — 1512 — 122 + 234.

Solugao:

(a) Pela Proposicao 2.13, temos que se p(x) possuir raiz racional ela serd: +1 ou :I:%.
Note que p(1) = 0, assim podemos fatorar p(z) obtendo p(z) = (x — 1)(2z* — 6x — 1).
Aplicando a Férmula de Bhdskara 2.2 em g(x) = 22* — 6z — 1, temos

_ (6 £ V(-62-42(-1) 6+v4 _3£V11

v 2.2 A 2

Portanto, podemos reescrever o polinomio p(x) como

p(r) =2(z—1) (m—%) <x—3_T\/ﬁ)

3+ V11 . 3—+V11
2 2

(b) Pela Proposicdo 2.13 temos que, se q(x) possuir raiz racional ela serd um dos divisores

de 234, isto €, £1, £2, +3 ou +13.

Com isso concluimos que as raizes de p(x) sdo 1,

Note que q(—1) = 0, assim podemos fatorar q(x) obtendo q(x) = (z + 1)(z* — 162 +
9522 — 246z + 234). Observe que polinomio g(x) = z* — 162° + 9522 — 2462 + 234 satisfaz
g(3) =0, assim temos q(x) = (x+1)(x — 3)(z* — 132> 4+ 56x — 78). Novamente por inspe¢ao,
verificamos que x = 3 € raiz do polinomio h(x) = a3 — 132 + 56z — 78 assim q(x) =
(+1)(2—3)%(22—102+26). Aplicando a Férmula de Bhdskara (2.2) em j(x) = 2?—102+26,

temos

o Eu.

—(=10) £/(-10)2—4-1-26 10+£+/—4
xr = = =
2-1 2

Portanto, q(z) = (x + 1)(z — 3)*(x — (5+1))(z — (5 — 1)).
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Capitulo 3

Classes Especiais de Funcoes

Complexas

Neste capitulo vamos explorar algumas classes especiais de funcoes complexas que ge-
neralizam fungoes reais ja bem conhecidas, como no caso da funcao exponencial, funcoes
trigonométricas, logaritmo, etc.

Vamos apresentar algumas semelhancas e principais diferencgas entre o estudo de fungoes

reais e complexas.

3.1 Funcao Exponencial

Antes de definirmos a funcao exponencial complexa, vamos fazer uma breve revisao de

fungoes exponenciais reais.

Definicao 3.1 Uma funcao exponencial com base a é uma funcao da forma
f(z) =ad",

em que a € Rya > 0,a # 1 ex € um niumero real qualquer.

Se a é um nimero real positivo e n € Z também é positivo, definimos a poténcia a™ como
sendo o produto de a por ele préprio n vezes. Ou seja, a™ = a-a---a (n fatores).
m

E neste caso vale a propriedade fundamental a™ - a™ = a"*t™, para n,m € Z,. Para

estender esta nocao para —n < 0, satisfazendo a propriedade fundamental, ou seja, para que

53



n

a™™-a" =a """ =a’ =1, entdo a~" deve ser o inverso de a”. Por isso, definimos que

Se n = § for um ntmero racional p,q € Z, com ¢ > 0, ja recordamos na Secao 1.2
, . . . P . , oy
Férmula de Demoivre o que significa /a. Queremos que a¢ seja um nimero real positivo

satisfazendo

. , " . N _—
Ou seja, ae deve ser o nimero real positivo cuja g-ésima poténcia é igual a a”. Por definigao

de raiz, devemos ter que

a7 = /.
Em particular, ar = a. Em todos estes casos analisados vale que a” - a™ = a™™™.
Um pouco mais complicado é analisar o que significa o niimero a*, com x um nimero
irracional e a € R, a > 0. Por exemplo, o que significa 5" e 3v2,
Uma explicacao razoavelmente satisfatoria é a seguinte: queremos explicar o que significa
2V3. Sabemos que 1,7 < v/3 < 1,8. Assim, 217 < 2V3 < 218 E gabemos o que significa 217

e 218, Deste modo, quanto melhor a aproximacio de v/3, melhor serd a de 2v3. Ou seja,

1,73<V3<1,74 = 288 <2V3 o oLT
1,732 < /3 < 1,733 = 21732 < 2V3 ~ 9L733

1,7320 < /3 < 1,7321 = 217320 ~ 9V3 L 917321

Utilizando este processo de aproximagao, podemos determinar 2V3 com seis casas deci-
mais

23 ~ 3.321997.

Com resultados de andlise é possivel provar que todo niimero positivo pode ser arbitra-
riamente aproximado por poténcias racionais de um nimero real positivo a, a # 1.
E possivel provar que a fungao exponencial f(z) = a®,a > 0,a # 1 é crescente se a > 1

e decrescente se 0 < a < 1.
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f(x)= (1/4)¢

Figura 3.1: Funcao exponencial.

Uma base especial das func¢oes exponenciais é a de base e, em que e ~ 2,71828..., ou

seja, f(z) = e*. Como e > 1 segue que f é uma fungao crescente.

L4 glAl ol 414 4 _

Mas observe que uma aproximagao para eV? seria el ,enth .... No entanto, e®

14 7 5 . . . ~
€10 = e5 = / 67, em que aumenta o grau de dificuldade quanto maior for a aproximacao de

>

Uma formalizagao mais precisa para esta ideia passa pela compreensao de representar
funcoes como séries de poténcias.

Nao vamos introduzir os conceitos necessarios para o estudo de séries, pois foge do nosso
objetivo. Vamos assumir conhecido o conceito de derivada de uma funcao e definir a série
de Taylor de uma funcao f na origem como sendo

£ F0) , ),

f(0) + T x + 5 r° + o 74

em que f(0) é a n-ésima derivada de f no ponto 0.

Quando truncamos esta soma infinita numa certa ordem, digamos

f 1<'o>35+ f2(|0>$2 o 3<|0>x3 R w (3.1)

f(0) +

obtemos um polindémio, cujo grafico aproxima-se do grafico de f numa vizinhanca da origem,
ou seja, quanto maior o grau do polinomio (3.1), mais préximo o grafico deste estard do
grafico de f em 0. Intuitivamente dizemos que a série converge se ela se aproxima de uma

certa funcao quando n tende para infinito.
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Nem toda funcao coincide com sua série de Taylor. Quando isto ocorre escrevemos

Y,

n=0

(n)

A série de Taylor da fungao f(z) = e”, para x € R é

2 3 4 5
R A R R (3.2)

ja que a derivada de qualquer ordem da fungéo exponencial é ela mesma. Veja que com esta
representacao da funcao exponencial, V2 =142+ \[ f + .-+, em que cada termo
desta soma é de calculo muito mais simples do que o apresentado anteriormente.

Nosso intuito no que segue ¢é tentar estender essas nogoes para o caso da exponencial
complexa. Vamos definir a exponencial e* de um ntimero complexo z e derivar algumas de
suas propriedades.

Substituindo = = iy, y € R na expressao (3.2) e computando formalmente (sem nos

preocuparmos com qualquer significado preciso de convergéncia), obtemos:

eV = liy+ L 4T T B0 Bl
- (1——2+———+ )+z’(y—§—f+%—f+--->.

Essas duas tltimas séries sao as expansoes da série de Taylor na origem para cos(y) e sen(y),
respectivamente. Em outras palavras, e = cos(y) + isen(y).
Além disso, e’tt = efel, se 5,t € R. Assim, é natural esperarmos que e*™% = e%e'.

Motivados por estas consideragoes definimos a exponencial de z = x + iy como:
e® = e*(cos(y) +isen(y)).
Se z = 1y, obtemos a formula de Euler

e = cos(y) + isen(y).

. mi ; _mi
Exemplos 3.2 Vamos determinar os valores de e , '™ e e™ 2.

Veja que e? = cos (g) + i sen <g> =04+17=71.

56



Por outro lado ™™ = e'(cos(m) +isen(w)) = e(—1+0) = —e.

FE finalmente

e F = e (cos (;) +isen <_77T>> = e™(0 +i(—1)) = —e"i.

A funcao exponencial é a fun¢ao exp : C — C dada por:
expz = e°.

Note que a funcao exponencial complexa estende a funcao exponencial real.

Vemos diretamente da definicdo de e* que |e?| = ef*) e arg(e?) = Imz + 2km; k € Z.

De fato, se z = z+iy entao e* = e”(cos(y)+isen(y)). Logo, |e*| = |e”|| cos(y)+isen(y)| =
efe®) j4 que e® > 0, VYo € R. E ainda temos que arg(z) = y + 2kn = Im(z) + 2kr, k € Z.

Em particular, exp(z) = e* # 0 para todo nimero complexo z, pois e* > 0 e cos(y) e
sen(y) nao se anulam simultaneamente.

Algumas propriedades da fungao exponencial real sao preservadas no caso complexo.

Proposicao 3.3 Para quaisquer z € C en € Z, temos:
(a) ()" = e
(b) (e*)™h =e%
(c) e¥Tv =e* - e,

Demonstragao:

(a) Dado z = x + iy temos que e* = e*(cos(y) + isen(y)). Segue da Férmula de DeMoivre

que se n € Z com n > 0 entao

(e*)" = (e")"(cos(ny) + isen(ny))

nz

= e"(cos(ny) + isen(ny)) =e

Se n < 0 entao —n > 0. Logo, pelo que fizemos acima

N
(6 ) o (ez>—n o e(-n)z’
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Mas e("* = 7" (cos(—ny) + isen(—ny)). Deste modo, multiplicando numerador e

n

denominador pelo conjugado de e(=™* obtemos

1 1 e " (cos(—ny) — i sen(—ny))

e(=mz  e=n@(cos(—ny) + isen(—ny)) e "*(cos(—ny) — isen(—ny))

b _ b

Entretanto, a propriedade e** e - e’ é valida para a funcao exponencial real, e as

funcgoes reais cos(y) e sen(y) sdo par e impar, respectivamente temos

I e ™(cos(—ny) — isen(—ny)

e(=n)z e~2n%(cos?(—ny) + sen?(—ny)

= ¢"(cos(ny) + isen(ny)) = €"*.
Portanto, (e*)" = ¢"*, Vn € Z. Em particular, (¢*)~! = 7%, para todo z € C.
(c) Se z =z +iy e w = a+ bi sdo dois nimeros complexos, segue da Proposigao 1.9 que
e*e? = "Mttt = [e%(cos(y) + isen(y))][e*(cos(b) + isen(b))]

= e"e(cos(y+b) + isen(y + b))

= " (cos(y + b) + isen(y + b))

_ ez—l—w

+w

Em outras palavras, e*™" = e*e", para todo z,w € C. [ |

E interessante observarmos que, ao contrario do que acontece no caso real, em que a

fungao exponencial é injetora, no caso complexo é possivel termos e* = e, com z # w.

Exemplo 3.4 Sejam os nimeros complexos z =0 e w = 2mwi. Temos

e” = €%(cos(0) +isen(0)) =1 e e*™ = e%(cos(27) +isen(27)) = 1.

Logo, f(z) = €* ndo é injetora.
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Proposicao 3.5 Para quaisquer z,w € C, temos que e* = e se, e somente se, z =

w + 2kmi, para algum k € Z.

Demonstragao: Sejam z = x +yi e w = a+ bi, com x,y,a,b € R. Se e = €%, isto

é, e" TV = e temos que
e”(cos(y) +isen(y)) = e*(cos(b) + isen(b)).

Por igualdade de niimeros complexos obtemos que e” cos(y) = e cos(b) e e* sen(y) = e*sen(b).

Elevando as duas igualdades ao quadrado e somando obtemos
e* cos?(y) + e** sen®(y) = €** cos?(b) + e** sen’(b),

o que implica €** = €2?, logo * = a pois a funcao exponencial real é injetora. Assim

cos(y) = cos(b) e sen(y) = sen(b), ou seja, y = b+ 2k7m para algum k € Z. Dal,
z=c+yi=a+ (b+2kn)i = a+ bi + 2kmi = w + 2kmi.
Reciprocamente, se z = w + 2kni, com k € Z, entao pela Proposicao 3.3,
e* = VAT — wekTi — oW (co5(2kT) + isen(2km)) = e¥.

|
Segue da Proposicao 3.5 que a fungao exponencial complexa é periddica de periodo igual
a 2mi, ou seja,

exp(z + 2mi) = T = % = exp(2).

Esta ¢ uma propriedade prépria do caso complexo, pois sabemos que a funcao exponencial

real nao ¢é periddica. Com a nocao de exponencial a representacao trigonométrica de um

nimero complexo z = r(cos() + isen(#)) pode ser escrito como:
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E como vimos na Secao 1.2 (Férmula de DeMoivre) as raizes n-ésimas do nimero 1 podem

ser expressas da forma wj = cos (%T”) + 7 sen (

2km

n

):e%T”, para k =0,1,---,n — 1.

3.2 Funcoes Trigonométricas

Definido a funcao exponencial complexa, vamos definir as func¢oes cosseno e seno no caso

complexo. Para y € R, como e = cos(y) + isen(y) temos

e™™ = cos(—y) +isen(—y) = cos(y) — isen(y).
E ainda, isen(y) = e — cos(y). Logo

e = cos(y) — (e” — cos(y)) = 2cos(y) — €.

Portanto,
eV +e W

cosly) = —

Por outro lado, cos(y) = e — isen(y), assim
e = cos(y) —isen(y) = ¥ —isen(y) —isen(y) = e — 2isen(y).

Deste modo —2isen(y) = —e¥ + e~ %.

Donde segue que
e — e

sen(y) =
() 5

Portanto, é natural definirmos a fungao cosseno denotada por cos(z) : C — C e a fungao
seno denotada por sen(z) : C — C de uma varidvel complexa por

612 _|_ 6—12 67,2 _ e—ZZ

cos(z) = — sen(z) = 5 v com z € C.
i

As quatro outras fungoes trigonométricas sao definidas em termos das fungoes cosseno e
seno pelas relagoes usuais. Assim,
sen(z) 1

tg(z) = cos(2) e sec(z) =

cos(z)’
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que estao definidas para todo z € C tal que cos(z) # 0 e ainda

1
cos(2) e cossec(z) =

cotg(z) =

sen(z) sen(z)

estao definidas para todo z € C tal que sen(z) # 0. Note que as fungoes trigonométricas
complexas estendem as correspondentes fungoes reais.

Neste sentido podemos nos perguntar: quais sao os zeros das funcoes complexas cosseno
e seno de z7

Para tanto provemos inicialmente um lema técnico.

Lema 3.6 Seja z € C dado por z = x + iy com x,y € R. Entao,
(a) cos(z) = cos(z)cosh(y) — isen(x)senh(y);
(b) sen(z) = sen(z)cosh(y) + i cos(x)senh(y).

Demonstragao:
Comecemos relembrando que o cosseno hiperbdlico e o seno hiperbolico de um nimero
real y sao definidos por

eV +e Y eY —e™?

cosh(y) = 5 e senh(y) = 5

Seja z = x + yi € C. Entao

el + e~z ei(:t-‘ryi) i e—i(z-ﬁ-yi) e~y tix + ey—iz
cos(z) = 5 = 5 = 5

e e 4+ eve ™ e Y(cos(x) +isen(x)) + e¥(cos(—x) + isen(—x))

2 2
e Y(cos(z) +isen(x)) + e¥(cos(x) — isen(w))
N 2
e Ycos(z) + €Y cos(w) + e Visen(r) — e¥isen(x)
N 2
Yy ) Yy_ e Y
= cos(x) cre isen(:c)i

2 2

= cos(x)cosh(y) — isen(x)senh(y).

Por outro lado,
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iz ,—iz i(x+yi) _ ,—i(x+yi) —y+ix _ y—ix\(__;
sen(z) = eroet e e _ (e il )(—1)
2i 2i 2i(—1)

(—i)e Y(cos(z) + isen(x)) + ie¥(cos(x) — isen(x))

(—i)e ¥ cos(x) — (i?) sen(x)e ¥ + ie¥ cos(x) — i? sen(x)e?
2
—ie Y cos(x) + sen(x)e ¥ + ie¥ cos(x) + e¥ sen(x)
2

— jcos() (#) + sen(z) (#)

= sen(z)cosh(y) + icos(z)senh(y).

|
Vamos provar que os zeros das fungoes complexas cosseno e seno sao exatamente os zeros

das funcgoes reais cosseno e seno, respectivamente.

Proposicao 3.7 Temos que cos(z) = 0, se e somente se, z = g—f—k?ﬂ' comk €Z e sen(z) =

0, se e somente se, z = km com k € Z.

Demonstragao:

Segue do lema anterior que dado z = z+iy € C, cos(z) = cos(x)cosh(y)—isen(z)senh(y).
Assim, cos(z) = 0 se, e somente se, cos(x) cosh(y) =0 e sen(x)senh(y) = 0.

Como cosh(y) > 0, entao cos(x)cosh(y) = 0 quando cos(x) = 0, ou seja, v = § + km, com
k € Z. Substituindo esse valor de z, vemos que sen(z)senh(y) = 0 equivale a senh(y) = 0,
o que ocorre exatamente quando y = 0. Portanto, cos(z) = 0 se, e somente se z = g + km
com k € Z.

Novamente, pelo lema anterior sen(z) = sen(z)cosh(y)—+icos(x)senh(y). Logo, sen(z) =
0 se, e somente se, sen(x) cosh(y) = 0 e cos(x)senh(y) = 0.

Como cosh(y) > 0, sen(x) cosh(y) = 0 exatamente quando sen(z) = 0, ou seja, © = k7.
Substituindo o valor de x em cos(x)senh(y) = 0 temos que cos(km)senh(y) = 0 implica que

senh(y) = 0, ou seja, y = 0. Portanto, sen(z) = 0, se e somente se, z = k7, com k € Z. N

Veremos no proximo resultado que as principais relagoes trigonométricas do caso real se

estendem ao caso complexo.
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Proposicao 3.8 Para quaisquer z,w € C, temos:
(a) sen?(z) + cos*(z) = 1;
(b) sen(—z) = —sen(z);
(¢) cos(—z) = cos(z);
(d) sen(z 4+ w) = sen(z)cos(w) + sen(w)cos(z);

(e) cos(z 4+ w) = cos(z)cos(w) — sen(z)sen(w).

Demonstragao:
(a) De fato,
. s 2 . _ 2
9 9 B 612 —e (74 eZZ + e 1z
sen*(z) + cos*(z) {—22, } + {—2 }

—4

(eiz)Q _ 262'26—1'2 + (e—iz)Z N (eiz)2 + 261'26—1'2 + (e—iz)2

4

_(eiz)2 + 262'2671'2 - (efiz)Z + (eiz>2 + 261‘267@‘2 + (efiz)Q

4
4
= —=1
4
(b) Observe que,
i(—=2z) _ ,—i(—=2) —iz __ iz iz ,—iz
e e e e e —e
sen(—z) = 5 = 5 = — [2—1] = —sen(z).

(c) Com efeito,
ei(—z) + e—i(—z) e~ % 4 ez

cos(—z) = = = cos(2).

2 2

(d) De fato,

ei(z—l—w) _ e—i(z—l—w) eizeiv _ o

—iz ,—iw

sen(z +w) = 57 = 5

(cos(z) +isen(z))(cos(w) + isen(w))

21

[(cos(z) —isen(z))(cos(w) — isen(w))]

2
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cos(z) cos(w) + i cos(z) sen(w) + i cos(w) sen(z) — sen(z) sen(w)

21
_ [eos(2) cos(w) — i cos(z) sen(w) — i cos(w) sen(z) — sen(z) sen(w)]
21
2i sen(w) cos(z) + 2isen(z) cos(w)

21

= sen(z) cos(w) + sen(w) cos(z).

eizeiw + e—ize—iw
2
(cos(z) + isen(z))(cos(w) + i sen(w))

cos(z +w) =

(cos(z) — isen(z))(cos(w) — isen(w))

2
_ 2 cos(z) cos(w) — 2sen(z) sen(w)
2
= cos(z) cos(w) — sen(z) sen(w). |

Entretanto, hé diferencas entre o caso real e o caso complexo. Por exemplo, sabemos
que as fungoes cosseno e seno sao limitadas em R. De fato, |cos(z)| < 1 e |sen(z)| < 1,
para todo z € R. Contudo estas fungoes nao sao limitadas em C. Para tanto, apesar de nao

termos definido, vamos assumir o conceito de limite de funcoes reais.

| cos(yi)| = W)  o—ilyi) Clevtev] eV
cos(yi)| = 5 = 5 = 5
E veja que
eV e
lim | —+ =) =0+00= +00
y—oo \ 2 2
E
. ety)) _ o—i(yd) e Y — eV 1] e v — ev Y — eV
[sen(yi)] = 2 T2 | il 2 |7 2 ¢
com
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3.3 Logaritmos e Poténcias Complexas
No caso de funcgoes reais, definimos a fungao logaritmo como segue:

Definicao 3.9 Dado um nimero real a > 0, o logaritmo de um nimero x € R, x > 0 na

base a € o numero y tal que a¥ = x.

Cuja notacao usual é log,z, em que a definicao acima se traduz da forma
logaxr =y & d’=u.

Uma defini¢do mais construtiva pode ser encontrada em [7].
Podemos definir a func¢ao f: Ry — R que a cada z € R associa f(z) = log,x.
Uma base especial para a funcao logaritmo é quando a = e, e neste caso denotamos log.x

por [nx, denominado o logaritmo natural de z.

21 f(x) = In x

-3

Figura 3.2: Gréfico f(z) = Inx

Nosso objetivo é definir o logaritmo de um nimero complexo de modo que estenda o

conceito de logaritmo no caso real.

Definicao 3.10 Dado um nimero complexo z nao nulo, dizemos que w € C € o logaritmo

de z se eV = z.

Enquanto que todo nimero real positivo possui um tnico logaritmo, dado um nimero com-

plexo nao nulo, este possui uma infinidade de logaritmos.
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Denotamos por log z o conjunto de todos os logaritmos de z € C, z # 0, isto é,
logz ={w e C; ¥ = z}.

Vamos agora determinar log z.

Proposicao 3.11 Dado z € C, z # 0 entado
log(z) = {ln|z| +1i0; 0 € arg(z)} = {In|z| +i(Arg(z) + 2kn); k € Z}. (3.3)

Demonstracgao:
Com efeito, seja w = In|z|+i0, com 6 € arg(z), entdo 2z = |z|(cos(f) +isen(d)) = |z|e®,
assim

w

eV — eln |z| 410

In \z|€i0

=e = |z]e = 2.

Ou seja, w € log(z).

Por outro lado, suponhamos que w € logz. Entao, e” = 2, o que equivale a dizer que
z = e¥ = effew) gimw) — eRe(w)(cog(Im(w) + isen(Im(w)))). Mas z = |z|(cos(Arg(z) +
2km) + isen(Arg(z) + 2k7)) donde segue que e/ = |z| e Im(w) = Arg(z) + 2km para

Re(w)

algum k € Z. No entanto, e é a exponencial real. Logo, In(ef®™)) = In|z| o que implica

Re(w) = In|z| e portanto,
w = In|z| +i(Arg(z) + 2km) € {In|z| +1i0;60 € arg(z)}.

Se k =0 em (3.3) obtemos o logaritmo principal de z, que é denotado por Logz. Assim,
Logz = In|z| +iArg(z).

Logo, da Proposicao 3.11, log(z) = {Logz + 2kni; k € Z}.
Observe que para todo numero real positivo x, Logx = In|z| = Inz. Portanto, o conceito

de logaritmo de um nimero complexo estende o caso real, inclusive para os reais negativos.

Exemplo 3.12 Determinar o valor dos logaritmos abaixo.
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(a) Log(—1) =In| — 1] +iArg(—1) =Inl+ir = 0 + im = im.
(b) Log(1+1i) =In|l+i| +iArg(l +i) = Inv/2 +iZ.

Como o logaritmo de um niimero complexo é um conjunto, para verificarmos as propriedades
de logaritmo do produto e poténcia, vamos introduzir alguns conceitos.
Defina A+ B={a+tb;ac AebeBlemA={m-a; ac€ A} para A,BCCem€Z,

assim temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.13 Dados dois nimeros complexos nao nulos zy € zo, temos que:
(a) log(z122) = log(z1) + log(22);

z
(b) log (2—1> = log(z1) — log(=);

2

(c) log(z™) = m -log(z), para todo m € Z*.
Demonstracgao:

(a) Tomemos w € log(z1) +log(z2). Entao, w = wy +wsy, com wy € log(z1) e wy € log(2s).
Pela Proposicao 3.3

w witwz _ oWt

e’ =e¢ e"? = 2129,

ou seja, w € log(z122).

Tomemos agora w € log(z122). Entdo, w = In|z129| + 0 com 6 € arg(z12;). Mas,
0 =01+ 60y com 0; € arg(z1) e 03 € arg(zz). Como In |21 29| = In(|z1].|22|) é real temos

que w = In |z | + In|2zs| +i(6; + 62).

Logo, w = In|z1| + i1 + In | 25| + 16y € log(z1) + log(z2).

(b) Pelo item (a), log (i—;) =log(z1 - 23 ') = log(z1) + log(z; ). Provemos que log(z, ') =
—log(z2).

Seja w € log(zy '), ou seja, e = z, . Assim, (e?)~!

= 2. Entretanto da Proposicao
3.3, e = (e¥)™! = 23. Logo, —w € log(z) e portanto w € —log(zs).

w

Por outro lado, seja w € —log(z), ou ainda, —w € log(z3). O que implica que e™" = 2
e portanto (e™*)~! = z;'. Logo, e~ (™) = 27!, Donde concluimos que w € log(z; ).
Portanto, log(2) = log(z1) — log(22).

(c) Este item segue diretamente do item (a). |
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E importante observamos que a Proposicao 3.13 nem sempre é verdadeira para o loga-
ritmo principal.

Como exemplo, consideremos os nimeros complexos z = w = —i. Assim, temos que
Log(zw) = Log(z*) = Log(—1) = ir. Por outro lado, Log(—i) = In| —i| + iArg(—i) =
Inl +i(—%) = —2. Assim, Log(z) + Log(w) = 2Log(z) = 2Log(—i) = =2 = —ir.

Agora z = —i e w = i, temos que Log(Z) = Log(—1) = im. E Log(z) — Log(w) =

Log(—i) — Log(i) = =2 — & = —i.

Como o logaritmo de um nimero complexo nao nulo z admite uma infinidade de valores,
ela nao define uma fungao como usualmente conhecemos, que a cada elemento do dominio
assume um unico no contradominio. Veja que a nossa definicao de funcao é um pouco
mais geral. A funcao logaritmica complexa é o que denominamos uma funcao multivalente.
Quando a funcao multivalente coincidir com o caso usual, dizemos que ela é univalente. Deste
modo, para definir a funcao logaritmica complexa de modo a ela ser univalente, temos que
restringir seu dominio de modo que o argumento de z pertenca um intervalo de comprimento

2m. Digamos, denotemos por logg, a funcao
logg, = (0,00) x [0y,00 +27) — C
(r,0) — lInr+1i6.

Veja que (0,00) X [0y, 0y + 2m) C C, ou seja, logy, ¢ uma fungao cujo dominio sdo todos os
nimeros complexos z = r(cos(f) + isen(f)) em que r € (0,00) e 0 € [0y, Oy + 27).

Para cada 6y, a funcao logg, é dita um ramo do logaritmo. Em particular, a funcao
Log: (0,00) x [0,271) — C
(r,0) +— Inr+10,

¢ denominada ramo principal do logaritmo de z, que tinhamos denominado de logaritmo

principal.

Vamos definir agora, poténcia de um nimero complexo. Como fizemos anteriormente,

dado € R com z > 0 entdo Inx = y se, e somente se, eV = x. Ou seja, x = €. Assim,
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para todo a € R,

Ia — (elnm)a — 6alna:.

Queremos definir z*, onde z é um ntimero complexo nao nulo e A é um ntimero complexo
arbitrario. Para tanto usaremos todos os logaritmos de z.

Aw

Assim, para cada w € log(z), o numero complexo e é chamado a A\-poténcia de z

Aw

associada ao logaritmo w. Se w = Log(z) entdao e é chamado a A-poténcia principal de

2. Deste modo, vamos denotar por z* a A-poténcia principal de z, isto é,

Z)\ _ e)\Log(z).
Exemplo 3.14 Por defini¢io, (—i)' = ¢'L09() = ¢i(=5) = 5 o qual é um nimero real.

Todas as A-poténcias de z serao Z* = e?#™zA pois todo logaritmo de z é da forma

Log(z) + 2kmi, com k € Z.

Analisemos quais sao as A\-poténcias nos seguintes casos:

1° CASO: )\ é um numero inteiro, digamos \ = n.

e2kmnin  —  g2kmnignLog(z) — (cos(2kmn) + isen(?kﬂn))e”Log(z)

1€nLog(z) — N

Ou seja, quando n ¢ inteiro, todas as A-poténcias de z se reduzem ao nimero complexo z"
como conhecido.
1
2° CASO: )\ é um numero da forma A = —, n € IN*
n

1

1 -
€2k7rzzzg —

e2k7r%i6%Log(z) _ 6%(2k7ri+Log(z))

_ e%(Zk:TriJrln |z|+iArg(2)) 2km+Arg(z))i In |z|)

1 1
:en( en(

_ e%.(QkﬂJrArg(z))i(eln\z|)% — e%(Qkﬂ’+Ar‘g(z))i|Z‘%

= Yl (COS (A%(z) + 2’%) + isen <—ATfL(Z) + 2’%”))

= Wk,

em que wy, sao as raizes n-ésimas de z (ver Proposi¢ao 1.14).
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Em particular se £ = 0

n

Exemplo 3.15 Vamos determinar a %—pmﬁéncia principal de —i, ou seja, (—i)%.

Solugao: Por definigao (—i)% = 259D Vimos acima que Log(—i) = —%. Logo,

(—i)% — e3(15) —eif = 0 (cos <—%> + isen (_Z))

Esta € exatamente a raiz quadrada principal de —i.

Quais propriedades de potenciacao se verificam neste caso? Vejamos uma delas.
Proposicao 3.16 Dados \,;u € C e z € C ndo nulo, entdo 2 = 2 zH.

Demonstragao: De fato,

At — (Atn)log(z) — ALog(2)+ulog(z) — pALog(z) nlog(z) — A w

Entretanto, nao sio validas, em geral, que (2w)* = z w* e nem que (2*)* = 2.

Exemplo 3.17 Sejam z = w = —1i e A =i. Entao

At = (i)
eiLog(fi) 6'L'Log(f'i)

T

er.

i
Il

Portanto, (zw)* # z'w'.

Vejamos um caso em que coincide: (i(—i))’ = 1° = ¢Lo90) = ¢ilnl = 0 = 1. Por outro lado,

il(—i) = eitesgiloa(=i) — 1 (=) — e=FeF = 1. Logo, (i(—i))’ = i*(—i)'.
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Verificamos agora que nem sempre (z*)* = 2.

Tome z =i, A =2, 4 = i. Assim

(Z)\>,u _ (Z2)Z _ (_1)i — ez’Log(—l) — eiln|—1| — 60 —1.

E Z)\u — 2 — eZiLog(i) — 622'(71%) — e T, LOgO, (Z2)7' ?é ;2

Todavia, como vimos anteriormente e pela Proposicao 3.3

Ou seja, neste caso a igualdade (2*)* = 2™ se verifica.

3.4 Transformacoes de Mobius

Uma classe interessante de aplicagoes do plano complexo nele préprio, sao as trans-
formagoes de Mobius. Em particular elas levam circulos e retas em circulos e retas.
Considere a transformacao T : C — C dada por
(2) az +b
z2) = ——
cz+d’
cujos coeficientes a, b, ¢, d sao nimeros complexos com ¢ e d nao simultaneamente nulos.

Note que caso ad — bc = 0, temos que T' é constante. De fato, se ad — bc = 0, entao

ad = be. Consideremos os seguintes casos

(i) se ¢ # 0, entdo b = ¢ assim

(Z):cz+d_cz+d:cz+d: cz+d c

. . be
(ii) se ¢ = 0, entdo d # 0. Logo, a = %.

az+b az4 @ wzad d(ep i) g

az+b bfTZ +b —bc"’jdb s(cz+d) b

(Z)_cz+d_cz+d_cz+d: cz+d d

Se ad — be # 0 denominamos essas transformagoes de nao-singulares.
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Definicao 3.18 Uma transformacao de Mobius ¢ uma aplicacio de C em C, dada por

az+b
) =" (3.4)

onde a,b,c e d sao constantes complexas satisfazendo ad — bc # 0.

A condigao ad — be # 0 é o mesmo que dizer que o determinante
b
det = ad — bc # 0.
d

Proposicao 3.19 Sejam T : C — C e S : C — C duas transformagoes de Mobius. Entao,
(a) T oS € uma transformagao de Mdébius;
(b) T € inversivel.

Demonstracgao:

b
(i) Sejam T'(z) = azi—d e S(z) = az i? transformacgoes de Mdébius, ou seja, ad —bc # 0 e
cz

ad —yB #0, coma,b,c,d,a,5,7,0 € C. Entao,

ozz—|—5+ aaz + af3 + byz + bd

T(S(Z))—a72+6 b_ vz + 6 _ (aa+by)z+aB+b0  Az+ B
_Cozz+5+d_ caz+cf+dyz+dd  (ca+dy)z+cf+ds  Cz+D’
vz +46 vz +6

comA=aa+by, B=af+bd, C=ca+dyeD =cB+dd.
Precisamos verificar que AD — BC # 0. Veja que

A B ac+ by af + bd
AD — BC = det = det
C D ca+dy cf+dd
a b « a b o
— det . /6 = det . det /B
c d v o c d v o
= (ad —bc) - (ad — B7y) # 0.
b
(ii) Seja T(z) = Zj—td uma transformacao de Mébius. Provemos que T € inversivel e
T-':C— C ¢ dada por T"*(z) = dz=—b :
—cz+a

72



Veja que

az+b adz +bd — b (cz + d)
d —b
cz+d

. B . cz+d
(T 'oT)(z) = . az +b ta o —acz —bc+a(cz+d)
cz+d cz+d

adz +bd —bcz —bd  z(ad —bc)
—acz —be+acz+ad  ad—be

Analogamente, (T 0T 1)(z) = 2. E mais, da — (—b)(—c) = da — bc = ad — bc # 0. Logo, T*

¢ uma transformacao de Mobius. [ |

Vale ressaltar que os coeficientes complexos a, b, ¢ e d nao sao unicos, isto é, se A € C,

A # 0, entao T'(z) = igzzi/’\\s = z,/jjfs:, também define a mesma transformacao da Equacgao
(3.4). No entanto, os novos coeficientes satisfazem a'd’ — b'¢’ = A\*(ad — bc) # 0, de modo

_ 1 ~ [ /2 NV .
que, se A = j:—m, entao a'd — b'd = 1, neste caso chamada normalizada.

Proposicao 3.20 Toda transformacgao de Mobius pode ser dada como uma composicao

(nao necessariamente todas) de transformacoes de Mdébius do tipo:
(i) Translagao: Ti(z) = z + B3, para algum B € C;

(i1) Rotagao: Ty(z) = az, com a € C, |a| = 1;

(11i) Dilatacao: T3(z) = pz com p €R, p > 0;

() Inversao: Ty(z) =1, z#0.

Demonstragao:

Seja T'(z) = ‘Zj:g com ad—bec # 0. Se ¢ =0, entdo T'(z) = 4z+ 5. Se ¢ € R e for positivo

entao T é a composicio de uma dilatacdo G(z) = %z e uma translacio H(z) = z+ 2. Se

¢ < 0 entdo ¢ = [4]e™™. Tome G(z) = |4z = =%z, H(z) = €™z e K(2) = z+ 2, logo
T(z) = Ko HoG(z), em que G é uma dilatacdo, H ¢ uma rotacao e K é uma translacgao.
Se ¢ € C entdo % = [%|e” com |e?| = 1, para algum 6 € R. Tome G(z) = ||z dilatagao,

H(z) = €z (rotacdo) e K(z) = z + % translagio. E veja que K o H o G(z) = K(¢"|%]z) =
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Se ¢ # 0 considere 7 = M # 0. Tomando T1(z) = cz, Ta(2) = z +d, T3(z) = L e

Ty(z) = z+ 2, temos que

L(L(T:(1)) = Tu(Ta(ez +d)) =Ty (czzL d)

—(ad — be)
—(ad—bc) - 7 a
= T c — C -
4(cz+d> cz+d +c
—(ad—bc) a  —ad+bc+acz +ad
clecz+d) ¢ c(cz +d)
claz+b) az+b

clcz+d)  cz+d

T(z).

Logo, T' é uma composicao de translacao, rotacao, dilatagao e inversao. [ |

1
Lema 3.21 A transformagao de Mébius T(z) = —, com z # 0 aplica circunferéncia ou reta,
z

em circunferéncia ou reta, nao respectivamente.

Demonstracgao:
Da geometria analitica, uma equacao qualquer de reta ou circunferéncia no plano pode

ser escrita na forma:

A(z® +9?) + 2Bz +2Cy + D = 0, (3.5)

com A, B,C,D € R. Ela descreve uma retase A = 0 e B2+ C? > 0, e uma circunferéncia
se A#£0e B2+ C?—AD > 0.
Em notagdao complexa, se z = x + iy entdo 22+ y?> = 27,2 = 2 +Z e 2y = —i(z — 2).

Assim podemos escrever (3.5) como:
AzZ+ B(z+2)+C(—i(2—2))+ D=0= A2Zz+ (B—iC)z+ (B+iC)z+ D =0
o que implica
Azz+Ez+ EzZ+ D =0, (3.6)

onde F = B +iC. A Equagao (3.6) é uma reta se, e somente se, A =0 e E # 0, pois neste
caso B+ C? = |E|> > 0 e é uma circunferéncia se, e somente se, A # 0 e EE — AD =
|E|? — AD = B>+ C? — AD > 0.

Para encontrarmos a imagem da curva dada pela Equacao (3.6), sob a transformacao —,
z
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1
substituimos z por — em (3.6) e obtemos
w

11 —1 1
A——+E—+E=—+D=0.
w w w w

ou multiplicando por ww,

Duww + Fw+ Ew+ A = 0. (3.7)

A Equacio (3.7) tem a mesma forma da Equacdo (3.6), com D, E e A substituidos por
A, E e D, respectivamente.

Portanto, temos quatro casos a considerar:

1° CASO: Se (3.6) descreve uma circunferéncia que nao passa pela origem, isto é,
z = 0 nao é solugao desta equacao, entao D # 0. Portanto, (3.7) descreve também uma

circunferéncia, ja que EE — AD > 0. Além disso, como A # 0, ela ndo passa pela origem.

2° CASO: Se (3.6) descreve uma circunferéncia que passa pela origem, ou seja, se D = 0

como EE > 0 temos que (3.7) descreve uma reta que nao passa pela origem, pois A # 0.

3° CASO: Se (3.6) descreve uma reta que nao passa pela origem, temos A = 0 e

D, E # 0, entao obtemos que (3.7) descreve uma circunferéncia que passa pela origem.

4° CASO: Por fim, se (3.6) descreve uma reta que passa pela origem, isto é,se A = D = 0
e E # 0, obtemos como imagem uma reta que passa pela origem.

Os resultados acima podem ser resumidos com a tabela abaixo:

7 l
z

Circunferéncia Fora da Origem | Circunferéncia Fora da Origem

Circunferéncia Pela Origem Reta Fora de Origem
Reta Fora da Origem Circunferéncia pela Origem
Reta Pela Origem Reta Pela Origem

Por meio da Proposicao 3.20 e do Lema 3.21 obtemos diretamente o seguinte:

Teorema 3.22 Toda transformacao de Mobius aplica circunferéncia ou reta em circun-

feréncia ou reta, nao respectivamente.
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Demonstracgao: Basta observar que translagoes, dilatagoes e rotacoes levam circun-
feréncia em circunferéncia e reta em reta. Como toda transformagao de Mobius é uma

composicao de translacao, dilatacao, rotacao e inversao, o resultado segue do Lema 3.21. B

Exemplo 3.23 Seja 2Z + 22 + 22 = 0. Note que os coeficientes da equacio so A =1,FE =
E=2eD=0. ComoA#0eE*—AD =4—-1-0=4 > 0 temos uma equacdo de
circunferéncia que neste caso passa pela origem. A imagem desta curva pela transformacgao
de Mdobius T(z) = % resulta em 2w + 2w + 1 = 0, o qual é uma equacgao de reta fora da

origem.

{ Circunferéncia na D | Reta fora da origem
origem

Figura 3.3: Circunferéncia em reta.

Veja que se z = x + 1y entao completando quadrados
0=22+2:+2Z=2+y? +da =2+ +dv+4—4d=(v+2)% +y* -4

Logo, temos a circunferéncia (z + 2)? + y? = 4, com centro em (—2,0) e raio 2.
E0=2w+2w+1=2(x+iy)+2(x—iy)+1 =4z +1, entdo x = —%. Ou seja, T leva

a circunferéncia na origem (x + 2)* + y*> = 4 na reta fora da origem x = —%.

Seja agora a equacao z+Z — 2 = 0. Note que o0s coeficientes da equacao sio A =0,FE =

E=1eD=-2. ComoA=0eD #0 temos uma equacdo de reta que neste caso nao passa

pela origem. A transformacgao de Mobius T da equagdo acima resulta em ww — %w— %@ =0,

— B , o .
onde A #0 e EE = 7 >0, logo temos uma equagao de circunferéncia que passa pela origem.

Vejaquese z=z+iyentao 0 =z+z2—-2=ac+iwy+x—1y—2=2r—2 Logo, x =1

1 1

¢ a reta descrita pela equagao z +72 —2 = 0. E ww — ;w — 5w = 0, se w = z + iy entao
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A~
Reta fora da origem
Circunferéncia na origem
1 4
14
0.5 1
Cc
0 0
0 2 -0.5 0 0.5 1.5
_05 -4
-1 1
-14

2 . . A
(x — l) — % + 9% Ou seja, T leva a reta = 1 na circunferéncia (x -3

2

centro (%,0) e raio %

Figura 3.4: Reta em circunferéncia.
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Capitulo 4

Algumas Aplicacoes de Nimeros

Complexos

Neste capitulo pretendemos apresentar algumas aplicagoes simples de niimeros comple-
x0s, que podem ser facilmente exploradas no ensino médio, visando estimular os estudantes
a utilizarem os nimeros complexos em problemas de algebra, geometria, entre outros. As

principais referéncias sao [1] e [2].

4.1 Relacoes Trigonométricas

Nos resultados abaixo vamos apresentar uma demonstracao de algumas relagoes trigo-

nomeétricas utilizando ntimeros complexos.

Teorema 4.1 (Fdrmulas de Adi¢ao da Trigonometria)

Sejam x e y numeros reais quaisquer. FEntao,
a) cos(x + y) = cosxcosy — senxseny ;
b) sen(x +y) = senz cosy + seny cos .

Demonstracgao:

Se x e y sao tais que 0 < x < 27w e 0 <y < 27, sejam

wy = cos(z) + isen(x) e we = cos(y) + isen(y).
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Pela interpretacao geométrica do produto de ntimeros complexos, wyws € obtido de w; através

de uma rotacao no sentido anti-horario de angulo y. Portanto,
wiwy = cos(x +y) + isen(z + y). (4.1)
Por outro lado, wywy = (cos(z) + isen(x))(cos(y) + isen(y)), ou seja,
wiwy = (cos(x) cos(y) — sen(x) sen(y)) + (sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y))i. (4.2)

Por igualdade de ntimeros complexos, segue de (4.1) e (4.2), que cos(z+y) = cos(z) cos(y) —
sen(x)sen(y) e sen(x + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos(x).

Se x e y sao quaisquer, entao existem numeros inteiros k e [, tais que 0 < z + 2k7w =
¥ <2re0 < y+2r =1y < 2r. Por definigdo, cos(z) = cos(x’), sen(z) = sen(z'),
cos(y) = cos(y') e sen(y) = sen(y’). Além disso, 2'+y = v+ 2kn+y+2lr = o +y+2(k+1)m,
donde segue que cos(x + y) = cos(x’ + ') e sen(x + y) = sen(z’ + y'). Como as relagdes

estao demonstradas para x’ e 3’ segue-se que elas sao verdadeiras para x e y. [ |

Proposicao 4.2 (Lei do Cosseno) Considere um triangulo qualquer de vértices A, B e
C. Entao,

a>=b4+c*—2-b-c-cos(a),
onde a,b e ¢ sao os lados opostos aos vértices A,B e C, respectivamente e a € o angulo BAC.

Demonstracgao:

27244 c

Figura 4.1: Lei do cosseno.
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Fixando A como sendo a origem e OB coincidente com o eixo Ox, conforme a figura,

temos:

AB — z1 = 11(cos(0°) +isen(0°)) =1

AC = 29 = my(cos(a) + isen(a)).

Assim, Z7 = 11 e Z3 = 1ro(cos(a) —isen(a)).

Entdo, |z1] =11 = ¢, |2| = r = be |21 — 2|*> = |22 — z1]* = @®. Por outro lado,
|21 — 29 = (21 — 22)(Z1 — Z2) = 2121 + 2075 — (2221 + 21%2).

Como, 29z = rre(cos(a) + isen(a)) e z1Z3 = rre(cos(a) — isen(w)), adicionando as

equagoes 2927 + 2122 = m1r2(2cos(a)) temos que,

a’ = |z — z* = |z21]* + |2]* — 2riry cos(a) = b? + ¢ — 2bccos(a).

4.2 Problemas de Geometria

Comecamos esta se¢ao com o problema do tesouro. Esta é uma questao muito interessante
e que pode servir de estimulo para alunos do ensino médio estudarem nimeros complexos.
Este problema, conforme a Revista do Professor de Matematica [2], foi inspirado em um

exercicio do livro Polynomials de E. J. Barbeau.

Problema do Tesouro: Um antigo mapa dava instrugoes para localizar um tesouro
enterrado em certa ilha - - -

Ande da palmeira até a entrada da caverna. La chegando, vire 90° a direita e caminhe
o mesmo numero de passos. No fim desse trajeto coloque uma marca e retorne a palmeira.
Agora, caminhe em dire¢ao a pedra. La chegando, vire 90° a esquerda e caminhe o mesmo
niumero de passos que foram dados da palmeira a pedra. Coloque uma marca no fim desse
trajeto. O tesouro estd no ponto médio das duas marcas.

Quando chegamos a ilha, a palmeira nao existia mais. Como fazer para achar o tesouro?

Vamos a solucao: considere um sistema de coordenadas em que a pedra fique na origem

O e a caverna num ponto da reta que liga a pedra até a caverna. Esta reta serd o eixo
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denominado Ozx.

Palmeira (x , y)
2 3

z=d +0.i Caverna (C)
Pedra (P) d

2y

Figura 4.2: Problema do Tesouro

Cada ponto de coordenadas (a, b) neste sistema ortogonal de coordenadas xOy pode ser
representado pelo nimero complexo z = a + bi, e vice-versa.

Mesmo nao existindo mais a palmeira veremos que é possivel encontrar a solugao do
problema. Vamos assumir que a palmeira esta numa posicao qualquer.

Suponha que a palmeira, a pedra e a caverna sao representados pelos nimeros complexos
como na figura. Recordemos ainda que multiplicar um nimero complexo z por ¢ é 0 mesmo
que fazer uma rotacao de g de z no sentido anti-horario.

Segundo o problema, chegando da palmeira até a caverna, viramos 90° a direita, ou seja, o
vetor z3 vai ser rotacionado g no sentido anti-horario, obtendo o vetor z4. Ou seja, z4 = i23.

Analogamente, como 2z, é uma rotacao de g no sentido horario do vetor z;, temos que
Zz9 = —iz1. Assim, se z; = r + iy entdo zo = —ix +y =y —ir. Esez =d+0i é o
nimero complexo que representa o vetor que liga a pedra até a caverna entao por soma
e diferenca de nimeros complexos z3 = z; — 2z =  + iy — d = (z — d) + iy. E portanto,
2y =iz3 =i(x —d+iy) = —y + (z — d)i.

Denotamos por M o ponto médio que liga os pontos A e B em que A = (y, —x).

Para determinarmos o ponto B, observe que z; = 2+ 24 = d + 0i + (—y + (v — d)i) =

d—y+ (z — d)i. Deste modo, B = (d — y,x — d).
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Parabéns, vocé ficou rico! o tesouro estd no ponto

M

A+B (y,—v)+d—yax—d) (d d
2 2 S \20 2/

O mais interessante é que a solucao do problema do tesouro depende apenas do numero
complexo que representa o vetor que liga a pedra a caverna. Nao depende das coordenadas
da palmeira.

Os numeros complexos podem ser utilizados em problemas de Geometria que envolvam

rotagoes.

Exemplo 4.3 Determinar o vértice C' do triangulo equildtero ABC onde sao dados os
vértices A = (1,2) e B=(3,5).

Solucao: Quando rotacionamos o vetor AB de 60° no sentido anti-hordrio em torno da
origem, obtemos a primeira solucdo, ou seja, o triangulo equildatero ABC como na figura

abaizo.

AC = @(008(600) + isen(60°)).

Figura 4.3: Triangulo equilatero ABC.

Por propriedade de soma de vetores, se O € a origem do sistema de coordenadas temos

que ﬁan:O? e assim

2 2

o0 -~ (o8-od) (}+:7).

82



Mas, OA = (1,2) e OB = (3,5), ou em notagdo compleza,

OC — (1 +2i) = [(3+ 5i) — (1 + 2i)] (%ﬂ‘?) = (2 + 3i) (%ﬂ\/;)

2—-3v3 3+2 4 —3vV3 74+ 2vV3
o que implica queO?: 2\/_ +2\/_ +1+2i= 2\/_+i +2\/_.Ep0rtcmt0,

4-3v3 T+2V3
C:( 2 2 )

A outra solugao € obtida girando AB de 60° no sentido hordrio em torno de A. Isto €,

AC" = 1@ (cos(—60°) 4 i sen(—60°)).

Novamente, @Hm = W e assim O?’ — ﬁ = (@ O71> <— — z?) . Assim, em

notagcao complexa,
OC! — (14 2i) = [(3+5i) — (1 +23)] <1—¢£> — (24 3i) (1—@@)

2+3vV3 3-2 443vV3 7T—2v3
o que implica queO?I: +2\/— 2\/— +14+2t= +2\/_+2' 2\/_.Ep0rtant0,

2 7 2

o <4+3\/§ 7—2\/5).
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Conclusao

Ao iniciarmos esta dissertagao fazendo um breve relato histérico dos fatos mais relevantes
acerca do surgimento dos nimeros complexos, concluimos que a mateméatica é um processo
que se constréi passo a passo, sob uma base sélida. Vimos que diversos matematicos deram
a sua parcela de contribuicao na consolidacao do conceito de niimero complexo, dentre eles
Cardano, Tartaglia, Bombelli, Euler, Gauss entre outros. Dessa maneira, entendemos que
a apresentacao de um conteudo matematico ligado com os acontecimentos histéricos que
permitiram a sua evolugao pode tornar o conceito mais interessante para professores e alunos
do ensino médio.

Pudemos perceber que o conjunto dos nimeros complexos nao é apenas mais uma es-
trutura algébrica, é uma ferramenta que permitiu (e ainda permite) grandes avangos na
matematica, além de aplicacoes na geometria, algebra, andlise, também aplicagoes na fisica
e engenharia. Ter apresentado algumas aplicacoes na trigonometria e em problemas de geo-
metria, como no caso do problema do tesouro, pode servir como motivacao para os estudantes
do ensino médio romperem alguns tabus no estudo desse conceito.

Acreditamos que este trabalho pode contribuir tanto para os professores de matematica
do ensino médio ampliarem sua visao sobre os ntimeros complexos, bem como no processo

de ensino aprendizagem dos alunos dessa etapa do ensino.
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