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Resumo

Este trabalho abordara os Logaritmos de trés formas: A tradicional, como expoente;
estabelecendo uma relagao entre uma progressao geométrica e uma progressao aritmética
e definindo o logaritmo de e de forma natural, como &rea sob uma hipérbole, esta ultima
sendo um interessante predmbulo ao Céalculo Diferencial e Integral.

Para trazer estas trés concepcoes, seré apresentada uma abordagem histérica tornando
0 texto atraente a professores que busquem subsidios acerca do tema.

Por meio de situagoes problemas , onde a funcao logaritmica e sua inversa, a funcao
exponencial se apresentem como os modelos matemaéaticos mais adequados devido as suas
caracterizagoes, serao apresentadas as principais propriedades dessas funcoes e em especial
da fungao e*, que aparece naturalmente em varios fenémenos da natureza.

Sera visto que a relevancia inicial dos Logaritmos que era aumentar o poder das
operagoes aritméticas, perdeu seu valor com a popularizagao das calculadoras e dos
computadores, porém, nao perdeu seu destaque no ensino da Matematica pois a fungao
logaritmica e a func@o exponencial representam a tnica maneira de descrever matematica-

mente uma grandeza cuja taxa de variagao é proporcional a quantidade dessa grandeza
presente num dado momento.
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Introducao

Os Logaritmos fazem parte dos Contetidos que devem ser ensinados no 1° ano do Ensino
Médio e na maioria das vezes, o ensino deste tema se baseia em longas e tediosas resolugoes
de equagdes e inequagdes, indo contra as orientagoes dos PCN, 2000 [25] e das Diretrizes do
Estado do Parana, [12] tornando o tema frustrante para os estudantes e para o professor.

Este trabalho tem a finalidade de dar suporte para o Professor de Matematica no Ensino dos
Logaritmos, propondo que o ensino das propriedades, defini¢oes e caracterizacoes das Fungoes
Exponenciais e Logaritmicas sejam mostradas através do estudo variacional das grandezas
envolvidas que modelam os fendmenos naturais e situagoes problemas onde existe uma grandeza
cuja taxa de variacao é proporcional & quantidade da mesma existente em um dado instante.

O essencial dos Logaritmos atualmente nao é saber fazer uso de sua ferramenta de calculo
aritmético e sim entender que as Fungoes Exponenciais modelam feno6menos onde a variavel
dependente cresce ou decresce muito rapidamente enquanto as Fungoes Logaritmicas modelam
fenomenos onde a variavel dependente cresce ou decresce muito lentamente, sendo as variacoes
de ambas as func¢oes proporcionais a variavel independente. Esta caracteristica tem diversas
aplicagoes em outras areas além da Matematica, como Economia, Biologia, Fisica, Geografia,
Agronomia, Quimica entre outras.

Para seguir esta tematica, este trabalho se encontra organizado da forma brevemente
descrita a seguir.

No Capitulo 1, sdo abordadas as orientagoes do Ministério da Educagao (MEC) por meio
dos PCNs (Parametros Curriculares Nacionais) [25] e das Diretrizes do Estado do Parana, [12]
a respeito das Fungoes Exponenciais e Logaritmicas com a finalidade de nortear a metodologia
utilizada no trabalho.

No Capitulo 2, uma pequena abordagem historica foi descrita, mostrando o desenvolvimento
dos conceitos e propriedades dos Logaritmos e das Fun¢oes Exponenciais e Logaritmicas ao
longo dos séculos, dando énfase aos seus principais protagonistas.

No Capitulo 3, sao apresentadas a definicao de Logaritmo como Expoente e a defini¢ao
geométrica, bem como as defini¢coes formais das Fungoes Exponenciais e Logaritmicas e suas
caracterizagoes e como consequéncia; as propriedades, teoremas e observacoes dessas funcgoes.
Definimos também o nimero e e a fungao y = e”.

No Capitulo 4, sao apresentadas atividades que definem os logaritmos através de progressoes
aritméticas e geométricas, focando em sua principal propriedade: transformar produto em
soma e apontando também a principal propriedade da fun¢ao exponencial, inversa da funcao
logaritmica, que é transformar soma em produto. A maioria dos colégios aborda as fung¢oes
exponenciais e logaritmicas antes das Progressoes Aritmética e Geométrica, mas como o auxilio
dessas progressoes torna o entendimento das ideias principais da fun¢ao logaritmica e de sua
inversa muito mais simples e natural e como as nogoes de progressoes sao facilmente apreendidas
pelos estudantes do 1° ano do Ensino Médio em um curto espago de tempo, o trabalho propoe

que esse estudo das Progressoes seja feito antes.



Ainda no Capitulo 4, sdo apresentados exemplos de situagdes problemas e aplicagoes que sao
modelados através de fungoes exponenciais e logaritmicas, estudando importantes propriedades
dessas fungoes e a importancia dos logaritmos naturais como modelos matematicos de alguns
fenomenos naturais.

A funcao exponencial e* é apresentada como a tunica funcao cuja derivada é proporcional &
propria funcao. Apesar deste nao ser contetido ministrado no Ensino Médio, é muito importante
que o Professor nao tenha uma visao restrita do conteiido que ministra, além do que, da forma
como abordada, se torna uma introducao ao Calculo Diferencial e Integral, o que seria muito

enriquecedor aos estudantes segundo Avila (1991) [2] :

“Hoje em dia, com os computadores e as mini-calculadoras, nao ha porque preocupar-
se com tdbuas de logaritmos e seu uso. Gastava-se muito tempo com isso, treinando
os alunos na resolucao de triangulos e em outros calculos envolvendo tabelas de
logaritmos de fungoes trigonométricas. Eis ai um espaco a ser preenchido com outras
coisas. Nao que descartemos o logaritmo. Ele continua sendo muito importante,
nao mais para o calculo numérico, mas como func¢ao logaritmica. Sua inversa,
a fungao exponencial, é talvez a funcao mais importante de toda a Matematica,
com muitas aplica¢oes interessantes, como ja mencionamos. O natural, como se
vé, é levar o logaritmo para o contexto do Calculo. Definido como area sob uma

hipérbole, desta forma, ele é um interessante prelidio ao Calculo Integral.”

Portanto, é importante que o estudante conheca o uso das tdabuas de logaritmos devido
a sua importancia histérica, porém, de forma rapida e resumida, dando énfase as fungoes
logaritmicas e exponenciais por meio de situagoes problemas que as caracterizem, por isso o
trabalho conta com dois anexos contendo uma tabua de logaritmos decimais (ANEXO B) e
como usé-la para fazer multiplicagbes, divisdes, potenciagdes e radiciagoes (ANEXO A).

O ANEXO C aborda a demonstragao da soma dos n termos de uma progressao Geométrica
(PG) e também o que acontece quando n tende ao infinito.

O ultimo anexo (ANEXO D) contém as atividades do Capitulo 4 prontas para serem
aplicadas aos alunos do Ensino Médio para facilitar o trabalho do professor que deseje aplica-

las.



1 A perspectiva do trabalho para abordagem do tema de

Exponenciais e Logaritmos

A abordagem no Ensino dos Contetidos previstos na disciplina de matematica sao orientados
por varios documentos. Neste capitulo sera feito um breve levantamento sobre as orientagoes do
Ministério da Educagao (MEC) por meio dos PCNs (Parametros Curriculares Nacionais) [25] e
das Diretrizes do Estado do Parané, [12|. O objetivo principal desses documentos é de orientar
os educadores por meio da normatizacao de alguns fatores fundamentais concernentes a cada
disciplina. O foco do trabalho é o Nivel Médio no ensino de Matemética, no que diz respeito
ao ensino-aprendizagem de Funcoes, em particular as fungoes exponenciais e logaritmicas.

A partir da analise desses documentos, o trabalho adotara uma metodologia para abordar

o contetido de logaritmos e fungoes exponenciais e logaritmicas.

1.1 Documentos Oficiais

Conforme PCN, 2000 [25]

“O critério central é o da contextualizacao e da interdisciplinaridade, ou seja, é o
potencial de um tema permitir conexoes entre diversos conceitos matematicos e
entre diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda, a relevancia cultural
do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicagoes dentro ou fora da Matematica,
como a sua importancia histérica no desenvolvimento da prépria ciéncia.

Um primeiro exemplo disso pode ser observado com relagao as fungoes. O ensino
isolado desse tema nao permite a exploracao do carater integrador que ele possui. ...
Além das conexoes internas a propria Matematica, o conceito de funcao desempenha
também papel importante para descrever e estudar através da leitura, interpretacao
e construcao de graficos, o comportamento de certos fenémenos tanto do cotidiano,
como de outras areas do conhecimento, como a Fisica, Geografia ou Economia. Cabe,
portanto, ao ensino de Mateméatica garantir que o aluno adquira certa flexibilidade
para lidar com o conceito de fungao em situagoes diversas e, nesse sentido, através
de uma variedade de situagoes problema de Matematica e de outras areas, o aluno
pode ser incentivado a buscar a soluc¢ao, ajustando seus conhecimentos sobre fungoes

para construir um modelo para interpretagao e investigacao em Matematica”.(pg.43)

Segundo as Diretrizes do Estado do Parana, [12], as relagoes interdisciplinares sao entendidas

como necessarias para a compreensao da totalidade e

“assume-se a Educacao Matemética como campo de estudos que possibilita ao
professor balizar sua agao docente, fundamentado numa acao critica que conceba a
Matematica como atividade humana em construcao.

Pela Educagao Matematica, almeja-se um ensino que possibilite aos estudantes

analises, discussoes, conjecturas, apropriacao de conceitos e formulagao de ideias.



Aprende-se Matematica nao somente por sua beleza ou pela consisténcia de suas
teorias, mas, para que, a partir dela, o homem amplie seu conhecimento e, por
conseguinte, contribua para o desenvolvimento da sociedade.

Cabe ao professor a sistematizacao dos contetidos matematicos que emergem das
aplicagoes, superando uma perspectiva utilitarista, sem perder o carater cientifico
da disciplina e de seu conteudo. Ir além do senso comum pressupoe conhecer a
teoria cientifica, cujo papel é oferecer condigoes para apropriacao dos aspectos que

vao além daqueles observados pela aparéncia da realidade.”(pg. 48)

Ainda nas Diretrizes do Estado do Parané, [12] “O estudo das Fung¢oes ganha relevancia na
leitura e interpretacao da linguagem grdfica que favorece a compreensio das variagoes das
grandezas envolvidas.”(pg. 59) e os conteudos propostos devem ser abordados por meio de
tendéncias metodologicas da Educagao Matematica que fundamentam a pratica docente, onde

as mais utilizadas sao abordadas na préoxima secao.

1.2 Tendéncias Metodolbégicas da Educagao Matematica

1. Resolucao de Problemas

Utilizar a resolucao de problemas para envolver o aluno em situacoes da vida real pode
ser muito benéfico para a aprendizagem, desde que esses problemas nao sejam rotineiros e
algoritmicos, ou seja, problemas resolvidos pela aplicagao direta de um ou mais algoritmos
anteriormente aprendidos, sem exigir estratégias para sua solugdo. Segundo Smole [31] ,

que chama esses problemas de convencionais,

“Quando adotamos os problemas convencionais como tinico material para o
trabalho com Resolugao de Problemas na escola, podemos levar o aluno a uma
postura de fragilidade e inseguranca diante de situacoes que exijam algum
desafio maior. Ao se deparar com um problema no qual nao identifica o0 modelo
a ser seguido, s6 lhe resta desistir ou esperar a resposta de um colega ou do
professor. Muitas vezes, ele resolverd o problema mecanicamente, sem ter
entendido o que fez e confiar na resposta obtida, sendo incapaz de verificar se
a resposta ¢ ou nao adequada aos dados apresentados ou a pergunta feita no

enunciado.

Desse modo, a primeira caracteristica da perspectiva metodolégica da Resolugao
de Problemas ¢é considerar como problema toda situagao que permita alguma
problematizacao. Essas situacoes podem ser atividades planejadas, jogos, busca
e selegao de informacoes, resolucao de problemas nao-convencionais e mesmo
convencionais, desde que permitam o processo investigativo. ... A resposta
correta é tao importante quanto a énfase a ser dada ao processo de resolucao,

permitindo o aparecimento de diferentes solugoes, comparando-as entre si e



tornando possivel que alguns dos resolvedores verbalizem como chegaram a
solugao.” (p. 89-94)

Smole [31] ainda diz que é essencial nao separar Contetido e Metodologia, e “as proble-
matizagoes devem ter como objetivo alcancar algum contetddo e um conteddo deve ser

aprendido, porque contém dentro de si questoes que merecem ser respondidas.”(p. 94).

Sendo assim, o professor deve oportunizar um ambiente de discussao permanente, deixando
que o aluno se expresse oralmente, através da escrita e de desenhos com o professor e

com os colegas de sala.

Segundo Schoenfeld, [29] ha muitas razoes para os professores focarem no processo de
resolucao de problemas durante suas aulas. Além do aspecto motivador, ajuda o aluno
no confronto com problemas em sua propria vida e ajuda a desmistificar a matemética
ao fazer o aluno compreender os argumentos, permitindo enfrentar a matemética com

menos apreenséo.

Para Polya, [26] ha quatro etapas no processo de resolucao de problemas:

I Compreensao do Problema

Destacar dados e informagoes importantes para a solu¢ao do problema.

IT FEstabelecimento de um Plano
Obter possiveis ligacoes entre os dados e a incognita; considerar problemas ja
resolvidos anteriormente que ajudem a obter a solucao, enfim, tracar um plano de

solugao do problema

IIT Execugao do Plano
Ao executar o plano de solugao, verificar cada passo para ver se é possivel demonstrar
que ele esta correto.

IV Retrospecto

Conferir os resultados obtidos, verificando se nao é possivel utilizar outra estratégia,

se necessario para resolver o problema, até chegar a uma solugao satisfatoria.

. Modelagem Matematica:

Para O’Shea e Berry em Borba, 1994 [8] Modelagem Matematica é : “.. o processo
de escolher caracteristicas que descrevam adequadamente um problema de origem nao

matemdtica, para chegar a colocd-lo numa linguagem matemdtica” (p.55)

Para Burak, [10] Modelagem Matemética “.. constitui-se em um conjunto de procedi-
mentos cujo objetivo € construir um paralelo para tentar explicar matematicamente, 0s
fendmenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a fazer predi¢oes e tomar
decisoes.” (p.62)



A Modelagem Matemaética, segundo Bassanezi [5| é a “arte de transformar problemas
da realidade em problemas matemdticos e resolvé-los interpretando suas solucoes na
linguagem do mundo real”(p.16). Assim temos por entendimento que sempre é preciso a

formulacdo de um Modelo Matemdtico e um Modelo Matemdtico para o autor [4]

“é quase sempre um sistema de equagoes ou inequagoes algébricas, diferenci-
ais, integrais, etc., obtido através de relagoes estabelecidas entre as variaveis
consideradas essenciais ao fenomeno sobre analise e o processo de Modelagem
pode ser interpretado como um método de investigagao, como um processo
que possibilita a aprendizagem de contetidos matematicos interligados aos de

outras areas” (p.31).

Vale ressaltar ainda que segundo Bassanezi [5| “a modelagem matemdtica € apenas uma
estratégia de aprendizagem, onde o mais importante nao vai ser chegar no modelo e que
ele ja seja bem sucedido, mas, caminhar sobre as etapas onde o conteiudo matemdtico vai

sendo sistematizado e aplicado.” (p.38) e ainda:

“ Modelagem ¢é eficiente a partir do momento que nos conscientizamos que
estamos sempre trabalhando com aproximacoes da realidade, ou seja, que
estarmos sempre elaborando sobre representacoes de um sistema ou parte dele
e consiste essencialmente na arte de transformar problemas da realidade e
resolve-los, interpretando suas solugoes na linguagem do mundo real ... A
modelagem eficiente permite fazer previsoes, tomar decisoes, explicar, entender;
enfim participar do mundo real com capacidade de influenciar em suas mudancas
... .Com a modelagem, o processo de ensino-aprendizagem nao mais se da no
sentido tnico do professor para o aluno, mas como resultado da interacao do

aluno com seu ambiente natural”

A Concepgao de Modelagem Matematica adotada sera a definida por Bassanezi, pois o
interesse desse trabalho na Modelagem é que seja mais uma alternativa para melhorar
o processo de ensino-aprendizagem das funcoes logaritmicas e exponenciais. Vale citar
também que ao se trabalhar com Modelagem, devem ser seguido alguns procedimentos
proprios dessa tendéncia metodologica que Bassanezi [5] chama de Atividades Intelectuais
da Modelagem Matemdtica , divididas em cinco etapas : Ezperimentac¢ao, Abstracgao,

Resolugao, Validagao e Modificacao.

Midias Tecnologicas

Com o avancgo da tecnologia, utilizar aplicativos informaticos para construir graficos ou
fazer calculos; a internet como ferramenta de pesquisa ou mesmo a TV como forma de
propiciar aos alunos um video interessante sobre o contetiido a ser explorado parece ser
mais uma forma de melhorar o aprendizado dos alunos. Segundo Borba [6] o uso de

midias tem levantado novas questoes, sejam em relagoes aos curriculos, & experimentagao



matematica, as possiibilidades do surgimento de novos conceitos e de novas teorias
matematicas e cita “gue com a capacidade de geracao de grdficos destas novas midias
hd um deslocamento da énfase algébrica dada ao estudo das fung¢oes para uma aten¢ao

maior a coordenagdo entre representagoes algébricas, grdficas e tubulares.” (p. 293)

Assim, os recursos tecnologicos favorecem a experimentacao e a investigacao matemética,
potencializando as formas de resolugao de problemas, inserindo diversas formas de ensinar

e aprender, valorizando o processo de producao de conhecimentos.

Etnomatematica

A Etnomatemética, foi inicialmente mencionada em 1976 no Terceiro Congresso Interna-
cional de Educacao Matemaética, ICM-3, em Karlsruhe, na Alemanha e o seu criador, o
professor brasileiro Ubiratan D’ Ambrosio [11] faz um estudo epistemologico da palavra :
“ ... etnomatemdtica € a arte ou técnica (techné = tica) de explicar, de entender, de se
desempenhar na realidade (materna) dentro de um contexto cultural préprio (etno).” Este
programa (assim chamado por D’Ambroésio) tem como ponto de partida a cultura local.
Ou seja, cada grupo cultural tem sua identidade prépria no pensar e no agir, logo, tera

seu proprio modo de desenvolver o conhecimento matemético. Ferreira [15] complementa:

“Através do conceito de etnomatematica chama-se a atencao para o fato de que
a matematica, com as suas técnicas e verdades, constitui um produto cultural,
salienta-se que cada povo, cada cultura e cada subcultura, desenvolve a sua

propria matematica, em certa medida, especifica.”

Segundo Borba (1994) [8] é comum acreditar que nao aconteceu nenhuma produgao
matematica fora da Europa, porém, varios povos demonstram a sua prdpria matemdtica

que nem sempre coincidem com a forma cientifica de ver o mundo.

Borba (1987) 7] demonstrou isto através de sua experiéncia em uma favela de Campinas.
Ele observou que as criangas, mesmo longe dos bancos escolares, possuiam o seu mundo
de conhecimentos matemaéticos e que nao estavam tao distantes da matematica académica

quanto poderia se supor numa observacao superficial.

Portanto, se a matemaética pode ser encontrada fora da escola, esta chamada etnomatemé-
tica pode ser utilizada exatamente na escola como uma forma de explorar o conhecimento
de nossos alunos, conduzindo-os ao conhecimento académico. Porém, é importante ressal-
tar que para que isto aconteca devemos partir do contexto em que o aluno estéa inserido
e nao utilizando a realidade de um grupo, desconhecida por ele. Portanto, a busca da
matematica na cultura do estudante, no seu dia-a-dia, presente na etnomatematica, pode
ser um importante aliado do professor, nao s6 como elemento motivador mas também

como metodologia de ensino.

Historia da Matemética

Segundo Miguel e Miorim, [22]



“a historia - desde que devidamente constituida com fins explicitamente pe-
dagodgicos e organicamente articulada com as demais variaveis que intervém
no processo de ensino-aprendizagem escolar da Matematica - pode e deve se
constituir ponto de referéncia tanto para a problematizacao pedagogica quanto
para a transformacao qualitativa da cultura escolar e da educacgao escolar
e, mais particularmente, da cultura matematica que circula e da educagao

matematica que se promove e se realiza no interior da instituicao escolar.

Por outro lado, ... , seria necessario que evitassemos a reproducgao pura e simples
de propostas e praticas sem a necessaria e devida reflexao e distanciamento
critico em relacdo a elas, ... . E claro que é indispensavel conhecer, respeitar
e debater tais propostas. Mas isso nao dispensa a realizacao de um esforco
pessoal e adicional do préprio professor no sentido de transforma-las ou mesmo
de produzir novas propostas personalizadas tendo em vista a natureza, as
condigoes e os propositos singulares da instituigao escolar em cada situagao

concreta” (p. 152)

Nessa perspectiva, a Historia da Matematica deve ser abordada de forma a possibilitar o
aluno a entender que o conhecimento matemético é um processo, construido historicamente
a partir de necessidades reais e de situagoes concretas, dentro de um contexto historico e

o professor tem papel fundamental nessa abordagem.

6. Investigagoes Matematicas

As Investigagoes Matematicas sao problemas propostos de maneira aberta onde o aluno
nao possui uma heuristica para solucioné-lo, diferentemente da Resolugao de Problemas
e da solugao de exercicios onde é usado um conhecimento prévio preestabelecido. Isto faz
com que uma mesma situagao tenha objetos de investigacoes diferentes por diferentes
grupos de alunos e as vezes, até mesmo com resultados diferentes. Para Ponte , Brocardo
e Oliveira [27| “as investigagoes matemdticas envolvem, naturalmente, conceitos, procedi-
mentos e representacoes matemdticas, mas o que mais fortemente as caracteriza € este

estilo de conjectura-teste-demonstra¢ao.” (p.10).

Como sao estabelecidas diferentes conjecturas, faz-se necessario verificar qual é a mais
adequada & questao proposta, fazendo com que o aluno argumente com seus colegas e
com o professor através de provas e refutacoes, fazendo com que o aluno aprenda coisas

novas, que €é o objetivo maior de toda agao pedagogica.

As Diretrizes [12| propdem um ensino onde o ideal seria, sempre que possivel, promover uma
articulacao entre as tendéncias metodolodgicas citadas acima , sugerindo que tais tendéncias se
articulem com enfoque nos contetidos matematicos, podendo a abordagem transitar por todas

as tendéncias, como na figura a seguir.
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Figura 1: Articulagdo das Tendéncias Metodologicas da Educagao Mateméticas.
Fonte: DCE [12]

1.3 A perspectiva metodolégica adotada no trabalho

Os objetivos e a importancia da Matematica no Ensino Médio devem ser constantemente
questionados pelo Professor no intuito de melhorar a qualidade do ensino-aprendizagem de
todos os seus alunos. Para que o estudo de Fungao Exponencial e Logaritmos no 1° Ano do
Ensino Médio nao tenha como tinico objetivo extrair elementos desconhecidos de equagoes
algébricas, deve-se fazer um profundo estudo em como este assunto deve ser abordado pelo
Professor em nossas escolas atualmente. Nao existe metodologia pronta e acabada para o
ensino da Matematica, portanto, o Professor tem papel essencial nesta busca permanente de
uma melhor metodologia de ensino. Ele tera que se aprofundar em seus estudos e no contexto
cultural, social e historico de seus alunos, fazendo uso apropriado das tendéncias metodolégicas
(citadas acima ou nao) para que haja um efetivo aprendizado. Sendo assim, este trabalho nao
estd baseado em apenas uma tendéncia metodoldgica e nao tem a pretensao de se aprofundar
em qualquer uma delas. As tendéncias metodologicas devem ser pensadas como uma ferramenta
para a melhoria do processo de ensino-aprendizagem, guiando o professor em seu trabalho ao
ensinar Funcoes Exponenciais e Logaritmicas.

O trabalho adotara uma abordagem metodologica através da resolugao de situagoes proble-
mas modeladas pelas func¢oes exponenciais e logaritmicas, caracterizadas por meio da anélise
das grandezas envolvidas, estudando seus comportamentos.

A calculadora, softwares de construcao de graficos como o Geogebra e videos sobre o assunto
sao importantes nessa abordagem para facilitar a compreensao do conteiido pelos estudantes.

A Historia da Matematica, esquecida pelos livros didaticos e consequentemente pelos
professores pode melhorar a aprendizagem dos estudantes quando o conhecimento mateméatico
passa a ser entendido como fruto de uma construcao humana através de erros e acertos para
atender a certas demandas da sociedade na época de sua construgao, tornando o assunto
significativo e motivador. Quando o aluno percebe a Mateméatica como uma ciéncia que se

encontra em desenvolvimento, ela deixa de ser temida por ser a disciplina que nao aceita



mudancas, reservada a uma minoria privilegiada intelectualmente. E importante frisar que
este estudo nao pode ser apenas um conhecimento de datas, nomes e locais, ele deve atuar
como fonte de problematizagoes que auxiliem nos processos de ensino e de aprendizagem.
Nao é necessario que o professor seja um especialista para utilizar Histéria da Matematica
em suas aulas, trazendo iniimeros beneficios aos estudantes, porém como a maioria se apoia
apenas nos livros didaticos, a grande maioria ignora essa tendéncia metodologica. No proximo
capitulo, o trabalho contextualiza historicamente os logaritmos e as fungoes exponenciais e
logaritmicas para que o Professor possa utilizar desse conhecimento para melhorar o aprendizado

dos alunos.
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2 Desenvolvimento Histérico dos Logaritmos

De acordo com Zuffi [35] os professores do Ensino Médio apresentam visdes diferentes
sobre o conceito de fungao quando expressadas formalmente ou informalmente. Esta visao
diferenciada pode trazer alguns obstéculos para o ensino de Fun¢ao Exponencial e Logaritmica.
Zuffi [35] cita também:

“ Em nossa pesquisa, vimos que obstaculos epistemologicos que ocorriam com alunos,
... , também surgiram com os professores investigados. E comum que estes pensem
nas fungoes somente em termos de equacgoes e elementos desconhecidos a serem
extraidos delas. Outro obstéculo evidenciou-se quando estes professores mostraram
dificuldades em determinar quais eram as variaveis dependentes e independentes,

para alguns casos propostos.

Com relacao a nogao de nimero, configurou-se um outro obstaculo: embora a
grande maioria dos casos de fungoes envolvesse o conjunto dos niimeros reais, as
variacoes de valores, propostas em sala de aula e nas entrevistas, pelos professores
pesquisados, ocorriam sempre (e apenas) dentro do conjunto dos nimeros racionais,

ou, mais frequentemente ainda, dos niimeros inteiros.

¢ essencialmente a definicao formal de Dirichlet, proposta no final do século
passado, que chegou a sala de aula do ensino médio, hoje, quando esses professores
se reportam aos seus aspectos mais formais. Ao mesmo tempo, perderam-se as
conceituagoes historicas intermediarias, mas algumas destas, ainda que sem o
conhecimento do professor, refletem-se nos exemplos apresentados e nas imagens

conceituais formadas a partir destes exemplos, como foi o caso da definicao de
Euler.

... podemos concluir que a formagao que temos proporcionado aos professores de
Matematica do Ensino Médio, ... , ainda nao tem conduzido estes professores a
uma adequada reflexao sobre o uso que fazem da linguagem matemética. Esta
nao é uma visao vista, por eles, nem como uma construcgao histoérica e dinamica
da Matemética como area do conhecimento humano, nem como ferramenta para

resolver problemas da vida préatica, ou de outras ciéncias.

...Os conhecimentos histéricos podem, entao, colaborar com professores para uma
reflexdao mais profunda sobre as ideias mateméaticas. Particularmente com relacao as
funcoes, eles podem auxiliar o professor na distingao entre suas concepgoes pessoais
no assunto, entre as diversas formalizagoes matematicas, propostas ao longo dos

séculos, e sobre como isso se relaciona ao aprendizado de seus alunos.”

Neste capitulo sera realizado um estudo do desenvolvimento histérico dos logaritmos e das
funcoes logaritmicas e exponenciais no intuito de ajudar o professor do Ensino Médio a refletir

sobre como a construcao histoérica pode ajudar no aprendizado dos alunos atualmente.
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2.1 Babilénios

Segundo Boyer [9] , os Babilonios, que viveram no vale mesopotamico no quarto milénio
antes de Cristo eram uma populacao de alto nivel cultural e utilizavam o sistema de base
sexagesimal, ainda empregado atualmente nas unidades de tempo e medida dos angulos, apesar
da nossa sociedade adotar o sistema decimal como padrao. O grande trunfo dos babilénios era
utilizar uma notagao que cobria nao apenas os inteiros mas também as formas fracionérias.

Esses registros estao em forma de tabelas e Boyer [9] diz:

“Entre as tabelas babilonias encontram-se tabelas contendo poténcias sucessivas de
um dado ntimero, semelhantes as nossas tabelas de logaritmos, ou mais propriamente,
de antilogaritmos. Tabelas exponenciais (ou logaritmicas) foram encontradas, em

que sao dadas as dez primeiras poténcias para as bases 9 ;16; 1,40 e 3,45 ; onde:

10\?
1,40=1-60"1440-60"2%2= | —
| + (&)

15) 2
3,45 =3-60"1+45-60"2 = —
7 + ()

Portanto, todos quadrados perfeitos. A questao posta em um problema, a que
b )
poténcia deve ser elevado um certo nimero para fornecer um nimero dado, equivale

a nossa: qual o logaritmo de um ntimero dado em um sistema com um certo nimero

como base 77

Os primeiros a descrever o contetido dessas tabelas dispostas em tabletes foram Neugebauer
e Sachs em 1945 [23]. Apesar de bem danificado, o tablete MLC 2078 contém poténcias

sucessivas de certas bases, perceptiveis em suas bordas preservadas:

1 1 15-¢ 2 ib'Sia
230-e 4 ib-sig
345-e 8 {b-sis
41-e 16 fib-sis
Sga-mi-ru-wm nig (or: 4) < du(?) uk PI(?) ... ma(?)
. 1 du(?) uk(?)

2 62.¢ 1 fb-sig
74.e 2 ib-sig
88-e 3 ib-Sig
916-e 4 ib-sig

1032-.¢ 5 f{b-sis
111 4.¢c 6 ib-sig

Left Edge: 1,16%%-¢ 32 {b-sis
1,30-¢ 1,4 ib-sis

Figura 2: Tabua MLC 2078. Fonte: Neugebauer [23|
Fica evidente o significado dos ntimeros em 1:

16%' = 2 ou em notacdes atuais log,s2 = 0; 15
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16%3% = 4 ou em notacoes atuais log,s4 = 0; 30
16%% = 8 ou em notacdes atuais log,;8 = 0;45
16" = 16 ou em notagdes atuais log;s 16 = 1

Nas duas linhas da borda esquerda (Left Edge):
1651 = 32 ou em notacoes atuais log,s32 =1;15

16"*" = 1,4 ou em notacdes atuais log,s1,4 = 1;30

E em 2:

2! = 2 ou em notacoes atuais log,2 = 1
22 = 4 ou em notacdes atuais log, 4 = 2
23 = 8 ou em notacgoes atuais log, 8 =3
2* = 16 ou em notacoes atuais log, 16 = 4
2° = 32 ou em notacdes atuais log, 32 =5
20 = 1,4 ou em notacoes atuais log, 1,4 =6

Além da notagao e da linguagem, as principais diferengas entre as tabelas antigas e as
nossas sao as lacunas entre os ntimeros, que sao bem maiores que das nossas atuais; o uso de
varios niimeros como base em algumas situagoes e o uso que faziam dessas tabelas que eram
bem especificos como por exemplo, para calculo de juros compostos, areas e volumes e nao
para calculo de operagoes no geral.

Apesar das grandes lacunas em suas tabelas exponenciais, os babilénicos nao hesitavam
em interpolar por partes proporcionais para obter valores intermediarios aproximados. Um
exemplo pratico desse costume é explicitado em um problema para saber quanto tempo levaria
uma quantia em dinheiro para dobrar a 20 por cento ao ano. A resposta dada foi 3; 47 , 13, 20.

Nota-se que o escriba usou a interpolagao linear entre os valores de (1,12)3 e (1,12)* usando a

formula para Juros Compostos M = P - (1+4)" onde i = 0,2 = 60~ 0; 12 no sistema de base

sexagesimal dos babilonios, logo 1,2 = 1; 12 no sistema sexagesimal e entao, ao usar a férmula
de Juros compostos no problema temos: (1;12)" = 2 . Se no sistema decimal temos: (1,2)% =

1,728 e (1,2)* = 2,0736 ; fazendo uma interpolagio linear em notagdes modernas, temos:

1,728 =3a + b
2,0736 = 4a + b

Resolvendo o sistema, encontramos a = 0,3456 ¢ b= 0,6912.
Chegamos na reta y = 0,3456x + 0,6912. Como se pede y =2 = x ~ 3, 787037.
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Para escrever 0,787037 na base sexagesimal :

0,787037 - 60 = 47,22222 = 0, 787037 - 60 = 47 + 0, 22222 (i)
0,22222 - 60 = 13,3332 = 0,22222 - 60 = 13 + 0, 3332 (ii)
0,3332-60 = 19,992 = 0,3332 - 60 ~ 20 (iii)

Substituindo (ii) em (i) e (iii) em (ii) :

0, 787037 - 60 = 47 + (13/60) + (0, 3332/60) =
0, 787037 - 60 = 47 + (13/60) + (20/60%) =
0, 787037 =~ (47/60) + (13/60%) + (20/60%) =
0,787037 ~ 47-60"' +13-60"2+20-60"° =

Portanto, 3,787037 pode ser escrito na base sexagesimal como 3; 47 , 13 , 20. E o0 mesmo
valor encontrado pela tabela dos babilénios, deixando claro que eles utilizavam a interpolacao
linear para chegar a um resultado bem préximo do correto para seus problemas. Os babilonios
chegaram bem proximos a criacao dos Logaritmos, mesmo nao os conhecendo, chegaram a
um valor bem préximo do correto através da interpolacao linear, que sabemos hoje que é

aproximadamente 3,8018 e eles encontraram 3,7870 (na base decimal).

2.2 Arquimedes de Siracusa

Arquimedes de Siracusa (287 a. C. - 212 a. C.) em sua obra Psammites (Contador de
areia) se dispoe a determinar o limite maximo de graos de areia que cabem no universo de
acordo com o modelo de universo adotado na época segundo Aristarco de Samos, tendo de
criar notagoes para falar de niimeros extremamente grandes. Arquimedes usou na época, o
que chamou de mirfade, 108. Para conseguir niimeros grandes, ia aumentando sua ordem, de
(10%)19° ate [(108)10°]19°. Segundo Boyer |9]

“Foi em conexao com esse trabalho sobre nimeros imensos que Arquimedes men-
cionou, muito incidentalmente, o principio que mais tarde levou a invencao dos
logaritmos - a adigdo das ordens dos numeros (o equivalente de seus expoentes

quando a base ¢ 100 000 000) corresponde a achar o produto dos niimeros.”

2.3 Arabes

A matematica arabe foi fundamental no desenvolvimento da matemaética da Europa Oci-
dental e a sua trigonometria, apesar de vir da Grécia, tinha muita influéncia da algebra hindu
e isso fez com que acrescentassem novas fungoes e formulas nos seus estudos trigonométricos.

Dois arabes, ibn-Yunus (morreu em 1008) e ibn-al-Haitham Alhazen (956-1039) introduziram a
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formula :

2 cos(z) cos(y) = cos(x + y) + cos(x — y)
Boyer [9] cita:

“Essa é uma das quatro férmulas de produto para soma que na Europa do século
XVI serviram, antes da invencao dos logaritmos, para converter produtos em somas

pelo método dito de prosthaphaeresis (adigao e subtracao em grego).

Além disso, o matemaético arabe al-Khashi (morreu em 1436) possivelmente influenciado
pelos chineses comegou a usar as fragoes decimais, que posteriormente tomariam um papel

central no calculo de logaritmos, em detrimento das fragoes sexagesimais.

2.4 Nicolas Chuquet

Nicolas Chuquet (1445 - 1488) em sua importante obra Triparty en la science des nombres
inventou uma notagao exponencial de grande relevancia. A denominacion ou poténcia de
quantidade desconhecida era representada por um expoente associado aos coeficientes dos
termos. Assim, a nossa representacao moderna de a - ™ aparecia em Triparty como .a.".
Por exemplo 5z ; 622 e 102 apareciam em Triparty como .5.! ; .6.2 ¢ .10.® ,respectivamente.
Também aparecia em sua obra o expoente zero e os expoentes negativos onde nosso 9z° fica
9.9 ¢ 9272 aparece como .9.2™ isto é, .9. seconds moins (segundo menos em tradugao literal)

Chuquet escreveu, por exemplo, que

721
8.3

T2x

=.9.2™ ou em notacdo atual — = 9z 2
8x3

Chuquet também criou uma tabela com as poténcias do niimero dois, semelhante a tabela

de logaritmos na base 2, que Boyer [9] comenta:

“Sua observacao sobre relagoes entre as poténcias do niimero dois se relaciona com
essas leis, os indices dessas poténcias sendo colocados em uma tabela de 0 a 20, em
que as somas dos indices correspondem aos produtos das poténcias. Exceto por
serem grandes as lacunas entre as colunas, isso seria uma tabela de logaritmos na
base 2 em miniatura. Durante o século seguinte, observacoes semelhantes as de
Chuquet seriam repetidas vérias vezes, e certamente tiveram um papel na invengao

dos logaritmos.”

2.5 John Napier

Na transi¢ado do Renascimento para a Modernidade, que segundo Boyer [9] vai aproximada-
mente de 1540 a 1690 houve a necessidade da simplificacao de célculos aritméticos e medidas
geométricas para que a populacao, na sua maioria analfabeta, conseguisse participar das

transagoes comerciais da época, havendo uma maior preocupacgao por parte dos matematicos
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com os calculos aritméticos. Segundo Maor [21] essa foi uma época de enorme expansao
do conhecimento cientifico em todas as areas. A Geografia, Fisica e Astronomia, livres de
antigas crencas, mudaram a percepcao que o Homem tinha do Universo. Esse desenvolvimento
aumentava dados numeéricos e os cientistas tinham que ficar cada vez mais tempo debrucgados
em contas enormes e tediosas, lhes trazendo a preocupacao em facilitar essas contas. Entre
os estudiosos mais importantes dessa época estao Galieu Galilei (1564 - 1642) , Henry Briggs
(1561 - 1639) , Edmund Gunter (1581 - 1626) , William Oughtred (1574- 1660) , Simon Stevin
(1548 - 1620), Jobst Biirgi (1552 - 1632) , Johannes Kepler (1571 - 1630) e Jonh Napier (1550 -
1617).

John Napier nao era matematico profissional, era dono de terras na Escocia, ativista religioso
e habilidoso na Engenharia Mecanica e preocupado com questoes militares. Na Matematica,
seu interesse maior era em calculos numéricos e na trigonometria para ajudar em seus projetos
mecanicos. Essa preocupacao fica evidente em um trecho de sua obra Mirifici logarithmorum
canonis descriptio (Uma descrigdo da maravilhosa regra dos logaritmos) de 1614 citado em
Maor [21] :

“Percebendo que nao hé nada mais trabalhoso na pratica da Matematica, nem que
mais prejudique e atrapalhe os calculadores, do que as multiplicacoes, as divisoes,
as extracoes do quadrado e do cubo dos ntimeros muito grandes ... comecei a
considerar em minha mente através de que tipo de arte certa e rapida poderia

remover essas dificuldades.”

Mirifici logarithmorum canonis descriptio consumiu 20 anos de sua vida e John Napier é
lembrado até hoje nao por suas obras religiosas nem pela inven¢ao de suas maquinas e sim
por causa dos logaritmos introduzidos nessa importante obra. Segundo Maor [21] John Napier
teve reconhecimento universal e sua invencao foi adotada rapidamente por cientistas de toda
Europa e até mesmo da China e um dos primeiros a utilizar os logaritmos com grande sucesso
em calculos complicados das ¢rbitas planetarias foi Johannes Kepler. Sabe-se que Napier teve
pelo menos duas fontes de inspiragao para sua obra. Uma delas eram os célculos efetuados
nos observatorios astrondmicos da Dinamarca que utilizavam as regras de prosthaphaeresis
da trigonometria, quatro identidades também conhecidas como férmulas de Werner, que

transformavam um produto em uma soma ou diferenca:

(i) 2cos(z) - cos(y) = cos(z +y) + cos(z — y)
(ii) 2sin(z) - sin(y) = cos(z — y) — cos(z + y)
(iii) 2sin(z) - cos(y) = sin(x + y) + sin(z — y)
(iv) 2 cos(x) - sin(y) = sin(z + y) — sin(z — y)

As formulas de Werner eram usadas da seguinte maneira:
Para multiplicar 17365 por 69466 consultamos uma tabela trigonométrica com aproximagao

de 5 casas decimais e verificamos qual o valor mais préximo dos que quero multiplicar, porém
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os dois divididos por 10°. Pela tabela consultada, temos :
sin10° = 0, 17365 e cos46° = 0, 69466 e pela formula (iii) sabe-se que

25in 10" - cos 46” = sin(10° + 46°) + sin(10° — 46°)
2-0,17365 - 0, 69466 = sin(56°) 4 sin(—36")

Como sin(—36") = sin(324°%) = —sin(36°), basta consultar a tabela mais uma vez e teremos :

17365 69466
. T 0.82904 + (—
05 TG 0,82904 + (—058779) =

0,24125

17365 - 69466 = .10 =

17365 - 69466 = 0, 120625 - 10'Y =
17365 - 69466 ~ 1206250000

Quanto mais precisa e com mais casas decimais fosse a tabela trigonométrica, mais proximo
do resultado correto do produto se chegava, mas apesar destas identidades trigonométricas
terem resultados satisfatérios de seus produtos, era complicado usé-las para calcular poténcias
e raizes e isso fez com que a comunidade cientifica da época nao desistisse de tentar descobrir
novos métodos de efetuar essas operagoes com mais praticidade.

A outra inspiragao de Napier eram as tabelas de poténcias sucessivas de um dado niimero
dos trabalhos de Arquimedes em Psammites e de Michael Stifel (1487 - 1567) em seu livro
Arithmetica Integra publicado em 1544 que conseguiu estabelecer a importante relagao, conforme
cita Maor [21]:

“Se multiplicarmos quaisquer dois termos da progressio 1, ¢, ¢2, ... o resultado seré

0 mesmo que se somarmos os expoentes correspondentes. Por exemplo,
¢ =9 (aq9=999q9=7

um resultado que poderiamos ter obtido somando os expoentes 2 e 3. De modo
semelhante, dividir um termo de uma expressao geométrica por outro equivale a

subtrair seus expoentes:

Surge um problema, entretanto, se o expoente do denominador for maior do que o
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3
q . _ _ ~
do numerador, como em —; nossa regra nos daria ¢7° = ¢72, uma expressao que
q

ainda nao definimos. Para evitar essa dificuldade nés simplesmente definimos ¢~"
. 1 55 o 1 ;
como sendo igual a —, de modo que ¢°7° = ¢”° = —, 0 que esta de acordo com o
q q
resultado obtido se dividirmos ¢* por ¢° diretamente. (Note que, de modo a ser
m

. q _ . . . .
consistente com a regra — = ¢ ™ quando m = n nés também precisamos definir
q

¢ =1.)
Com essas definigbes nos agora podemos estender uma progressao geométrica (PG)

infinitamente em ambas as diregoes:

R N A N S LR

Verificamos que cada termo é uma poténcia de uma razao comum ¢, € que 0s
expoentes ---,—3,—2,—1,0,1,2,3,--- formam uma progressio aritmética (PA)
... Esta relagao é a ideia-chave por tras dos logaritmos, mas onde Stifel tinha em
mente apenas expoentes inteiros, a ideia de Napier era estendé-los para uma faixa

continua de valores.”

Napier entao queria transformar operagoes complicadas em operac¢oes mais simples. Obvia-
mente, é muito mais facil somar e subtrair que multiplicar e dividir. Note que para calcular
452 - 28 devemos fazer duas multiplicacoes e uma soma e para calcular 452 4 28 fazemos
apenas uma soma. Com base nisso e nas inspiragoes que seus antepassados deixaram na época,
Napier almejava escrever qualquer nimero positivo como uma poténcia de algum dado niimero
fixo (posteriormente chamado de base), entdao a multiplicagdo e a divisdo de ntimeros seria o
equivalente a adi¢ao ou a subtragao de seus expoentes e além disso, elevar um niimero a enésima
poténcia seria equivalente a somar o expoente n vezes a ele proprio, ou seja, multiplica-lo por n
e encontrar a enésima raiz de um nimero seria equivalente a n subtragoes repetidas, ou seja, a
divisao por n e assim as multiplicacoes ficariam reduzidas a somas; as divisoes a subtragoes; as
poténcias & multiplicagoes e as raizes a divisoes, facilitando muito as computagoes numeéricas.

Veja como exemplo a tabela contida em Maor [21] :

n [|[-3(-2]-1j0|1(23]| 41|56 7 81 9| 10 11 12
2" % % % 124181 16| 32| 64 | 128 || 256 || 512 | 1024 || 2048 || 4096

Tabela 1: Poténcias de 2

Se quisermos calcular quanto é 128 - 32; procuramos na tabela o expoente de 128 que é 7 e
o expoente de 32 que é 5. Somamos os expoentes: 5+ 7 = 12 e procuramos o expoente 12 na

tabela que corresponde a 4096. Logo 128 - 32 = 4096. Analogamente, diminuimos os expoentes
128 128

para resolver a divisao TR Achamos 7-5 = 2 e na tabela, o expoente 2 é 4, obtendo 33

4. Também utilizamos a tabela se quisermos calcular, por exemplo, 4°=(2%)5. Como 4 = 22,
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usamos o expoente 2 e multiplicamos por 5 obtendo o expoente 10 e teremos na tabela 1024,
logo 4° = 1024. Analogamente, para calcular /4096 fazemos o expoente de 4096 que & 12
dividido por 3 pois queremos a raiz ctibica e obtemos o expoente 4 e encontramos na tabela 16,
ou seja /4096 = 16. Mas, se esse esquema perde seu valor se for usado apenas com inteiros, esse
método so teria utilidade pratica se pudesse ser usado também com fragoes. Para isso acontecer,
basta preencher os espacos vazios da tabela e isso pode ser feito de duas maneiras: usando
expoentes fracionérios ou escolhendo como base um niimero suficientemente pequeno, de modo
que suas poténcias crescam bem lentamente e entao as lacunas na tabela ficam sendo minimas.
Como na época de Napier os expoentes fracionédrios nao eram inteiramente conhecidos, Napier
ficou anos decidindo por qual nimero utilizar para criar sua tabela. Maor [21] também cita que
Napier decidiu-se por 0,9999999 ou 1 - 10~7 provavelmente porque era comum na época dividir
o raio de um circulo unitario em 10000000 ou 107 partes na trigonometria e entdo comecou seu
tedioso trabalho de subtracoes repetidas para encontrar os termos sucessivos de sua progressao.
Sua tabela inicial tinha 101 elementos e cada termo era obtido subtraindo-se do termo anterior

a sua 107 parte:

PG Aproximacao | PA
107 10 000 000 0
107 (1 —-1077) 9 999 999 1
107 (1 —1077)2 9 999 998 2
107 (1 —1077)3 9 999 997 3
107 - (1 — 1077)t00 9 999 900 100

Tabela 2: Primeira Tabela dos Logaritmos de Napier

Ele entao repetiu o processo todo , comecando com 107 novamente, mas agora usando a

proporgao (1 —107°) que é a divisao entre o tltimo e o primeiro ntimero de sua primeira tabela

9999990 o
10000000 — 0,99999 = (1 —107°)
e obteve 51 elementos:
PG Aproximacgao PA
107 10 000 000 0
107- (1 —-1079) 9 999 900 100
107 - (1 —107%)2 9 999 800 200
107 (1 —107%)3 9 999 700 300
107 (1 —1079)* 9 999 600 400
107+ (1 —107°)% 9 995 101 4 900
107 - (1 —107%)* 9 995 001 5 000

Tabela 3: Segunda Tabela dos Logaritmos de Napier
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A terceira tabela tinha vinte e um elementos, usando-se a proporgao

9995001

" = 1~
10000000 0,999500 0, 9995
e finalmente Napier criou mais 68 elementos, usando a proporg¢ao

9900493
10000000 ~ 0,99

com o ultimo elemento sendo entao 107 - (0,99)% =~ 5048858, perto da metade do ntimero

original:
PG Aproximagao PA
107 10 000 000 0
107 - (0,9995) 9 995 001 5 000
107 - (0,9995)? 9 990 002 10 000
107 - (0,9995)3 9 985 007 15 000
107 - (0,9995)2° = 107. (0,99) 9900 473 200 000
107 - (0,99)* 9 801 000 400 000
107 - (0,99)3 9 702 299 600 000
107 - (0,99)%8 5 048 858 13 600 000

Tabela 4: Terceira Tabela dos Logaritmos de Napier

Para calcular o produto de dois niimeros x e y utilizando as tabelas criadas por Napier,
primeiramente procura-se os nimeros a serem multiplicados na coluna da PG. De posse destes
nimeros, observa-se os niimeros correspondentes na coluna da PA, soma-se esses niimeros e
essa soma terd correspondéncia a um ntmero da coluna da PG. Dai basta multiplicarmos por
107, aumentando em 7 ordens decimais esse niimero.

Veja um exemplo para calcular 9999999 - 9999998

e Procura-se os dois niimeros na tabela 2 e observa-se que a coluna da PA dos nimeros em

questao sao 1 e 2, respectivamente.

PG PA
9999999 - 9999998 —1+2
9999997 - 107 — 3

e Logo 9999999 - 9999998 =~ 9999997 - 107 ~ 99999970000000.

Para calcular a poténcia de um nimero, deve-se primeiramente procurar esse numero
na tabela na coluna da PG, entao, observa-se o correspondente a ele na coluna da PA e

multiplica-se esse termo pelo valor da poténcia desejada. Esse produto correspondera a um
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nimero na coluna da PG, entao este nimero aumentado em 7 - (poténcia pedida menos um)
ordens decimais seréd o resultado.

Veja o exemplo para calcular 9999700%:

e Procura-se 9 999 700 na tabela 3 e observa-se que a coluna da PA do niimero em questao
¢ 300.

PG PA
9 999 700 — 300 - 50
9985007 - (107501 — 15 000

e Logo 9999700°° ~ 9985007 - 103*3 .

Hoje, esta tarefa seria dada a um computador ou a uma calculadora, mas Napier nao
dispunha destas ferramentas e teve que fazer todos os cédlculos com papel e pena, consumindo
20 anos de trabalho préprio com o cuidado de nao cometer erros, portanto procurava minimizar
o uso de fracoes decimais. Tendo completado seus calculos, Napier batizou sua criagao. Ele
decidiu chamar o expoente de cada poténcia de logaritmo, significando ntimero proporcional,
oriundo da composi¢ao das palavras gregas : logos (ou razao) e arithmos (ou nimeros). Entao,
exemplificando, se 107.(1 —1077)% = 9 999 998 , temos que o logaritmo de Napier ou neperiano
de 9 999 998 é o expoente 2 e analogamente, o logaritmo neperiano de 9 999 999 ¢ 1 | o

logaritmo neperiano de 10 000 000 é 0 e assim por diante. Ou seja,
Se N =107(1 —107")" entdo L ¢é o logaritmo neperiano de N

Mexendo nessa equagao, temos :

N —7\L N —7\10771-%
e como (1 — 10771 fica proximo de lim (1 — =)® = = | teriamos no trabalho de Napier um

n—oo
sistema de logaritmos de base 1/e; se dividirmos o ntiimero e o logaritmo por 107.

Mas devemos lembrar que Napier nao possuia o conceito de base de um sistema de logaritmos
como atualmente, pois sua defini¢ao era diferente da atual, a ideia de Napier era geométrica,
como explica Boyer [9]:

Considere o segmento AB de comprimento 107 e uma semirreta DFE, de origem em D
(Figura 3) Suponha que o ponto C se desloque sobre AB saindo de A e que o ponto F se
desloque sobre DE saindo de D de forma que C e F saiam simultaneamente de A e D e com
mesma velocidade inicial de 107. Admita que a velocidade do ponto C seja proporcional a
medida CB e que a velocidade do ponto F seja constante a 107. Napier definiu DF como
logaritmo de CB. Seja DF — x e CB = y, tem-se que x ¢ igual ao logaritmo de y. Boyer [9]
também comenta que essa definicdo geométrica coincide com a descricao numérica dada antes.

Para mostrar isso, usa as notagoes modernas :
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dr/dt =107 e dy/dt = —y com x5 = 0 e yo = 10".

Entao, pela regra da cadeia, temos:

dy/dx = —y/10" = dy/y = —dz /10" =

/dy/y: —1/107~/dx = Iny+k=—2/10"

Portanto, pelas condigoes iniciais,

Inyo+k=—20/100 =10 +k=0=k=—1In10"

T _ T % _ 7 ro_ 7
Logo, i Iny —In10" = i In(y/10") = i —log,(y/10") =
@ logye(y/107) - x  logy(y/107)
107 log, . e 107 1

T Yy
07 = 10g1/e(1—07)

Ou seja, se as distancias DF e C'B fossem divididas por 107, a definicdo de Napier levaria,

a um sistema de logaritmos de base 1/e, como citado anteriormente.

N
A o —. B

Figura 3: Segmento de reta e semirreta auxiliar para a geometria dos logaritmos de Napier

Observa-se entao que os logaritmos neperianos decrescem conforme os nimeros crescem e
nos logaritmos naturais acontece o inverso, portanto, os dois logaritmos nao sao iguais como
muitas vezes se afirma . J4 vimos que na notagao atual, o logaritmo neperiano possui a base
1/e e nao e.

Napier faleceu em 1617 e além de seu primeiro trabalho publicado em 1614 j4 mencionado,
seu filho Robert publicou postumamente em 1619 um outro trabalho Mirifici logarithmorum
canonis constructio dando uma completa exposi¢ao dos métodos que usava para construir suas
tabelas. Napier contribuiu também para a trigonometria esférica, defendeu o uso da virgula
para separar a parte inteira da fracionaria e muito mais, porém nenhuma dessas contribuigoes

se compara com o uso dos logaritmos. Segundo Maor [21]

“Raramente, na historia da ciéncia, uma nova ideia foi concebida de modo mais
entusidstico. O reconhecimento universal caiu sobre seu inventor e a invengao foi

adotada rapidamente por cientistas de toda a Europa e até mesmo da China.”
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2.6 Jobst Biirgi

Em 1620, Jobst Biirgi (1552 - 1632) publicou seu trabalho Arithmetische und geometrische
Progress - Tabulen em Praga, 6 anos depois de Napier, porém ¢ possivel que a ideia de logaritmo
tenha ocorrido a Biirgi ja em 1588. Como nao publicou sua ideia antes, nao conseguiu ser
reconhecido como o precursor da ideia.

Biirgi usou demonstragoes puramente aritméticas e nao geométricas como Napier, mas com
os mesmos principios fundamentais. Onde Napier usou a proporgao (1 — 107), ligeiramente
menor que 1, Biirgi usou (1 + 107%), que ¢ um pouco maior que 1. Entdo, os logaritmos de
Biirgi aumentam & medida que os niimeros aumentam, o contrario do que acontece com os
de Napier e além disso, Biirgi multiplicava as poténcias desses ntimeros por 10® (Progressao
geométrica de razao 1+ 107* e primeiro termo 10%) e nao por 107 e também multiplicava todos
os seus indices de poténcias por 10 (progressao aritmética de razao 10 e primeiro termo 0), ou

seja, se N ¢ um nimero inteiro tal que
N =10%(1 + 107%)*

Biirgi chamava 10L de ntimero vermelho e N de niimero preto, cores que usou na impressao.

Note que, analogamente com os logaritmos de Napier, se dividirmos N por 10® e 10L por 107,
1

teremos um sistema de logaritmos na base (1 +107*) e como lim (1 + —)" = e , os logaritmos
n—o00 n

de Biirgi sao os logaritmos naturais coincidindo até a quarta casa decimal.

2.7 Henry Briggs

Henry Briggs (1561 - 1630) era professor de geometria do Gresham College em Londres e
segundo Maor [21] ficou tao impressionado com os Logaritmos de Napier que foi até a Escocia
para se encontrar pessoalmente com o grande inventor. Nesse encontro, Briggs propos deixar
as tabelas de Napier mais convenientes fazendo duas mudancas: tornando o logaritmo de 1
igual a zero ao invés de 107, e, ter o logaritmo de 10 igual a uma poténcia apropriada de 10.
Napier ja havia pensado anteriormente, segundo Boyer [9] “em uma tabela usando log 1 = 0 e
log 10 = 10" (para evitar fragées )”. Os dois juntos, entdo, decidiram-se por log 10 = 1 = 10°.
Estava criado o logaritmo briggsiano ou logaritmo comum que na notacao moderna, isso quer

dizer que se um nimero positivo N for escrito como
N = 10*

entao L é o logaritmo briggsiano ou comum de N, escritos como log,, /N ou simplesmente
log N, surgindo o conceito de base, segundo Maor [21].

Napier ja com idade avancgada, nao tinha mais forcas para continuar esse trabalho e deixou
a cargo de Briggs termina-lo. Em 1617 Briggs publicou seu Logarithmorum chilias prima com
os logaritmos de base 10 dos ntimeros de 1 a 1000, todos com 14 casas decimais. Em 1624

Briggs publicou seu Arithmetica logaritmica , ampliou sua tabela para todos os inteiros de 1 a
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20000 e de 90000 a 100000 com uma precisao de quatorze casas decimais. Em 1628 o editor
de livros Adriaan Vlacq preencheu o espaco entre 20000 e 90000 com a segunda edi¢ao de
Arithmetica logaritmica, se tornando padrao por mais de 3 séculos. Segundo Boyer, é do livro
de Briggs que provém as palavras mantissa e caracteristica usadas atualmente e o trabalho
com logaritmos podia ser feito exatamente como hoje a partir de seu trabalho. Para mais
detalhes, ver ANEXO A e ANEXO B.

A descoberta dos Logaritmos realmente se espalhou na comunidade cientifica e segundo
Boyer [9] em 1616 uma tradugao para o inglés do primeiro trabalho de Napier sobre logaritmos,
feita por Edward Wright (1559 - 1615), voltada para uso de navegantes ja continha alguns
logaritmos naturais e em 1619 John Speidell calculou os logaritmos naturais das fungoes

trigonométricas, publicando em seu New Logarithmes.

2.8 Edmund Gunter, Richard Delamain e William Oughtred

Depois da comunidade cientifica adotar os logaritmos, alguns inovadores criaram um engenho
mecanico para fazer os calculos usando os logaritmos. Segundo Maor [21] “a ideia era usar
uma régua, na qual os numeros poderiam ser colocados em espagos proporcionais aos Seus
logaritmos.” e o primeiro engenho surgiu em 1620 construido por Edmund Gunter (1581 - 1626)
e Maor [21]| diz que “consistia em uma unica escala logaritmica ao longo da qual distdncias
podiam ser medidas e depois somadas ou subtraidas com um par de compassos.”

William Oughtred (1574 - 1660) teve a ideia de duas escalas logaritmicas se movendo,
uma em relacao a outra e parece ter inventado seu instrumento em 1622, mas publicado sua
descri¢ao apenas em 1632. Conforme Maor [21] “Ele construiu duas versoes: uma régua de
calculo linear e uma circular, onde as duas escalas eram marcadas em discos que podiam girar
em torno de um eixo comum.” O grande intervalo de tempo para a publicagao de seu engenho
criou reivindicagoes quanto a prioridade na invengao da régua de calculo.

Em 1630, Richard Delamain, aluno de Oughtred publicou Grammelogia, or The Mathemati-
call Ring descrevendo uma régua de célculo circular de sua autoria, cuidando para patentear a
criagao, porém outro aluno de Oughtred, William Forster, afirmou que Delamain havia roubado
a ideia de Oughtred. Nada ficou provado, mas hoje se aceita a ideia de que Oughtred foi o
inventor da régua de calculo, que foi a ferramenta que deu suporte a cientistas e engenheiros
durante 350 anos. Apenas no inicio da década de 1970 com o aparecimento no mercado das
primeiras calculadoras eletronicas manuais é que ela foi perdendo sua utilidade gradativamente
para em 1980 parar de ser fabricada. Ja as tabelas de logaritmos ainda sao encontradas no final
dos livros de algebra, mas também nao demorara muito a ser esquecida. Mas entao, porque
ainda continuar ensinando logaritmos no Ensino Médio 7 Os logaritmos perderam sua utilidade

como ferramenta de célculo, mas nao nos outros ramos da Matematica. Segundo Maor [21]

“se os logaritmos perderam seu papel central na matematica computacional, a
funcao logaritmica permanece no centro de quase todos os ramos da matematica,

pura ou aplicada. Ela aparece em uma variedade de aplicacoes que abrangem a
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quimica, biologia, psicologia, arte e misica.”

2.9 Kepler, Cavalieri, Descartes, Fermat, Grégoire, Sarasa, Newton

e Leibniz

No século XVII, depois das Tabelas de Logaritmos de Napier e Briggs, era comum ver
matematicos tentando resolver os problemas sobre quadraturas de curvas, que consiste em
calcular a area de uma superficie fechada, a partir de inscri¢oes e circunscri¢oes de poligonos
cuja area ja é conhecida. Esse método ja era explorado pelos gregos na Antiguidade. Segundo
Maor [21] Arquimedes usou o método da exaustao para encontrar a area de um circulo (na
época ja conhecida) e a area da parabola, mas nao teve sucesso com as outras curvas : elipse e
hipérbole.

Em 1609, Johanes Kepler (1571 - 1630) publicou Astronomia Nova onde apresenta as
conclusoes de seus estudos sobre os planetas, hoje conhecidas como Primeira e Segunda Leis
de Kepler. A segunda lei que diz que a linha ligando um planeta ao Sol varre areas iguais
em periodos de tempo iguais, portanto calcular a area de uma elipse tornou-se fundamental.
Kepler calculou a area de uma elipse utilizando o método dos indivisiveis, batizado por ele
proprio e estendeu essa aplicagao para encontrar o volume de superficies de revolugao, como
barris de vinho.

Boaventura Cavalieri (1598 - 1647), discipulo de Galileu Galilei, publicou Directorium
universale uranometricum em 1632 com tabelas de senos, tangentes, secantes e seus logaritmos
com oito casas decimais; porém é mais reconhecido por sua obra Geometria Indivisibilibus
publicada em 1635 que, segundo Boyer (9] , “o argumento em que se baseia o livro é essencial-
mente o sugerido por Oresme, Kepler e Galileu - que uma drea pode se pensada como sendo
formada de segmentos ou indivisiveis e que, de modo semelhante, volume pode ser considerado
como composto de dreas que sao volumes indivisiveis...” e conseguiu calcular a area sob a curva
y = 2" com n inteiro de 1 até 9.

René Descartes(1596 - 1650) em La Geométrie publicada em 1637 apresentou ao mundo a
“Geometria Analitica", apesar do sistema de Descartes nao ser retangular e sim obliquo e de
considerar apenas as coordenadas positivas. O objetivo de Descartes em sua obra era quase
sempre uma construcao geométrica e como nem todas as construgoes se constroem com régua
e compasso, ele descreve cada ponto em um plano através de dois nimeros e ao observar que a
curva possui uma série de pontos com uma propriedade em comum ele relaciona a geometria
com a algebra.

Pierre de Fermat (1601 - 1665) estudava a quadratura de curvas cuja equagao geral é y = 2"
onde n é um inteiro positivo. Fermat estimou a area sob cada curva através de retangulos cujas
bases formam uma progressao geométrica decrescente (veja figura 4) semelhante ao método
da exaustao de Arquimedes, porém sem evitar recorrer a uma série infinita e obteve sucesso
nao apenas com n inteiro de 1 até 9 como Cavalieri, mas para qualquer n inteiro e fracionario,

exceto com n = —1.
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Figura 4: Método usado por Fermat para quadratura da curva f(x)=z" com x#1. Fonte :
FATOS [14].

Se imaginarmos a curva y=z" no intervalo de z = 0 até x = b e subdividindo este intervalo
em uma infinidade de subintervalos tomando os pontos de abcissa b,b-7,b-r% --- onde r
¢ uma quantia menor que 1 e aproximando a area através de retangulos obtidos por essas
abcissas e suas respectivas ordenadas (veja figura 5), teremos retangulos cujas bases formam

uma progressao geométrica infinita de razao r e cuja altura é a ordenada na curva.

y I\

0 r*b r’b rb b

N

Figura 5: Método usado por Fermat para quadratura da curva f(z)=z" com x #1. Fonte :
FATOS [14].

Teremos uma infinidade de retangulos cujas bases formam uma Progressao Geométrica:
(b—7b); (rb — r?b); (r*b — r®b); - - -

e cujas alturas sao :
0" (rb)"; (r*b)"; - -

Calculando a soma das areas dos retangulos temos:
b (b—1b) + (rb)™ - (rb—r?b) + (r’b)" - (r’b — r’b) + - - - =
bn+1 X (1 —7") +bn+1 . (1 —7") . 7“”+1 —l—bn+1 . (1 —7“) X (?”n+1)2 4.
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Portanto, a soma das areas dos infinitos retangulos é a soma de uma Progressao Geométrica
cujo primeiro termo ¢ 0" . (1 —r) e a razdao ¢ r"! e usando a férmula do somatorio para
uma série geométrica infinita com razao entre 0 e 1 * temos que o resultado da soma das areas
de todos os retangulos é :

g vt (1 —7)
e S (1)
onde o 7 subscrito significa que a area (S) ainda depende da escolha de r.

Fermat entao raciocinou que se a largura dos retangulos fosse pequena, teria uma melhor
aproximacao da area sob a curva e para conseguir isso, deveria ter r proximo de 1. Note que
quando r — 1, a equagdo (1) torna-se indeterminada do tipo 0/0 e Fermat contornou esse
problema fatorando o denominador 1 — 7" como (1 —7) - (1 +r+7r2+7r3+---+7r") e ao
substituiir a forma fatorada do denominador na equagdo (1) podemos cancelar (1 —r) no

numerador e no denominador e obtemos:

bn+1

Tl r+r2 43+

r

Quando tivermos r — 1, cada parcela no denominador tende a 1 e finalmente chegamos em:

bn+1

(2)

- n+1
A equagao (2) é conhecida atualmente no Célculo Integral como a integral

b

bn+1
/x”da::
n+1

0

Fermat também obteve sucesso para n com valores fracionérios, tomando n = p/q e para n
com valores negativos diferentes de -1, Fermat usava um processo semelhante, mas tomando r
como maior que 1 e aproximando de 1 por cima, sendo a area encontrada desde x = b(b > 0)
até o infinito, e se substituirmos n inteiro menor que 0 na equagao (2) teremos um valor
negativo, basta entao verificar que a area é dada em moédulo. Fermat percebeu que sua férmula
funcionava mesmo a curva y = 2" sendo continua em todos os reais e y = ™" apresentando
uma descontinuidade em x = 0, tendendo ao infinito. Ela falhava apenas para n = —1, ou seja,
para a curva da qual toda a familia deriva seu nome: a Hipérbole y = 27! = 1/x. Note que
ao substituir n = —1 na equagao (2), seu denominador n + 1 se torna 0. Sobre sua formula
nao funcionar para n = —1, segundo Maor [21] Fermat disse apenas: “Fu digo que todas
essas hipérboles infinitas, exceto a de Apolonio (a hipérbole y = 1/x), ou a primeira, podem
ser quadradas pelo método da progressao geométrica, de acordo com wm procedimento geral e
uniforme.” Deve-se destacar que o trabalho de Fermat foi realizado cerca de trinta anos antes

que Newton e Leibniz estabelecessem o Calculo Integral.

lyer ANEXO C
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Segundo Boyer [9] coube a Grégoire (ou Gregorio) de Saint-Vincent (1584-1667) resolver o
caso da hipérbole y = 1/x em seu Opus geometricum quadraturae circuli et sectionum coni
(Obra geomérica sobre a quadratura do circulo e sec¢oes conicas) publicado em 1647 compilado
de textos cientificos que foram esquecidos ao fugir de Praga em 1631. Grégoire foi o primeiro a
notar que quando n = —1, a infinidade de retangulos utilizados na aproximacao da area sob sua
curva possuem, todos, a mesma area. De fato, para a curva y = 1/x, se escolher x = b(b > 0)
e construir uma infinidade de retangulos com bases formando uma progressao geométrica de
razao 0 <r < 1:

b(1 —7);br(1 —7r);br*(1 —r);- -

e com alturas sendo as ordenadas em x = b, br, br?, - - -, ou seja:
1/b,1/br,1/br?, - - -
as areas dos retangulos, comecando em x = b, seré :
b(1—7r)/b=(1—r)br(1—7r)/br =1 —7r);br*(1—7)/br*=(1—7);--

Portanto as areas dos retangulos serdo sempre iguais a (1 — r), ou seja, enquanto a abscissa
cresce geometricamente, a area sob a curva cresce aritmeticamente (sempre com o mesmo
aumento: 1 —r), mesmo quando r — 1 e isto implica que a relagao entre a area e a distancia é
logaritmica. Maor [21] cita: “se denotarmos A(t) a drea sob a hipérbole, a partir de um ponto
de referéncia fizo x > 0 (por conveniéncia geralmente escolhemos x = 1) até um ponto varidvel
x =1, teremos A(t) =logt.”

Foi Alfonso Anton de Sarasa (1618-1667), aluno de Grégoire, que escreveu esta relagao
explicitamente, registrando assim uma das primeiras ocasioes em que se fez uso de uma fungao
logaritmica, lembrando que até entao, os logaritmos eram considerados apenas uma ferramenta
de calculo. Porém, a férmula ainda nao estabelece nenhuma base para o logaritmo, vista no
proximo capitulo.

Isaac Newton (1642-1727) desenvolveu o teorema binomial expandindo (a + b)" quando
n é fracionério e negativo, estudando as séries infinitas e pensou na area da curva e o eixo
horizontal (abcissas) como uma variavel, formulando o Teorema Fundamental do Calculo,
publicado em 1693, bem depois de té-lo desenvolvido, em seu ensaio On the quadratura of
curves (Sobre as quadraturas das curvas).

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) publicou em 1684 sua obra Nova methodus pro
mazximis et minimis, itemque tangentibus, quanec irrationales quantitates moratur (Um novo
método para maximos e minimos e também para tangentes, que nao é obstruido por quantidades
irracionais) com uma notagao diferente da de Newton, muito utilizada até hoje, mas com
o mesmo principio, dando origem ao Calculo Diferencial e Integral que conhecemos hoje.
Travou-se uma disputa acirrada para saber quem era de fato o percursor do Calculo Diferencial

e Integral, mas na verdade, como podemos notar, o Calculo nao foi concebido por apenas um
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homem como o Logaritmo, todos tiveram sua importancia para o desenvolvimento do mesmo.

2.10 Leonhard Euler

Segundo Boyer [9] Leonhard Euler (1707 - 1783) foi o melhor construtor de notagao
matemaética que se tem conhecimento. A linguagem e notacgao utilizada por Euler em seus
livros e artigos ¢é praticamente a mesma utilizada até hoje em diversas areas da Matematica.
Euler utilizou a letra e diversas vezes para representar a base do sistema de logaritmos naturais
e apesar do conceito implicito deste niimero ja ser conhecido desde a invencao dos logaritmos,
nenhuma notagao padronizada era comumente utilizada. Em 1731, Euler novamente utilizou
a letra e para “aquele numero cujo logaritmo hiperbolico = 1”7 em uma carta a Goldbach e
finalmente o e apareceu impresso pela primeira vez em 1736 na obra Mechanica de Euler e entao
essa notacao logo se tornou padrao. A letra m para representar a razao entre o comprimento
da circunferéncia e seu diametro , o simbolo i para v/—1 , Y para indicar somatoéria, f(z)
para uma funcao de x e muitas outras notacoes utilizadas até hoje sao devidas & Euler. Euler
também foi um dos pioneiros a definir logaritmos como expoentes como usamos hoje e também
enunciou corretamente os logaritmos dos niimeros negativos.

Um dos mais influentes trabalhos de Euler, dentre muitos, foi Introdutivo in analysin
infinitorum publicada em 1748 e considerada o alicerce da moderna anélise matematica. Maior
[21] cita:

“O Introductio pela primeira vez, chamava atencao para o papel central do nimero
e e da fungao e” na analise. (...) até a época de Euler, a fun¢ao exponencial era
considerada meramente o inverso da funcao logaritmica. Euler colocou as duas
fungoes em uma base igual, dando-lhes defini¢des independentes:

e — lim (1+f)”
n

n—oo

Inz = lim n(z"/" —1)
n—oo

2.11 Analise do Desenvolvimento histérico dos Logaritmos

Apesar de Napier ter adotado uma base um tanto quanto complicada para as notagoes atuais,
esse caminho fez com que chegasse muito préoximo de descobrir um ntimero que, um século
depois, seria reconhecido como a base universal dos logaritmos: o nimero e. Na verdade, Napier

. , 1 : . ,
chegou perto de descobrir o niimero —, como vimos anteriormente. Este niimero desempenha
um papel fundamental na matemaética, aparecendo naturalmente em alguns fenémenos e dando

origem a importante Funcao Logaritmica que veremos no proximo capitulo.
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3 Definicoes, Caracterizacoes e Propriedades das Funcoes

Exponenciais e Logaritmicas.

Refletindo sobre todo o desenvolvimento historico e sobre o que foi citado por Zuffi [35]
no capitulo anterior, deve-se ter o cuidado de nao tornar o estudo das fungoes logaritmicas e
exponenciais apenas um exercicio de manipulagao algébrica sem desenvolver a capacidade de
observagao das variaveis.

Segundo S4 [28], nos livros didaticos mapeados em seu trabalho ha praticamente a auséncia
do comportamento variacional das fungoes exponenciais e logaritmicas, abordando o assunto de
forma predominantemente algébrica e que na grande maioria das vezes, a finalidade de estudar
essas funcoes fica parecendo ser resolver equagoes e inequagoes ou construir graficos, mas vimos
que historicamente, ocorreu o inverso disto, ou seja, foi a partir de graficos, tabelas de valores
e/ou equagoes relacionando variaveis, que se procurava descobrir a “lei” que rege essa funcao.

Neste capitulo, daremos alternativas para abordar as fungoes exponenciais e logaritmicas
estudando seu comportamento variacional, caracterizando-as e também definiremos o logaritmo

nao s6 como poténcia, mas também como area.

3.1 A Funcao Exponencial

Definiremos a Fun¢do Exponencial de acordo com Lima (2006,v.1)[18]:

Definicao 1. Seja a um numero real positivo e diferente de 1. A funcdao exponencial de base a,
f:R — R" | indicada pela nota¢ao f(x)=a® , deve ser definida de modo a ter as seguintes
propriedades, para quaisquer x,y € R:
(1) a* - a¥ = o™V
(2) a* =a
(B)x<y=a"<a¥quandoa >1e
r<y=a¥<a® quando 0 <a <1

As outras propriedades surgem em decorréncia das 3 anteriores:
(4) A fungao f: R — R™, tal que f(z) = a*, é ilimitada superiormente.
(5) A fungao exponencial é continua
(6) A funcao exponencial f : R — R™, definida por f(x) = a®, a # 1, é injetiva e
sobrejetiva, ou seja, ¢ bijetiva, logo, admite inversa.
As demonstragoes e detalhes sobre as propriedades acima encontram-se em Lima (2006, v.
1) [18].

Observagoes importantes:

1. f(x) nunca pode ser igual a zero, a menos que seja identicamente nula.

De fato, uma fungao f : R — R que possui a propriedade (1) acima, caso exista algum

zo € R, tal que f(z) = 0, teremos:
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f(x) = flzo+ (x — mp)) = a® 720 = g0 q*=%0 = f(z0) - f(x —x9) = 0- f(x —z0) =0,

logo f seréd identicamente nula.

2. Se f: R — R tem a propriedade (1) acima e nao ¢é identicamente nula entao f(x) > 0

para todo z € R

et 1~ 1 (3+5) <1 (5) 1) - Q)] o

3. A propriedade (3) diz que a fungdo exponencial deve ser crescente quando a > 1 e

decrescente quando 0 < a < 1.

3.2 Caracterizacao da fungcao exponencial

Todas as fung¢oes possuem propriedades caracteristicas. Descobrimos essas propriedades
analisando o comportamento variacional das variaveis envolvidas.

Considere uma progressao aritmética (2, ),en € admita xy um ponto qualquer do dominio
de f: R — R*. Seja f definida por y = f(x)=a” , a > 0 e a # 1, vamos tentar analisar o
comportamento variacional de f, ou seja, vamos analisar o que acontece com f(z) quando x
sofre um incremento de, digamos, Azx. Chamamos entao de variagao de f em relagao a Az de:
Ay = f(z + Az) — f().

Definimos entao a taxa de variacao relativa da funcao pela razao:

Ay _ flz+Az) — f(z)
Y f(z)

Como f(x) = a”, temos que :

Ay B a(:erAx) —qg® a® - aA:B — " a® - (aAz _ 1)

Y a” a” a”
Portanto, 29 a®® — 1, concluindo que Ay/y varia apenas em funcdo de Ax, sendo
constante.

Veja a Tabela 5 abaixo:

x f(z) =a"
r+ Az a® - ah®
T+ Azr+ Az a® - (aB%)?
v+ Az + Az + Az || a® - (aB7)3
x+n-(Ax) a® - (a®*)"

Tabela 5: Variacao de f(x) = a”
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Nota-se que se variarmos x sempre com a variacao Az, formamos uma progressao aritmética
em z de razdo Az enquanto em ¥, a variacdo é uma progressao geométrica de razao a®?, ou
seja, f(Az). E interessante que o aluno neste momento, crie tabelas com exemplos concretos,
por exemplo, y = 2%, y = (1/3)*, ... e verifique que realmente isso acontece.(Atividade 4 da
secdo 4.1)

Agora, vamos caracterizar formalmente a Funcao Exponencial. A caracterizacao aqui

proposta ¢ a encontrada em Lima (2006, v.1) [18]:

Teorema 1. (Caracteriza¢ao da fungao exponencial)
Seja f : R — R* wma fungao monodtona injetiva , isto €, crescente ou decrescente, sao

equivalentes as sequintes informacoes:
(1) f(nx) = f(z)" para todo n € Z e todo x € R
(2) f(x) =a”® para todo x € R, onde a = f(1)
(3) [x+y) = f(x)- fy) para quaisquer z,y € R

Teorema 2. (Caracteriza¢ao das fungoes de tipo exponencial)

Seja g : R — RT uma fungao mondtona injetiva que transforma toda progressao aritmética
L1, X9, Ty, -+ NUMG PTOGresSSA0 GeOmELTica Y1, Yo, -+ yYn, - com Y, = f(xy,), se pusermos
b= f(0) ea= f(1)/f(0) teremos f(x) = b-a” para todo x € R.

Teorema 3. (Caracteriza¢ao das fungoes de tipo exponencial através das progressoes)

Seja g : R — RT wma fungdo monotona injetiva tal que, para x,h € R quaisquer, o
acréscimo relativo [g(x + h) — g(x)]/g(x) dependa apenas de h, mas nao de x. Entao, se
b=g(0) ea=g(1)/g(0), tem-se g(x) = b-a” para todo x € R.

As demonstragoes dos teoremas da caracterizagao da Fungao do tipo exponencial encontram-

se em Lima (2006, v.1) [18] para um leitor mais curioso.

3.3 Logaritmo como expoente de uma poténcia

Uma grande parte dos livros didaticos de Matematica do Ensino Médio define os logaritmos
como expoentes, porém, ha de se tomar alguns cuidados.

Conforme Lima (1996) [17| é necessério revisar as propriedades das poténcias, isso se
justifica porque nao utilizamos apenas os ntmeros naturais como expoentes e sim os reais,
pois com a criagao dos logaritmos podemos conseguir nos aproximar de qualquer niimero real
positivo através de uma poténcia, lembrando que o expoente da mesma é um ntmero racional.
Foi utilizado em seu estudo bases reais positivas, pois para bases reais negativas e expoente
racional, terfamos os casos de raizes de ntiimeros negativos e indice par, o que traria confusao e
muitas excecoes.

Seja m um numero natural e ¢ um nimero real positivo, define-se a poténcia a" por

recorréncia;:
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a"=1sen=0¢

a®=a"t-asen>1

Portanto, para m € N vale a propriedade fundamental:

1. a™-a” =a™™m

De fato:
(i) Para n=1,

a"-a'=a"a=a""

Demonstrando a propriedade 1 por inducao matematica.
Para que a propriedade 1 continue sendo satisfeita, devemos ter:

ca™" = a"t" = @0 = 1, portanto:

Como a propriedade 1 vale para o produto de varias poténcias, com m,n,p,q € N, temos:

a™-a"-af - al = gmttrta,

Em particular, podemos tomar um produto de p fatores iguais a a™ :

n n

~a"---a" (p fatores) = a"? | ou seja :

3. (a")P = a™P

Agora, para funcionar para todos os racionais da forma r = p/q, devemos ter (a?/9)? =
a(p/q)'q — ap.

Logo, a?/¢ dever ser o ntmero real positivo cuja g-ésima poténcia é igual a a? e por

definicao de raiz, afirmamos que:

4. aP/t = Yar

Com as 5 propriedades, conseguimos definir a poténcia a” para todo ntimero racional .

Note que mesmo com r = p/q e s = u/v fracionarios (¢ > 0 e v > 0) , vale ainda a
propriedade (1):

A af = a’t

De fato, como

(@) =aP e (a®)’ = a* = (a” - a®)® = (a")® - (a°)® = aPvtud

Portanto, a” - a® é o numero cuja qu-ésima poténcia vale a?'7"4, ou seja:
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a’ - af = qPrtua/e o como

pvtug _p
q

+ — =1r+s, temos:
qu v

Com a definicao de poténcia e das propriedades acima, define-se logaritmo desta forma:

Dados os ntimeros reais positivos a e z ; o logaritmo de x na base a denotado por log, x
tera o valor y de modo que :

log,x =y<=a’ =z

Desta definicao usamos as propriedades das poténcias para os logaritmos e chegamos
imediatamente na propriedade fundamental dos logaritmos:

log, (zy) = log, = + log, y
De fato, se u =log, x e v =log, y entao a* = = e a* = y logo,

ry =a"-a’ = a""", ou seja,

log,(zy) = log,(a"™) = u+v =log, z +log, y
Esta propriedade de transformar produtos em soma foi a motivacgao original para Napier e
é 0 que caracteriza as fungoes logaritmicas como veremos adiante.

Porém, ao calcular log;, 7 nao encontramos um nimero racional como resposta, pois se o
resultado for denotado por y, temos 10Y = 7.

De fato, se y for um ntimero racional, serd da forma y = p/q e teriamos

10P/¢ = 7 = 107 = 79 que é um absurdo pois 10? & 1 seguido de p zeros e 79 =7-7-7--- (q
fatores) nao tem essa forma. Portanto y ¢ um ntamero irracional. E dai o cuidado com esse
tipo de abordagem: o que significa 10¥2 0u 3™ ? A grande maioria dos professores nao mostra
aos alunos esse calculo, utilizando apenas ntimeros racionais ou inteiros segundo comentado

acima na citacao de Zuffi [35]. Pode-se calcular esses valores por aproximagao. Por exemplo,
para exemplificar :

10\/5 ~ 101,414213-..
10" ~ 25, 118864
104" ~ 25, 703958
108414 ~ 25,941794
104412 ~ 25953743
10141421 ~ 25954340

105414213 ~ 95 954519
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Portanto 10V2 25,954 .Quanto mais proximo estiver o expoente de v/2, mais proximo
estard 10" de 102,
A desvantagem deste tipo de defini¢cao é o risco de se trabalhar apenas a parte algébrica

dos logaritmos, sem apresentar aos alunos sua verdadeira aplicagao pratica.

3.4 Funcoes Logaritmicas
Definiremos a Fungao Exponencial de acordo com Lima (2006, v.1) [18].

Definigao 2. A funcio f~!:Y — X ¢ a funcgdo inversa da funcao f : X — Y quando se
tem f71(f(z)) =z e f(f'(y)) =y para quaisquer z € X ey € Y e f~! ¢ inversa de f se, e

somente se, f & inversa de f~1.

Vimos na sec¢ao 3.1 que a func¢ao exponencial f: R — R*, definida por f(z) = a%, é uma
correspondéncia biunivoca entre R e R, portanto possui uma funcao inversa, crescente se

a > 1 e decrescente se 0 < a < 1, com a propriedade adicional:

fle+y)=f(x)- fly)

Portanto, tomando como inversa da fungao exponencial f a fung¢ao: log, : R™ — R que
associa a cada nimero real positivo x o numero real log, z, chamado o logaritmo de x na base

a, ou seja, log,(r) = log, . Por defini¢ao de fun¢ao inversa, devemos ter:

log, z _

log,(a®) =z ea x

Assim, log, y é o expoente ao qual se deve elevar a base a para obter o nimero y. Ou seja,
y=log,x < a’ =z

Vimos também que

log, (x - y) = log,  +log, y

Além disso,

1. A Fungao logaritmica log, : Rt — R é crescente quando a > 1 e decrescente quando
0<a<l.

2. Como a’ = 1, tem-se log, 1 =0

3. Somente numeros positivos possuem logaritmo real pois a funcao x +— a” somente assume

valores positivos.

4. log, z = log, b - log, x (Férmula da Mudanga de Base para logaritmos)

De fato, se tivermos log, x = u e log,z = v = a" = x e b” = x. Escrevendo log,b = ¢

teremos a® = b, portanto:
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r=a"=b" = (a)"=a"=>u=c-v=log,r =log,b-log,x

5. y = log, r é uma fungao ilimitada, tanto superiormente quanto inferiormente.

Isso acontece porque log, : RT — R é uma correspondéncia biunfvoca, portanto sobreje-

tiva, ou mais precisamente:

para a > 1,

lim log,z = +oo e
T—00

lim log, x = —o0
z—0

3.5 Caracterizagao das Funcgoes Logaritmicas

Vamos primeiramente, tentar analisar a variagao das fungoes logaritmicas através da Tabela

6 abaixo, com incremento Ax em z e verificando o que acontece com y:

x f(z) =log, =
x - Ax log,(x - Az) = log, x + log, Az
x-Azx- Az log,(z - Az - Az) = log, = + 2 - log, Ax
x

<Az - Az - Ax || log,(x - Az - Az - Azx) = log, x + 3 - log, Ax

x-(n-(Az)) log, © + n - log, Az

Tabela 6: Variacao de f(x) = a”

Note que se tivermos uma progressao geométrica de razao Axr no Dominio, teremos uma
progressao aritmética de razao f(Az) no Contradominio. Também é importante que o aluno
construa tabelas de fungoes com exemplos concretos, como y = logs,y = logj,, etc... ,para
verificar e descobrir as relagoes existentes nas fungoes logaritmicas. (Atividade 5 da secao 4.1)

Depois desta verificacao, devemos formalizar a caracterizacao das Fungoes Logaritmicas.

Ja vimos que a principal caracteristica da Funcao Logaritmica ¢é transformar produtos em
somas, vamos demonstrar que sao as tnicas que possuem essa propriedade. Esta caracterizagao
se encontra em Lima (2006, v.1) [18].

Teorema 4. (Caracterizagao das Fungoes logaritmicas). Seja f : RY — R uma fungdao
mondtona tal que f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer x,y € RT. Entao existe a > 0 tal que
f(z) =log, x para todo x € RT.

Demonstracao. Admitamos f crescente e se for decrescente, seréd tratado analogamente. Temos
que f(1) = f(1-1) = f(1)+ f(1), logo f(1) = 0. Inicialmente, vamos supor que exista a € Rt
tal que f(a) = 1. Depois mostraremos que isto sempre acontece, logo ndo é uma hipotese

adicional.
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Como f & crescente e f(a) =1> 0= f(1), tem-se a > 1. Para todo m € N vale:
fa™)=fla-a-a----a)= fla) + fla) + fla)+---+ fla) =1+1+1+---+1=m
Entdo, 0 = f(1) = f(a™ - a~™) = f(a™) + f(a™™) = m + f(a~™). Logo,
fla™™) = —m

Se r =m/n com m € Z e n € N entdo r - n = m, portanto
m = f(a™) = f(a™) = f((a")") = n- f(-a"). Ou seja,

m
n

fla") =

=r
Se x € R é irracional entao, para r, s € Q tem-se:
r<r<s=a <a"<a®= f(a") < f(a®) < f(a’) =1 < f(a®) <s

Assim, todo nimero racional r, menor do que z, é também menor que f(a”) = x para todo
z € R e todo namero racional s, maior do que x, é também maior que f(a®) = z para todo
z € R. Portanto se f: R™ — R é tal que f(a”) = x para todo = € R entdo f(y) = log, y para
todo y > 0 pois f(z) = a® é uma fungao sobrejetiva de R em RT, com a > 0 e a # 1.

Consideremos agora o caso geral, em que se tem uma fungao crescente g : R™ — R | tal que
g(x - y) = g(x) + g(y) sem mais nenhuma hipotese.

Entao g(1) = 0 e, como 1 < 2, devemos ter g(2) = b > 0. A nova fungao f : RT — R,
definida por f(z) = g(x)/b, é crescente, transforma somas em produtos e cumpre f(2) = 1.
Logo, pela primeira parte da demonstracao, tem-se f(z) = log, x para todo x > 0. Isto significa

que, para todo x > 0 vale

x =2/ = 29@)/b — (1/0)9(®) — (9@); com g = 21/°
Tomando log, de ambos os membros da igualdade a?*) = x tem-se, finalmente:

g(x) = log, x
O

Como consequéncia do Teorema 4 acima, teremos uma série de propriedades importantes

das fungoes logaritmicas:

Propriedade 3.1. Uma funcao logaritmica f : Rt — R € sempre injetiva, isto €, nimeros

positivos diferentes tém logaritmos diferentes.
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De fato, se x,y € R sao diferentes, entao ou z < y ou y < x. No primeiro caso, pelo
Teorema 4, como f é monotona, vamos fixar como crescente, resulta que f(z) < f(y). No
segundo caso tem-se f(y) < f(z). Em qualquer hipotese, de = # y conclui-se f(z) # f(y),

portanto a funcgao é injetiva.
Propriedade 3.2. O logaritmo de 1 € zero.

De fato, temos

f) = f(1-1) = f(1) + f(1), logo f(1) = 0.

Propriedade 3.3. Os nimeros maiores do que 1 tém logaritmos positivos e os nimeros entre

0 e 1 tém logaritmos negativos.

De fato, sendo f crescente, de 0 < = < 1 < y resulta f(z) < f(1) < f(y), ou seja

f(x) <0< f(y).

Propriedade 3.4. Para todo x > 0, tem-se f(1/x) = —f(z).
1
Como z - — =1 temos que f(z) + f(1/x) = f(1) = 0, portanto f(1/z) = —f(x)
x
Propriedade 3.5. Para quaisquer z,y € RT, vale f(z/y) = f(x) — f(y)

Como f(z/y) = f(z-1/y) = f(z) + [(1/y) = f(z) = f(y)
Propriedade 3.6. Para todo x € Rt e todo nimero racional r = p/q tem-se f(z") =r - f(x)

Primeiro verificamos se a propriedade funciona para r = n € N.
(i) Para n = 1, temos:

f@h)=flz)=1"f(2)

(ii)Por outro lado, supondo f(z") =n - f(x), temos que:

f@) =f@" ) = f@") + fz) =n-f@)+ 1 f(z) = (n+ 1) f(2)

Demonstrando por inducao matemaética a propriedade para n € N

0

Quando r = 0, a propriedade também vale, pois como z” = 1 para todo nimero real

positivo, temos que f(z%) = f(1)=0=0- f(z).
Consideremos agora r = —n, n € N, entao, para todo > 0 temos 2" -2~ " = 2° = 1. Logo,
fla™-a7m) = f(a") + f(z7") = f(1) = 0 entao,
fl@™) =—=f@") = —n- f(z).
Finalmente, o caso geral, em que r = p/q onde p € Z e q € N. Para todo x € RT teremos:
(") = (2P/9)7 = 2P | logo q - f(2") = f((2")?) = f(2P) = p- f(z) em decorréncia do que ja
foi demonstrado anteriormente.

Da igualdade ¢ - f(2") = p- f(x) temos que f(z") = (p/q) - f(z), ou seja,
f@")=r-f(z)
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Propriedade 3.7. Uma funcao logaritmica f : RT — R € ilimitada superior e inferiormente.

A afirmacgao acima significa que, dados arbitrariamente niimeros reais « e [, é sempre
possivel achar nimeros positivos = e y tais que f(y) < a e f(z) > . Para provar que f é

ilimitada superiormente, suponhamos dado um namero 3 e devemos achar um ntimero x € R™

tal que f(x) > . Vamos tomar um nimero natural n tdo grande que n > % Como f(2) >0
(Propriedade 3.3) temos que n - f(2) > . Usando a Propriedade 3.6, vemos que n - f(2) =
f(2™). Portanto f(2") >(. Agora, é so escolher x = 2" e segue que f(z) >, mostrando que f
é ilimitada superiormente.

Para provar que f ¢ ilimitada inferiormente, basta lembrar que f(1/x) = —f(x) (Propriedade
3.4). Dado qualquer ntimero real «, podemos achar = € R™ tal que f(x) > —«, como mostrado
anteriormente. Entao pondo y = 1/z, teremos f(y) = —f(x) < a.

A correspondéncia biunivoca da funcao logaritmica também é importante:

Teorema 5. Toda fungao logaritmica f € sobrejetiva, isto €, dado qualquer nimero real c,

existe sempre um unico nimero real positivo x tal que f(x) = c.
A demonstrac@o deste teorema pode ser vista em Lima (2006, v.1) [18].

Teorema 6. Toda fungdo logaritmica [ € uma correspondéncia biunivoca (bije¢ao) entre Rt e

R , isto €, dado qualquer nimero real c, existe sempre um unico numero real positivo x tal que

f(z)=c.

Como f : RT — R é injetiva (Propriedade 3.1) e sobrejetiva (Teorema 5) segue que é

bijetiva.

3.6 Definicao Geométrica de Logaritmo

Conforme visto anteriormente, o procedimento para calcular area da hipérbole foi muito
importante para o desenvolvimento da Matematica, principalmente no final século XVII e
século XVIII. Atualmente, pode ajudar nao s6 no Ensino da Geometria como pode dar uma
nocao de Calculo ainda no Ensino Médio, sendo mais vantajoso para o aluno do que a definicao
do Logaritmo como expoente. Nao se faz mais necesséario ficar muito tempo se preocupando
com as Tabuas de Logaritmos como antigamente e este espaco poderia ser ocupado com outras
coisas. Segundo Avila [2], que defende o ensino do Calculo no Ensino Médio, “O natural, como
se vé, € levar o logaritmo para o contexto do Cdlculo. Definido como drea sob uma hipérbole,
ele € um interessante preludio ao Cdlculo Integral.” Usando este procedimento adaptado para
as linguagens atuais, Lima (1996) [17]| sugere introduzir a defini¢do de area de uma faixa da

hipérbole para posteriormente definir os logaritmos naturais usando essa definicao.

3.6.1 Area de uma faixa da Hipérbole

Seja H o ramo positivo do grafico da fun¢do y = 1/z, ou em simbolos atuais :
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H = {(z,y);x >0,y =1/z}
Uma faixa de hipérbole ¢ obtida quando fixamos dois nimeros reais positivos a,b com a < b
e tomando a regiao do plano limitada pelas duas retas verticais x = a , * = b, pelo eixo das

abscissas e pela hipérbole H. Usaremos H? para indicar essa faixa, conforme figura 6 abaixo:

Y 4

N
NHN

O a b I;X

Figura 6: Faixa H? entre v =a e x = b.

Podemos calcular o valor aproximada da 4rea de H. decompondo o intervalo [a,b] num
nimero finito de intervalos justapostos e com base em cada um dos intervalos [c,d| da decompo-
si¢ao, onde ¢ < d, consideramos o retangulo de altura igual a 1/d com o vértice superior direito
desse retangulo tocando a hipérbole H, que chamaremos de retangulos inscritos na faixa H®.
Se somarmos a area de todos esses retangulos inscritos, teremos um valor aproximado por falta
da area H’. E analogamente, se ao invés de escolhermos retangulos com altura igual a 1/d
escolhermos altura 1/c, teremos retangulos circunscritos na faixa H? e também:

Soma dos retangulos inscritos < H® < Soma dos retangulos circunscritos

Note que quanto maior o nimero de intervalos criados, mais proximo da area da faixa H?
conseguirei chegar.

Lima (1996) [17] sugere retangulos inscritos e trapézios secantes ao invés de retangulos
circunscritos. O trapézio secante tem a mesma base [c,d| da decomposigao do intervalo [a,b| e os
dois lados verticais sendo 1/c e 1/d, respectivamente, de modo que dois de seus vértices toquem
a hipérbole H. Como a curva y = 1/x tem a concavidade voltada para cima, esse trapézio
contém a faixa H¢ em seu interior e a soma das areas dos trapézios assim obtidos da uma
aproximacao por excesso da area de H? melhor que a dos retangulos inscritos e circunscritos,
obtendo uma melhor aproximacao que a anterior:

Soma dos retangulos inscritos < H? < Soma dos trapézios secantes circunscritos

Veja exemplo de Lima (1996) [17]

Vamos calcular a area aproximada de uma faixa H} .

Em uma primeira aproximagao, decompomos o intervalo [1, 3] em 4 intervalos justapostos
e teremos os pontos intermediarios (1,1);(3/2,2/3);(2,1/2);(5/2,2/5) e (3,1/3) formando

retangulos inscritos na faixa H}, conforme Figura 7.
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e
1 % 2 g 3 X

Figura 7: Primeira Aproximagao por falta para a area H;. Fonte: Lima (1996) [17]

Se somarmos a area dos quatro retangulos obtidos, teremos:

12+11+12+11_
2 3 2 2 2 5 2 3)
1 1 1 1 57
§+Z+g+6_@_0’95
Se, porém decompormos o intervalo [1,3] em 8 intervalos justapostos ao invés de 4, teremos
os pontos intermediarios (1,1);(5/4,4/5); (6/4,4/6);(7/4,4/7);(2,1/2);(9/4,4/9); (10/4,4/10);

(11/4,4/11) e (3,1/3), conforme Figura 8.

T VTR

Figura 8: Uma melhor Aproximagcao por falta para a area Hy. Fonte: Lima (1996) [17]

Se somarmos a area dos oito retangulos obtidos, teremos:

1+1+1+1+1+1+1+1_28271N10198
56 7 8 9 10 11 12 27720 7

Agora, decompondo o intervalo [1,3] nos mesmos 8 intervalos anteriores de comprimentos

iguais a 1/4 cada um e ao invés de retangulos inscritos, formarmos trapézios secantes com os
pontos intermediarios (1,1);(5/4,4/5); (6/4,4/6); (7/4,4/7);(2,1/2);(9/4,4/9); (10/4,4/10);

41



(11/4,4/11) e (3,1/3), conforme Figura 9, a area de cada um dos trapézios seré igual a 1/8

(metade do lado horizontal) vezes a soma dos lados verticais, que possuem medidas 1/z (pontos

\ N

'24 12 RHERD

Figura 9: Aproximagao por excesso de H} por trapézios secantes. Fonte: Lima (1996) [17]

intermediarios acima).

~<

E somando as areas dos oito trapézios, teremos:

[(1+4/5)+(4/5+4/6) +(4/6 +4/7) + (4/7+1/2) + (1/2+4/9)+

ool

+(4/9+4/10) + (4/10+4/11) + (4/11 + 1/3)] =

1 {61162} _ 61162

8 | 6930 | 55440

~1,1032

Portanto, podemos dizer que :
1,0198 < H} < 1,1032

Se aumentarmos o numero de retangulos inscritos e trapézios secantes, decompondo o
intervalo [1,3] em um nimero maior de subintervalos, teremos uma aproximagao ainda melhor
de H3.

Em linguagem atual,

3
d
i3 :/ & Iz =103 —Inl ~ 1,0086
1

T

Um dos mais importantes fatos a respeito das areas das faixas de Hipérbole é expresso no

teorema abaixo:
Teorema 7. Seja qual for o nimero real, k > 0, as faivas H? e HF® tém a mesma drea.

Demonstragao. Os retangulos inscritos em H, cujas bases sdo os segmentos [c, d| e [ck, dk]| do

eixo das abscissas (Figura 10), tém a mesma &rea.
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| 2~ op

Figura 10: Os retangulos hachurados tém a mesma éarea. Fonte: Lima (1996) [17]
De fato, a area do primeiro é:
(d—c)-

E a area do segundo é :
c

1
(dk—ck:)-%zl—a
Considerando agora as decomposi¢oes do intervalo [a, b] e os retangulos inscritos na faixa
H? formados por estas decomposicoes, ao se multiplicar por k cada uma das abscissas dos
pontos de subdivisao de [a, b] obtém-se uma subdivisao do intervalo [ak, bk] com triangulos
inscritos na faixa HF’ (Figura 11) e cada um dos retangulos da faixa H® possui a mesma é&rea

do retangulos correspondente na faixa H:?.

Figura 11: Fonte: Lima (1996) [17]

Concluimos entao que a area das duas faixas possuem a mesma aproximacao por falta e

portanto, sao iguais.

]

Uma importante consequéncia deste Teorema é poder restringir todas as areas das faixas

H? as areas das faixas Hf pois, tomando k = 1/a:

Area(H®) = Area(H") = Area(HY);com ¢ = b/a. (3)
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Note que quando a < b < ¢, temos:

Area(H?) 4 Area(Hf) = Area(H¢) (4)
E, para manter a igualdade (4) acima valida sem restrigdes, convencionaremos:
Area(H®) = 0 e Area(H?) = —Area(H})
Por exemplo, caso ¢ < a < b (Figura 12), temos:

Y

C a b

Figura 12: Fonte: Lima (1996) [17]

Area(Hf) = Area(H?) + Area(H?). Dai, segue:
Area(H?) — Area(H!) = —Area(H?), ou seja:
Area(H?) + Area(Hf) = Area(HS) Equagdo (4)

E analogamente, considerando areas negativas como na convenc¢ao acima se faz com que
a igualdade (4) seja valida para todos os outros casos: a < ¢ < bb<a<c¢b<c<ae
c<b<a.

Se tivermos, por exemplo, a = ¢, ao substituir na igualdade (4), teremos:

Area(H?) + Area(H) = Area(H?) =0, o que ¢ evidente.
Para os casos a = b,b = ¢ ou a = b = ¢, também ¢ valida a igualdade (4), como pode ser
verificada pelo leitor.
3.6.2 Logaritmos Naturais definidos como Area de uma faixa da Hipérbole

Definiremos o Logaritmo Natural como a area da faixa H? para z > 0 e o denotaremos
1

como Ilnz :

Definicao 3.
Inz = Area(HY),com z > 0
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1 X X

Figura 13: A &area hachurada é Inx. Fonte: Lima (1996) [17]

Observa-se que quando x = 1, H] reduz-se a um segmento de reta, logo tem area igual a
zero, portanto:
In1=0
Inx>0sexz>1
lnr<0sel<z<l1
In x nao esta definido se < 0
Esse logaritmo aqui definido é o que muitos autores chamam de Logaritmo Neperiano em
homenagem a Napier, mas vamos preferir chama-lo de Logaritmo Natural. Como ja foi visto,
Napier nao usou a base e.
Como exemplo, vamos calcular um valor aproximado para In 2 usando a definicao acima.
Portanto, In2 = Area (H?).
Vamos subdividir o intervalo [1,2] em 10 partes iguais e teremos os valores com aproximagao

de 4 casas decimais na Tabela abaixo:

x 1] 11 1,2 13 1,4 15 1,6 1,7 18 1,9 2

/x| 110,909 | 0,8333 || 0,7692 || 0,7142 || 0,6666 || 0,625 || 0,5882 || 0,5555 || 0,5263 | 0,5

Tabela 7: Valores de x e 1/x

Utilizando o método visto anteriormente, a soma da area dos 10 retangulos inscritos obtidos
pela decomposigao sera igual a 0,66873 e a soma da area dos 10 trapézios circunscritos sera

0,6937, o que nos indica:
0,66873 < 1n2 < 0,69370

Nota-se que a aproximagcao por trapézios circunscritos é melhor que a dos retangulos, pois
In2 = 0,69314 com aproximacao de 5 casas decimais.

Fica assim definida uma funcao real

In:RT - R, com f(z) =Inx
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onde a cada ntmero real x>0, a fungao In faz corresponder seu logaritmo natural, In x,

definido acima.
Teorema 8. In : R™ — R ¢ uma funcgdao logaritmica.

Demonstracao. Pelo Teorema 4, a func¢ao logaritmica fica caracterizada por ser uma funcao
mondtona injetiva tal que f(z -y) = f(x)+f(y) para quaisquer z,y € R. Comegaremos
provando que

In(z-y)=Inzx +Iny
Pela Definicdo de Logaritmo apresentada acima, In(xy) = Area(H{"), e como ja vimos que
Avea(H?) + Area(H{) = Area(H¢) para quaisquer a,b,c € R |, teremos:

In(xy) = Area (HY) = Area (H?) + Area (H™Y)

seja qual for a posicao relativa dos pontos de abcissa 1, x, zy sobre o eixo das abcissas.

Além disso, pelo Teorema 5, e com k = 1/x, temos:
Area (H) = Area (HY) e segue-se que

Area (HY) = Area (HY) + Area (HY), isto é,
In(zy) =Inz +1ny
Agora, provaremos que In é uma funcao crescente. Dados z,y € R, dizer que =z < y
significa afirmar que existe um nimero a > 1 tal que y = ax. Segue-se que

Iny =In(az) =Ina+1Inz

Como a > 1, Ina > 0. Portanto, Iny > Inz e como y > x por hipdtese, temos uma fungao
crescente, completando a demonstracao.
O

As propriedades vistas na se¢ao 3.5 sao validas agora e resultam nas seguintes regras de
calculo com logaritmos naturais, com z,y sendo niimeros reais positivos € m um ntimero

natural:

Propriedade 3.8.
In(z-y)=Inzx+Iny

Propriedade 3.9.

Propriedade 3.10.



Propriedade 3.11.
In(z™)=m-Inzx

Propriedade 3.12.
_Inx

In( §/) =

m
Essas propriedades permitem reduzir cada operagao aritmética a uma operagao mais simples.

3.7 O numero e

Devido ao Teorema 5, existe um tnico nimero real positivo cujo logaritmo natural é igual

a 1. Tal ntimero ¢é representado pela letra e, que é a base dos logaritmos naturais, ou seja,
her=1z=ce¢

Como os numeros reais entre 0 e 1 possuem logaritmos negativos e ntimeros reais positivos
maiores que 1 possuem logaritmos positivos, vemos que e > 1.
Lembrando-se do significado geométrico dos logaritmos naturais, vemos que a faixa HY

possui area 1.(Figura 14)

YA

Area=1
NN

o) 1 2 e 3 5%

Figura 14: Numero e. Fonte: Lima (1996) [17]

Vimos anteriormente que a faixa H? possui area menor que 1 e que a faixa H? possui area
1 1
maior que 1, ou seja, In2 < 1 < In3 e concluimos que 2 < e < 3. Pode-se demonstrar que o

ntmero e ¢ irracional e um valor aproximado para e, com 12 algarismos decimais é:

e = 2,718281828459
Teorema 9. Seja r = p/q um nimero racional. Tem-se que y = e” se, e somente se, Iny = r.

Demonstragao. Se y=e", entao, Iny =r -Ine e como Ine = 1, temos que Iny = r.
Reciprocamente, seja y > 0 um ntumero real tal que Iny = r. Como In(e") = r e In é uma

fungao biunivoca, concluimos que y = €. O

Logo, pelo menos para poténcias de expoente racional de e, o logaritmo natural de um

numero é o expoente ao qual se deve elevar a base e a fim de obter esse niimero.
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3.7.1 O numero e como limite

Conhecemos a definicao de e como sendo :
1\" 1 1
lm(1+—-) =14+14=-4+-4+---=c¢€
Isso significa que quando tomamos um numero n suficientemente grande, a poténcia
n

1
(1 + —) aproxima-se de e, Veja a tabela abaixo:
n

n (14+1/n)"
2 2.5
5 2,48332
10 2,593742

100 2,704813
1000 2,716923
10 2,718145
10° 2,718268

1010 2,718282

Tabela 8: Aproximacao para (1 +1/n)"

Agora, vamos demonstrar que

1 n
lim (1 + —) =e
n—oo n

Se tomarmos z = 1/n , com n # 0, temos n = 1/x e n — 00 é 0 mesmo que x — 0, pois
quando n é suficientemente grande, 1/n tende a zero. Portanto demonstrar o limite acima

equivale a demonstrar :
lim(1 + 2)"* = e, (z # 0)

z—0

Primeiro, para o caso x > 0:

Ya

T4% "

0] 1 T-4x X

Figura 15: Fonte: Lima (1996) [17]
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Temos que In(1 + z) é a drea da faixa H{ . Observando a Figura 15 acima, vemos dois
retangulos de mesma base = e de alturas 1/1 + = e 1. Também notamos que Inz se encontra
entre a area desses dois retangulos. A area do retangulo maior é x e a area do retangulo menor
¢ x/1 + x. Portanto, temos:

< In(l+2) <z

1+
Dividindo por x:
1 In(1
_ n(l+x) <1
1+ x

Pela Propriedade 3.6, podemos escrever:

<In[(1+2)"Y" <1

1+z

Tomando exponenciais de base em todos os membros da desigualdade acima, temos:
/1) < (14 2)Y% < ¢, para todo z > 0

Fazendo agora z tender a zero, e'/(1+%) tende a e e pelo Teorema do Confronto, 2 concluimos
) )
que:

lim(1 +2)Y* =e, se x >0

z—0
Seja agora x < 0. Como faremos x tender a zero, vamos supor que x > —1 e portanto,

z+ 1> 0. Entao, podemos falar em In(1 + z) como sendo um namero real. (Figura 16)

X 1 X

Figura 16: Fonte: Lima (1996) [17]

Na realidade, como —1 < x < 0, a 4rea da faixa da hipérbole H{ ™" sera igual a - In(1 4 x),

a qual contém um retangulo de base —z e altura 1 e esta contida em outro retangulo de base

20 teorema do confronto estabelece a existéncia do limite de uma funcdo real, contanto que no dominio de
interesse essa funcdo se encontre limitada (inferior e superiormente) por duas fungdes, ambas convergentes para
0 mesmo limite.
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também igual a —z e altura 1/1 + z. Concluimos que :

—zr<In(l+z)<

1+z
Dividindo por —z (note que —z é um nimero positivo):

In(1+2z) _ 1

1<
T 1+2x

1

1 < Inf(1 A [P g
< In[(1+ z) ]<1+x

Tomando exponenciais de base e na desigualdade:
e < (1+z)/% <et/tte
E como anteriormente, concluiremos que

lim(1+2)Y* =e, se x <0

z—0

Portanto, fica demonstrado que

1 xT
lim (1 + —) =e (5)
T—00 €T

Em particular, sendo n = 1,2, 3, - - - valores inteiros, teremos:

) 1\"
lim (1 + —) =e
n—oo n

Como a nogao de area é intuitiva, conseguimos obter as desigualdades acima e esta é uma
das vantagens de se interpretar os logaritmos através das areas.
Note ainda que temos para x # 0 :

Fazendo u = ax, temos 1/x = a/u, Portanto, quando x — 0, u — 0, logo:

(14 az)"® = (1 +u)¥* = [(1 +u)**)*, donde

lim (1 4 az)Y* = hr%[(l + )/ = et
u—>

z—0

lim (1 + az)/* = ¢ (6)

z—0

Ainda, se fizermos y = 1/x = a/y = ax e quando = — 0, y — oo , logo,

lim (1 + 9>y = lim(1 + az)"/" = ¢* [por(6)]

Yy—00 Yy z—0
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tim (1+ %) = e (7)

T—r00
De (7), se tomarmos a = —1 e  um ndimero inteiro n, teremos que:
\" 1
lim (1 — —> =e == (8)
n—>00 n e

3.8 A Funcao Exponencial y = ¢”
Definiremos agora a poténcia e”, onde x é um ntmero real qualquer.

Definigao 4. Dado o niimero real x, ¢* é o inico niimero positivo cujo logaritmo natural é x.

O Teorema 6 garante a unicidade e existéncia de e*. Geometricamente, y = e é a abcissa

que devemos tomar para que a faixa da hipérbole HY tenha area z. (Figura 17)

1 e X

Figura 17: Fonte: Lima (1996) [17]

Vé-se que e > 0 para todo z, que e > 1 quando x > 0 e que € < 1 quando z < 0.

A equivaléncia abaixo é a defini¢ao de e* :
y=e"<r=Iny

Pelo Teorema 9, quando = = p/q é um nimero racional, o nimero y cujo logaritmo é x é
precisamente y = +/€P.
Em particular, para n > 0 inteiro:

et=e-e-€--- e (n fatores)

Agora também faz sentido e* mesmo com x irracional. Por exemplo, eV2 é o ntimero y>0

tal que a 4rea de HY vale v/2 , ou seja, basta achar o niimero cujo logaritmo mais se aproxima

de 1,414.
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A funcao x — e* é definida para todos os reais, ou seja, seu dominio contém todos os
nimeros reais e ¢ a fungao inversa da funcao logaritmo natural. isto quer dizer que valem as

igualdades para todo y > 0 e para todo x real:
In(e®) =x; ™=y

3.8.1 Derivada da Funcao Exponencial

Nesta secao veremos como as func¢oes exponenciais e logaritmicas estao ligadas a um grande
numero de fendmenos e situagoes naturais, onde se tem uma grandeza cuja taxa de variagao é
proporcional & quantidade da mesma existente no instante dado.

A taxa de variagao de uma funcao f no intervalo de extremidades x,x + h é, por definicao,

flx+h) = f(x)

Quando h tende a zero, este quociente se torna o que conhecemos no Calculo por Derivada

0 quociente

da fungao f no ponto z, ou f’(x) ou ainda dy/dz, que é um ntmero real que significa a taxa
instantanea de crescimento de f no ponto x. Esse nimero real, cujos valores aproximados sao
os quocientes [f(z + h) — f(z)]/h para valores muito pequenos de h, tem sua representacao
geométrica como sendo a inclinagao da reta tangente ao grafico da funcao f no ponto z, ou

seja,

o)t £ D) = @)

h—0 h

O sinal e o valor da derivada f’(x) indicam a tendéncia da varia¢ao de f a partir do ponto
z. Se f'(x) > 0, entdo f(z + h)>f(z) para pequenos valores positivos de h. Se f'(z) < 0,
tem-se, ao contrario, f(x + h)<f(z) para pequenos valores positivos de h. Se f'(z) é um
nimero positivo muito grande, entdo f cresce rapidamente a partir de = e caso f’(z) seja um
nimero negativo muito pequeno, f(z) decresce rapidamente a partir de z. A derivada é a
nocao fundamental do Calculo Infinitesimal.

Veremos o que acontece com a funcao y = 0%, com b sendo um namero real positivo e
diferente de 1:

b0 h  h—0 h  h—0 h

e como o fator b nao depende de h, podemos coloca-lo fora do limite:

b —1
/ T T
Flay =0 m
h
Como f/(0) = b° lim , temos:
h—0
b —1
! _ .
fz) = lim —

Ou seja, o limite ¢ o valor da derivada de f em 0, portanto, se a fung¢ao exponencial
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f(z) = b" for derivavel em 0, seré derivavel em toda a parte e

fi(@) = f(0)p” (9)
Stewart[33] cita: “Essa equagao diz que a taxa de variagao de qualquer fungao exponencial
é proporcional & prépria fungao.”
v —1
Ao escolher f/(0) = lim
h—0

equacao bem simples, seria uma escolha ‘“natural” de b.

= 1, a derivada desta fungao sera ela mesma, tornando a

Observando a tabela abaixo, veremos o que acontece com a base b e com f/(0) :

) 2h — 1 3 —1
h h
0,1 0,717734 || 1,161232
0,01 0,695555 | 1,104669
0,001 0,693387 | 1,099216
0,0001 0,693171 | 1,098673
0,00001 0,693149 || 1,098618
0,000001 0,693147 || 1,098612
0,0000001 || 0,693147 || 1,098612
0,00000001 || 0,693147 || 1,098612

Tabela 9: Valores numéricos de f'(0) para b =2 e b =3 com 6 casas decimais

Essa tabela é uma evidéncia numérica de que f'(0) existe parab=2eb=3e:
2" — 1
Para b =2, f/(0) = lim ~ 0, 693147
h—0

h _

1
Para b =3, f'(0) = fllin%) 5 ~ 1,098612
—

Portanto, da equagao (9) obtemos:

d d
—(27) = (0,69)2" e —(3") = (1,10)3"
T2 % (0,69)2 ¢ 4 (37) ~ (1,10)

Agora fica aceitavel admitir que exista um ntmero b entre 2 e 3 para o qual f'(0) = 1.
Fazendo as mesmas contas da Tabela 9 para b = 2,71828, chegamos em {’(0) ~ 1 e este é o
ntumero que Euler chamou de e. Portanto, a base “natural” procurada é o e. E, mais uma vez

da equagao (9) como f’(0) = 1 para b = e, obtemos :

a
dz

() =

(10)

Geometricamente, a area da faixa da hipérbole H fh =Inet =h
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Figura 18: Area da faixa de hipérbole H¢" Fonte: Lima (2006, v.1) [18§]

Observando a figura acima, vemos que a area da faixa da hipérbole H; esta compreendida
entre um retangulo de area (e" — 1)/e" e outro de area e — 1. Portanto,

el —1

eh

<h<el—1

Supondo h > 0 e dividindo as duas desigualdades por e” — 1, obtemos:

1< h
el ~eh—1

<1

Quando h tende a 0, a poténcia e tende a 1, portanto, segue das desigualdades acima que

lim [/ (e" —1)] = 1,

e —1

portanto, lim =1
h—0

Analogamente, temos h tendendo a zero por valores negativos. Portanto:

/ T T — T
flo)=e lim——=e

Como b = e™® podemos escrever a funcao b® como (e"?)* = e ou seja, podemos escrever

qualquer func¢do exponencial na base e e mais geralmente, se f(z) = ¢ - e*?,

, . c- ea(m—i—h) — e I 6ah -1 ‘
f'(x) = lim =c-e* . lim =ac- e - lim
h—0 h h—0 h

Escrevendo k = ah, vemos que h — 0 < k — 0. Portanto,

h k
e —1 e =1
ac-e™™ - lim =qac-e*” - lim =qc-e
h—0 ah k—0 k

Isto conclui a demonstragao de que a derivada da fungao f(z) = c- e é o - f(z), ou

seja, a taxa de variagao de qualquer fungao exponencial é proporcional a propria funcao e se
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f(z) = e*, o fator de proporcionalidade é igual a 1, tornando-a igual a sua propria derivada e
a importancia desta propriedade esta na aplicacao deste tipo de fungao.

A func@o exponencial f(r) = e* é a tunica (salvo uma constante multiplicativa) que
contém a propriedade de ser igual a sua propria derivada e a importancia desta propriedade
esta na aplicacao deste tipo de funcao. Encontramos diversos fend6menos naturais nos quais
a taxa de mudanca de alguma quantidade é proporcional a propria quantidade tais como
crescimento populacional, taxa de decaimento de uma substancia radioativa, dinheiro aplicado

continuamente, etc.. que veremos com mais detalhes nas Atividades do proximo Capitulo.
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4 Propostas de Atividades para o ensino de Funcgoes Ex-

ponenciais e Logaritmicas para o Ensino Médio

Na maioria dos livros didaticos de Mateméatica do Ensino Médio atuais, o Ensino dos
Logaritmos vem antes do Ensino das Progressoes Aritmética e Geométrica e como a maioria
dos professores prefere seguir a cronologia do livro didético, a maioria das ementas dos
Professores de Matemaética do Ensino Médio também seguem esta ordem, nao sendo possivel
caracterizar as fungoes exponenciais e logaritmicas de forma adequada. Portanto, a primeira
mudangca seréd estudar as Progressoes Aritmética e Geométrica antes dos Logaritmos.

Depois, deve-se mostrar as principais propriedades das fungoes do tipo exponencial e
logaritmica através do conceito de Progressao Aritmética (PA) e Progressao Geométrica (PG),
usando os Teoremas 1, 2, 3 e 4 vistos acima para caracterizé-las para que o aluno consiga
finalmente entender porque determinados fenémenos sao modelados por essas fungoes.

Conforme visto no Capitulo 1, é importante que as Atividades propostas sejam elaboradas
sempre pensando na articulagao das Tendéncias Metodologicas vistas. Aqui, iremos explorar
essas tendéncias articuladamente e naturalmente, conforme o desenvolvimento e resolucao das
atividades propostas.

Utilizaremos a notagao log para indicar log,,, ou seja log x para indicar log;, x como no
Anexo A e Inz para indicar log, x.

No APENDICE D as atividades aqui desenvolvidas sio disponibilizadas prontas para serem

trabalhadas com os alunos do 1° ano do Ensino Médio para facilitar o trabalho do Professor.

4.1 Comportamento variacional das funcoes exponenciais e logarit-

micas

Apos o estudo das Progressoes, vamos primeiramente estudar o comportamento variacional
das fungoes exponenciais e logaritmicas para tentar caracteriza-las. Para isso, o melhor seria
analisar alguns gréaficos e tabelas.

As atividades alternativas propostas nesta se¢ao se baseiam em Fraenkel [16] e Simdes [30]

Atividade 1. Comportamento da Funcao Exponencial.

A) Plote uma fungao exponencial qualquer usando o Software Geogebra e imprima.

B) Marque no eixo Y uma PG qualquer

C) Usando a curva da fung¢ao exponencial como referéncia, ache no eixo X os valores
correspondentes aos termos da PG escolhida anteriormente no eixo Y.

D) Qual a conclusdao que podemos tirar sobre estes valores no eixo X7

Uma das solucoes comentada:
Vamos escolher a fungao y = €* e vamos imprimir uma parte do seu grafico usando o
programa Geogebra no computador (foi escolhido o Geogebra por ser um Software livre e

instalado na maioria dos computadores das escolas piiblicas do Estado do Parané, porém nada
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impede de outro software de construcao de graficos de fungoes ser utilizado, a escolha é do

Professor) escolhendo a PG de razdo 2 com primeiro termo sendo 1 no eixo Y. (Figura 19)

20+

L

16L ------ - m .- - .-

15+

X 05 X2 10 X315 20X 25

i . L

A L L L L T T T

5 3.0
Figura 19: Gréfico de y = ¢” com PG no eixo Y. Fonte: Simoes [30]

Sendo assim, usando uma régua, marcamos os valores (1,2,4,8,16,...) no eixo Y e usando
como referéncia a fun¢ao exponencial, marcamos (x1, T, T3, 4, Ts, ...) N0 eixo X obtendo os

valores aproximados :

Y Tn
1 Tr1 — 0
2 Tog — O,7
4 T3 — 1,4
8 || x4 = 2,1
16 || 25 = 2,8

Tabela 10: Aproximacao para (21, xg, T3, T4, T, ...)

Note que os valores sao aproximados, mas se calcularmos a diferenca entre eles veremos
que tudo indica ser uma PA.

Os alunos podem usar outras func¢oes exponenciais e escolher outras PGs no eixo Y e
notardo a mesma coisa: (xi, Ta, T3, Lg, Ts, -+ ) parece formar uma PA; o que podemos constatar

ser verdade, pois se y = e* entao Iny = x e teremos com aproximagao de 4 casas decimais:
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Ly

1'1:0

ro =1n2=0,6931
r3 =2-In2 =1,3862
x4 = 3-1In2=207%4
6 || x5 =4-In2=2,7725

= ool N |

Tabela 11: Valores exatos para (1, s, T3, T4, 5, )

Portanto, (z1,xs, T3, x4, x5, - - ) forma uma PA de razao In 2.

Atividade 2. Calculadora Rudimentar.

A) Complete a Tabela abaixo com uma PA qualquer que comece com 0 na coluna do meio
e com uma PG qualquer que comece com 1 na terceira coluna.

B) Multiplique o termo da PG da linha 4 pelo termo da linha 9

C) Multiplique o termo da PG da linha 2 pelo termo da linha 11

D) Multiplique o termo da PG da linha 3 pelo termo da linha 11

E) Multiplique o termo da PG da linha 7 pelo termo da linha 12

F) Multiplique o termo da PG da linha 7 pelo termo da linha 5

Observagao: Nesta atividade nao sera permitido o uso de calculadoras.

£
5
=
&

PA PG
0 1

O| 00| || U = W[ DO =

[
[l ==

—_
[\

—_
w

[u—
s

—
ot

—_
(@)

—_
-3

—_
oo

—_
Ne}

DO
[a)

Tabela 12: Calculadora Rudimentar a ser completada
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Uma das solugoes comentada:
Vamos escolher 2 como razao da PA e 3 como razao da PG, mas poderiamos ter escolhido

qualquer razao para a PA e para a PG.

Linha || PA PG
1 0 1
2 2 3
3 4 9
4 6 27
5 8 81
6 10 243
7 12 729
8 14 2 187
9 16 6 561
10 18 19 683
11 20 59 049
12 22 177 147
13 24 531 441
14 26 1 594 323
15 28 4 782 969
16 30 14 348 907
17 32 43 046 721
18 34 129 140 163
19 36 387 420 489
20 38 || 1162 261 467

Tabela 13: Calculadora Rudimentar

B) 27 - 6561 = 177147
C) 3-59049 = 177147
D)9 - 59049 = 531441
E) 729 - 177147 = 129140163

F) 729 - 81 = 59049

Neste ponto, o professor deve observar se algum aluno ja percebeu que multiplicar um
termo da PG por outro termo da PG é equivalente a somar o termo da PA ao lado do primeiro
termo da PG ao termo da PA ao lado do segundo termo da PG e que o resultado da adigao na
PA cai na mesma linha que o resultado da multiplicacao. Se ainda ninguém tiver feito esta
descoberta importante, o professor deve continuar pedindo multiplicagoes por dois termos da
PG.

Quando for feito essa descoberta, os alunos acabam se cansando de chamar o termo da PA,
ao lado da PG de termo da PA ao lado do termo da PG da linha tal e é neste momento que
o professor aproveita para chamar esse termo de Logaritmo como os antigos faziam. Neste
momento, é interessante contar um pouco da Historia dos Logaritmos e que era esse o modo dos

antigos fazerem contas mais compridas. Os alunos também vao descobrir que para dividir basta
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diminuir os termos respectivos da PA (Logaritmos) e que na Tabela chamada de Calculadora

Rudimentar nao é possivel fazer todas as contas, por exemplo, 17 - 81 pois o 17 nao aparece

na PG. Portanto, este ¢ o momento de revisar as propriedades das poténcias com cuidado e

resolver varios exercicios para fixa-las.

Outros questionamentos sobre a Tabela 12 vao surgir, vejamos:

G)

A soma de dois termos da PA é sempre um termo da mesma PA?
Resposta:
Se o primeiro termo da PA for igual a zero, a resposta é afirmativa. Veja:

Consideremos uma PA onde o primeiro termo a; = 0 e a razao é r e seu termo genérico

sera:

ap, = (n—1)r (11)
Sejam quaisquer dois termos desta PA, ay e a;, entao, somando os dois termos, temos:

as+a=(s—1r+{t—Dr=[(s+t—1)—1|r =asy1

Logo, a soma de dois termos a, e a; resulta no termo agy; ; dessa mesma PA.

O produto de dois termos da PG ao lado de dois termos da PA resulta sempre em um
termo da prépria PG 7

Resposta:

Vejamos, seja a PG de razao ¢ e primeiro termo g; = 1, seu termo genérico seréa:

gn=q""! (12)

Agora, vamos multiplicar os termos g, e g; que estao ao lados dos termos a, e a; da PA

respectivamente e teremos:

1 t—1 (s+t—1)—1

g9s g =q" ¢  =¢q = §s+i-1

Portanto, o produto de dois termos da PG é também um termo da PG e esse produto
fica na mesma linha da soma de dois termos da PA.

Existe alguma relacao entre os termos genéricos a,, da PA e g, da PG ?

Resposta:

Agora, vamos lembrar as propriedades das poténcias e que na funcao exponencial, uma
PG no eixo Y ¢é transformada em uma PA no eixo X e veremos que temos uma fungao

exponencial na Tabela 12, s6 nao conhecemos sua base. No eixo X temos os termos da
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PA e no eixo Y temos os termos da PG. Logo, se chamarmos a base de b, onde b > 0 e
b # 1, teremos:
gn = b (13)

Note que g; = b™ s6 & valido quando a; = 0 e g; = 1 pois b° = 1.

E ainda, substituindo as equagoes (9) e (10) em (11):

qn—l _ b(n—l)r

Portanto, elevando os dois membros da igualdade por 1/[(n-1)r], teremos:

ql/r —b

Portanto, substituindo na equagdo (11), teremos:

gn =" = ()™ (14)

E como chamamos os termos da PA de Logaritmo, de (12) vem a definigao principal:

g = (V/Q)" & a, = 109% (15)

Agora, fica claro porque o produto de dois termos da PG pode ser calculado com a soma

de dois termos da PA, pois, por (12):

9s - g = (V@)™ - (Va)* =
(V)" t " = (V)" = gsyin

Neste ponto, é importante perceber que se vale qualquer PA comecando com 0 e qualquer
PG comecando com 1, quanto mais simples for a PA e PG escolhidas, melhor, pois se vamos
usar a soma para calcular multiplicagoes, nada melhor que a PA seja o mais simples possivel,

por exemplo com razao 1 e que a PG cresca lentamente, por exemplo, com razao 2.

Atividade 3. Comportamento da Funcao Logaritmica.

A) Plote uma fungao logaritmica qualquer usando o Software Geogebra e imprima.

B) Marque no eixo X uma PG com primeiro termo igual a 1 e razao 2

C) Usando a curva da funcao logaritmica como referéncia, ache no eixo Y os valores
correspondentes aos termos da PG escolhida anteriormente no eixo Y.

D) Qual a conclusao que podemos tirar sobre estes valores no eixo Y?
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Uma das solugoes comentada:
Vamos plotar a funcao y = Inx num software do computador, por exemplo, o Geogebra e

imprimir, depois marcar a PG no eixo X, produzindo a Figura 20:

0 emeccccscscsa=-

1
]
'
'
]
1
1
1

4

10 15 16

—
BN -

Figura 20: Gréfico de y = Inz com PG no eixo X. Fonte: Simoes [30]

Vamos observar que os valores de (aq, as, as, ay, as) ficam proximos de :

n gn — an ~
11 0
2 0,7
3[4 14
18 2.1
5| 16 2.8

Tabela 14: Valores aproximados para (ay, as, ag, a4, as, - - )

Portanto, temos uma PA no eixo Y, ou seja, a funcao logaritmica transforma PG no eixo X

em PA no eixo Y, ou seja, transforma produtos em soma. De fato:

Qnp,

r1=In1=0

as = In2 = 0,6931
az = 2-1n2=1,3862
ay=3-In2=20794
16 || a5 =4-In2=2,7725

CoOl | DN | &

Tabela 15: Valores exatos para (aq, as, as, as, as, - )

Uma PG de razao 2 no eixo X é transformada em uma PA de razao In2 no eixo Y pela

funcao y= Inz.
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Agora, o aluno esta pronto para ser apresentado aos Teoremas 1, 2, 3 e 4 que caracterizam

as fungoes exponenciais e logaritmicas.

Atividade 4. Caracterizacao da Fungao Exponencial.

Complete a tabela abaixo para a fungao f : R — R™ definida por f(z) =3" e Az =1

x| fl@)=3 fz+ Ax) fat A~ fo) | LI ?2{ fz)

0

1

2

3

4

5

k

Solu¢ao comentada:

v| fla) =3 | flz+ Aw) Fla+ An) - fo) | TEF ?2)‘ /)
0 f(0)=3"=1 | f(0+1)= 2=2-3 2
1| f()=3"=3 [ fa+1)=9 6=2-3 2
2 [ f(2)=32=9 | f2+1)=27 18=2-37 2
3 f(3)=3%=27 | f(3+1)=81 54=12.3 2
4| f(4)=3=81 [ f(4+1) =243 [ 162=2-3" 2
5 f(5)=3"=243 | f(5+1)=729 | 486=2-3° 2
FIF0) =3 [ fhaD) 35T [ 25 2

Tabela 16: Variagao de f(z) = 3" e Az =1

Da Tabela 16, devemos observar com os alunos :

i) Os valores de x, no eixo X, formam uma PA de razao igual a 1 e primeiro termo igual a

0 e seu termo genérico é a, =n — 1

ii) Os valores de y, no eixo Y, formam uma PG de razao igual a 3 e primeiro termo igual a 1

e seu termo genérico é g, — 3"!

iii) Por i) e ii) temos que g, = 3** = f(an), ou seja, y, = f(a,) e o Teorema 2 pode ser
verificado se pusermos b = f(0) =1 e a = f(1)/f(0) = 3, teremos f(x) = 3" para todo
z € R.
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iv) Observamos também que o acréscimo relativo [f(x + Az) — f(x)]/f(z) = [3" - (
1)]/3* = 3% — 1 depende apenas de Az, mas nao de x, logo, o Teorema 3 pode ser
verificado, tomando h = Az se b= f(0) =1 e a= f(1)/f(0) = 3 temos f(x) = 3" para
todo z € R.

Note que foi escolhido f(x) = 3 e Az = 1 para simplificar o exemplo, mas poderiamos

usar qualquer outra funcao exponencial e qualquer outro valor real para Ax.

Atividade 5. Caracterizacao das Funcgoes Logaritmicas

Complete a tabela abaixo para a fungao f : R™ — R definida por f(z) =logsz e Az =1

I (7B o8 [ F(3) F3- 575 F(3) 5 /5 + Ar)
30 =1

3 =3

3?=9

3% =27

3t =181

35 =243

3TL

Solu¢ao comentada:

Como log, a™ = n -log, a e log, x = 1, temos que log, z* = 4, entao:

s=F [TE) [ FE [ FE 5 [ @)+ /6 Ar)

=logs3' =i | =t + Az | =2t + Az =21 + Az
30=1 0 1 1 1
31=3 1 2 3 3
32=9 2 3 5 )
3=27 || 3 4 7 7
31=81 | 4 ) 9 9
3°=243 || 5 6 11 11
3" n n—+1 2n 4+ 1 2n + 1

Tabela 17: Variacao de f(z) = log; e Az =1

Da Tabela 17, devemos observar com os alunos :

i) Os valores de x, no eixo X, formam uma PG de razao igual a 3 e primeiro termo igual a

1 e seu termo genérico é g, = 3" L.

ii) Os valores de y, no eixo Y, formam uma PA de razao igual a 1 e primeiro termo igual a 0

e seu termo genérico é a, =n — 1
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iii) Por i) e ii) temos que g, = 3% , ou seja, x, = 3/@)

iv) Como f(3"-3772%) = £(3") + f(3' + Aw),0 Teorema 4 pode ser verificado fazendo z = 3!
ey = 3"+ Az, temos que f(x-y) = f(x) + f(y).

Note que foi escolhido f(z) = logs e Ax = 1 para simplificar o exemplo, mas poderiamos
usar qualquer outra fungao logaritmica e qualquer outro valor real para Ax.
A proxima atividade servird para o aluno analisar o crescimento rapido das fungoes expo-

nenciais e o crescimento lento das fungoes logaritmicas.

Atividade 6. Crescimento das Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Baseada em Avila [1]

Construa uma tabela com 3 colunas, sendo a primeira valores para x, a segunda valores
para y = 22 e a terceira valores para y = e*. Atribua valores para z : 2z = 0;2 = 3;2 = b;x =
10;2 = 15;2 = 20; 2 = 30,5;2 = 41,4 e x = 42,9. Use uma calculadora (aproximagao de 4
casas decimais) e veja o que acontece com a segunda e terceira colunas da tabela.

Dados interessantes:

Distancia da Terra ao Sol ~ 149 600 000 km

1 ano - luz = 9 467 280 000 000 km

Distancia da estrela mais proxima do Sol: 4,3 anos luz ~ 40 709 304 000 000 km

Solucao comentada:

x y = x° y=e€"

0 0 1

3 9 20,08

d 25 148,41

10 100 22 026,46

15 225 3 269 017,37

20 400 485 165 195,41

30,5 | 930,25 17 619 017 951 355.6
41,411 713,96 954 534 326 273 204 860
429 | 1 840,41 4 277 926 057 321 130 000

Tabela 18: Crescimento da Fungao exponencial

Se fossemos marcar em um grafico, e fizéssemos as medidas em centimetros, para xr=>5 cm,
marcaremos 25 cm na vertical para y = 22 e 148cm (quase 1,5 m) para a fungao exponencial.
Quando x— 10 cm, marcaremos na vertical 100cm = 1m para y = 22 e ¢ terd mais de 220
m, isso é a altura de um prédio de mais de 70 andares. Quando z= 30,5cm, marcaremos na

2 e e” terd mais que a distancia da Terra ao Sol. E

vertical um pouco mais de 9m para y =z
quando z estiver proximo de 40cm e 22 proximo dos 1700m, e® estara assumindo o valor de 1

ano luz e 4,3 anos luz quando z estiver préoximo dos 43 cm.
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Esses calculos mostram o quao rapidamente cresce a funcao exponencial. Entretanto, como
a funcao inversa da exponencial é a logaritmica, temos que a terceira coluna da Tabela acima
¢ x e a primeira coluna representa os valores correspondentes de In z, mostrando o vagaroso

crescimento da fungao logaritmica.

x y=Inx
1 0
20,08 3
148,41 5
22 026,46 10
3269 017,37 15
485 165 195,41 20
17 619 017 951 355.6 30,5
954 534 326 273 204 860 414
4 277 926 057 321 130 000 429

Tabela 19: Crescimento da Fungao Logaritmica

Agora, teremos que andar 220m na horizontal para subir 10cm, mais de 4800 km na
horizontal para subir apenas 20cm, 1 ano-luz na horizontal para subir pouco mais de 40cm e

assim por diante, mostrando quao vagaroso é o crescimento da funcao y = In x.

Atividade 7. O problema do Jogo de Xadrez.

Baseada em Tahan [34] e Avila [1]

Reza a lenda que um rei gostava muito do jogo de xadrez e quis premiar seu inventor e
disse que ele poderia pedir o que desejasse como recompensa. O inventor, humilde, recusou
varias vezes a oferta, mas o Rei continuava insistindo. Entao, o inventor fez o seguinte pedido:
1 grao de trigo pela primeira casa do tabuleiro, 2 graos de trigo pela segunda, 4 graos pela
terceira e assim por diante, sempre dobrando o ntiimero de graos de trigo a cada casa. O Rei
pediu um saco de graos de trigo e quando comegou a calcular, viu que nao era tao simples.
Pediu entao aos matematicos da corte que calculassem a quantidade de graos de trigo. Algum
tempo depois, os suditos informaram ao Rei que nao havia trigo suficiente em seu reino para
atender aquele pedido. Mais do que isso, os matemaéticos da corte disseram ao Rei que nem
se todo o Reino fosse todo coberto de trigo, as safras colhidas durante 2000 anos nao seriam
suficientes para pagar o inventor. Mas o inventor perdoou publicamente a divida do Rei e virou
seu conselheiro.

Quantos digitos tem o ntmero que expressa a divida do Rei em graos de trigo?

Solu¢ao comentada:

Note que sendo N o nimero total de graos de trigo solicitado pelo inventor do jogo e como
o tabuleiro do jogo de xadrez tem 64 casas, teremos :

N=1+2+224+2%+..4+2%

Logo, N é a soma dos 64 primeiros termos de uma PG de razao igual a 2 e primeiro termo

igual a 1 = 2. Como a soma dos termos de uma PG (S,) de razdao q # 1 e primeiro termo a,
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¢ dada por :

Sp = a(g™ ~1) 3
qg—1

teremos: N = 264 _ 1.

Para calcular o valor de 25 poderiamos recorrer ao valor de log2 = 0,301030 (Anexo B) e
fazer:
log 264 = 64 . log2 ~ 19,26592 , ou seja, 1019:2652 ~ 264

264 & um ntmero entre 10! e 10%°, ou seja, N = 264 - 1 ser4 um nimero com

Isso significa que
20 casas decimais. Podemos calcular seu valor aproximado por interpolacao linear, explicado

no Anexo A, mas a titulo de curiosidade em uma calculadora cientifica, teremos:
N = 18446744073709551615

Talvez o aluno nao tenha ideia do que 18,5 quintilhées represente. Segundo Ormond [24],
1000 graos de trigo pesam aproximadamente 35 gramas, ou seja, 18,5 quintilhdes de graos de
trigos pesariam aproximadamente 645,63 bilhoes de toneladas e como a produgao mundial de
trigo para a safra 2013-14 foi estimada em 711,42 milhdes de toneladas pelo Departamento de
Agricultura dos Estados Unidos (USDA), seriam necessarios mais de 900 anos dessa produgao
para pagar o inventor do jogo de xadrez. De acordo com Avila [1] “sequramente, todo o trigo
que tem sido cultivado nos ultimos 10000 anos, isto €, desde o inicio da agricultura em nosso

planeta, nao seria suficiente para atender ao pedido do inventor.”

4.2 Aplicagoes das Fungoes Exponenciais e Logaritmicas

Apos ter estudado o comportamento variacional das Fungoes Exponenciais e Logaritmicas,
caracterizando-as através de suas propriedades, os alunos deverao ver alguns exemplos de
aplicagoes das mesmas.

Aqui é importante lembrar aos alunos que as fungoes exponenciais se tornam o modelo
matematico mais adequado aos fenémenos nos quais um pequeno aumento no valor da variavel
independente provoca um acentuado aumento na variavel dependente e a funcao logaritmica
como inversa da fungao exponencial, se torna o modelo mais adequado aos fendémenos em
que um grande aumento na variavel independente produz um pequeno aumento na variavel
dependente.

Nesta segao veremos como a fungoes exponenciais e logaritmicas estao ligadas a um grande
namero de fendmenos e situagdes naturais, onde se tem uma grandeza cuja taxa de variagao é
proporcional a quantidade da mesma existente no instante dado, com o ntimero e aparecendo
“naturalmente”.

Portanto, a funcao exponencial e sua inversa, a funcao logaritmica sao os modelos corretos
para representar diversos fendmenos naturais nos quais a taxa de mudanca de alguma quantidade

¢ proporcional a propria quantidade, como visto na secao 3.8.1 e por isso o estudo dessas

3mais detalhes em ANEXO C
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fungoes nunca deixarao de serem importantes, mesmo o logaritmo perdendo sua utilidade como
ferramenta de calculo. Além disso, os logaritmos sao adequados e utilizados em diversas escalas
importantes. Exemplificaremos alguns desses exemplos nessa se¢ao, baseados em Lima(1996)
[17].

Exemplo 1. Juros Continuos
Um capital C', empregado a uma taxa de ¢ por cento ao ano, rende no fim de um ano, juros
no valor de i - C'/100. Seja a=i/100, temos que ap6s um ano, C' rendera « - C' de juros e o

capital se tornara
Ct+a-C=C-(1+a)

Passado dois anos, o capital se tornaréa
C-(I+a)+[C-1+a)-a=[C-(1+a)]-(1+a)=C-(1+a)?
Portanto, em m anos, o capital sera de
C-(I4+a)™

Tomando uma fragao, digamos, 1/n do ano, seria justo que o juros fosse de o - C'/n, de

modo que decorrida a fragdo 1/n de ano, o capital C' se transforma em
C-(14+a/n)

Depois de mais 1/n de ano, obtemos
C-(1+a/n)?

Prosseguindo desta maneira, depois de decorrido cada um desses periodos de 1/n de ano, ao

chegaremos ao fim do ano e ao invés de C' - (1 + «) obteremos
¢-(1+a/n)"

Note que se n tender ao infinito, ou seja, com os juros capitalizados a cada instante, continua-
mente, teremos pela equacao (7) da sec¢ao 3.7:
o n
lim € (1+5) =C e
n—o00 n
Essa forma de transacao, onde os juros sao capitalizados continuamente da forma como
apresentamos acima, chamamos de Juros Continuos.
Assim, por exemplo, o capital de R$1,00 empregado a juros continuos de 100% ao ano, sera

transformado em e reais ~ 2,72 reais ao invés de 2 reais na taxa de 100% ao ano.

Se a taxa de juros é de i % ao ano, com « = /100, entdo um capital C' empregado a essa
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taxa sera transformado, depois de t anos em:

t n
lim C - <1+O‘—> —C. et
n—o00 n

Atividade 8. Em quanto tempo um capital C a juros continuos de 0,6 % ao més ( aproxima-

damente o rendimento da Caderneta de Poupanca atual) sera dobrado?

Solugao comentada:

Para que C' dobre seu valor depois de t meses, devera ocorrer: C - e*%% = 2C. Ou seja,
%0068 — 2 5 In(e”%%") = In2 — 0,006t - Ine = In2 — 0,006t - 1 = In2

Portanto, ¢t = 115, 52; ou seja; seriam necessarios aproximadamente 9 anos e 8 meses para
conseguir dobrar o capital C nessa taxa aplica a juros continuos. Note que esse tempo nao
depende de C', o capital inicial. Fixada a taxa de juros, leva-se o mesmo para dobrar um
capital 1 milhao de reais ou um capital de 1 real.

De modo geral, este raciocinio serve para mostrar que se um capital for aplicado a taxa de
a =1/100 ao més, entdo o capital inicial C' leva t = Inb/« para tornar-se b vezes C.

H& uma regra pratica usada para estimar o tempo t necessario para que um capital C

aplicado a uma taxa 1% dobre de valor conhecida como Regra dos 70. A Regra diz que

t — —
7
E uma maneira réapida de se obter o tempo aproximado para que o Capital dobre de valor.

Observando o exemplo acima, temos que

In 2 0,70 70

~ -
~

17100 17100 i

O 70 vem do valor de In 2 e se usassemos a regra para resolver o problema acima terfamos um
valor bem préximo do real:
t= ﬂ =1t~ 116,6
0,06
Essa regra pode ser utilizada para estimar o tempo necessario para dobrar um crescimento

exponencial ou reduzir & metade um decrescimento exponencial (meia-vida).

Exemplo 2. Perdas Continuas

Agora, imagine que ao invés de aumentar o capital C' a uma taxa de ¢ % ao ano, com
a = i/100, esse capital C' fosse diminuindo continuamente na mesma taxa, dando prejuizo.
Usando o mesmo raciocinio anterior, veriamos que que um capital C', sujeito a um prejuizo

continuo de ¢ % ao ano, no fim de ¢ anos fica reduzido (por (8) da secao 3.8) a

limC’-<1—a—t) =C.e™

n—00 n
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Em particular, C estara reduzido a b-ésima parte em ¢ anos de forma que e~ * = 1/b. Isto ¢,

Exemplo 3. Crescimento Populacional

O crescimento populacional de certa comunidade pode ser modelado por meio de fungoes
exponenciais pois este aumento é proporcional a populacao presente no instante inicial da
medida, que é uma caracteristica de uma func¢ao do tipo exponencial.

Por exemplo, se certa espécie de peixes em um lago com populacao inicial igual a F,
apresenta um crescimento de i % ao ano, com a = /100 e P(t) é a populagao dessa espécie

neste lago depois de um tempo ¢, entao analogamente ao exemplo de Juros Continuos, teremos:

n—oo

P(t) = lim Py - (1 + 9)" — Py et
n

Note que o crescimento é continuo, Se a taxa de crescimento ¢ de 10% ao ano e a populacao
inicial é de 1000 peixes, nao acontecera o fendmeno de se manter os 1000 peixes durante 364
dias e apenas no 365° dia termos 1100 peixes no lago. Esse processo é gradativo, continuo. A
taxa de crescimento serd proporcional a uma certa quantidade em determinado momento. Por

isso, ocorre de modo anélogo ao tratado no exemplo de Juros Continuos.

Atividade 9. Lima (1996) [17], p.99
Suponha que uma cultura de 100 bactérias se reproduz em condic¢oes favoraveis. Doze horas
mais tarde contamos 500 bactérias na cultura. Quantas bactérias havera dois dias depois do

inicio da experiéncia?

Solu¢ao comentada:
Sendo no instante t = 0 a populacao inicial de bactérias igual a Py, = 100, teremos a

populacao de bactérias no instante £ em horas igual a:
P(t) =100 - e
e como P(12) = 500, temos:

100 - e =500 — Ine*? =In5 - 12-a-(Ine) =In5 - a-1=1In5/12 —
a=1Inb/12
Portanto, P(t) = 100 - e5/12)¢
2 dias depois, quando t = 48, ou seja, depois de 48 horas do tempo inicial, teremos:
P(48) = 100 - eM5/1248 5 100 - 624, 999999 ~ 62500 bactérias.

Note a tabela tempo versus ntimero de bactérias onde o tempo cresce conforme uma PA e o

ntumero de bactérias cresce conforme uma PG, caracteristica das fungoes do tipo exponencial:
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t em horas || Niumero de bactérias
0 100
12 500
24 2500
36 12500
48 62500

Tabela 20: Crescimento da Populagao de bactérias em horas

Exemplo 4. Desintegracao radioativa

Os atomos de uma substéncia radioativa (como o radio ou o urdnio) possuem uma tendéncia
natural a se desintegrarem, emitindo particulas e transformando-se em outra substancia nao
radioativa. Assim sendo, com o passar do tempo, a quantidade de substancia original diminui
e a massa da nova substancia transformada aumenta.

Em um determinado momento, a quantidade de matéria que se desintegra de um corpo
radioativo é proporcional a massa da substancia original presente no corpo naquele momento.
A constante de proporcionalidade o é determinada experimentalmente e cada substancia
radioativa tem sua constante de desintegracao «. Essa é uma caracteristica das funcgoes
exponenciais e como a desintegracao da substancia radioativa também é um processo continuo,
o modelo sera analogo ao das Perdas Continuas.

Seja um corpo de massa My, formado por uma substancia radioativa cuja taxa de desinte-

gragao ¢ « entdo M (t), a massa do corpo depois de um tempo ¢, sera:

n
M(t) = lim MO' (1 - Oé_t) = MO'G_at
n—oo n
Na pratica, a constante « fica determinada a partir de um ntmero bésico, chamado de meia-vida
da substancia. A meia-vida de uma substancia radioativa é o tempo necessério para que se
desintegre a metade da massa de um corpo formado por aquela substancia. Por exemplo, o
Polénio 218 tem meia-vida igual a 2 minutos e 45 segundos. Os is6topos do radio 226 tem
meia-vida de 1620 anos e os isétopos do uranio tém uma meia-vida da ordem de 10° anos.
Portanto, se conhecemos a meia-vida do elemento radioativo, sabemos em quanto tempo

sua massa inicial se reduz a metade, ou seja, sendo ¢; /> a meia-vida do elemento, sabemos que :

1 1\ M,
§MO = M[) . €_atl/2 — In (5) . ﬁz = —Q - t1/2 ‘Ine
Ou seja,
In2
a=—
t1/2

Atividade 10. O acidente da usina nuclear de Fukushima, no Japao em abril de 2011, acendeu
o alerta sobre o risco para a saiide humana de acidentes nucleares . O acidente liberou altas

doses de elementos radioativos na agua e no solo da regiao, fazendo com que milhares de
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pessoas sobreviventes do Tsunami que provocou o acidente na Usina deixassem suas casas na
regiao. Entre os elementos radioativos liberados pelo acidente estao o Iodo 131, Césio 137 e o
Estroncio 90, que causam sérios danos a saude dos seres humanos, como cancer.

Em abril de 2011, foram detectados 570 becquerels de Estroncio 90 por kg de solo na regiao
da usina de Fukushima, valor que corresponde a cerca de 130 vezes a concentragao normal do
solo daquela regiao. Determine qual sera a concentragao de Estroncio 90 daqui a 116 anos,
sabendo que a meia-vida desse elemento é de 29 anos e se depois desse tempo, a concentracao

do solo da regiao ja estard préoximo da normalidade .

Solugao comentada:

Como vimos anteriormente,

M(t) = My - e * com a = In2
t1/2
Portanto, a = In2/29 e M(116) = 570 - e(~1n2/29)-116 ~ 35 625
Ou seja, depois de 116 anos, a concentragao sera de aproximadamente 35,625 becquerels de
Estroncio 90 por kg de solo na regiao da usina de Fukushima.
A concentragao normal é de 570/130 = 4,38 becquerels de Estroncio 90 por kg de solo na
regiao da usina de Fukushima, portanto mais de 35 becquerels por kg esta longe da concentracao

normal. Para conseguirmos a concentragao normal, devemos ter:

-t
——— - lne —» t =~ 203,64

—In2
4,38 = 570 - =229 _y (4, 38/570) = ;9

Portanto, seriam necessarios mais de 200 anos para que a concentracao de 570 becquerels de
Estroncio 90 por kg de solo voltasse ao normal na regiao de Fukushima.
Veja a tabela da Desintegracao do Estroncio 90 conforme os anos se passam, Uma PA

transformada em PG:

t em anos || Quantidade de Estroncio 90 em becquerels por kg
0 570
29 285
58 1425
87 71,25
116 35,625
145 17,8125
174 8,90625
203 4,453125

Tabela 21: Desintegracao do Estroncio 90 em anos

Exemplo 5. Eliminagao do alcool pelo organismo
A eliminacao do alcool pelo organismo, feita uma parte pelos rins e pulmoes e outra pelo

metabolismo, varia muito de pessoa para pessoa conforme o peso e o sexo. Mas, analogamente
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a desintegracao radioativa, a eliminacao é continua e proporcional & sua quantidade em
determinado instante, caracteristica das func¢oes exponenciais.

Analisaremos a situagao com uma atividade :

Atividade 11. (Adaptada de ENEM-2003)

Os acidentes de transito, no Brasil, em sua maior parte sao causados por erro do motorista.
Em boa parte deles, o motivo é o fato de dirigir ap6s o consumo de bebida alcoolica. A ingestao
de uma lata de cerveja provoca uma concentracao de aproximadamente 0,3 g/L de alcool no
sangue. A tabela abaixo mostra os efeitos sobre o corpo humano provocados por bebidas

alcoolicas em funcao de niveis de concentragao de alcool no sangue:

Concentracao de Efeitos
alcool no sangue (g/L)
0,1-0,5 Sem influéncia aparente, ainda que com
alteracoes clinicas
0,3-1,2 Euforia suave, sociabilidade acentuada e
queda da atencao
0,9 - 2,5 Excitagao, perda de julgamento critico, queda da
sensibilidade e das reacoes motoras
1,8 -3,0 Confusao mental e perda da coordenacao motora
2,7-4,0 Estupor, apatia, vomitos e desequilibrio ao andar
3,5 -5,0 Coma e morte possivel

Tabela 22: Efeitos das bebidas alcodlicas. Fonte: (ENEM- 2003) Revista Pesquisa FAPESP n°
57, setembro 2000

Atualmente no Brasil, conforme a Resolugao 432/2013 do Conselho Nacional de Transito
(CONTRAN), o limite toleravel da concentragao de alcool em g/L de sangue é zero, ou seja,
é crime dirigir logo apés comer um bombom de licor. E aceitével apenas a margem de erro
do bafémetro de 0,05 g/L . Supondo que a meia-vida do &lcool em um individuo seja de 2
horas e esse individuo beba 6 latas de cerveja rapidamente, demoraré quanto tempo para a
concentracao de alcool no sangue chegar a 0,05 g/L depois que ele parou de beber 7 Qual o
provavel efeito do alcool ingerido pelo individuo?

Solu¢ao comentada:

Como a meia-vida do élcool no sangue deste individuo é 2 horas, temos que a =1n2/2 e
Qt) = Qo - e(¥)'t representa o decrescimento da taxa de alcool no sangue conforme o tempo
t, depois de parar de beber. Como o individuo parou de beber depois ingerir 6 latas de cerveja,
a sua taxa de alcool no sangue em ty é de 0,3 -6 = 1,8g/L. Para que essa taxa caia para 0,05
g/L é necessério:

0,05 =1,8- =)t 5 0,0277777 = -"5°)t

In2 2-In0,0277777

In0,0277777T = —— ) -t-lne >t~ — — t = 10, 3398
2 In2
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E como 10,3398 = 10 horas e 20 minutos , seriam necessarias mais de 10 horas para as
taxas de alcool no sangue do individuo voltarem ao normal.
Tomando as 6 latas de cerveja, é bem provavel que o individuo tenha excitacao, perda de

julgamento critico, queda da sensibilidade e das reagoes motoras.

Exemplo 6. O método do Carbono 14 (C'?)

O Carbono 14, indicado por C'*, é um is6topo radioativo do carbono, formado na atmosfera
devido ao bombardeio da Terra por raios cosmicos. Através dos tempos, a quantidade de C'* na
atmosfera tem-se mantido constante porque sua producao é compensada por sua desintegracao.
Os seres vivos absorvem e perdem C'* de modo que, em cada espécie, a taxa de C'* também
se mantém constante. Quando o ser morre, a absorcao cessa mas o C''* nele existente continua
a desintegrar-se continuamente. Este fato pode ser usado para determinar a idade de um fossil
ou de um objeto muito antigo comparando a quantidade de C'** de materiais idénticos atuais

com os antigos. Para isso, ¢ necessério saber que a meia-vida do C** ¢ de 5730 anos, portanto,

1112‘

_(1n2 Y,
a:%, M(t):MO.e (5730)t

Atividade 12. O Sudario de Turim.

Em 1988, o Vaticano permitiu que o Sudério, tecido ao qual se acreditava ter envolvido o
corpo de Cristo, fosse datado por trés organizagoes independentes, a Universidade de Oxford, a
Universidade do Arizona e o Instituto Federal de Tecnologia Suico, através do teste do Carbono
14. Os trés testes mostraram que o tecido do Santo Sudéario continha aproximadamente 92%
do Carbono 14 em comparacao com um tecido idéntico atual. Qual a idade aproximada,

encontrada pelos testes, do Sudario?

Solucao comentada:

In2

M(t) = My - e (556)% 50,92 My = M, - e~ (555)

m0.92 — — (222 41
e PE= = 5730 ne

Portanto, t ~ 689,28 anos, ou seja, como a quantidade de C'* tinha se reduzido a 92%
da quantidade de um tecido idéntico de 1988, o tecido naquela época teria aproximadamente
689 anos, o que constatava que o Sudario era do ano de 1300, aproximadamente. Os trés
testes calcularam sua margem de erro e concluiram que o Sudério era da época de 1260 - 1390,
portanto, nao poderia ser o mesmo que cobriu o corpo de Cristo.

Porém, a polémica nao acabou ai. Varios outros pesquisadores do Sudario alegam sua
legitimidade. Alguns dizem que a pequena amostra retirada do tecido era na verdade um
pedaco remendado e restaurado, outros dizem que um incéndio danificou a peca e mudou suas
taxas de C'4, outros dizem que fungos que atacaram o tecido também mudaram as taxas de

C' e muitos outros pesquisadores contestam o exame pelo método do C'* feito em 1988.

Exemplo 7. Resfriamento de um corpo
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Uma situagao anéloga a da Desintegracao radioativa é a de um objeto aquecido, colocado
num meio mais frio (ar ou agua, por exemplo). Como o objeto possui massa bem menor que a
do meio que a contém, a temperatura desse meio permanece constante, sem ser afetada pela
presenca do objeto mais quente. A Lei do resfriamento de Newton afirma que, nessas condicoes
a diferenca de temperatura D, entre o objeto e o meio que o contém, decresce com uma taxa
de variagao proporcional a essa propria diferenca, o que caracteriza uma funcao exponencial.
Como D decresce continuamente, se tivermos uma temperatura inicial do objeto Dy que é a

diferencga entre a temperatura do objeto e o meio que o contém no instante t = 0, teremos:
D(t) = DO . e*at,

onde a constante o depende do material que é constituida a superficie do objeto.

Atividade 13. Lima (1996) [17] p. 100

O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto as 23 horas. O médico da policia
chegou as 23:30 horas e imediatamente tomou a temperatura do cadéver, que era de 34,8°
Celsius. Uma hora mais tarde ele tomou a temperatura outra vez e encontrou 34,1° Celsius.
A temperatura do quarto era mantida constante a 20° Celsius. Use a lei de resfriamento de
Newton para estimar a hora em que se deu a morte. Admita que a temperatura normal de
uma pessoa viva é de 36,5° Celsius.

Solu¢ao comentada:

Seja t o tempo transcorrido em horas a partir do momento da morte, temos que D(t) =
Dy-e e Dy =36,5° — 20° = 16, 5°. Logo,

D(t) = 16,5° - ¢~

Considerando t; o tempo transcorrido desde a morte da vitima até as 23:30 horas, entao
D(t;) = 34,8° — 20° = 14, 8°. Portanto, 14,8°=16,5°-e*"* — 0,89697 = ¢ *"" — —at; -Ine =
In 0, 8967

—at; = 1n0, 8967

Uma hora depois, temos D(t; + 1) = 34,1° — 20° = 14,1° — 14,1° = 16,5° - e~titl) _y
In0,854545 = —a(t; +1)-lne — (—aty) - (—In0,854545) = a e como —at;=In 0, 89697, temos
que

a =1n0,89697 — In 0, 854545 —

a =~ 0,04845

Como —at; = In0,8967 e a ~ 0,04845 temos que t; = -0,109034/-0,04845. Logo,
tl ~ 2, 25

E como 2,25 horas ~ 2 horas e 15 minutos, a morte da vitima ocorreu aproximadamente 2

horas e 15 minutos antes das 23: 30 horas, ou seja, por volta das 21:15 horas do mesmo dia.

75



Exemplo 8. Intensidade Sonora

O nivel de intensidade sonoro, mais conhecido como volume do som, é uma sensacao que
distingui o som fraco (baixa intensidade) do som forte (alta intensidade) e esta relacionado
logaritmicamente com a intensidade e com a distancia da fonte sonora. Portanto, quanto maior
a intensidade sonora da fonte, mais energia ela propaga e consequentemente mais alto o som
serd percebido por nosso ouvidos. O volume é medido na unidade bel, em homenagem ao
cientista britanico Alexander Graham Bell que realizou diversos estudos com o som, linguagem
gestual e surdez. Porém sua maior contribui¢cao para o mundo foi o telefone.

Como o ser humano ¢ muito sensivel a escala bel, seu submiltiplo ¢ mais utilizado:

1 decibel = 0,1 bel = 1Db.

O nivel de intensidade sonoro (N) em decibéis, pode ser representado pela equagao:

I

N =10-log I_o

onde [ é chamada minima intensidade sonora fisica, ou limiar de audibilidade, o menor
valor da intensidade sonora ainda audivel.

Iy = 1072W/m? e I ¢ a intensidade sonora da fonte em W/m?

A maxima intensidade sonora fisica, ou limiar de dor, o maior valor da intensidade sonora
suportada pelo ouvido ¢ 1 W/m?

Veja exemplos de nivel de intensidade sonoro em decibéis:

Murmnrio: 20 dB

Miisica suave: 40 dB

Conversa comum: 65 dB

Rua barulhenta: 90 dB

Maquina de cortar grama: 90 dB

Buzina de automovel: 110 dB

Aviao proximo: 100 dB.

Volume méximo em alguns aparelhos de MP3: 120 dB

Qualquer som acima de 85 dB pode causar perda de audigao, e a perda depende tanto
da poténcia do som como do periodo de exposi¢ao. A portaria Brasileira do Ministério do
Trabalho n° 3214/78 fixa 0 maximo permitido de 85 dB para 8 horas de jornada de trabalho em
ambientes industriais onde existe ruido de maquinas e processos ruidosos. Uma boa maneira
de saber que se estda ouvindo um som de 85 dB, é quando vocé tem de elevar a voz para outra
pessoa conseguir lhe ouvir.

Se vocé se expuser a um som de 90 dB, por 8 horas, pode causar danos aos seus ouvidos;
mas se a exposi¢ao for a um som de 140 dB, um segundo ja é o bastante para causar danos (e
chega a causar dor).

Segundo Souza, [32] ao dobrarmos a distancia em relagao a fonte do som, o nivel sonoro

diminui 6 decibéis.
Atividade 14. Quantos decibéis gera uma banda de rock que emite uma intensidade sonora
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de 1071W/m? ?
Solu¢ao comentada:
N=10-1 ! =10-1 107 =10-11-log10 =110
-G T o) T o8

Portanto, a banda de rock gera 110 decibéis.

Atividade 15. Qual a intensidade sonora em W/m? que emite um aparelho de MP3 que gera
120 decibéis 7

Solu¢ao comentada:

120 = 10-log ( ) — 12 =log I-log 107"* — 12 = log I —(—12)-log 10 — 12 = log [+12-1

10-12
Logo, logI =0 — I =10° — I = 1 kWh.
Portanto, a intensidade do aparelho de MP3 é de 1 kWh em seu volume méaximo, que
é a maxima intensidade sonora suportada pelo ouvido. Dai o cuidado em nao escutar no
volume maximo esse tipo de aparelho, lembrando que esses aparelhos usam o fone de ouvido,

aumentando sua intensidade pois, quanto mais proximo da fonte do som, maior sua intensidade.

Atividade 16. Aumentando em 1 decibel a intensidade sonora de uma fonte, de quando é

aumentada sua intensidade em kWh ?

Solu¢ao comentada:
Seja I, a intensidade sonora em kWh quando o nivel sonoro é k decibéis e Iy a intensidade

sonora em kWh quando o nivel sonoro é k + 1 decibéis, temos que:

I k
k=10 lOg <T1€12> — 1—0 = 1Og[k —10g10712 —

k k
= —logly — (—12) -log 10 — log I = — — 12 — I = 101512

10 10
Analogamente, £+ 1 = 10 - log (1%:12) — k1_4(—)1 = log I+ — log10712 —
kl—zl =log i1 — (—12) -1og 10 — log Iy = kl—zl — 12 = [y = 100 12
L1 =107
Portanto, lkn = 10’“‘1519 = 10k_1319 = 10%81%120) = 10%

k—120

Ii  10m712 1055
]k+1 __ 10
AR Ry
I
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Ou seja, o aumento de 1 decibel no nivel sonoro de uma fonte sonora faz com que a sua

intensidade I seja /10 kWh vezes maior. Este ¢ um exemplo de Escala Logaritmica.

Exemplo 9. A escala Richter
Souza [32] fala sobre a Escala Richter:

O terremoto é um fendmeno natural decorrente de movimentos da crosta terrestre,
geralmente resultantes do choque entre duas placas tectonicas, que liberam grande

quantidade de energia e ocasionam tremores na Terra.

A partir da quantidade de energia liberada por um terremoto, é possivel determinar,
utilizando um aparelho chamado sismoégrafo, sua magnitude na escala Richter,
desenvolvida em 1935 pelo sismoélogo norte-americano Charles Richter (1900 - 1985).
Para sua elaboracao, esse sismoélogo atribuiu aos terremotos mais fracos, que ja

haviam sido registrados, valores préoximos de zero, e adotou uma escala logaritmica.

De acordo com o grau de magnitude registrado na escala Richter, um terremoto

pode acarretar as seguintes consequéncias:

Magnitude(graus) Possiveis Efeitos
menor que 3,0 Tremores pequenos, geralmente nao perceptiveis,
registrados por equipamentos apropriados.
3,0-59 Abalos perceptiveis sem a utilizacao de equipamentos, mas
pouco destruidores. Pode derrubar objetos e trincar paredes.
6,0 - 8,9 Terremoto destrutivo que pode acarretar severos danos as
construgoes e provocar grandes rachaduras no solo.
9,0 ou maior Tremores muitos fortes, causa a destruicao quase total.

A escala Richter é um exemplo interessante do crescimento logaritmico como veremos na

Atividade a seguir:

Atividade 17. Extraida de Lima (2012) [20]
Em algumas situagoes para expressar certas grandezas, é mais conveniente empregar as
chamadas escalas logaritmicas do que as escalas lineares convencionais. Este é o caso, por

exemplo, da Escala Richter de terremotos. Na Escala Richter, a intensidade I, expressa em

2 E
=2 loo| =
3 Og(E0>

Em que E representa a energia liberada pelo terremoto, medida em kWh e Ey = 1072 kWh

graus, ¢ definida da seguinte forma:

(a) Qual é a energia liberada por um terremoto de 3 graus na escala Richter? E por um
terremoto de 9 graus?
(b) Qual é a relagao entre a energia liberada por um terremoto de grau k e a energia

liberada por um terremoto de grau (k + 1) na escala Richter?

78



(c) Porque vocé acha que é conveniente usar a escala logaritmica, no caso da medigao da

intensidade dos terremotos?

Solu¢ao comentada:

(a)

para [ = 3,

2 E
Como [ = 3 log (Eo

Para I = 9, temos:

(b) Seja E} a energia liberada por um terremoto de grau k, temos

Seja Ej,q a energia liberada por um terremoto de grau k + 1, temos

E
=1
E
10°/ =
10-3

E=10"%.10"2 = E = 102

Portanto, £ = 10v/10 kWh para [ = 3

2 E
— 2
9=gloe <10—3)

2 (. E
5 ~ %6\ 103

E
1027/2 —
103

E=10"3-10"? 5 E =102

Portanto, £ = 10'°v/10 kWh para I =9

2 By
]
h=gloe (10—3>

3k
5 = log E), — log 1073

3k
— = log By — (—3)

3k
log(Ey) = 9 3

3k —6
2

log(Ey) =

2 Ei
ktl=21
173 Og(m—S)
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3(k+1)
2
3k+3
2

= log(Ejg11) —log 107

= log(E11) — (=3)

3k+3

5 3

log(Ey+1) =

3k —3
log(Ery1) = —5 (17)

Das equagoes (14) e (15) temos que :
3k—3 3k—-6

log(Ery1) — log(Ey) = 5 3

E
ML 10v10 (18)
E,

Portanto, podemos ver por (16) que o aumento de 1 grau na intensidade I de um terremoto
faz com que a sua energia liberada E seja 104/10 vezes maior. Isso ajuda a responder (c¢), pois
se usédssemos uma escala linear, precisariamos de ntimeros muito grandes para representar a

intensidade I.

Exemplo 10. pH de uma solugao

O termo pH (Potencial hidrogenionico) foi introduzido em 1909 pelo bioquimico dinamarqués
Soren Peter Mauritz Soérensen (1868 - 1939) e permite expressar a acidez, neutralidade ou
basicidade de uma solugao aquosa por meio da concentragao de fons de hidrogénio, em mol/L.

O pH da piscina, do aquério deve ser controlado e até mesmo o pH do sangue deve manter
valores entre 7,35 e 7,45 onde uma variacao de 0,4 pode ser fatal.

Sorensen definiu pH como sendo o logaritmo decimal (base 10) do inverso da concentracao

hidrogenionica. Veja :

pH = log < ) =logl —log[H"] =0 —log[H"] = —log[H"]

1
[H*]

Portanto, pH = — log[H*].

Segundo Souza [32|, a partir desta definigao, da obten¢ao experimental do produto i6nico
da agua ([H"] - [OH™]), que corresponde a 1-107'* a 25° C, e do pOH, determinado por meio
do logaritmo decimal do inverso da concentracao de fons hidroxila [OH~] em mol/L, isto &,
pOH = —log[OH™], foi obtida a relagao:

pH +pOH = —log[H*] + (= log|OH™]) = —(log[H*] + log[OH ")) =
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—(log([H*] - [OH])) = —(log(1 - 1071)) = —(~14) = 14

Ou seja, pH + pOH = 14 e entao foi desenvolvida uma escala logaritmica de 0 a 14, por

meio da qual uma solugao aquosa a 25° C pode ser classificada em acida, neutra ou basica:
e Solugao éacida: pH < 7
e Solugao neutra: pH =7
e Solugao bésica: pH > 7

Souza [32] complementa: “A utilizagdo do pH na induastria permitiu que processos como
producao de vacinas, fermentacoes, produgoes producao de leite e derivados fossem realizados
por meio de procedimentos mais adequados. Assim, o pH adquiriu importancia no segmento
industrial, permanecendo até os dias atuais, nos quais estudos envolvendo pH nao sao mais
exclusividade dos quimicos, sendo realizados também por profissionais de diversas areas, como

farmacéuticos, gedlogos e agronomos.”

Atividade 18. Adaptada de Souza [32| p. 182

Um agroénomo, ao verificar as condi¢oes do solo para inicio de um plantio, oferece ao
produtor informagoes sobre o nivel de nutrientes, o contetido organico e o pH do solo, que
quando representado por um valor entre 6 e 7 (solu¢ao neutra) tende a ser mais fértil.

Em uma propriedade rural, a concentracao de fons de hidrogénio apresentou 10~*% mol /L.
Sabendo que a produtividade maxima foi obtida quando a concentragao de fons de hidrogénio
apresentou 107%* mol/L, de quanto serd a corregao desse solo em pH para conseguir a
produtividade méxima ?

Solugao comentada:

pH do solo a ser corrigido = - log[H] = —log(10™*1) = —(—4,4) -log10 = 4,4 -1 = 4,4

pH do solo fértil = - log[H "] = —log(10™*) = —(—6,4) - log10 = 6,4 -1 = 6, 4

A corregao seré de 6,4 - 4,4 = 2 pH, para mais. O pH devera ser aumentado em 2 pontos,

deixando o solo mais basico e menos acido.

Atividade 19. O que acontece com a concentracao de fons de hidrogénio de uma solugao

aquosa quando é aumentada 1 unidade de seu pH?

Solugao comentada:

Se o pH da solucdo aquosa é k, k = - log[H*], entao, [HT] = 107*.

Se o pH da solucdo aquosa ¢ k + 1, k + 1 = —log[H*], entdo, [H*] = 10~ *+1)

Portanto, se dividirmos a concentracao de fons de hidrogénio da solucao aquosa de pH =

k + 1 pela concentracao de fons de hidrogénio da solugao aquosa de pH = k teremos :

1071 107%.107!
w0+ 107

Portanto, a concentracao de fons de hidrogénio da solucdo aquosa de pH = k41 ¢ 107! =

1/10 vezes a a concentragao de ions de hidrogénio da solugao aquosa de pH = k
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Temos entao mais um exemplo de Escala Logaritmica onde o aumento de 1 pH faz com que

a concentracao de fons de hidrogénio da solucao seja dividida por 10.

Exemplo 11. Escala musical temperada

A Masica tem ligagoes muito fortes com a Matematica, uma delas diz respeito a escala
musical temperada onde cada oitava contém 12 semitons (notas) : DO, DO#, RE, RE#,
MI, FA, FA#, SOL, SOL#, LA, LA# e SI. Um piano comum é composto por sete oitavas
(7-12 = 84) mais uma terca menor (LA, LA#, SI e DO) totalizando 88 teclas, dispostas da
seguinte forma: Inicia-se pelas notas LA, LA# e SI seguidas da Primeira até a Sétima Oitava,
e termina com DO. Portanto, nio existe apenas um D6 no piano e sim oito. A mesma nota
pode ser mais aguda ou mais grave, o que as difere sao suas frequéncias medidas em Hertz. A
mesma nota em uma oitava é separada pelo dobro da freqiiéncia da mesma nota na proxima
oitava , sendo a de freqiiéncia mais alta mais aguda. Portanto, o DO da quarta oitava tem o
dobro da frequéncia (em Hertz) do DO da terceira oitava, o mesmo acontecendo com todas as
outras 11 notas, resultando que o DO da Quarta Oitava apresenta som mais agudo que o DO

da Terceira e assim por diante.

Atividade 20. Sabendo que a frequéncia da nota LA da Quarta Oitava (LA central) ¢ de
440 Hertz, construa uma tabela com as freqiiéncias dos 12 semitons da Quarta Oitava (Oitava
Central).

FREQUENCIA SEMITONS DA QUARTA OITAVA
DO
DO+
RE
RE#
MI
FA
FA #
SOL
SOL+#
LA
LA#
ST

Solucao comentada:
Como a nota FA da Quarta Oitava tem o dobro da frequéncia da nota FA da Terceira
Oitava, a nota FA da Terceira Oitava tem frequéncia de 220Hertz. Como sao doze notas entre

as notas FA da Terceira Oitava e FA da Quarta Oitava, existe um ntmero real o tal que :
220-a'? =440 - a? =2 s a = V2

Ou seja, isso equivale a dizer que de um semitom para o proximo, a frequéncia é multiplicada

por 2112 formando uma PG de razao 2/!2 . Na quarta oitava, conhecemos a frequéncia da nota
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LA, portanto, para conhecer as frequéncias das notas da direita no piano, basta multiplicarmos
por 2112 ¢ analogamente, dividimos por 2'/'? para conhecer as notas da esquerda e assim
conseguimos calcular a frequéncia das 88 notas do piano. Veja as frequéncias da Quarta Oitava
(Oitava Central) na Tabela:

FREQUENCIA NOTAS
277,18/ 2V/12 ~ 261,63 DO
293,66/ 21/12 ~ 277,18 DO#
311,13/ 21712 ~ 293,66 RE
329,63 / 2/12 ~ 311,13 || RE#
349,23 / 2712 ~ 329,63 MI
369,99/ 2/12 ~ 34923 FA
392,00/ 21712 ~ 369,99 FA #
415,30/ 2V ~ 392,00 SOL
440/ 2'/1? ~ 415,30 SOL#
440 LA
440 - 2V12 ~ 466,16 LA#
466,16 - 21/12 ~ 493 87 ST

Atividade 21. Crie uma férmula matemética que relacione a tecla do piano e sua frequéncia

em Hertz e calcule a frequéncia em Hertz da 88% tecla do piano.

Solu¢ao comentada:

Veja que o DO central, da Quarta Oitava tem frequéncia de 261,63 Hertz aproximadamente,
logo o D6 da Terceira Oitava tera Frequéncia de 130,81 Hertz; o DO da Segunda Oitava
65,40 Hertz e o DO da Primeira Oitava tera frequéncia de 32,70 hertz. Se dividirmos 32,70
sucessivamente por 2'/12 teremos 30,87; 29,14 e 27,50 resultando nas frequéncias em Hertz das
notas SI, LA # e LA respectivamente. Portanto, a primeira nota do piano, LA tem frequéncia
aproximada de 27,50 Hertz e esta frequéncia vai aumentando conforme uma PG de razao 2/'2
a cada tecla. Chamando de #; a primeira tecla do piano, a nota LA (a mais grave do piano) e

F(t,) a frequéncia em Hertz da tecla (¢,) com n inteiro de 1 a 88, temos que:
F(t,) = 27,50 - [2Y/12]"~1 = 27, 50 . 2(n—1)/12

Portanto, a 88% tecla do piano (fgg), a tltima, que é a nota DO, a mais aguda do piano tera

287/12 ~ 4186,00 Hertz. Fica caracterizada entdao uma escala logaritmica

frequéncia de 27, 50 cot
onde o aumento de um semitom na Oitava produz uma frequéncia 2'/1? vezes maior.

Baseado em Dunne e McConnel [13]:

A Misica costuma despertar o interesse dos estudantes e sua ligagao com a Matematica
nao acaba com a Escala Cromética usada no Ocidente. Pitagoras (579-520 a.C.) mostrou
que os sons que chamamos de harmonicos, agradaveis, obedecem a uma relacao matematica
simples. Segundo conta a lenda, ao passar em frente a uma oficina de um ferreiro, Pitagoras

percebeu que as batidas de martelos de diferentes pesos produziam sons que eram agradaveis ao
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ouvido. Para pesquisar estes sons, Pitagoras teria esticado uma corda musical que produzia um
determinado som que tomou como fundamental, o tom. Fez marcas na corda que a dividiam
em doze seccoes iguais e este instrumento mais tarde seria chamado de monocérdio, o qual se
assemelha a um violao, mas tem apenas uma corda.

Pitagoras demonstrou que o tom de uma corda, quando soada na metade de seu comprimento,
é uma oitava acima do som da corda livre, assim satisfazendo uma razao de 1:2. Quando a
corda ¢é soada em 2/3 de seu comprimento, o som ¢ uma quinta mais alto; em 3/4, uma quarta
mais alto.

Pitagoras construiu as 12 notas da escala cromatica usando duas regras:
1. Dobrando a frequéncia, move-se uma Oitava
2. Multiplicando a frequéncia por 5 move-se uma Quinta Justa.

Exemplificando, da nota D6 Central, deve-se mover até a nota D6 da Quinta Oitava (12
semitons) para obter uma Oitava e até a nota Sol da Oitava Central (7 semitons) para obter
uma Quinta. O problema é que 7 Oitavas (7 - 12 = 84 semitons) coincide com 12 Quintas

12
(12 - 7 = 84 semitons) e teremos a frequéncia multiplicada por 27 = 128 e por 5) ~ 129, 74.

Essa discrepancia é conhecida como Coma Pitagorico. Especialistas em actiistica usam uma
outra escala logaritmica para medir seus intervalos dividindo a oitava em 1200 partes iguais,

gerando o “cent” (c¢). Logo,
100 1/12 1 1/1200
¢ =2 :>100-10gQC:E:>10:2
Se I é o intervalo, ou seja, a razao entre duas frequéncias, o nimero de cents do intervalo é:

1200 log, I

. = ) (3/2)12 312
E como a Coma Pitagérica produz um intervalo de I = 57 = om0 e como

312
1200 log, o1 ~ 23, 5cents

A coma pitagorica representa 23,5 % de um semiton. Medida em cents, a Quinta de Pitagoras
¢ 3
1200 log, (5) ~ 702, 0 cents

E na escala cromatica, com intervalos iguais:

7
1200 1og, 2712 = 1200 - <E) = 700 cents

Sao apenas 2 cents de diferenga. O limiar de distingao do ouvido humano é sensivelmente 2 ou

3 cents, porém um musico com ouvido apurado consegue perceber a diferenca. O problema com
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as quintas e oitavas é resolver a equacao 2* = 3Y onde x e y sao nimeros inteiros. Aplicando

log, dos dois lados da igualdade, teremos: x - log, 2 =y - log, 3 € como log, 2 = 1, temos:
- log, 3
)

Porém, nao se resolve esta equacao com x e y inteiros ou racionais. log, 3 € um ntimero irracional
e 0 maximo que conseguimos é aproximar esse valor para 1,5849625007. Se utilizarmos as
fragdes continuas para aproximar log, 3 de um ntmero racional, depois de alguns calculos,

teremos: log, 3 =1[1,1,1,2,2,3,1,5,2,23,2,2,1,---| que convergem para:

19 65 84 485

1727§7§a_7_a_7_
2°5 12741753 306

Usando a quarta aproximacao, temos:

w

3 — 9loga3 o, 919/12 3 _ 9(1247)/12 _y 2  97/12
2

Isso diz que obtemos uma aproximacao da Quinta dividindo a Oitava em doze intervalos
iguais e usando sete deles, como no Piano. A Musica Ocidental adotou, digamos por acidente,
a quarta melhor aproximagao da Escala Pitagorica usando temperamentos iguais.

E possivel ter escalas onde a Oitava nio ¢ dividida em 12 intervalos e ja se tentou essa
divisao em varias partes, porém ou as notas nao soaram agradaveis ou o ouvido humano
nao conseguia distingui-las. Por exemplo, a escala Chinesa tem 5 notas em sua Oitava e
curiosamente, o 5 é a terceira aproximagao vista acima.

Observando a quinta fragao de convergéncia e continuando o raciocinio, poderiamos dividir

a oitava em 41 intervalos e a Quinta seria representada por aproximadamente 24 intervalos dos

41 da Oitava:
~ 924/41

DN o

Mas serd que o som seria agradavel? O problema maior é que o ouvido humano nao
distinguiria uma nota da outra. Até agora, dividir a Oitava em intervalos de 12 semitons
foi a forma mais harmoniosa de resolver o problema. De qualquer forma, a aproximacao dos
nimeros reais em numeros racionais é uma forma de tentar solucionar o problema, pois para
afinagao dos instrumentos é necessario um nimero racional, além de ser necessario adequar as

notas ao ouvido humano de forma harmoniosa.
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Consideracgoes finais

O Ensino das fungoes reais no Ensino Médio , em particular as Fung¢oes Exponenciais
e Logaritmicas, definitivamente nao vem obtendo éxito, haja vista as imensas dificuldades
enfrentadas pelos estudantes neste topico e a quantidade excessiva de autores que estudam o
caso.

A auséncia do desenvolvimento histérico da construcao do conhecimento matemético nos
livros didaticos passa a ideia de que a Matematica é uma disciplina pronta e acabada destinada
a raros intelectuais, prejudicando a aprendizagem.

A maioria dos livros didaticos, segundo Sa [28| peca ao nao estudar o comportamento
variacional das fung¢oes exponenciais e logaritmicas dando énfase aos processos algébricos das
fungoes. Alguns autores resumem o estudo das fungoes a simplesmente resolugoes de equagoes
e inequagoes algébricas. Historicamente, ocorreu exatamente o inverso, foi a partir de gréaficos
e tabelas relacionando as variaveis envolvidas que se tentava chegar a “lei” que regia a funcao.

Este trabalho sugere realizar a caracterizacao das fung¢oes exponenciais e logaritmicas a
partir do estudo de seus comportamentos variacionais, buscando um enfoque menos algébrico e
centrando em atividades que incentivem a busca por padroes e regularidades no estudo das
variacoes das grandezas estudadas. A fungao logaritmica e sua inversa, a funcao exponencial
sao vistas como modelo matematico mais adequado devido as suas caracterizagoes, evitando
recorrer ao uso de féormulas prontas. Particularmente, a funcao e se mostra um importante
modelo matematico para os fendmenos da natureza e do cotidiano e como o ntmero e aparece
em diversas situacoes, preferiu-se o uso da base e nas solugoes dos problemas, sem a necessidade
de férmulas prontas.

Como a ideia principal da func¢ao logaritmica é transformar produto em soma e como
os teoremas das caracterizagoes dependem da Progressao Aritmética (PA) e da Progressao
Geométrica (PG), faz-se necessario que o estudante aprenda PA e PG antes das Fungoes
Exponenciais e Logaritmicas, mudando a cronologia de como é ensinado atualmente. Segundo
Simoes [30]| “se um autor inclui PA e PG antes dos Logaritmos, seu livro vende menos.” e a
maioria dos professores prefere seguir o livro didatico.

Historicamente, os mateméticos ja possufam algoritmos que permitiam o calculo de integrais
de algumas fungoes, antes mesmo da criagao do Célculo Diferencial e Integral. Limitagoes desse
algoritmo e a busca de melhora-los permitiu que se fizesse a defini¢ao de um logaritmo especial,
chamado de logaritmo natural, para posteriormente ser concebido o Calculo Diferencial e
Integral. Além de ser uma pré-apresentacao do Calculo, esse conhecimento traria aos estudantes
enormes beneficios segundo Avila (1991) [2] e Lima (1996) [17].

Outra preocupagao do trabalho é a de articular as Tendéncias Metodoldgicas propostas
no Capitulo 1. Por isso, as atividades sao na forma de situagoes-problemas. O professor deve
sempre antes de fazer uso das Atividades propostas, analisar o perfil de seus estudantes, para
que a atividade nao saia demais do contexto sociocultural do aluno. O uso de calculadoras

¢ indispensavel durante todo o trabalho, agilizando e facilitando o processo, portanto o
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professor deve estar atento ao planejamento de suas aulas, providenciando as calculadoras
antecipadamente e certificando-se que os alunos saibam utiliza-las, caso contrario, o resultado
nao seré satisfatorio. O mesmo acontece ao utilizar de softwares computacionais como o
Geogebra, a aula devera ser muito bem planejada, antecipando as coordenadas para os alunos
de como utilizar o Software.

E importante frisar que o ensino dos logaritmos como mero instrumento de calculo é
passado. Com o advento das potentes e baratas calculadoras portéteis, este uso dos logaritmos
perdeu seu sentido. Porém, seu ensino nunca deixara de ser importante porque as variagoes
exponenciais e logaritmicas modelam fenomenos onde o crescimento e o decrescimento de uma
grandeza sao proporcionais ao valor desta grandeza num dado momento e também por ser
muito util e adequada para certas escalas.

Este trabalho mostra a ligacao importante que as fungoes logaritmicas e exponenciais
possuem com outros conhecimentos nao s6 da Mateméatica como com muitas outras areas,
dando a oportunidade ao professor de relacionar esses conhecimentos, tornando o assunto mais
significativo ao aluno. Sendo assim, espero que seja 1til para muitos professores da educagao

bésica e também para autores de livros didaticos.
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ANEXO A - Logaritmos Decimais

Os logaritmos decimais (de base 10) eram muito utilizados antes da criagao das calculadoras.
Até que o uso das mesmas se tornasse popular, os logaritmos decimais eram frequentemente
utilizados para facilitar os célculos aritméticos e é isto que sera abordado neste anexo.

Utilizaremos a notacao log para indicar log,,, ou seja log x para indicar logj, . Na se¢ao

3.4 vimos que :

nx
1 = —
ogx 10’ para todo x > 0

Podemos representar um nimero positivo x da seguinte forma:
r=a-10", com1<a<1l0en€Z
Assim,
log z = log a + log(10™)
logx =loga+n -log 10
logx =loga+n

Como 1 < a < 10,loga é um nimero compreendido entre 0 e 1, podendo ser igual a 0,
entao:

logz =loga+mn, com 0 <loga <1

Nessas condicoes, chama-se:
log a de mantissa do logaritmo de x e

n de caracteristica de logz

Portanto,

log x = mantissa + caracteristica

A mantissa é sempre um numero compreendido entre 0 e 1, podendo ser igual a 0 mas nao
igual a 1 e a caracteristica é um nimero inteiro, o qual pode ser encontrado pela posicao da

virgula no desenvolvimento de x como fracao decimal.Por exemplo:
log 178, 4 = log(1, 784 - 10*) = log 1,784 4+ 1log 10* = log 1, 784 + 2

log 0,001784 = log(1,784 - 107%) = log 1,784 +1og 10™® = log 1,784 — 3

Note que se os nimeros decimais diferem apenas pela posi¢ao da virgula, entao possuem a
mesma mantissa e para achar a mantissa, basta consultar uma tabua de logaritmos decimais e
como 1 < a < 10, as tdbuas de logaritmos s6 precisam trazer os logaritmos decimais entre 1 e
10.(Anexo B)
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No Anexo B consta uma tabua de logaritmos decimais de 1,00 até 9,99 com seis casas

decimais. Vamos dar alguns exemplos usando a tabua do Anexo B.

Exemplo 12. log45,3 = log(4,53 - 10) = log 4,53 + 1
Procurando no Anexo B, log4,53 = 0, 656098, portanto
log 45,3 = 1,656098

Vemos que, o logaritmo de um niimero maior ou igual a 1, basta tomar a mantissa como

parte fracionaria e a caracteristica como parte inteira.

Exemplo 13. log0,000453 = log(4,53 - 10~%) = log 4,53 - 4
Procurando no Anexo B, log 4,53 = 0,656098, portanto
log 0, 000453 = -3,343902 ou 4,656098

Portanto, utilizaremos a barra para indicar caracteristica negativa.

Para conseguir calcular logaritmos de ntimeros com mais de 2 casas decimais, que nao
consta em nossa tabua no Anexo B, pode-se utilizar a Interpolagao Linear, supondo que o
grafico de y = log x é uma reta entre os dois pontos mais proximos do ntimero desejado. Nao é
verdade que seja uma reta, porém o erro cometido serd menor que os valores mais proximos

que constam na tabua.

log b
logx=y

log a

Figura 21: Fonte: Lima (1996) [17]

Como a base 10 é maior que 1, a fungao y = logx é crescente e escolhendo dois niimeros

a e b tal que a < x < b como na Figura 21 acima, teremos dois triangulos semelhantes que

fornecem:
logh—loga y—loga
= , portanto,
b—a r—a
1 loga+ £ =Y (logh— log )
ogx ~loga - (logb — log a
g g (b—a) g g
ou ainda :

1 —1
x%a—i—w -(b—a), com loga < logx < logb
(logb —loga)

Veja o exemplo abaixo:
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Exemplo 14. Como 5,78 < 5,783 < 5,79 :

(5,783 — 5, 78)
(5,79 — 5, 78)

log 5,783 ~ log 5, 78 + - (log 5,79 — log 5, 78)

=0,761928 + 0,3 - (0, 762679 — 0, 761928) = 0,761928 + 0, 3 - 0,000751
= 0,761928 + 0,0002253
= 0,7621533

E conseguimos chegar a um valor bem proximo do que queremos.

Vejamos agora como calcular produtos, quocientes, poténcias e raizes por meio dos logaritmos

decimais:

Exemplo 15. Multiplicacao
Calcular o produto

x = 6051 -5,783-0,00453 Sabemos que
log z = log(6051 - 5,783 - 0,00453) = log 6051 + log 5, 783 + log 0, 00453
Utilizando a tabua de logaritmos e o método da interpolagao linear, obtém-se:
log 6051 ~ 3, 7818268

log 5,783 ~ 0, 7621533
log 0, 00453 =~ 3, 656098

Somando os valores dos logaritmos:
log z = 2,2000781 = & = 10%200078 — 4 — 102 . 1002000781

Se chamarmos u = 10%290781 "oy seja, logu = 0,2000781(neste caso, u também & conhe-
cido como Antilogaritmo de 0,200781 ou simplesmente antilog 0,200781), como 0, 198657 <
0,2000781 < 0,201397 concluimos que log 1,58 < logu < log 1,59 (pela tabua de logaritmos
do Anexo B)

Por interpolacao linear:

(logu — log 1, 58)
(log 1,59 — log 1, 58)

ua 1,58+ (1,59 — 1,58) =

(0,200781 — 0, 198657)
(0,201397 — 0, 198657)

u~ 1,5877518248 e como z ~ 10% - u =

u~ 1,58+

(1,59 — 1,58) =

x ~ 158, 77518248
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Exemplo 16. Divisao

Calcule o quociente:
~ 53,18

YT 578,3

Temos que logx = log 53, 18 - log 578, 3
Usando a tabua logaritmica do Anexo B e a interpolagao linear, obtemos :
log 53,18 &= 1, 7257486 e log 578, 3 ~ 2, 7621533
Logo, logx ~ (1 + 0, 7257486) — (2 + 0, 7621533)
= (1—-0,7621533) + (0, 7257486 — 2) = 0,2378467 + 0, 7257486 — 2
— 2,9635953. Portanto,
log z ~ 2,9635953 e x procurado é o antilog 2, 9635953
Sendo log z = 2,9635953 = —2 + 0, 9635953, temos que x = 1072 - 109635953
Chamando de u = 1029635953 = Jogy = 0,9635953 e = 1072 - u
Na tabua de logaritmos do Anexo B, temos que
log9,19 = 0,963316 e log 9,20 = 0,963788, portanto, por interpolacao linear,

u~9,19059174 e como x ~ 1072 - u concluimos que

x ~ 0,09190592

Exemplo 17. Poténcia
Calcular a poténcia z = (1,12)%
Temos logx = 20 -log 1,12 = 20 - 0,049218 = 0, 98436
Portanto

x = antilog 0,98436 ~ 9, 646288

Exemplo 18. Radiciacao
Calcule z = /189

log189  2,276462
8 8

Sabemos que logz = =0, 28455775

Portanto, x = antilog 0,28455775 ~ 1,9255707

Na radiciacao e na potenciacao é que os logaritmos se mostravam mais tteis e é 6bvio que
a popularizagao das calculadoras eletronicas fez deste capitulo apenas uma péagina da Historia.
Atualmente, a importancia fica com as fungoes logaritmicas e suas propriedades e nao como

instrumento de célculo aritmético.
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ANEXO B - Tabua de logaritmos decimais de 1,00 até 9,99

Tabua de Logaritmos Decimais (Mantissas)

0

000000
041393
079181
113943
146128
176091
204120
230449
255273
278754
301030
322219
342423
361728

380211
397940

414973
431364
447158
462398
477121

- 491362

505150
518514
531479
544068
556303
568202
579784
5910865
602060
612784
623249
633468
643453
653213
662758
672098

- 681241

690196
698970
707570

716003

| 732304

1

004321
045323
082785
117271
149219
178977
206826
232996
257679
281033
303186
324282
344392
363612

Drogdns
(399674

416641
432969
448706
463893
478566

492760

506505
519828
532754
545307
557507
569374
580925
592177
603144
613842
624282
634477
644439
654177
663701
673021

682145

691081
699838
708421
716838

2

008600
049218
086360
120574
152288
181844
209515
235528
260071
283301
305351
326336
346353
365488

ot
401401

418301
434569
450249
465383
480007

494155

507856
521138
534026
546543
558709
570543
582063
503286
604226
614897
625312
635484
645422
655138
664642
673942

683047

691965
700704
709270
717671

3

012837
053078
089905
123852
155336
184691
212188
238046
262451
285557
307496
328380
348305
367356
385606
403121
419956
436163
451786
466868
481443
495544
500203
522444
535294
547775
559907
571709
583199
594393
605305
615950
626340
636488
646404
656098
665581
674861
683047
692847
701568
710117

725095

733197

725912

733999

726727
734800

4

017033
056905
093422
127105
158362
187521
214844
240549
264818
287802
309630
330414
350248
369216

1387390
1404834

421604
437751
453318
468347
482874

1496930

510545
523746
536558
549003
561101
572872
584331
595496
606381
617000
627366
637490
647383
657056
666518
675778

(684845

693727
702431
710963

719331

5

021189
060698
096910
130334
161368
190332
217484
243038
267172
290035
311754
332438
352183
371068

St
406540

423246
439333
454845
469822
484300

498311
511883

525045
637819
550228
562293
574031
585461
596597
607455
618048
628389
638489
648360
658011
667453
676694

685742

694605
703291
711807
720159

6

025306
064458
100371
133539
164353
193125
220108
245513
269513
292256
313867
334454
354108
372912
390935
408240
424882
440909
456366
471292
485721

499687

513218
526339
539076
551450
563481
575188
586587
597695
608526
619093
629410
639486
649335
658965
668386
677607
686636
695482
704151
712650

720086

(735599

95

728354

736397

737193

7

029384
068186
103804
136721
167317
195900
222716
247973
271842
294466
315970
336460
356026
374748

392697
409933

426511
442480
457882
472756
487138

501059

514548
527630
540329
552668
564666
576341
587711
508791
609594
620136
630428
640481
650308
659916
669317
678518

687529

696356
705008
713491
721811

8

033424
071882
107210
139879
170262
198657
225309
250420
274158
296665
318063
338456
357935
376577

394452
411620

428135
444045
459392
474216
488551

502427

515874
528917
541579
553883
565848
577492
588832
599883
610660
621176
631444
641474
651278
660865
670246
679428

688420

697229
705864
714330
722634

9

037426
075547
110590
143015
173186
201397
227887
252853
2764862
298853
320146
340444
359835
378398

396199
413300

429752
445604
460898
475671
489958

503791

517196
530200
542825
555004
567026
578639
589950
600973
611723
622214
632457
642465
652246
661813
671173
680336

689309

698101
706718
715167
723456

737987

730782

738781

731589

739572



0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
55 740363 741152 741939 742725 743510 744293 745075 745855 746634 747412
56 748188 748963 749736 750508 751279 752048 752816 753583 754348 755112
57 755875 756636 757396 758155 758912 759668 760422 761176 761928 762679
58 763428 764176 764923 765669 766413 767156 767898 768638 769377 770115
59 770852 771587 772322 773085 773786 774517 775246 775974 776701 777427
60 778151 778874 779596 780317 781037 781755 782473 783189 783904 784617
61 785330 786041 786751 787460 788168 788875 789581 790285 790988 791691
62 792392 793092 793790 794488 795185 795880 796574 797268 797960 798651
63 799341 800029 800717 801404 802089 802774 803457 804139 804821 805501
64 806180 806858 807535 808211 808886 809560 810233 810904 811575 812245
65 812013 813581 814248 814913 815578 816241 816904 817565 818226 818885
66 819544 820201 820858 821514 822168 822822 823474 824126 824776 825426
67 826075 826723 827369 828015 828660 820304 829947 830589 831230 831870
68 832509 833147 833784 834421 835056 835691 836324 836957 837588 838219

69 838849 839478 840106 840733 841350 841985 842600 843233 843855 844477
70 845098 845718 846337 846955 847573 848189 848805 849419 850033 850646

71 851258 851870 852480 853090 853698 854306 854913 855519 856124 856729
72 857332 857935 858537 859138 859739 860338 860937 861534 862131 862728

73 863323 863917 864511 865104 865696 866287 866878 867467 868056 868644
74 869232 869818 870404 870989 871573 872156 872739 873321 873902 874482

75 875061 875640 876218 876795 877371 877947 878522 879096 879669 880242
76 880814 881385 881955 882525 883093 883661 884229 884795 885361 885926

77 886491 887054 887617 888179 888741 889302 889862 890421 890980 891537
78 892095 892651 893207 893762 894316 894870 895423 895975 896526 897077
79 897627 898176 898725 899273 899821 900367 900913 901458 902003 902547
80 903090 903633 904174 904716 905256 905796 906335 906874 907411 907949
81 008485 909021 909556 910091 910624 911158 911690 912222 912753 913284
82 913814 914343 914872 915400 915927 916454 916980 917506 918030 918555
83 919078 919601 920123 920645 921166 021686 922206 922725 923244 923762
84 024279 924796 925312 925828 926342 026857 927370 927883 928396 928908
85 020419 9209930 930440 930949 931458 931966 932474 932981 933487 933993
86 934498 935003 935507 936011 936514 937016 937518 938019 938520 939020
87 939519 940018 940516 941014 941511 942008 942504 943000 943495 943989
88 044483 944976 945469 045061 046452 046043 047434 047924 948413 948902
89 049390 949878 950365 950851 951338 951823 952308 952792 953276 953760
90 954243 954725 955207 955688 956168 956649 957128 957607 958086 958564
91 950041 950518 950005 9B0471 960946 961421 961895 062369 962843 963316
92 063788 964260 964731 965202 965672 966142 966611 967080 967548 968016
93 068483 968950 969416 969882 970347 970812 971276 971740 972203 972666

94 973128 973500 974051 974512 974972 975432 975891 976350 976808 977266
95 977724 978181 978637 979093 979548 980003 980458 980912 981366 981819

96 982271 982723 983175 983626 984077 984527 984977 985426 985875 986324
97 986772 987219 987666 988113 988559 080005 989450 989895 990339 990783

98 991226 991669 992111 992554 992005 993436 993877 994317 994757 995196

99 995635 996074 996512 996949 997386 997823 998259 998695 999131 999565
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ANEXO C - Féormula da Soma dos n Primeiros Termos de

uma Progressao Geométrica (PQG).

Baseada em Lima (2006, v.2) [19]

Dada uma PG(g1, 92, g3, ---gn) com razao q # 1, temos que ¢, = g1 - ¢"
Seja Sy = g1+ 92+ 93+ ... + Gn,

q-Sn =92+ g3+ gat ...+ gntre

Sp—q- Sy = a1 — apy1 = Sy (1 —q) =a; —ay - ¢ Portanto,

-1

Nas progressoes geométricas em que |g| < 1, a soma dos n primeiros termos tem um limite

finito quando n — oc.

Note que como |g| ¢ um ntmero entre 0 e 1, temos que lim ¢" = 0, logo,
n—oo

1-0
lim S, =a; - (1—> , OU seja,

n—00

O que nos dé a férmula da soma dos termos de uma PG infinita quando o médulo da sua

razao esta entre 0 e 1.
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ANEXO D - Atividades sobre Funcoes Exponenciais e Lo-

garitmicas para os alunos do 1° Ano do Ensino Médio.

1. Comportamento da Fun¢ao Exponencial.
a) Plote uma funcdo exponencial qualquer usando o Software Geogebra e imprima.
b) Marque no eixo Y uma PG qualquer

c¢) Usando a curva da funcao exponencial como referéncia, ache no eixo X os valores

correspondentes aos termos da PG escolhida anteriormente no eixo Y.

d) Qual a conclusdo que podemos tirar sobre estes valores no eixo X?

y (PG) T,
r —
To —
T3 —
Ty

Ty —

2. Calculadora Rudimentar.
PARTE 1

a) Complete a Tabela abaixo com uma PA qualquer que comece com 0 na coluna do

meio e com uma PG qualquer que comece com 1 na terceira coluna.
b) Multiplique o termo da PG da linha 4 pelo termo da linha 9

¢) Multiplique o termo da PG da linha 2 pelo termo da linha 11

d) Multiplique o termo da PG da linha 3 pelo termo da linha 11

e) Multiplique o termo da PG da linha 7 pelo termo da linha 12

f) Multiplique o termo da PG da linha 7 pelo termo da linha 5

Observacao: Nesta atividade nao seré permitido o uso de calculadoras.
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PARTE II
a) A soma de dois termos da PA é sempre um termo da mesma PA?

b) O produto de dois termos da PG ao lado de dois termos da PA resulta sempre em um

termo da prépria PG 7

c) Existe alguma relagao entre os termos genéricos a, da PA e g, da PG ?

. Comportamento da Func¢ao Logaritmica.
a) Plote uma funcao logaritmica qualquer usando o Software Geogebra e imprima.
b) Marque no eixo X uma PG com primeiro termo igual a 1 e razao 2

¢) Usando a curva da fungado logaritmica como referéncia, ache no eixo Y os valores

correspondentes aos termos da PG escolhida anteriormente no eixo Y.

d) Qual a conclusdo que podemos tirar sobre estes valores no eixo Y7
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x (PG) Yn

1 Y1 =
2 Y2 =
4 Y3 =
8 Yg =

16 Ys —

4. Caracterizagao da Funcao Exponencial.

Complete a tabela abaixo para a fun¢ao f : R — R* definida por f(x) = 3% e Az = 1.

x fz) =3 f(z + Az) f(z + Az) — f(x) flo+ ?8)_ /()
0
1
2
3
4
5
K

5. Caracterizacao das Fungoes Logaritmicas

Complete a tabela abaixo para a fungdo f : R™ — R definida por f(z) =logsz e Az =1

= &) = log; 3 [J(379) 37 3+ F3 + Ax)
3V =1

31 =3

3?=09

33 =27

31 =281

3° = 243

37L

6. Crescimento das Fungoes Exponenciais e Logaritmicas

Construa uma tabela com 3 colunas, sendo a primeira valores para x, a segunda valores

para y = 22 e a terceira valores para y = e. Atribua valores para z : x = 0;2 =
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3;x=>5x=10;x = 15;2x = 20;2z = 30,5;x = 41,4 e x = 42,9. Use uma calculadora
(aproximagao de 4 casas decimais) e veja o que acontece com a segunda e terceira colunas
da tabela.

Dados interessantes:

Distancia da Terra ao Sol ~ 149 600 000 km

1 ano - luz = 9 467 280 000 000 km

Distancia da estrela mais proxima do Sol: 4,3 anos luz ~ 40 709 304 000 000 km

y:1'2 y:em

7. O problema do Jogo de Xadrez.

Reza a lenda que um rei gostava muito do jogo de xadrez e quis premiar seu inventor
e disse que ele poderia pedir o que desejasse como recompensa. O inventor, humilde,
recusou varias vezes a oferta, mas o Rei continuava insistindo. Entao, o inventor fez o
seguinte pedido: 1 grao de trigo pela primeira casa do tabuleiro, 2 graos de trigo pela
segunda, 4 graos pela terceira e assim por diante, sempre dobrando o niimero de graos de
trigo a cada casa. O Rei pediu um saco de graos de trigo e quando comecou a calcular,
viu que nao era tao simples. Pediu entao aos matemaéticos da corte que calculassem a
quantidade de graos de trigo. Algum tempo depois, os siditos informaram ao Rei que
nao havia trigo suficiente em seu reino para atender aquele pedido. Mais do que isso, os
matematicos da corte disseram ao Rei que nem se todo o Reino fosse todo coberto de
trigo, as safras colhidas durante 2000 anos nao seriam suficientes para pagar o inventor.

Mas o inventor perdoou publicamente a divida do Rei e virou seu conselheiro.

Quantos digitos tem o niimero que expressa a divida do Rei em graos de trigo?

8. Juros Continuos:

Um capital C', empregado a uma taxa de 7 por cento ao ano, rende no fim de um ano,
juros no valor de 7 - C'//100. Seja a=i/100, temos que ap6s um ano, C rendera a - C' de

juros e o capital se tornaré
C+a-C=C-(1+a)
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Passado dois anos, o capital se tornara
C-(1+a)+[C-1+a)-a=[C-1+a)]-(1+a)=C-(1+a)?
Portanto, em m anos, o capital sera de

C-(1+a)m

Tomando uma fra¢ao, digamos, 1/n do ano, seria justo que o juros fosse de o - C'/n, de

modo que decorrida a fragdo 1/n de ano, o capital C' se transforma em
C-(1+a/n)

Depois de mais 1/n de ano, obtemos
C-(1+afn)’

Prosseguindo desta maneira, depois de decorrido cada um desses periodos de 1/n de ano,

ao chegaremos ao fim do ano e ao invés de C'- (1 + «) obteremos
C-(1+a/n)"

Note que se n tender ao infinito, ou seja, com os juros capitalizados a cada instante,

continuamente,

lim C-(l—l—%)n:C’-ea

n—oo

Essa forma de transacao, onde os juros sao capitalizados continuamente da forma como

apresentamos acima, chamamos de Juros Continuos.

Assim, por exemplo, o capital de R$1,00 empregado a juros continuos de 100% ao ano,

sera transformado em e reais ~ 2,72 reais ao invés de 2 reais na taxa de 100% ao ano.

Se a taxa de juros é de ¢ % ao ano, com « = /100, entdo um capital C' empregado a

essa taxa serd transformado, depois de ¢ anos em:

lim C-<1+a—t) =C - ev
n

n—oo

Perdas Continuas:

Agora, imagine que ao invés de aumentar o capital C' a uma taxa de i % ao ano, com
a = i/100, esse capital C' fosse diminuindo continuamente na mesma taxa, dando prejuizo.

Usando o mesmo raciocinio anterior, veriamos que que um capital C', sujeito a um prejuizo
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10.

continuo de 7 % ao ano, no fim de t anos fica reduzido a

lim 0-(1—0‘—t) =C.e™

n—00 n

Em particular, C' estara reduzido a b -ésima parte em ¢ anos de forma que e~ = 1/b.

Isto é,

a)Em quanto tempo um capital C a juros continuos de 0,06 % ao més ( aproximadamente

o rendimento da Caderneta de Poupanga atual) sera dobrado?

Crescimento Populacional

O crescimento populacional de certa comunidade pode ser modelado por meio de fungoes
exponenciais pois este aumento é proporcional a populagao presente no instante inicial

da medida, que é uma caracteristica de uma funcao do tipo exponencial.

Por exemplo, se certa espécie de peixes em um lago com populacao inicial igual a P,
apresenta um crescimento de i % ao ano, com « = /100 e P(t) é a populacgao dessa
espécie neste lago depois de um tempo ¢, entao analogamente ao exemplo de Juros
Continuos, teremos:

P(t) = lim Py (1+ %)" — Py et

n—0o0

Note que o crescimento é continuo, Se a taxa de crescimento é de 10% ao ano e a
populacao inicial é de 1000 peixes, nao acontecera o fenémeno de se manter os 1000
peixes durante 364 dias e apenas no 365° dia termos 1100 peixes no lago. Esse processo
é gradativo, continuo. A taxa de crescimento serd proporcional a uma certa quantidade
em determinado momento. Por isso, ocorre de modo analogo ao tratado no exemplo de

Juros Continuos.

a) Suponha que uma cultura de 100 bactérias se reproduz em condigdes favoraveis. Doze
horas mais tarde contamos 500 bactérias na cultura. Quantas bactérias havera dois dias

depois do inicio da experiéncia?

Desintegracao Radioativa

Os atomos de uma substancia radioativa (como o radio ou o urénio) possuem uma
tendéncia natural a se desintegrarem, emitindo particulas e transformando-se em outra
substancia nao radioativa. Assim sendo, com o passar do tempo, a quantidade de

substéancia original diminui e a massa da nova substancia transformada aumenta.

Em um determinado momento, a quantidade de matéria que se desintegra de um corpo
radioativo é proporcional a massa da substancia original presente no corpo naquele
momento. A constante de proporcionalidade o é determinada experimentalmente e cada

substancia radioativa tem sua constante de desintegracao a. Essa é uma caracteristica

103



11.

das funcoes exponenciais e como a desintegracao da substancia radioativa também é um

processo continuo, o modelo serda analogo ao das Perdas Continuas.

Seja um corpo de massa M,, formado por uma substancia radioativa cuja taxa de

desintegracao é o entao M(t), a massa do corpo depois de um tempo ¢, seréa:

n—oo n

¢ n
M(t) = lim Mo' (1_05_) :Mo‘eiat

Na préatica, a constante « fica determinada a partir de um nimero basico, chamado de
meia-vida da substancia. A meia-vida de uma substancia radioativa é o tempo necessario
para que se desintegre a metade da massa de um corpo formado por aquela substancia.
Por exemplo, o Polonio 218 tem meia-vida igual a 2 minutos e 45 segundos. Os is6topos
do radio 226 tem meia-vida de 1620 anos e os isétopos do uranio tém uma meia-vida da

ordem de 10° anos.

Portanto, se conhecemos a meia-vida do elemento radioativo, sabemos em quanto tempo

sua massa inicial se reduz a metade, ou seja, sendo ¢;/, a meia-vida do elemento, sabemos

que :
1 1\ M,
§MO = MO ce ¥z 5 0n (5) . Mg = —Q- 751/2 ‘Ine
Ou seja,
In2
oa=—
12

a) O acidente da usina nuclear de Fukushima, no Japao em abril de 2011, acendeu o
alerta sobre o risco para a satiide humana de acidentes nucleares . O acidente liberou altas
doses de elementos radioativos na dgua e no solo da regiao, fazendo com que milhares de
pessoas sobreviventes do Tsunami que provocou o acidente na Usina deixassem suas casas
na regiao. Entre os elementos radioativos liberados pelo acidente estao o Iodo 131, Césio

137 e o Estroncio 90, que causam sérios danos a satude dos seres humanos, como cancer.

Em abril de 2011, foram detectados 570 becquerels de Estroncio 90 por kg de solo na
regiao da usina de Fukushima, valor que corresponde a cerca de 130 vezes a concentracao
normal do solo daquela regiao. Determine qual seré a concentragao de Estroncio 90 daqui
a 116 anos, sabendo que a meia-vida desse elemento é de 29 anos e se depois desse tempo,

a concentracao do solo da regiao ja estara proximo da normalidade .

Eliminacao de drogas no organismo

A eliminacao do alcool pelo organismo, feita uma parte pelos rins e pulmoes e outra
pelo metabolismo, varia muito de pessoa para pessoa conforme o peso e o sexo. Mas,
analogamente a desintegragao radioativa, a eliminagao é continua e proporcional & sua

quantidade em determinado instante, caracteristica das fungoes exponenciais.

Os acidentes de transito, no Brasil, em sua maior parte sao causados por erro do motorista.

Em boa parte deles, o motivo é o fato de dirigir ap6s o consumo de bebida alcodlica. A
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ingestdo de uma lata de cerveja provoca uma concentragao de aproximadamente 0,3 g/L
de alcool no sangue. A tabela abaixo mostra os efeitos sobre o corpo humano provocados

por bebidas alcodlicas em fungao de niveis de concentragao de alcool no sangue:

Concentracao de Efeitos
alcool no sangue (g/L)
0,1-0,5 Sem influéncia aparente, ainda que com
alteragoes clinicas
0,3-1,2 Euforia suave, sociabilidade acentuada e
queda da atencao
0,9 - 2,5 Excitacao, perda de julgamento critico, queda da
sensibilidade e das reacoes motoras
1,8 - 3,0 Confusao mental e perda da coordenagao motora
2,7-4,0 Estupor, apatia, vomitos e desequilibrio ao andar
3,5-95,0 Coma e morte possivel

Efeitos das bebidas alcoolicas. Fonte: (ENEM- 2003) Revista Pesquisa FAPESP n° 57, setembro

2000

12.

Atualmente no Brasil, conforme a Resolugdo 432/2013 do Conselho Nacional de Transito
(CONTRAN), o limite toleravel da concentragao de alcool em g/L de sangue é zero, ou
seja, é crime dirigir logo apés comer um bombom de licor. E aceitével apenas a margem
de erro do bafémetro de 0,05 g/L . Supondo que a meia-vida do alcool em um individuo
seja de 2 horas e esse individuo beba 6 latas de cerveja rapidamente, demorara quanto
tempo para a concentragao de alcool no sangue chegar a 0,05 g/L depois que ele parou

de beber 7 Qual o provavel efeito do alcool ingerido pelo individuo?

O método do Carbono 14 (C'?)

O Carbono 14, indicado por C', ¢ um isétopo radioativo do carbono, formado na
atmosfera devido ao bombardeio da Terra por raios coésmicos. Através dos tempos,
a quantidade de C'* na atmosfera tem-se mantido constante porque sua producao é
compensada por sua desintegracao. Os seres vivos absorvem e perdem C** de modo que,
em cada espécie, a taxa de C'** também se mantém constante. Quando o ser morre, a
absorcao cessa mas o C'** nele existente continua a desintegrar-se continuamente. Este
fato pode ser usado para determinar a idade de um féssil ou de um objeto muito antigo
comparando a quantidade de C'* de materiais idénticos atuais com os antigos. Para isso,

& necessario saber que a meia-vida do C** é de 5730 anos, portanto,

1n2_

o= M(t) = My - e~ (5#0)

Em 1988, o Vaticano permitiu que o Sudéario, tecido ao qual se acreditava ter envolvido o
corpo de Cristo, fosse datado por trés organizagoes independentes, a Universidade de

Oxford, a Universidade do Arizona e o Instituto Federal de Tecnologia Suico, através do
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13.

14.

teste do Carbono 14. Os trés testes mostraram que o tecido do Santo Sudario continha
aproximadamente 92% do Carbono 14 em comparacao com um tecido idéntico atual.

Qual a idade aproximada, encontrada pelos testes, do Sudéario?

Resfriamento de corpo

Uma situacao analoga a da Desintegracao radioativa é a de um objeto aquecido, colocado
num meio mais frio (ar ou adgua, por exemplo). Como o objeto possui massa bem menor
que a do meio que a contém, a temperatura desse meio permanece constante, sem ser
afetada pela presencga do objeto mais quente. A Lei do resfriamento de Newton afirma
que, nessas condicoes a diferenca de temperatura D, entre o objeto e o meio que o
contém, decresce com uma taxa de variagao proporcional a essa propria diferenca, o que
caracteriza uma fungao exponencial. Como D decresce continuamente, se tivermos uma
temperatura inicial do objeto Dy que é a diferenca entre a temperatura do objeto e o

meio que o contém no instante ¢ = 0, teremos:
D(t) = Do . e*at,

onde a constante o depende do material que ¢é constituida a superficie do objeto.

O corpo de uma vitima de assassinato foi descoberto as 23 horas. O médico da policia
chegou as 23:30 horas e imediatamente tomou a temperatura do cadaver, que era de
34,8° Celsius. Uma hora mais tarde ele tomou a temperatura outra vez e encontrou
34,1° Celsius. A temperatura do quarto era mantida constante a 20° Celsius. Use a lei
de resfriamento de Newton para estimar a hora em que se deu a morte. Admita que a

temperatura normal de uma pessoa viva é de 36,5° Celsius.

Intensidade Sonora

O nivel de intensidade sonoro, mais conhecido como volume do som, é uma sensacao que
distingui o som fraco (baixa intensidade) do som forte (alta intensidade) e esté relacionado
logaritmicamente com a intensidade e com a distancia da fonte sonora. Portanto, quanto
maior a intensidade sonora da fonte, mais energia ela propaga e consequentemente mais
alto o som sera percebido por nosso ouvidos. O volume é medido na unidade bel, em
homenagem ao cientista britanico Alexander Graham Bell que realizou diversos estudos
com o som, linguagem gestual e surdez. Porém sua maior contribui¢ao para o mundo foi

o telefone.

Como o ser humano é muito sensivel a escala bel, seu submiltiplo é mais utilizado:
1 decibel = 0,1 bel = 1Db.

O nivel de intensidade sonoro (N) em decibéis, pode ser representado pela equagao:

1
N =10-log —
ngo
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onde [y é chamada minima intensidade sonora fisica, ou limiar de audibilidade, o menor

valor da intensidade sonora ainda audivel.
Io = 107"2W/m? e I ¢ a intensidade sonora da fonte em W/m?

A méxima intensidade sonora fisica, ou limiar de dor, o maior valor da intensidade sonora

suportada pelo ouvido ¢ 1 W/m?

Veja exemplos de nivel de intensidade sonoro em decibéis:
Murmario: 20 dB

Misica suave: 40 dB

Conversa comum: 65 dB

Rua barulhenta: 90 dB

Maquina de cortar grama: 90 dB

Buzina de automoével: 110 dB

Aviao proximo: 100 dB.

Volume méximo em alguns aparelhos de MP3: 120 dB

Qualquer som acima de 85 dB pode causar perda de audicao, e a perda depende tanto
da poténcia do som como do periodo de exposi¢ao. A portaria Brasileira do Ministério
do Trabalho n° 3214/78 fixa 0o méximo permitido de 85 dB para 8 horas de jornada de
trabalho em ambientes industriais onde existe ruido de maquinas e processos ruidosos.
Uma boa maneira de saber que se esta ouvindo um som de 85 dB, é quando vocé tem de

elevar a voz para outra pessoa conseguir lhe ouvir.

Se voceé se expuser a um som de 90 dB, por 8 horas, pode causar danos aos seus ouvidos;
mas se a exposi¢ao for a um som de 140 dB, um segundo ja é o bastante para causar

danos (e chega a causar dor).
Ao dobrarmos a distancia em relagao a fonte do som, o nivel sonoro diminui 6 decibéis

a) Quantos decibéis gera uma banda de rock que emite uma intensidade sonora de
107'W/m?2 ?

b) Qual a intensidade sonora em W/m? que emite um aparelho de MP3 que gera 120

decibéis 7
¢) Aumentando em 1 decibel a intensidade sonora de uma fonte, de quando é aumentada

sua intensidade em kWh ?

Escala Richter

O terremoto é um fendmeno natural decorrente de movimentos da crosta terrestre,
geralmente resultantes do choque entre duas placas tectonicas, que liberam grande

quantidade de energia e ocasionam tremores na Terra.
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A partir da quantidade de energia liberada por um terremoto, é possivel determinar,
utilizando um aparelho chamado sismografo, sua magnitude na escala Richter, desen-
volvida em 1935 pelo sismologo norte-americano Charles Richter (1900 - 1985). Para
sua elaboracao, esse sismologo atribuiu aos terremotos mais fracos, que ja haviam sido

registrados, valores proximos de zero, e adotou uma escala logaritmica.

De acordo com o grau de magnitude registrado na escala Richter, um terremoto pode

acarretar as seguintes consequéncias:

Magnitude(graus) Possiveis Efeitos
menor que 3,0 Tremores pequenos, geralmente nao perceptiveis,
registrados por equipamentos apropriados.
3,0-59 Abalos perceptiveis sem a utilizacao de equipamentos, mas
pouco destruidores. Pode derrubar objetos e trincar paredes.
6,0 - 8,9 Terremoto destrutivo que pode acarretar severos danos as
construgoes e provocar grandes rachaduras no solo.
9,0 ou maior Tremores muitos fortes, causa a destruigao quase total.

16.

Em algumas situagoes para expressar certas grandezas, é mais conveniente empregar as
chamadas escalas logaritmicas do que as escalas lineares convencionais. Este é o caso, por
exemplo, da Escala Richter de terremotos. Na Escala Richter, a intensidade I, expressa

em graus, é definida da seguinte forma:

2 E
I=2 loo | =
3 Og(E0>

Em que E representa a energia liberada pelo terremoto, medida em kWh e £y, = 1073
kWh

(a) Qual ¢é a energia liberada por um terremoto de 3 graus na escala Richter? E por um

terremoto de 9 graus?

(b) Qual é a relagao entre a energia liberada por um terremoto de grau k e a energia

liberada por um terremoto de grau (k + 1) na escala Richter?

(c) Porque vocé acha que é conveniente usar a escala logaritmica, no caso da medigao da
intensidade dos terremotos?

pH de uma solugao

O termo pH (Potencial hidrogeniénico) foi introduzido em 1909 pelo bioquimico di-
namarqués Soren Peter Mauritz Sérensen (1868 - 1939) e permite expressar a acidez,
neutralidade ou basicidade de uma solugao aquosa por meio da concentracao de fons de

hidrogénio, em mol/L.

O pH da piscina, do aquério deve ser controlado e até mesmo o pH do sangue deve

manter valores entre 7,35 e 7,45 onde uma variacao de 0,4 pode ser fatal.
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Sorensen definiu pH como sendo o logaritmo decimal (base 10) do inverso da concentragao

hidrogenionica. Veja :

pH = log (ﬁ) =logl —log[H"] =0 —log[H"] = —log[H"]

Portanto, pH = — log[H™].

A partir desta definigao, da obtengao experimental do produto i6nico da agua ([H1].[OH]),
que corresponde a 1-107 a 25° C, e do pOH, determinado por meio do logaritmo decimal
do inverso da concentragao de fons hidroxila [OH ~] em mol/L, isto ¢, pPOH = —log[OH |,

foi obtida a relacao:
pH + pOH = —log[H"] + (= log[OH™]) = —(log[H*] + log[OH]) =
—(log([H"] - [OH])) = —(log(1.10714)) = —(~14) = 14,

Ou seja, pH + pOH = 14 e entao foi desenvolvida uma escala logaritmica de 0 a 14,
por meio da qual uma solugao aquosa a 25° C pode ser classificada em &acida, neutra ou

béasica:

e Solucao acida: pH < 7
e Solugao neutra: pH =7

e Solucao basica: pH > 7

a) Um agronomo, ao verificar as condi¢oes do solo para inicio de um plantio, oferece ao
produtor informagoes sobre o nivel de nutrientes, o contetido organico e o pH do solo, que

quando representado por um valor entre 6 e 7 (solu¢do neutra) tende a ser mais fértil.

Em uma propriedade rural, a concentracio de fons de hidrogénio apresentou 10~%* mol /L.
Sabendo que a produtividade méaxima foi obtida quando a concentracao de ions de
hidrogénio apresentou 107%% mol/L, de quanto sera a corregao desse solo em pH para

conseguir a produtividade maxima ?

b) O que acontece com a concentragao de ions de hidrogénio de uma solu¢ao aquosa

quando ¢ aumentada 1 unidade de seu pH?

Escala Musical Temperada

A Musica tem ligacoes muito fortes com a Matematica, uma delas diz respeito & escala
musical temperada onde cada oitava contém 12 semitons (notas) : DO, DO#, RE, RE#,
MI, FA, FA#, SOL, SOL#, LA, LA# e SI. Um piano comum é composto por sete oitavas
(7-12 = 84) mais uma terca menor (LA, LA#, SI e DO) totalizando 88 teclas, dispostas
da seguinte forma: Inicia-se pelas notas LA, LA# e SI seguidas da Primeira até a Sétima

Oitava e termina com DO. Portanto, nao existe apenas um D6 no piano e sim oito. A
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mesma nota pode ser mais aguda ou mais grave, o que as difere sao suas frequéncias
medidas em Hertz. A mesma nota em uma oitava é separada pelo dobro da freqiiéncia da
mesma nota na proxima oitava , sendo a de freqiiéncia mais alta mais aguda. Portanto,
o DO da quarta oitava tem o dobro da frequéncia (em Hertz) do DO da terceira oitava,
o mesmo acontecendo com todas as outras 11 notas, resultando que o DO da Quarta

Oitava apresenta som mais agudo que o DO da Terceira e assim por diante.

a) Sabendo que a frequéncia da nota LA da Quarta Oitava (LA central) ¢ de 440 Hertz,
construa uma tabela com as freqiiéncias dos 12 semitons da Quarta Oitava (Oitava
Central).

FREQUENCIA SEMITONS DA QUARTA OITAVA

DO

DO+

RE

RE+#

MI

FA

FA #

SOL

SOL#

LA

3

LA/

SI

b) Crie uma férmula matemaética que relacione a tecla do piano e sua frequéncia em

Hertz e calcule a frequéncia em Hertz da 88¢ tecla do piano.
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