Departamento de Matematica 81531-980, Curitiba, PR

PRO FMAT Universidade Federal do Parana Brasil

Modelagem Matematica Aplicada a
Fenomenos Exponenciais e Logaritmicos

por

Alessandra Beatriz P. Zavala
Anderson Oliveira de Almeida
Karin A. P. C. Mesquita

Preprint PROFMAT 1 (2013) 6 de Abril, 2013

Disponivel via INTERNET:
http://www.mat.ufpr.br



Modelagem Matematica Aplicada a
Fenomenos Exponenciais e Logaritmicos

Alessandra B. P Zavala
Anderson O. de Almeida
Karin A. P C. Mesquita

Departamento de Matematica - UFPR
019081-980, Curitiba, PR
Brazil

ander_prof@hotmail.com
alebzavala@hotmail.com
karinandressa@hotmail.com

26 de abril de 2013

Resumo

Neste artigo, discute-se o uso da Modelagem Matemdtica como estraté-
gia no ensino das Funcdes Exponenciais e Logaritmicas, com o objetivo
de apresentd-la a professores e alunos como metodologia auxiliar no pro-
cesso de ensino-aprendizagem.
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1 Introducao

Neste artigo, discute-se o uso e a aplicacao da Modelagem Matemética para
o ensino das Func¢des Exponenciais e Logaritmicas em sala-de-aula, com o ob-
jetivo de apresentd-la a professores e alunos como metodologia auxiliar no pro-
cesso de ensino-aprendizagem.

Para tanto, descreve-se os principais conceitos sobre a Modelagem Mate-
madtica, como propostos em [7] e [5]. Entretanto, em virtude das fragilidades
da forma como a teoria é proposta em [7] e [6], seguiremos 0s pressupostos de
[5], pois este dividiu a modelagem em trés casos, dos quais escolhemos o pri-
meiro que sugere apresentar a situacao-problema direta ao aluno, auxiliando o
professor que deseja iniciar o uso gradual da Modelagem em suas aulas.

Esse artigo estd dividido em quatro sec¢oes, sendo que na primeira serd apre-
sentada definicoes sobre Modelagem; na segunda, sera exibido uma lista de
modelos Func¢des Exponenciais e Logaritmicas com sugestoes de situacoes-
problema; e ja na terceira parte, duas sugestoes de sequéncia didatica. Por fim,
conclui-se o presente texto apresentando as consideracoes finais sobre o tra-
balho proposto.

2 Modelagem Matematica

A inquietacdo dos professores perante a dificuldade dos alunos do Ensino
Médio em compreender e aplicar os conceitos de Funcoes Exponenciais e Lo-
garitmicas motivou a reflexdo sobre o processo do ensino-aprendizagem des-
ses dois assuntos especificos dos curriculos da Matematica para o Ensino Mé-
dio.

Em geral, muitos professores enfatizam, durante as suas aulas, os procedi-
mentos algoritmicos tentando em alguns momentos da aula contextualizar o
conteuido. Sendo assim, se o trabalho em sala nao for contextualizado o con-
tetido abordado torna-se artificial e desconectado da realidade. Quando fala-
se de realidade ndo se trata especificamente da realidade do aluno, mas sim
da real aplica¢do dos conceitos matemadticos aqui abordados. Percebe-se que
em alguns livros didaticos, situacdes para contextualizagdo sdo apresentadas
apenas no fim dos capitulos correspondentes. Todavia, a contextualizacdao nao
deveria ser apenas uma nota de rodapé, mas usada com maior destaque em
todo o capitulo, quando possivel.

Com efeito, acredita-se a aprendizagem s0 serd efetiva no processo de cons-



trucdo dos conceitos matematicos se for trabalhada de maneira que o aluno
entenda-a no seu contexto e seja apresentada de forma significativa.

E com base nessa perspectiva, a Modelagem Matematica entra como uma
solucdo na significacao e na contextualizacdo de conceitos matematicos abor-
dados no Ensino Médio. Assim, tem-se na modelagem matemaética um pro-
cesso pelo qual se pode transformar problemas reais em problemas matemati-
cos e resolvé-los interpretando suas solu¢des na linguagem do mundo real e na
linguagem Matemadtica. Em [7] a Modelagem Matemadtica é apresentada como
"um processo dindmico, utilizado para a obtencao e generaliza¢do com a fina-
lidade de previsao de tendéncias". Existem varias definicoes sobre Modelagem
Matematica dentre elas destaca-se as citadas por [7] e [5].

Vejamos a seguir os conceitos que envolvem a Modelagem Matemadtica:

* Modelagem Matemadtica: segundo [7] "a modelagem matemadtica con-
siste na arte de transformar problemas da realidade em problemas mate-
maticos e resolvé-los interpretando suas solugoes na linguagem do mundo-
real."

* Modelagem Matematica: segundo [5] € um ambiente de aprendizagem
no qual os alunos sdo convidados a indagar e/ou investigar, por meio da
matematica, situagoes com referéncia na realidade de aprendizagem.

Como a proposta é apresentar uma forma de abordagem em sala-de-aula
mais significativa para o aluno e mais conectada com a realidade, acredita-se
que a definicao de modelagem abordada por [5] seja mais prdtica e possa auxi-
liar o professor nesses primeiros passos de uma aula usando Modelagem como
auxiliar no processo ensino-aprendizagem.

Ao analisarmos alguns estudos realizados por [5], citamos que no ambiente
da Modelagem Matematica, hd "trés niveis de possibilidades", os quais o autor
chama de "casos", exibidos abaixo:

1° Caso: O professor apresenta a descricdo de uma situacao-problema, com
as informacdes necessdrias a sua resolucao e o problema formulado, ca-
bendo aos alunos o processo de resolucdo. Quando o aluno investiga,
logo aparecem as indagacoes sobre o processo investigativo. Assim, a re-
lacao entre investigacdo e indagacdo nao podem estar separadas, pois
uma € consequéncia da outra.

Neste caso percebe-se que a coleta de dados fica dentro das situacoes-
problema, ndao havendo necessidade de investigacdo fora de sala-de-aula.
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20 Caso: O professor traz para a sala de aula um problema de outras areas da
realidade, cabendo aos alunos a coleta das informacdes necessérias a sua
resoluc¢do. Os dados sdo obtidos fora da sala-de-aula e os alunos sao res-
ponsaveis pela simplifica¢do das situacdes-problema.

30 Caso: A partir de temas ndo-matemadticos, os alunos formulam e resolvem
problemas. Eles também sdo responsdveis pela coleta de informacoes e
simplificacdo das situacoes-problema.

E importante o professor perceber que ele fara varias intervencoes durante
o processo de resolucdo, estando presente com os alunos durante as investiga-
¢oes, e sempre dialogando com eles, deixando o aluno com a maior parte da
responsabilidade sobre a resolucao.

Ja no 1° Caso, o professor perceberd que sua intervencao serd maior, e é
justamente esse caso que nos interessa, pois estamos galgando os primeiros
passos no uso da modelagem matemadtica. Assim que o professor estiver fami-
liarizado com as novas abordagens, ele podera repensar sua pratica usando o
2° e 0 3° casos. Assim, o 1° Caso ficard em destaque em nossa abordagem.

Apesar de alguma dificuldade durante o uso da modelagem matematica, o
professor deve perceber que ela apresenta intimeras potencialidades que per-
mitem aos alunos desenvolverem uma aprendizagem mais significativa e co-
nectada com a realidade. Dentre os argumentos favordveis a sua utilizacdao no
ensino, [6] e [7] destacam que a modelagem matematica:

e ¢ prazerosa;

* torna os estudantes explorativos, criativos, habilidosos na resolucao de
problemas;

* d4 significado ao conhecimento, no sentido de fundamentacao de con-
ceitos;

* facilita a combinacdo dos aspectos liudicos da matemadtica com seu po-
tencial de aplicacoes;

e faz com que o estudante vislumbre alternativas de direcionamento de
suas aptidoes ou formacao académica;

e alia teoria a pratica, utilizando a matemadtica como ferramenta para re-
solver problemas em diferentes situacoes e problemas;
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* motiva alunos e professores a procurarem entender a realidade que os
cercam, a buscarem meios de agir sobre ela, e transformé-la;

e é um método que ajuda a preparar o individuo a assumir seu papel de
cidadao;

Apesar de possuir inimeros argumentos favordveis ao uso dessa metodolo-
gia, algumas fragilidades podem aparecer, dentre elas destacam-se:

* é possivel que o estudante se mostre inseguro e apdatico nas aulas pois é
algo novo e diferente da rotina dele;

e corre-se o risco do tema escolhido ndo motivar o aluno e causar desinte-
resse na exploracao do problema;

* pode-se despertar inseguranca no professor por ser algo novo e diferente,
pois eles ndo se sentem habilitados para desenvolver situacoes-problema
com modelos matemadticos;

* por se tratar de uma aplicacdo do cotidiano, ndo se sabe inicialmente por
onde o modelo passa;

* nem sempre a ferramenta matematica estd ao alcance do aluno ou do
professor;

* nem sempre a metodologia por modelagem estd em adequacao ao curri-
culo legalmente estabelecido;

* hd algumas dificuldades do acompanhamento simultaneo do professor,
na aplicacao dessa metodologia.

Tendo em vista as fragilidades da metodologia por modelagem matemadtica
apresentadas acima, sugere-se aos professores uso o 1° Caso apresentado por
[5], pois acredita-se que o mesmo pode sanar algumas das fragilidades aponta-
das por [7] e [6]. Por isso, consideremos alguns modelos de func¢des exponenci-
ais e logaritmicas para que o professor possa utilizar em suas aulas e fazer uso
da Modelagem Matematica, algumas retiradas de [7] e [2].

O motivo que nos levou a elencar modelos exponenciais estd ligado ao fato
deles surgirem de forma espontanea em diversas situagdes onde envolvem au-
mento ou diminuicdo de grandezas e as vdrias possibilidades de aplicacoes,
dentre elas: juros continuos, resfriamento e aquecimento, decaimento radioa-
tivo, reproducao de bactérias, crescimento populacional, actstica, escala Rich-
ter, magnitude de uma estrela, eliminacao de alcool ingerido.



3 Modelos Exponenciais

Nesta secao serd apresentado alguns modelos exponenciais, envolvendo
func¢des exponenciais e logaritmicas aplicadas a realidade e que poderao ser
utilizadas com alunos do Ensino Médio e do Nivel Superior.

Em geral, a funcdo exponencial é apresentada na forma f(x) = a*, onde a
é uma base maior que zero, diferente de 1 e x € R. Por outro lado, a funcao lo-
garftmica é dada pela func¢ado inversa da funcao exponencial da seguinte forma
f(x) =log, x, lembrando que o logaritmo de um numero positivo x, num sis-
tema de base a > 0, é o expoente ao qual y deve-se elevar a base a de modo que
se tenha a” = x.

3.1 Juros Continuos

Antes de ser considerado juros continuos devemos perceber que, em geral,
o regime de juros praticado no dia a dia é o de juros compostos, pois comu-
mente a capitalizacdo de quantias ocorre sempre em relacdo ao periodo an-
terior considerado. O fato de exibirmos o tema juros continuos e compostos
reside na relacdao com a funcdo exponencial, e para entendermos melhor essa
situacdo observemos o que acontece no seguinte exemplo:

imagine que desejamos capitalizar uma quantia de R$ 100,00 a uma taxa de
5% ao més num regime de juros compostos, num periodo de 3 meses. Dessa
maneira teremos a seguinte situacdo:

* Ao final de um més teremos a quantia de: R$(100-1,05) = R$ 105,00

* Ao final de dois meses teremos a quantia de: R$(100-1,05-1,05) = R$(100-
1,05%) =R$110,25

* Ao final de trés meses teremos a quantia de: R$(100-1,05-1,05-1,05) =
R$(100-1,05%) =~ R$115, 76.

Nesse exemplo percebe-se realmente que a capitalizacdo, por meio do re-
gime de juros compostos, estd associada a uma progressédo geométrica, de razao
1,05, que por sua vez, estd ligada a uma funcao exponencial. Essa relacdo de
discretizacao da funcao exponencial é apresentada em [2], pois é percebido que



ao final de n meses (periodo discreto) teremos em maos a quantia 100-(1,05)",
em reais.

Agora o interesse estd no estudo dos juros continuos, pois é comum que em
algumas instituicoes financeiras as politicas sobre a composi¢do de juros sejam
diferentes. Por exemplo, algumas capitalizam os juros mensalmente, outras
semanalmente e outras ainda podem capitalizar diariamente. Dessa forma se
faz necessério o célculo dos juros de forma continua, e para entender melhor
o processo desse tipo de capitalizacdo vamos recorrer a situacao proposta por
(2].

Um capital ¢, empregado a uma taxa de k por cento ao ano rende no fim
de um ano juros no valor de kc/100. Pondo a = k/100, temos que c render4,
no fim de um ano, juros no valor de ac. Decorrido um ano, o capital torna-se
igual a ¢ + ac, ou seja, c (1 + a). Passado dois anos, o novo capital ¢; = c(1+ a),
empregado a mesma taxa, tornar-se-d igualac; (1+a)=c(1+ a)z. Logo,em m
anos teremos o capital ¢ (1 + @)”". Devemos perceber que a féormula c (1 + a)™ é
a generalizacdo de capitalizacdo composta.

Além da forma composta, pode-se usar essa generalizacdo para capitaliza-
¢do mais vezes ao longo de um periodo, de tal forma que consigamos issor a
cada instante n.

Tomando uma fracdo 1/n de ano, o capital ¢, empregado a mesma taxa de
juros, deverd render ac/n dejuros, de modo que, decorrida a fragdo 1/n de ano,
o capital c transforma-se em

ac a
a :c+—:c(1+—).
n n
Empregando o novo capital c; e esperando mais 1/n de ano, obtém-se c;(1+
a/n), ou seja, ¢ (1 + a/n)?. Prosseguindo assim, percebe-se que ao dividirmos
0 ano em n partes iguais, e decorridos cada um desses periodos de 1/n de ano,
capitalizaremos os juros rendidos, reinvestindo sucessivamente a mesma taxa,
teremos ao fim do ano, ao invés de c (1 + a), um capital maior, a saber:
a\n
c (1 + —) .
n

Antes de contiuarmos, precisamos analisar o que acontece com a expressio
a n
(1 + —) , 1)
n

amedida que n se torna cada vez maior, pois esta é uma situacao em que o pro-
fessor pode explorar com o aluno, para verificar se algo de interessante ocorre
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mediante substitui¢do de valores crescentes de n. Dessa forma podemos recor-
rer auma tabela para perceber que a expressao (1) ficard cada vez mais préxima
do ntimero irracional e =2,718281828....

on [ ()"
1 2
2 2,25
3 2,37037
4 2,44141
5 2,48832
10 2,59374

100 2,70481
1000 2,71692
10000 | 2,718146

100000 || 2,718268

Tabela 1: Alguns resultados da aplica¢do da fungao descrita em (1), para valores
crescentes de n.

Analisando a tabela percebe-se que quando a = 100% tem-se a expressao
(1), quando 7 for cada vez maior, ou seja, n — co tem-se a seguinte situacao:

1 n
c-(1+—) —C-e,
n

generalizando temos:
a\n «
c-(1+—) —c-e.
n
Assim, essa situagcdo permite que uma instituicao financeira calcule os juros
a cada instante; ou seja, com juros capitalizados continuamente.

3.2 Decaimento radioativo

O processo de desintegracdo radioativa é aquele no qual os &tomos de uma
substancia (como radio ou o uranio) possuem uma tendéncia natural a se de-
sintegrarem, emitindo particulas e transformando-se em outras substancias.
Assim sendo, com o passar do tempo, a quantidade de substancia original di-
minui. Isto é feito de tal maneira que, num determinando instante, a quanti-
dade de matéria que se desintegra de um corpo é proporcional a quantidade
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de substancia presente naquele momento. A constante de proporcionalidade
a, que é uma medida da velocidade na qual determinada substancia é decom-
posta com o passar do tempo, é determinada experimentalmente, pois essa
constante varia de substancia para substancia, e de is6topo para is6topo.

Para entender melhor o que acontece na situacao de desintegracdo, consi-
dere um corpo de massa My, formado por uma substancia radioativa cuja taxa
de desintegracdo é a. Se a desintegracdo se processa instantaneamente, entao
temos que decorrido o tempo t = 1 segundo, haverd uma perda de a M; uni-
dades de massa, restanto apenas a quantidade M; = My —aMy = My(1—-a).
Decorridos 2 segundos, a massa restante € M, = M; (1 —a) = My (1 - a)z. Eem
geral, passados s segundos, restard a massa

M;=My(1-a)’.

Procurando uma aproximacao melhor para o fenémeno, fixe um inteiro n >
0 e imagine que a desintegracao se da em cada intervalo de 1/n de segundo.
Depois da primeira fracao 1/n de segundo a massa do corpo se reduzird ao
valor
a a
My~ (=) My = Mo (1-=).
n n

Decorrido 1 segundo, ocorrerrdo n desintegracoes instantaneas e, efetuadas as
n reducoes, restard no corpo a massa M (1 — a/n)". Dividindo o intervalo [0, 1]
em um numero n cada vez maior de partes iguais, chega-se a conclusdo de que,
ao final de 1 segundo, a massa do corpo ficard reduzida a
. a\n —a

lim Mo(l——) =My-e “.

n—o00 n
Se o objetivo for calcular a massa ao fim de ¢ segundos, deve-se dividir o inter-

valo [0, 1] em n partes iguais. Em cada intervalo parcial a perda da massa sera
My - at/n. Repetindo o argumento acima chega-se a expressao

M(t) = My-e %, )

que fornece a massa do corpo depois de decorridos ¢ segundos.

Perceba que nesses dois exemplos retirados de [2], temos duas formas de
funcdes exponenciais: uma relacionando ao modelo de crescimento continuo
de juros compostos; e outra, relacionada ao modelo de decrescimento conti-
nuo aplicado ao decaimento radioativo.

O ntmero e serd analisado de um ponto de vista mais teérico no final desta
secdo, pois até agora usamos um ponto de vista mais intuitivo. Acredita-se na



importancia do professor conhecer um pouco mais sobre o nimero e (niimero
de Euler) e perceber que serd um grande facilitador da modelagem, principal-
mente pelo fato de que ele aparece naturalmente em diversos modelos como
0s ja mostrados.

3.3 0O método do carbono 14

O método do Carbono 14 é um exemplo também retirado de [2] e representa
mais um modelo de funcoes exponeciais, mas antes é importante entender o
que é o método do Carbono 14, indicado por C'*. O Carbono 14 é um is6topo
radioativo do Carbono, formado na atmosfera devido ao bombarderio da terra
por raios césmicos. Através dos tempo, a quantidade de C'* na atmosfera tem-
se mantido constante porque sua produg¢do é compensada por sua desintegra-
cdo. Os seres vivos absorvem e perdem C'* de modo que, em cada espécie, a
taxa de C'* também se mantém constante. O C'* é criado nos vegetais durante
o processo da fotossintese e absorvido pelos animais através da ingestao, direta
ou indireta, de vegetais. Quando o ser morre, a absor¢ao cessa mas o C'4 nele
existente continua a desintegrar-se. Este fato pode ser usado para determinar
a idade de um f6ssil ou de um objeto muito antigo feito de madeira.

Para isto, sabe-se empiricamente que a meia-vida do C'* é 5730 anos. Mas
0 que é meia-vida? Meia-vida é um conceito facil, porém os alunos na sua mai-
oria ndo entendem a sua esséncia. Por isso, apresenta-se o conceito correspon-
dente a seguir:

Meia-vida de uma substdancia radioativa é o tempo necessdrio para que uma
dada quantidade da substdncia se reduza a metade.

O que precisa ficar claro para o aluno e também para o professor é que o
tempo de meia-vida independe da massa da substancia, conforme serd visto a
seguir.

Antes disso, encontra-se o tempo de meia-vida usando a equacao (2). Sa-
bendo que um certo elemento radioativo tem meia-vida igual a fy unidades
de tempo, isto significa que uma unidade de massa desse elemento se reduz a
metade no tempo fy. Assim pela definicdo de meia-vida tem-se:

M, M,
M) === "L=My-e
2 2
Assim,
1 e 4h,
2
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Aplicando logaritmos e suas propriedades, temos:

In ( 1) =—at
2 - 0,
ou ainda
—In2=-at,.
Disso segue que:
In2
a=—. 3)
lo

Analisando (3) e isolando tj, temos f; em funcao da taxa de desintegracao «, o
que nos permite encontrar a meia-vida, a saber:
In2

fo=——.
a

Agora que sabemos encontrar a meia-vida de uma substancia qualquer,
aplicar-se-a esse conhecimento para a constante de desintegracdo do C'*. Sa-
bemos por experimentacdes que a meia-vida do C'# é 5730 anos. Usando (3),
segue que a constante de desintegracao é:

. In2 _ 0,6931
5730 5730

Depois dessas informacoes serd possivel analisar um exemplo de [2], des-
crito a seguir. Nessa situacdo é apresentado como o uso modelo do C'* pode
ser util para acabar com a seguinte controvérsia: Foi encontrado num castelo
inglés uma velha mesa redonda de madeira que muitos afirmavam ser a fa-
mosa Téavola Redonda do Rei Artur, soberano que viveu no século V. Por meio
de um contador Geiger (instrumento que mede radioatividade) constatou-se
que a massa M = M(t) de C'* hoje existente na mesa é de 89,4% da massa de
C'* que existe num pedaco de madeira viva com o mesmo peso da mesa.

Sabe-se de (2) que M = My-e~ %!, donde M/ M, = e~ %!, fazendo as substitui-
coes temos que 0,894 My = M, - e(~0000120969) portanto, conclui-se que o tempo
em anos do pedaco de madeira encontrado é aproximadamente

In(0, 894) 0,1121

t=-— = =926anos.
0,00012096 0,00012096

=0,00012096. (4)

Analisando a situacao, percebe-se que se a mesa fosse da Tdvola Redonda, de-
veria ter mais de 1500 anos. Portanto conclui-se que o pedaco de madeira nao
é da referida Tdvola Redonda.
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Deve-se perceber que na situacdo descrita acima, é necessario o conheci-
mento de logaritmos como uma ferramenta auxiliar na hora de resolver uma
dada equacao exponencial com bases diferentes. Uma outra situacdo onde o
conhecimento de funcdes exponenciais pode ser usado, também retirado de
[2], é do resfriamento de um corpo, onde é usada a Lei do, Resfriamento de New-
ton, conforme serd visto a seguir.

3.4 Resfriamento de um corpo

O resfriamento de um corpo possui uma situagdo andloga a desintegracao
radioativa pois, pode-se associar a esse fendmeno um modelo de decaimento
exponencial. Analisando a situacdo temos um objeto aquecido, colocado num
meio mais frio (ar ou 4gua por exemplo), e cuja grande massa faz com que a
temperatura desse meio permaneca praticamente constante, sem ser afetada
pela presenca do objeto mais quente. Sendo assim, a Lei do Resfriamento de
Newton afirma que, nessas condicdes, a diferenca de temperatura D, entre o
objeto e 0o meio que o contém, decresce com um taxa de variagdo proporcional
a essa propria diferenca. Como no caso da desintegracao radioativa, esta lei
se traduz matematicamente da seguinte forma: chamando Dy a diferenca de
temperatura no instante ¢ = 0 e D(¢) a diferenca num instante ¢ qualquer, tem-
se

D(t)=Dy-e™ %,

onde a constante a depende do material de que é constituida a superficie do
objeto’.

3.5 Pressao atmosférica

A pressdo atmosférica é outra situacdo em que aparece a fun¢ao exponen-
cial, e que o professor podera usar como um modelo inédito para os alunos.
O exemplo a seguir, retirado de [2] sobre pressdo atmosférica, diz o seguinte:
A pressao atmosférica é a pressao exercida pela camada de moléculas de ar.
Como a grandeza pressdo € a forca exercida por unidade de érea, temos que a
pressao atmosférica num dado ponto do planeta mede a forca exercida pelo ar
numa regido préoxima daquele ponto. A medida que a altura h em relagio ao
nivel do mar aumenta, a pressao atmosférica diminui, ndo somente porque a

A Lei de Newton vale também com expoente positivo, onde ocorre o aquecimento de um
corpo frio colocado numa ambiente mais quente.
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coluna de ar acima do dado ponto diminui, mas também em virtude de o ar
se tornar mais rarefeito, e portanto pesar menos. Prova-se, como consequén-
cia da Lei de Boyle, que se pg € a pressao atmosférica ao nivel do mar, entao a
pressdo a uma altitute & é

p(h)=po-e ", (5)

onde a é uma constante. A pressao atmosférica p = p(h) pode ser medida di-
retamente por um instrumento chamado barometro.

Um exercicio que pode ser proposto é aquele em que, medindo-se a pressao
atmosférica em dois pontos cujas altitutes h; e hy sdo conhecidas, pede-se para
determinar a constante a. Chamando de p; e p, as pressoes verificadas nas
alturas hy, e hy, respectivamente, temos de (5) que

pr=po-e M
p2=po-e

a’hg

Dividindo uma equacao pela outra, temos

P — e—a(hrhz),
p2

e por fim, ao aplicarmos o logaritmo a ambos os membros, podemos isolar a
constante a pedida, a saber:

o In(p1/p2) _ In(p2/p1)
hy — hy hi—hy

Pode-se notar que, por exemplo, conhecendo a constante a e possuindo
um barometro, podemos a cada momento determinar a que altura & um dado
aviao voa, por meio da férmula abaixo, obtida ao isolarmos a altura / na equa-

¢ao (5):
1
h==In (@) ,
a p
onde py é a pressdao ao nivel do mar e p = p(h) é a pressao medida pelo baro6-
metro no momento dado, no aviao.

3.6 Eliminacao de alcool ingerido

O exemplo da eliminac¢do do élcool, retirado de [7], foi realizado na PUC-
CAMP em 1998 no curso de Modelagem. Nesse curso, foi mostrado que o dlcool
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ingerido por um individuo sofre um processo de eliminacdo gradual através da
urina, suor e respiracdao. O bafémetro, utilizado pela policia rodoviédria para
detectar o teor alcodlico entre consumidores de bebida alcodlica, mede a con-
centracao de dlcool eliminado pelos pulmdes. Durante esse periodo, os alunos
do curso de Modelagem tomaram algumas medidas de concentragao alcodlica,
utilizando um bafémetro construido por eles. Dessa forma, a primeira medida
foi tomada 70 minutos apds terem ingerido aproximadamente 10 copos de cer-
veja. Ap6s esta medida eles pararam de beber e foram feitas outras 2 medidas
subsequentes. Os valores obtidos na tabela a seguir sdao médios, levando-se em
conta o peso de cada participante:

| Tempo (minuto) || concentragdo média de dlcool (g/L) |

70 0,95
75 0,76
155 0,46

Como estamos analisando func¢des exponenciais e logaritmicas, é de se espe-
rar que a eliminacdo de édlcool no organismo seja proporcional a quantidade
existente em cada instante. Assim, o modelo proposto para essa situacdo é a da
funcao exponencial que obedece a seguinte lei:

c(t) =cq-e ¥,

onde ¢j é a concentracao inicial, ou seja, o valor obtido quando os individuos
pararam de beber. Ao considerarmos o ajuste exponencial dos dados experi-
mentais, chega-se ao seguinte modelo:

c=1,472-¢7 %0075 1> 70,

Fazendo a mudanca de varidvel 7 = f — 70 na equacao acima, obtendo 7 = 0
quando ¢ = 70, podemos escrever a equacao acima como:

c(t) =0,8683- ¢~ 209757 1>,

Dessa forma, obtem-se uma funcdo que determina o tempo para elimina-
¢do do élcool ingerido. Vale ressaltar que essa funcao é vélida para individuos
com média de 72Kg, sendo essa a média obtida dos participantes do experi-
mento.

14



3.7 Escala Richter

A escala foi desenvolvida em 1935 pelos sismdlogos Charles Francis Richter
e por seu colega Beno Gutenberg, ambos membros do California Institute of
Technology (Caltech).

A escala Richter é uma escala logaritmica que mede a amplitude das ondas
sismicas (ondas causadas pela vibracao do solo). A principio, essa escala foi
graduada de 1 a 9, porém, atualmente nao existe limite teérico. Sendo assim, a
Escala Richter é uma "escala aberta".

A escala utilizada é logaritmica de base 10, onde a magnitude corresponde
ao logaritmo da medida da amplitude das ondas sismicas a 100 km do epicen-
tro (ponto da superficie do globo mais préximo do centro de abalo de um ter-
remoto), ou seja, é calculada pela equacao:

A
M:log(A—),
0

onde Arepresenta a amplitude medida num terremoto por um instrumento
chamado sismografo e Ap é uma amplitude de referéncia. Por ser uma escala
logaritmica de base 10, a medida que a magnitude aumenta, temos uma ampli-
tude 10 vezes maior. Por exemplo, um terremoto com magnitude 6, tem uma
amplitude 10 vezes maior que um terremoto de magnitude 5. Dessa forma, o
professor podera utilizar a escala Richter como ferramenta de aplicacao com
os seus alunos.

3.8 Magnitude Aparente de Uma Estrela

Nesse exemplo retirado de [13], temos na astronomia uma aplicacdo de lo-
garitmos, pois as estrelas sao classificadas pelo brilho, usando um sistema de
magnitudes, realizado da seguinte forma:

A estrela mais brilhante é de 1 magnitude, as quais sdo vistas a olho nu
com uma magnitude m; com brilho F}; e as de menor brilho, sao de 6% magni-
tude com magnitude aparente mig, € que correspondem a um fluxo Fg. Sabe-se
que o brilho de uma estrela com m; é 100 vezes maior que o brilho de uma
estrela com mg. Assim temos F; = 100 - Fg, sendo que um intervalo de 5 mag-
nitudes corresponde a um fator de 100 no brilho. A diferenca de 1 magnitude
corresponde a um fator de 100!/% =~ 2,5. Como esta escala é baseada nas obser-
vacoes do olho humano, podemos dizer que ele corresponde a de um detetor
logaritmico.
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A escala de magnitudes inclui valores maiores (positivos) para representar
estrelas fracas, por exemplo aquelas detectaveis pelo Observatério do Monte
Palomar, cujo levantamento fotografico realizado tem sensibilidade para mag-
nitudes até m, = 23,5. Por outro lado, a escala também se estende para valo-
res negativos para representar objetos muito brilhantes. Dessa forma, pode-se
deduzir a relacdo entre magnitude e brilho. Para isso, vamos primeiramente
comparar as magnitudes m; e mg. Chamando de A, a diferenca entre as mag-
nitudes consideradas, nesse caso temos A;,, = 5. Com isso, a relacdao entre os
brilhos correspondentes é

Fy
— =100.
Fg
Assim, para A, = 1 temos que paratodo i e N
Fi 1
=1005=2,5
Fiq
Considerando agora magnitudes m; e my, tem-se A, = 1. Disso segue que:
B oo™,
F,

Aplicando logaritmo a ambos os membros temos:
F1 my — nmy
log— =|——]-10g100 = 0,4(m> — my).
g 7 ( : ) g (mg —my)

Assim obtem-se:
F
F’

Agora € necessario encontrar uma expressao geral para magnitude m de
uma estrela. Para este fim, supoem-se que seu brilho seja F = F» e que o brilho
correspondente a magnitude zero (m; = 0) seja Fy = F;. Assim, temos: m —
0= 2,510g§—‘2), ou seja, m = 2,5logFy —2,5logF. Substituindo C = 2,5log Fj,
que define-ses como o ponto zero na escala de magnitudes e dependendo do
sistema fotométrico, teremos m = C —2,5logF.

Lembrando que o brilho observado depende da distancia, isto é,

Fo L
 4nd?
onde L é uma constante positiva, temos

my —m; =2,5log

m=C"-2,5logL+5logd,

com C' = C + (2,5log4m) e m a magnitude aparente da estrela.
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3.9 Escala Musical

Na escala musical, uma oitava, representa um fator de 2 na frequéncia dos
sons, é dividida em 12 meio tons. Esses meio-tons sdo espacados uniforme-
mente cada um num fator de V/2 a partir do anterior. Por exemplo, retirado de
[1] a quantidade de meio-tons que separam a frequéncia de 440 hertz de uma
frequéncia de 329, 6 hertz, pode ser obtida aplicando a diferenca de logaritmos
de base V/2 entre 440 e 329, 6 hertz, isto é:

440
lOg 1%/5 ﬁ =5

Esse resultado significa que a distancia que separa 440 hertz de 329,6 na
escala musical é 5 semitons.

3.9.1 Onumeroe

Para comecar, define-se o nimero e pela seguinte igualdade: expl = e.
Dessa forma, percebe-se que

expn=exp(l+---+1)=expl-..-expl =e",
N——— ———

nvezes n vezes

lembrando que: exp (x + y) = (exp x) - (exp y), para todo x, y € R. Entretanto, se

L -1 - _
n > 0 é inteiro, veremos que: exp (—n) = (exp n) =(e" l—e ™ Ser= 5 com

p e g > 0 inteiros, entao (exp r)q = exp(p) = e”; extraindo-se a raiz g-ésima de
ambos os membros, temos exp(r) = e’. Provando assim a proposicdo a seguir:

Proposicdo 3.1 Dado qualquer r racional tem-se que: expr =e’.

Ao analisar outra expressao para o numero e tem-se que, pondo f(x) =In(1 +
X), tem-se que a derivada de f em x = 0 é 1. Isso significa, pela definicdo de
derivada, que:
1= limw = limln(l—-HC).
x—0 X x—0 X
Fazendo x — 0 pela sequéncia x, =1/n, n =1, segue que:

(4]

= lim In
n—o00

1
1= lim n-ln(1+—

X—00 n
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Como (1+1)" =exp{In[(1+1)"]} e exp é uma funcao continua, segue que:

1 n
lim (1+—) =expl=e.
n

n—oo

Vamos mostrar agora que:

1\7
+-)",paracadan=1. Em

Paraisso, escreve-se a, =1+1+ l (
22 221—2”1temosque

1
e
n!
primeiro lugar, como n!=n-(n- 1) 2 1
1 1
an<l+l+—-+--+—=<3,
2 2n—1

para todo n = 1. Portanto, a série } 07 , n, é convergente. Denotando por a sua
soma, vemos que 2 < a < 3.
Agora serd analisada a sequéncia b,. Desenvolvendo b,, pelo bindmio de
Newton, tem-se:
1 nn-1 1 nn-1)-...-2-1 1

bp=1+n-—+—— —+-+ -—
n 2! n n! n”

oo A S22 )

Cada termo da ultima soma é menor que 0s termos correspondentes na soma,
definindo a,, portanto, b, < a, para todo n = 1. Como b,, converge para e,
temos que: e < @. Vamos provar que: e = a.

De fato, dado € > 0 seja p tal que a—a,, <¢, isto é, a—(l +1+ % He
Dado qualquer n > p, temos que:

O e G L Rt U L Uy
—(1-——=|+=(1-=]{1—=]++=|1=— |1 ——|-.cr|1 = .
2! n) 3! n n p! n n n

Mantendo p fixo e fazendo n — oo na tltima desigualdade, vemos que

i)<e.

b,>1+1+

1 1
e=lim by =z1+1+_—+-+—=ap,>a—e.
n—o0 2! p!

Como € > 0 é arbitrério, fazendo € — 0, temos que e = «, e portanto, e = @, COmo
queriamos. Logo,

n—oo

1y" X1
e:lim(1+—) :Z—'.
n n=o 1!
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4 Aplicacoes de Exponenciais e Logaritmos em Sala
de Aula

Nesta secdo sera apresentado duas sequéncias didéticas que envolve a Lei
de Resfriamento de Newton no uso da modelagem matemadtica proposta por
[5]. Assim, o professor deve apresentar ao aluno uma situagdo-problema, com
todas as informacoes necessdrias para investigacoes e resolucao da mesma.

Para as situacoes propostas é importante que os alunos tenham familiari-
dade com assuntos trabalhados em outros bimestres, por exemplo, o conheci-
mento prévio sobre progressdes geométricas ajudara o aluno a entender me-
lhor as funcdes exponenciais e estabelecer conexdes com assuntos ja estuda-
dos. Convém lembrar neste momento que para a aprendizagem em matem4-
tica ser significativa, € muito importante apresentar relacoes entre assuntos es-
tudados.

4.1 A temperaturaideal do café

A primeira situacdo-problema serd o estudo da Lei de Resfriamento de New-
ton no caso de uma xicara de café quente, deixado para esfriar.

Para essa atividade sugerimos separar os alunos em duplas e apresentar o
seguinte texto retirado de [10].

A Lenda do Café

N3ao ha evidéncias reais sobre a descoberta do café, mas ha muitas lendas
que relatam sua origem. Uma das mais divulgadas é do pastor Kaldi que
viveu na Absinia, hoje Etiopia, hd cerca de mil anos. Ela conta que Kaldi,
observando suas cabras, notou que elas ficavam alegres e saltitantes e que
esta energia extra se evidenciava sempre que mastigavam os frutos de co-
loracdo amarelo-avermelhada dos arbustos existentes em alguns campos
de pastoreio. O pastor notou que as frutas eram fonte de alegria e moti-
vacdo, e somente com a ajuda delas o rebanho conseguia caminhar por
vdrios quildbmetros por subidas infindaveis. Kaldi comentou sobre o com-
portamento dos animais a um monge da regido, que decidiu experimen-
tar o poder dos frutos. O monge apanhou um pouco das frutas e levou
consigo até o monastério. Ele comecou a utilizar os frutos na forma de
infusdo, percebendo que a bebida o ajudava a resistir ao sono enquanto
orava ou em suas longas horas de leitura do brevidrio. Esta descoberta se
espalhou rapidamente entre os monastérios, criando uma demanda pela
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bebida. As evidéncias mostram que o café foi cultivado pela primeira vez
em monastérios islamicos no Iémen. Agora para um bom preparo do seu
café ao contrdrio do que se pensa, a dgua utilizada para fazer o café deve
ser apenas aquecida, ou seja, ndo pode ferver, pois a perda de oxigénio al-
tera a acidez do café. A temperatura ideal de preparo € préxima dos 90°C
e a temperatura ideal para consumo é em torno de 65°C, acima disso,
além do risco de queimar a lingua, o paladar humano tem dificuldades
em distinguir sabores em temperaturas maiores.

A seguir, serd proposto trés exemplos de questionamentos que podem ser
retiradas do texto:

Questionamento 1: Quanto tempo devemos esperar para que o café es-
frie ao ponto de ser bebido sem risco de queimar a lingua?

Questionamento 2: O que ocorre com a mudanca de temperatura e qual
arelacdo entre a temperatura do café e do ar que o cerca?

Questionamento 3: Por que o café esfria?

Para que os alunos iniciem a resposta dos questinamentos, sugere-se a apre-
sentacao do seguinte texto:

A Lei de resfriamento de Newton

A Lei de resfriamento de Newton é uma das leis bésicas da fisica e de am-
pla aplicacdo. Por exemplo, essa lei garante que a medida que o café esfria, a
taxa de esfriamento correspondente diminui, pois a diferenca de temperatura
entre o café e o ar diminui. A matemadtica ali encontrada ajuda a compreen-
der muitos outros fendmenos, tais quais: decaimento radioativo, meia-vida de
uma substancia. A férmula é simples e estd associada ao nosso objeto de es-
tudo: as funcdes exponenciais. E ttil lembrar de aulas anteriores quando o
tema progressoes geométricas foi abordado. A relacdo entre esses dois assun-
tos é fundamental para que haja entendimento sobre o que estd acontecendo,
pois quando falamos de fun¢oes exponenciais estamos remetendo a variacoes
de expoentes. Assim, a lei do resfriamento de Newton ajudard na determinacao
do tempo necessdrio para que, por exemplo, o leitor e sua familia saboreiem
uma boa xicara de café sem queimar a lingua.

Assim, um objeto quando colocado em um ambiente com uma tempera-
tura diferente da sua, tende a entrar em equilibrio térmico com a vizinhanca.
Esse equilibrio térmico segue a seguinte logica: se este objeto estiver a uma
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temperatura mais alta do que a sua vizinhanga, ele perderd calor para o ambi-
ente e esfriard; caso contrario, esquentara. Dessa forma, a taxa de resfriamento
de um objeto depende da diferenca de temperatura entre este e o ambiente. A
lei do resfriamento de Newton afirma que, para pequenas diferencas de tem-
peraturas, a taxa de resfriamento é aproximadamente proporcional a diferenca
de temperatura. Um corpo que ndo possui internamente nenhuma fonte de
calor, quando deixado em meio ambiente na temperatura T, tende aquela do
meio que o cerca T, (temperatura ambiente). Assim, se a temperatura T < T,
esse COorpo se aquecera e caso, contrario, se resfriard.
A temperatura do corpo, considerada uniforme, serd uma funcao do tempo
T = T(1). Verifica-se experimentalmente que quanto maior for o valor |T — T,|
mais rdpida serd a variagcdo de T'(¢). Isto é evidenciado de forma precisa pela
chamada Lei de resfriamento enunciada por Newton, que colocada em termos
matematicos fica assim:
T =k-e *+T, (6)

ou
T -T,=k-e %,

onde fica mais evidente que a diferenca entre a temperatura inicial e a tempe-
ratura do ambiente é proporcional a taxa de decaimento.

Figura 1: Algumas solu¢des da equacao (6), com diferentes dados iniciais.

Com esses dois textos o professor deverd agir como mediador para que o
aluno selecione todos os dados para responder o seguinte questionamento: "Se
uma xicara de café estava a uma temperatura de 95°C e esfriou para 85°C em
um minuto em uma sala a 20°C, em quanto tempo esse café atingira a tempe-
ratura de 65°C, sendo possivel tomd-lo sem riscos de queimadura?”
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O aluno deve entender que T em (6) representa a temperatura inicial; T,
representa a temperatura com ambiente que em geral deve-se manter cons-
tante; e o que queremos determinar é o tempo necessdrio para que a xicara
com café a 95°C chegue a temperatura de 65°C.

Com esses dados, espera-se que o aluno perceba que é necessdrio encontrar
a taxa de decaimento antes de encontrar o tempo de resfriamento, pois esta
taxa estd relacionada com a diferenca de temperatura. Assim, uma resolucdo
que o professor deve esperar é:

Para determinar os valores de k e a os alunos devem usar os dados forneci-
dos pelo problema. Como T'(0) = 95, temos:

95 =k-e*+20=>95=k+20= k="75.

Com isso, € de se esperar que a determinacgdo da constante a ficard mais facil e
clara para o aluno e professor. De fato, temos:

—a _q 65 13
85=20+75¢ "D =z—=—>
75 15

Dessa forma o aluno encontrou todas as constantes usando os dados en-
contrando nos textos, e nos questionamentos que o professor fez ao longo do
desenvolvimento. Assim o aluno ao substituir as constantes encontrara a fun-
¢ao:

13
a=-In|—|~=0,1431.
15

T(t) =75-e 14311 4 20,

Com a funcao e suas respectivas constantes, o aluno terd condicoes de res-
ponder, por exemplo, ao primeiro questionamento; ou seja, encontrar o tempo
para que o café atinja a temperatura de 65°C. Fazendo T(¢) = 65 o professor
esperard a seguinte resposta:
750~ 014311 | 5 — 65 — 75014311 _ 45 _ ,~01431 _ 3

5
Aplicando logaritmo neperiano em ambos 0s membros temos:
~0,5108
~0,1431

3
-0, 1431t:1n(g) =1 = t =3,57min.

Ainterpretacdo do resultado também faz parte do desenvolvimento da situacao-
problema; ou seja, o valor ¢ = 3,57 min significa que esse é o tempo necessario

para que o café mantenha o sabor sem riscos de queimaduras.
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4.2 Criminalistica - a hora da morte?

Nesta situacao-problema continuaremos o estudo da Lei do Resfriamento
de Newton no caso da morte de Dona Florinda Flores.

Para essa atividade sugere-se separar os alunos em duplas e apresentar o
seguinte texto retirado de [12], que trata de crimes que ficam sem solucdo.

Em um ano, 10 mil crimes ficam sem solucao no Parana

No ano passado, 16,9% dos inquéritos concluidos ficaram sem definicao
do criminoso. Para especialistas, é isso que traz a sensacdo de impuni-
dade. H4 quem diga que o Brasil teve uma aula de investigacdo com o
caso da menina Isabella Nardoni, jogada do sexto andar de um prédio em
Sao Paulo no dia 29 de marco. A populacdo po6de acompanhar ao vivo pela
televisdo a reconstituicdo do crime, o trabalho da pericia e as hip6teses
levantadas. "Seria o sangue de Isabella o encontrado no apartamento?”
"Qual objeto foi usado contra a menina?” "O crime levou quanto tempo?”,
foram perguntas que a policia buscou responder. Dessa forma, o inqué-
rito policial foi encerrado apontando os acusados, que serdo julgados pela
Justica.

Longe dos holofotes, porém, crimes continuam sem solucdo. No Paran4,
por exemplo, ndo foram definidos os autores de 10,9 mil crimes em 2007.
Do total de inquéritos concluidos no estado no ano passado, 16,9% fica-
ram sem definicdo do criminoso, segundo dados da Secretaria de Estado
de Seguranca Publica (Sesp).

Para especialistas, a quantidade de crimes sem solucdo, que deveria ser
zero, preocupa e traz consequéncias, como a sensacdo de impunidade.
"A falta de responsabilizacdo do autor do crime estimula ainda mais o
crescimento da criminalidade", aponta o advogado criminal e doutor em
Direito Penal pela Universidade Federal do Parang, Juliano Breda.

Para ele, o aumento do niimero de inquéritos demonstra o acréscimo
do fendmeno delitivo. Na comparacdo de 2006 com 2007, o ntimero de
inquéritos instaurados passou de 46,3 mil para 57,5 mil, o significa um au-
mento de 24,6%. "Enquanto as estatisticas do Ministério da Justica apon-
tam uma reducao da criminalidade em alguns estados, especialmente em
Sdo Paulo, o Parand vive um momento dramdtico de inseguranca social",
diz o advogado.

Ap6s a leitura, a proxima sugestao € apresentar o video "Os Suspeitos"que tem
como referéncia [11] que trata da morte de Dona Florinda Flores, pois assim o
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professor poderd usar outro recurso para apresentar uma nova situacdo-problema
ao seu aluno.
Vamos descrever a situacao encontrada no video acima:

Caso Florinda Flores

"O corpo de Dona Florina Flores foi encontrado por volta das 18:15 por uma
amiga, sendo que os vizinhos disseram que ela foi vista viva por volta das 12:30.
O principal suspeito € o jardineiro, pois o mesmo foi visto trabalhando na casa
de Dona Florinda por volta das 12:30, e ficou por 14 até as 13:30. Logo ap0s,
ele foi visto pegando o 6nibus em direcao ao outro servico, que fica do outro
lado da cidade, as 14:30."[...] "Para determinar a hora da morte, o delegado
informa que: a temperatura do corpo encontrado as 18:23 era de 32°C e a tem-
peratura ambiente era de 28°C. Partindo do fato que a temperatura média de
uma pessoa sem febre é de 36,5°C e o tempo que levaria para que o corpo de
Dona Florinda esfriar e chegar a temperatura de 28°C é de aproximadamente 6
horas, é possivel determinar se o jardineiro foi o autor do crime?"

No video mencionado acima, [11], foi apresentado a seguinte funcao:

Te(t) = £;(0)-€"".

O professor deve esperar que o aluno entenda as varidveis. Caso isso nao ocorra,
o professor deve questiond-lo sobre o significado das varidveis encontradas no
problema. Apds o total entendimento o aluno deverd identificar:

* r =taxa de decaimento exponencial relacionada com a diferenca de tem-
peratura.

* {=tempo transcorrido.

* t; = temperatura inicial de um corpo.

Ap6s a apresentacao das varidveis pelo aluno € esperado o inicio da resolu-
¢do. Assim, o professor devera perceber se o aluno conseguiu chegar a seguinte
relacdo entre os dados do texto e a funcao apresentada.

T.(£) = t;(0)- "= 28=36,5-¢% = €% = 0,767.
Aplicando o logaritmo a ambos os membros tem-se:

Ine® =1n0,767 = 6r = —0,265 = r = —0,044.
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Com isso, o professor deverd questionar os alunos sobre o significado de r =
—0,044, pois é esperado uma resposta como, por exemplo: r é a taxa de de-
caimento exponencial para que o corpo atinja a temperatura ambiente. En-
tendido isso, o aluno estd apto para encontrar o hordrio que Dona Florinda
morreu, e com isso decidir se o jardineiro foi ou ndo o autor do assassinato.

Nessa etapa, o aluno deverd substituir o valor da taxa de variagdo da se-
guinte forma:

Te(t) = £;(0) - e~ %%,

Usando essa funcao ele pode determinar quanto tempo o corpo levou para che-
gar a temperatura de 32°C. Dessa forma, deve-se esperar a seguinte resolucao:

To(H) = 1;(0)- e " = 32=36.5-¢ 00 = 7004 = 0, 876,
Aplicando logaritmo neperiano em ambos os membros temos:
e 001 = 0,876 = Ine """ =1n0,876 > —0,044¢ = —0,132 = ¢ =3,

de posse desse resultado o aluno deve perceber que Dona Florinda morreu
cerca de 3 horas antes dela ter sido encontrada por sua amiga. Isentando o
jardineiro do crime.

Algo importante a ressaltar para os professores € o fato de que as fungoes
exponenciais aqui apresentadas ndo sao obtidas de forma trivial, pois a maioria
sdo solucoes de equacoes diferenciais, logo o professor que se interessar mais
sobre esse assunto deve analisar melhor as referéncias de [8], [7] e livros sobre
Equacoes Diferenciais.

5 Consideracoes Finais

Ao iniciar este artigo houve uma preocupag¢do com o processo de ensino-
aprendizagem de Func¢des Exponenciais e Logaritmicas, mais especificamente
a forma como que os professores aplicam esses conceitos. Para isso, indicamos
o uso da Modelagem Matematica baseada nos pressupostos de [7], [5] e [6].

Conforme foi verificado e devido a de algumas fragilidades apontadas por
[7] e [6] optou-se pela teoria apresentada por [5]. Ele aponta trés casos so-
bre Modelagem Matemdtica, dos quais selecionamos para esse trabalho o pri-
meiro, pois propoe que se apresente a situacao-problema diretamente ao aluno.
Este, por sua vez, pode encontrar todos os dados necessarios para a resolucao
dessa situacao.
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Outro fato que nos fez escolher esse primeiro caso € a facilidade e a pratici-
dade que o professor encontra ao utilizar a Modelagem Matematica como uma
metodologia auxiliar. Porém, ele devera ficar mais atento aos questionamentos
que envolverdo a prética. Por esse motivo, apresentou-se uma lista com suges-
toes de situacdes-problema que envolvem func¢des exponenciais e logaritmi-
cas para que o professor as utilize nas aulas em que usard a Modelagem. Além
disso, foi também apresentado duas sequéncias didaticas das quais pode-se
perceber na Modelagem a possibilidade de apresentar os conceitos de Fungoes
Exponenciais e Logaritmicas de forma satisfatéria, contextualizada e que pode
Vir a ser mais significativa para o aluno.

Desta forma, esse artigo visa, dentre as vdrias teorias que envolvem a Mo-
delagem, ser um auxiliador para o professor que deseja iniciar o uso dessa me-
todologia em sala de aula e avancar com pesquisas nessa drea. E importante
ressaltar que a Modelagem Matemadtica ndo pode ser vista como uma "tdbua
de salvacdo"no ensino da Matematica, ela € mais uma ferramenta para auxiliar
nessa tarefa de ensinar de forma mais significativa e empolgante, tanto para
professor quanto para o aluno.
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