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“O que sabemos é uma gota; o que ignoramos
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RESUMO

A Matematica é vista, por muitos alunos, como um obstaculo intransponivel. Porém,
muitas vezes, o problema nao esta nos contetidos ensinados na escola, mas sim na maneira
como estes conteudos sao ensinados por muito dos professores. Assim, surge a necessidade
em resgatar sua origem, ou melhor, a demonstracao de regras e de férmulas. As desi-
gualdades, em especial, as que envolvem fungoes convexas a direita e fungoes concavas
a esquerda chamam atencao por envolverem sequéncias de procedimentos matematicos
para serem demonstrados, mesmo que cada passo a ser demonstrado, a principio, seja nao
muito complexo. Sendo assim, estas desigualdades servem para exemplificar as demons-
tracoes de teoremas, aparentemente simples, que exigem certos cuidados, como sequéncias
de raciocinios matematicos, além de conhecimentos prévios. O objetivo principal deste
trabalho é obter de forma rigorosa, as desigualdades numéricas importantes através das

funcoes convexas a direita e fungoes concavas a esquerda.

Palavras chaves: Desigualdades numéricas, fun¢oes convexas, fungoes concavas



ABSTRACT

Mathematics is seen by many students as an insurmountable obstacle. However, fre-
quently, the problem is not the content taught in school, but in the way these contents
are taught by many of the teachers. Therefore, the need arises to rescue their origin,
or rather, the demonstration of rules and formulas. Inequalities in particular those in-
volving right convex functions and left concave functions deserve attention because they
involve sequences of mathematical procedures to be demonstrated, even if each step to
be shown, in principle, is not very complex. Thus, these inequalities serve to exemplify
the apparently simple theorems of statements that require certain precautions, such as
mathematical reasoning sequences, and prior knowledge. The main objective of this work
is to strictly, the important numerical inequalities through the right convex functions and

left concave functions.

Keywords: Numerical inequalities, convex functions, concave functions
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INTRODUCAO

Desde o inicio da nossa alfabetizacao, no nosso dia a dia, nos deparamos com certas
desigualdades. A simples contagem envolve as desigualdades, pelo fato de fazer com-
paracao. O fato de comparar algumas situagoes, como perguntar se R$ 50,00 é suficiente
para comprar certa quantidade de um determinado produto, envolve desigualdades. Es-
tas situagoes parecem 6bvias, mas podem apresentar raciocinios complexos, escondendo

raciocinios nao tao simples como imaginamos.

Posteriormente, durante o processo de escolarizacao, esta mesma desigualdade aparece
com denominacao de inequagoes nos livros do Ensino Fundamental e em alguns dos livros
do Ensino Médio.

Em muitos livros didaticos de Matematica do Ensino Fundamental, listados no final
deste trabalho como analisados, a resolucao das equacoes ¢ feita por meio de comparagoes,
ou melhor, usa o sistema de balanca. Na resolugao das inequagoes, quase sempre se
resolve de forma analoga a de equacoes, sendo que alguns autores evitam casos em que
essas precisam ser multiplicadas por fator negativo. No Ensino Médio, o estudo de grafico
das equagoes e das inequagoes aparece com frequéncia como estudo de sinais do grafico
das fungoes. Porém, muitas vezes se resume em simples aplicagoes de regras, o que
leva os alunos a repetirem os modelos de solucoes, podendo nao contribuir muito no
desenvolvimento do raciocinio dos alunos. E, ainda, tanto no Ensino Fundamental, como

no Ensino Médio, observa-se que na maioria dos casos envolve apenas uma variavel.

Como esta pratica reduz o trabalho docente dos menos preparados, acaba sendo uti-
lizada por alguns, uma vez que a demonstracao de regras, formulas e sequéncias de ra-

ciocinio exigem mais dos professores.

“Para construcao de uma demonstracao, deve-se selecionar e explicitar as
evidéncias elementares que constituirao o ponto de partida necessario e que
dependerao, fundamentalmente, do canal de comunicacao que vier a ser esta-
belecido entre o emissor e o receptor de mensagem.” (MACHADO, 1991, p.
30)

E verdade que as demonstracoes exigem mais dos docentes, contudo, elas contribuem
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no desenvolvimento dos educandos, pois levam a analisar situacoes problema apresenta-
das de forma légica e sequencial, muitas vezes traduzindo em alegria para aqueles que
conseguem construir estas sequéncias de raciocinios matematicos, pois muitos sentem-se

satisfeitos ao resolver o desafio proposto.

E, ainda, “[...] com material adequado e orientacao especifica, independente da série
escolar, o aluno passard gostar de Matematica e estuda-la com prazer e animos dobrados”
(KUMON, 2000, p. 18), tendo em vista que a aprendizagem ocorre quando os alunos gos-
tam do que estao estudando, ou melhor, se estes nao conseguem compreender os conteidos

estudados nao demonstram o interesse, nem o prazer em estudar.

Antes de repensarmos nos materiais utilizados e metodologias de ensino, devemos

refletir acerca do fracasso escolar e nossas reacoes diante deste fato, ou melhor,

“Quando falamos de didatica de manutencao do chamado quadro de ’fracasso
escolar’; nossa mente remete-nos a algo semelhante a uma revolugao contra o
sistema de ensino, pois gozamos de um campo de liberdade, vontade livre e
autonomia, o que nos faz reagir e alimentar a vontade de progredir, crescer,
aprender. No entanto, qual a origem do quadro de fracasso? O que signifi-
cativamente se torna preocupante no quadro de fracasso?” (ROSA, 2004, p.
13)

Nao temos muita liberdade na escolha dos conteidos, tendo em vista a obrigatorie-
dade de se trabalhar os constantes nos parametros curriculares nacionais e estaduais e,
ainda, nem sempre os livros didaticos distribuidos aos alunos na escola publica atendem
a necessidade dos professores, uma vez que precisamos assinalar duas opcoes dentre as
colegoes de livros disponiveis no PNLD (Programa Nacional do Livro Didético), do Mi-
nistério da Educacao, sendo de editoras distintas, mesmo que nao atendam plenamente

as necessidades dos docentes e dos educandos.

E importante afirmar que a maioria dos livros didaticos de Matematica do Ensino
Médio, listados no final deste trabalho como analisados, nao faz meng¢ao nem sobre tri-
cotomia. Porém, este fato nao isenta a responsabilidade dos professores da Educacao
Basica em empenhar na melhoria do ensino de matematica, pois nao hé nada que impeca
o professor de adotar uma metodologia que vise a demonstragao. E como as desigualdades
parecem interessantes para as demonstracoes as quais envolvem diferentes conhecimen-
tos matematicos, foram selecionados os contetidos que abordam desigualdades envolvendo
funcoes convexas a direita e fungoes concavas a esquerda, pois nelas, a0 mesmo tempo que
trabalham desigualdades, envolvem as fun¢oes, contribuindo para analisarmos o raciocinio

matematico que d& suporte para demonstragoes.

O presente trabalho foi dividido de seguinte maneira:
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x O Capitulo 1 contempla informagoes preliminares, ou melhor, defini¢oes e teoremas,

os quais servem de suporte aos capitulos seguintes;

x O Capitulo 2 aborda a demonstracao das desigualdades envolvendo fungoes convexas
a direita e suas aplicagoes;

x O Capitulo 3 mostra a demonstragao das desigualdades envolvendo funcoes concavas
a esquerda e suas aplicacoes;

x O Capitulo 4 trata da demonstracao das desigualdades envolvendo fungoes concavas

a esquerda e convexas a direita e suas aplicacoes.

Cabe registrar, ainda, que do segundo ao quarto capitulo deste trabalho, nossa prin-
cipal referéncia é o livro Algebraic Inequalities Old and New Methods [2], da autroria de

Vasile Cirtoaje.



CapiTULO 1

Preliminares

As fungoes convexas e concavas aparecem em alguns dos livros didédticos do Ensino
Meédio, listados como analisados no final deste trabalho, sendo estas, fungoes exponenciais
e, em maioria dos casos, o seu objetivo é o estudo de sinais das funcoes quadraticas, mesmo
que estas sejam utilizadas para demonstrar algumas desigualdades. Para definirmos estas

fungoes, usaremos como base [1], [2] e [5].

Neste trabalho, denotamos por I um intervalo contido em R.

Definicao 1.1. Uma funcao f : I — R é dita convera em [ quando dados z,y € I tais

que x # y, tem-se que

FOr+ (1 =Ny) <Af(z) + (1 =2 f(y) (1.1)
para todo A € [0, 1].

A Definicao |1.1| pode ser facilmente compreendida através da figura abaixo.

f(y)

f(x)

fIAx+(1-A)y]

% Ax+(1-A)y
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Definicao 1.2. Uma fungao f : I — R é dita estritamente convexa em I quando dados

x,y € I tais que = # y, tem-se que

Oz + (1 =Ny) <Af(2) + (1 =XN[f(y), (1.2)
para todo A € (0,1).

Exemplo 1.3. Dada a funcio f(z) = 2%, para todo € R, mostraremos que f é estrita-

mente convexa em R.

Para f(x) = 2%, sendo todo z,y € R tais que 2 # y e A € (0,1), devemos provar que

(1.2) é vélida, ou seja,

Az + (1= Ny)* < Az + (1= N2 (1.3)
Notemos que

M2+ (1= N2 — Az + (1 - Ny)? + (1= A)y? — X222 = 20(1 — Ny — (1 — \)%y?
Nz? =201 — Nay + M1 — \)y?

Az

Al =

AL =) (@ = 2zy +y°)
<

(1=X) (z—y)* >0,
0 N N’
>0 >0

provando (1.3)).

Exemplo 1.4. Dada a funcio f(z) = 2*, para todo 2 € R, mostraremos que f é estrita-

mente convexa em R.

Para f(x) = z*, sendo todo z,y € R tais que 2 # y e A € (0,1), devemos provar que

(1.2) é vélida, ou seja,

Oz + (1= Ny)' < Azt + (1= Nyt (1.4)
Observemos que

Az + (1= Ny)* =[(Az + (1= Ny)*)?
< M2+ = Ny)?
por
< '+ (1= Ny
por

o que implica em ((1.4)).

Exemplo 1.5. Dada a funcao f(z) = e”, para todo x € R, mostraremos que f é estrita-

mente convexa em R.
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Para f(x) = €®, sendo todo z,y € R tais que x # y e A € (0,1), devemos provar que
Aet(1=Ny ey (=N (1.5)

Como

6)\36 + y(lf)\)y - 6)\:1:+(17/\)y _ eA:E + e_j _ € >\.€y
ey ey
e N eV — AT eV
e
MY —y) 1 ey

e
e)\z)\y + e()\zy).ey

ey ey
>0

.

Ve

e/\x)\y + e()\a:+1)y

= pre==yy > 0,

———
>0

provando (1.5]).

Exemplo 1.6. Dada a fungao f(x) = |z|, para todo € R, mostremos que f é convexa

em R.

Para f(z) = |z|, sendo todo z,y € R tais que  # y e A € [0, 1], devemos provar que
Az + (1= Ny < M|+ (1 =Nyl (1.6)
Pela desigualdade triangular, temos

Az + (1= Ny| < |[Az|+ (1 — Ny
= Az| 4+ (1 = Nyl

o que implica em (|1.6)).
A demonstragao dos Teoremas e pode ser encontrada em [5].

Teorema 1.7 (Teorema da segunda derivada para fungao convexa). Seja f : I — R
duas vezes derivavel no intervalo aberto I. A funcdo f € convexa em I se, e somente se,
f"(z) >0, para todo x € 1.

Teorema 1.8 (Teorema da segunda derivada para funcao estritamente convexa). Seja
f: I — R duas vezes derivdvel no intervalo aberto I e f"(x) > 0, para todo x € I. Entao,

a funcao f € estritamente convera em I.

Observacao 1.9. A reciproca do Teorema [1.8| nao é verdadeira. Notemos que a funcao

f(z) = 2* é estritamente convexa em R, para todo A € (0,1), mas f”(0) = 0.
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A funcao f é concava em I quando —f é convexa em [, conforme Definicao 4.2 en-
contrada em [I]. Assim, obtemos resultados para fungées concavas de forma andloga as

fungoes convexas.

Definicao 1.10. Uma fungao f : I — R é dita concava em I quando dados =,y € [ tais

que = # y, tem-se que

fOz 4+ (1 =XNy) 2 Af(2) + (1= A)[f(y), (1.7)

para todo A € [0, 1], isto é, se, e somente se, —f é convexa em I.

A Definicao pode ser facilmente compreendida através da figura abaixo.

fIAx+(1-A)y]

/o YA

Definicao 1.11. Uma funcao f : I — R é dita estritamente concava em I quando dados

x,y € I tais que x # y, tem-se que

fz+ (1 =Ny) > Af(x) + (1= N f(y), (1.8)
para todo A € (0, 1), isto é, se, e somente se, —f é estritamente convexa em I.

Teorema 1.12 (Teorema da segunda derivada para funcdo concava). Seja f : I — R
duas vezes derivavel no intervalo aberto I. A funcgao f € concava em I se, e somente se,
f"(z) <0, para todo x € 1.

Teorema 1.13 (Teorema da segunda derivada para funcdo estritamente concava). Seja
[ : I = R duas vezes derivdvel no intervalo aberto I e f"(x) < 0, para todo x € I. Entdo,

a fungao f € estritamente concava em I.

Observacao 1.14. A reciproca do Teorema|l.13/nao é verdadeira. Notemos que a funcao

f(z) = —2? é estritamente concava em R, para todo A € (0,1), mas f”(0) = 0.
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De acordo com [2] e [9], uma das consequéncias das fungoes convexas e concavas é a

Desigualdade de Jensen.

Teorema 1.15 (Desigualdade de Jensen). Sejam Aq, Aq, ..., \,, nimeros reais positivos.

(i) Se f € convexa em I, entdo, para quaisquer ai,as,...,a, € I, se verifica

Mf(a) +Xaf(az) + -+ Anf(an) F (Am +A2a2+---+Anan>
AL+ A+ A, - AL+ A+ A, ‘

(ii) Se f € concava em I, entdo, para quaisquer ay,as,...,a, € I, se verifica

Arf(ar) + Xaf(az) + -+ A, f(an) < ()\la1+)\2a2+"'+/\nan>'

A X4+ A, A X4+ A,

A seguir, apresentaremos outra desigualdade conhecida como Desigualdade de Kara-

mata embasada em [2].

Defini¢ao 1.16. Dizemos que um vetor A = (a1, as,...,a,) com a; > ag > -+ > ay,
magjora um vetor B = (b1, b2, ...,b,) com by > by > .-+ > b, e escrevemos A> B se
a; > by

a1+a2261+b2

artazt-tap1>b+bat+by
a+ay+---+a,=by+by+---+0b,, paran=1,2,3,---.

Teorema 1.17 (Desigualdade de Karamata). Sejam f uma fungdo convera em I e um
vetor A = (a1, as,...,a,) com a; € I majora um vetor B = (b1,ba,...,b,) com b; € I,

entdo; f(al)+f(a2)++f(an)2f<bl)+f(62)++f<bn)7n:172737

Dentre as fungoes convexas e concavas, as funcoes convexas a direita e as concavas a

esquerda merecem atencao e sao focos de estudo deste trabalho. As Defini¢oes a

podem ser encontradas em [2].

Definicao 1.18. Uma funcdo f : I — R é dita conveza a direita em I, se existe s € 1

tal que f € convexra para x > s, para todo x € I.

Definicao 1.19. Uma funcao f : I — R é dita convezxa a esquerda em I, se existe s € 1

tal que f € convexa para r < s, para todo x € I.

Definicao 1.20. Uma funcao f: I — R é dita concava a esquerda em I, se existe s € 1

tal que f € concava para x < s, para todo x € I.

Definicao 1.21. Uma funcgao f : I — R é dita concava a direita em I, se exviste s € [

tal que f € concava para x > s, para todo x € I.



CAPITULO 2

Desigualdades envolvendo as funcoes

convexas a direita

Mesmo que a grande maioria dos alunos da Educacao Béasica nao estudem desigualda-
des envolvendo as fungoes convexas a direita, varias partes das demonstragoes deste tipo

de desigualdades sao compreensiveis para esta clientela.

O teorema seguinte e seu corolario sao uteis para provarmos uma grande classe de

desigualdades do tipo Jensen envolvendo fungoes convexas a direita.

Teorema 2.1 (Teorema das desigualdades envolvendo fungoes convexas a direita). Seja

f(u) uma fun¢ao definida em I e convexa para u > s, s € I. Suponhamos que a desigual-

dade

1 +2To+--+x

Flon) + flaa) ot fly) 2 g (D) 1)
s ,7- . €T + €T + oo _|_ xT
¢ valida para todo x1,xs,...,x, € I tais que ! 2 " —sexy=a3 = =

n
T > 8,n=1223---.Entdo, arelacao (2.1) € valida também para todo x1, s, ..., T, € I
. Ty + T+ -+ Ty,

tais que > s

n
Demonstragao: Sem perda de generalidade, assumiremos que x; < x5 < -+ < 1, €
vamos estudar dois casos.
1o caso: r; > s. Neste caso, temos 1 > s, 19 > S, -+, x, > 8. Dail, v1 4+ 20+ -+ 12, >

. Tt T+t
ns, ou seja, ! 2 "> n=1,23---.
n

Aplicando a Desigualdade de Jensen para funcoes convexas (Teorema [1.17] (i)), temos

flx) + fxa) + -+ fwn) >f<l’1+$2+"'+$n>

n n

ou seja,

n

Flen) + flas)+ -+ Flea) = nf (

T+ X2+ -+ 2y
=8
n

a:1+x2+-~-+xn)

para todo x; € I, i € {1,2,...,n} e

20 caso: 11 < s < T,.
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~ . . T+ 22+ +2x - :
Afirmagao 1: Sejam x1,7s,...,x, € I tais que ! 2 " > s, entdo, existe
n

ke{l,2,...,n—1} demodo que 1 < g < -+ < xp < 8§ < Tpy1 <+ < Xy

De fato, suponhamos que a Afirmacao 1 nao seja verdadeira, isto é, existe xp > s ou

s > xpy1 para todo k € {1,2,...,n — 1}. Assim, estudaremos os casos a seguir:
(i) Se s < xy, para todo k € {1,2,...,n—1}. Em particular, para k = 1, temos s < 14
que é contradicao, pois z; < s.

(ii) Se s > xpy1, para todo k € {1,2,...,n — 1} e s > ;. Em particular, para

k=n—1, temos s > x,, que é contradi¢ao, pois s < x,,.

Afirmagao 2: Pela Afirmacao 1 e considerando

Ti+To+ -+ Ty Z_9U1+$2+"'+$ket_$k+1+xk+2+"'+$n

g —
n k n—=k ’

temos S, z,t,€ [, kz+ (n—k)t =nSez<s <S5 <te, além disso, pela Desigualdade de

Jensen para fungoes convexas (Teorema [I.15] (i)), obtemos

f(@r) + f(@hg2) + -+ flwn) > (n— k) f(2). (2.2)
De fato, sejam 1 < x5 < -+ < 7 < 5 < Tpy1 < Tpao < -+ < . Como nx; <
, 131+.T2+"'+(L’n
1+ x9 + - + x, < nx,, concluimos que x; < = S < z,. Logo,
n
S € (x1,z,) C 1.
:L‘ :C PR x
Como kz1 < x1+ 294+ 21 < ks, concluimos que x; < 1+ T2t + Tk =z <s.

k
Logo, z € [x1,s) C 1.

Analogamente, como (n — k)s < Tgi1 + Tgro + -+ + 2, < (n — k), concluimos que

Tpy1 + m“k‘;' T t < x,. Logo, t € (s,x,] C I.
n—

Portanto, verificamos que S, z, t € I.

Notemos, ainda, que nS = x1+zo+- -+ +Tp1+- -+ 2y, kz =21 +22+ -+ a1 €

(n—k)t = Tp1+aprot -+ Assim, 1 4 29 4+ 2+ L1 + Tppo + oo+ 2, = 08,

k2 (n—F)t
que implica em kz 4 (n — k)t = nS.
Agora, provemos que z < s < § < t.
Uma vez que x1 < s, &3 < 8, --+, T < 8, temos x1 + x9 + - -+ + xp < ks, ou melhor,

1+ T+ -+ Ty

z < s. Ainda, como S = > s, temos z < s < S e sabendo que

n
1+ T2+ + T+ Tyt + T2+ + 2, = 0S5, temos kz+ (n—k)t=kS+ (n—k)S

kz (n:’k)t
que implica em (n — k)t > (n — k)S, ou seja, t > S. Portanto, z < s < S < t.

Pela Desigualdade de Jensen para fungdes convexas (Teorema [1.15] (i)), temos que

f(xk+1)+f(xk+2>++f(xn) >f(l'k+1+$k+2—|—--~—|—xn)
n—k = P ’
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Tht1 + Ty + -+ T
n—k

f(@ri) + f(@hg2) + -+ flwn) > (n— k) f(2).

para Tyt < Tpyo < < xpet = ”. Consequentemente,

ns — x;

Afirmacao 3: Se y; = B parai=1,2,...,k, entao,

fla) + flxa) + -+ flae) + (0= D[ () + f(y2) + -+ fluw)] = knf(s).  (2.3)

De fato, de acordo com a Afirmacao 1, temos que z; < s, para i = 1,2,...,k. Logo,
ns — x; ,
5 < Y=y, parai=1,2,..., k.
n—1

Aplicando a Afirmagao 2 (s < t), temos que

(k—1) parcelas
7\

Tt ast A Tt T T, Tt a3t +ap+(n— k)t
N n—1 N n—1

Yi <
(k—1) vezes
g T i k)t _ (n- 1t
n—1 n—1

=1.

Assim, s < y; < t e, consequentemente, y; € (s,t) C I.
De acordo com a hip6tese do Teorema [2.1] temos

f@i) + (n=1)f(y:) =2 nf(s),

parat=1,2,...,k. Logo,

k

Z(f(xi) +(n=1)f(y)) = an(S)
k

DS+ =13 f(w) = k(o)

i=1
ou melhor,

f(@1) + f(@2) + -+ flan) + (0= D [f(y1) + fy2) + - + ()] = knf(s).
(n+k—1)s—kz

Afirmacao 4: Se s; = 1 , entao,
< < nS+(k—1)S — kz _ (k—1)S+ (n—k)t <t
n—1 n—1
ou seja, s1 € (s,t) C 1, e
fls1) + (k=1)f(s) = fy) + fy2) + -+ f(yn)- (2.4)
De fato, considerando s > x1, s > X9, ..., s > 1}, resultaem ks > 1+ 2o+ -+ x5 =

kz e, ainda, temos

o — (n+k—1)s—kz> (n—l)s:&
n—1 n—1
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Além disso,

(n+k—1)s—kz<(n+k:—1)5—k:z (k—1)S+ (n—k)t

81: =

n—1 - n—1 n—1
- (l{:—l)t+(n—k)t:t.
n—1

Assim, s < s; < t e, consequentemente, s; € (s,t) C I.

Como s1 > 8> T > Tp_q > -+ > Xg, temos S; > yp, Pois

(n+k—1)s—kz

T n—1
ns+(k—=1)s — (g +xp1 + - + 22+ 21)
B n—1
ns+(s—ap) F(s—p_1) +--F (s —22) — 11
B n—1

ns — xy

n—1
=11, €

ainda, s + s > y; + Y2, pois
(n+k—1)s—kz
S1t+s= +s
n—1

_ns+(k—1)s —kz+ns—s
B n—1
_ 2ns+ (k—2)s — (g + Tp—y + - + 22+ 11)
N n—1
s+ (s—wp) F (s —wp_1) -+ (S —23) —x9 — 13
N n—1

2ns — x9 — T

n—1

_n—a:l n — To
on—1 n—1
= Y1+ Yo

Seguindo o argumento acima, temos s;+(k—2)s > y1 +yo+- -+ yr_1 e s1+(k—1)s =
ity +-+ Yk

Desta forma, concluimos que

S1> W0

S1+Ss>y + 1Yo

si+(k—=2)s>y1+ 42+ +Yp
sit(k—Ds=y+y+ - +u
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Observamos, ainda, que

ns — x ns — Xy S M8~ Tk

— > — > .. — U
n—1 Y1 =2 n—1 Y2 =2 = -1 Yk
Assim, o vetor A = (s1,8,8,...,8) majora o vetor B= (y1,Y2, - .-, yx) e pela Desigualdade
(k—1)
—1)-vezes

de Karamata (Teorema [1.17)), temos

flsi) + f(8) + -+ f(s) = fyn) + fy2) + - + fluw),

(k—1) vezes

ou melhor,

f(s1) +(k=1)f(s) = fyr) + flya) + -+ fyw)-

Afirmagao 5: Considerando s > z, temos

(n+k—=1)f(s)+ (n=k)f{t) = nf(S) + (n = 1)f(s1), (2.5)

para todo k < n.
De fato, como s < S < t, temos

t— S S —s

t=2S5
t— ss * t—s
e
t— S n S—s ]
t—s t—s
Em virtude da Desigualdade de Jensen para fungoes convexas (Teorema [1.15] (i)),
temos
t—S N S — S,
t—S S—s t—S S—s s T s
— t) > = f(9). 2.6
oo+ 0z (R ) | e | —as 2o)
+
t—s t—s
Também
t— 51 S1— S
t= S1
t—s t—s
e
t—s1 Ss1— S 1
t—s t—s
Como s < s; < t, pela Desigualdade de Jensen para fungoes convexas (Teorema m,
(1)), temos

t— s 81— S

t
f(s)+51_$5f(t)z(t_51+51_8)f b=s  L=s | _ fs). (27)

t—Sl
t—s

t—s1 S1— S
t—s t—s
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Adicionando (2.6]) e (2.7) apdés multiplicados por n e (n — 1), respectivamente, temos
[n(t - 9) N (n—1)(t — 31)] £s) + {n(S —3) N (n—1)(sy — s)

t—s t—s t—s t—s

>nf(5) +(n—1)f(s1).

} 1)

Logo,

<2nt—Sn—(n—1)51—t> )+ (nS—QnS—I-(TL—l)Sl—I-S) (1)

t—s t—s
>nf(5) +(n—1)f(s1).
Como (n —1)s; = (n+k — 1)s + kz, temos

<2nt — Sn — [(nt+_k;s— 1)s — kz] — t) s+ (nS — 2ns + [(n:_ks— 1)s — kz] + 3> )

>nf(9)+(n=1f(s = 1).

Considerando kz = x1 4+ x5 + - - - + x, obtemos

(2nt—(x1+a:2+-~~+xn)—(n+k:—1)3+x1+x2+---+xk—t) £(s)

t—s
+(x1+x2+---+xn—2ns+(n—i—k—1)3—(x1+x2—|—---+a:k)—|—s)f(t)
-5
>nf(S) +(n—1)f(s1),
ou seja,
(2nt—xk+1—xk+2—-t--—xn—(n+k:—1)s—t> £(s)
— s
b, —2 k-1
+(xk+1+zk+2+ +xt_8ns+(n+ )s+s> £0)

>nf(5) + (n = 1)f(s1)-

Como xjyq + Tpyo + -+ - + 2, = (n — k)t, temos

(Qnt—(n—k;)tt—_(:+k—1)s—t) f(8)+<(n—k)t—2nst+_(:+k—1)s+s> )

> nf(S) + (n—1)f(s1),
que resulta em

(n+k—1)(t—s)
t—s

fs)+
ou seja,

(n+k—=1)f(s) + (n=k)f{t) Z nf(S)+ (n—1)f(s1).
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Finalmente, utilizando as desigualdades das Afirmacgoes 2 a 5, provaremos o Teorema
21
Para isso, multiplicando (2.4)) por (n — 1) e adicionando a ([2.5]), obtemos

(n=1)f(s1) + (0 =Dk =1 f(s) + (n+ k= 1)f(s) + (n = k) f(1)
2(n =D () + fy2) + -+ )] +0f(S) + (n = 1) f(s1) + nf(S) + (n = 1) f(s1),

ou melhor,
nkf(s)+n—=k)f(t) = (n—=D[f () + fy) + -+ fw)] +nf(S).  (2.8)
Adicionando, agora, e (2.3), temos

nkf(s) + (n—k)f() + f(21) + f@2) + -+ fan) + (0 = DIf (1) + F(y2) + -+ f ()]
>(n=1)[f(y) + f(y2) + -+ fluo)] + nf(S) + knf(s),

ou melhor,
(n—k)f(t) + f(z1) + f(x2) + - + flar) = nf(S). (2.9)
Como § = & trat et In, adicionando (2.9) e (2.2]), temos

(n=k)f(E) + f(21) + f(m2) + - 4 fan) + f(@prn) + -+ f(an) 2 nf(S) + (n = k) f (D),

que resulta em

n

f(x1)+f(x2)+---+f(xn)Zf(xl+x2+m+wn>,

provando assim o teorema. a

A seguir, apresentaremos algumas observagoes e uma consequéncia do Teorema [2.1

que podem auxiliar o leitor na resolucao de alguns exercicios.

Observagao 2.2. A desigualdade ¢ equivalente a

f(@) 4+ (n=1)f(y) = nf(s), (2.10)

para todo x,y € I tais que x < s <y ex+ (n—1)y =ns.
De fato, sejam z,y € I tais que x < s <y e x+ (n— 1)y = ns, e considerando z; = x

exryo=x3=--=x, =y, temos r; + 2+ ---+x, =+ (n — 1)y = ns, que implica em
I1+ZE2+"'+Z‘TL

n

=S, paraly =I3=:"" =Ty =Y > S.
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Por , temos
F(@) + (= D) f(y) = F(a2) + flw) + -+ flaa) > nf ( SRR ”") — nf(s).

n

Reciprocamente, a condi¢ao ([2.10) implica que dados zy,xs,...,x, € [ tais que
T +xo+ -+,

=8exy=23="'-+=2x, > S, temos
n
n—1 vezes
_331+:v2+---—|—xn_x1+m_x1+(n—1)x2
N n N n N n

ns=x1+ o+ +r, =1+ T2+ -+ a2 =21+ (n— 1)y
—_——

(n—1) vezes
Como s<zyens=s+(n—1)s=x;+ (n— 1)z, temos s > x;. Logo, 1 < s < xs.
Considerando x = x1, y = 9 = x3 = - - - = x,, e a condicao (2.10)), temos

n—1 vezes
N

)+ + fly)

flx) + fx2) + -+ flwn) = f(2

)
~ f()
2nf< +('r;—1)y>
=0/ ()
— nf(s)
:nf<x1+x2—;--~+xn>'

Logo, (2.10) implica que (2.1) é valida. Portanto, as condigoes (2.10) e (2.1)) s@o

equivalentes para todo z,y € I taisque x < s<yexz+ (n— 1)y =ns.
f() = f(s)
t

Entao, a condicao ¢ equivalente a condicdo g(x) < g(y), para todo x,y € I tais que

Observacgao 2.3. Seja g(t) = ,parat # s eg(t) =0, parat=s, et, s € I.

r<s<yex+(n—1)y=ns.

Para todo z,y € I, sendo z < s <y e x + (n — 1)y = ns, temos

f@)+ (n=1f(y) —nf(s) = flx) = f(s) + (n = )[f(y) — f(s)]
= (z—s)g() + (n— 1)y — s)g(y)
= (z = s)g(x) +nyg(y) — yg(y) — nsg(y) + sg(y)
= (z = s)g(x) — zg(y) + sg(y)
=(s—x)

s —)[g(y) — g()],
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ou seja, provamos que

f@)+(n=1)f(y) —nf(s) = (s —x)[g(y) — g()],
para todo x,y € [ taisque z < s <y e x+ (n— 1)y = ns.

Para s =z ou s =y e x + (n — 1)y = ns, facilmente verificamos que
f@)+(n=1)f(y) —nf(s) = (s — z)[g(y) — g(z)].
Portanto,
f@)+(n=1)f(y) —nf(s) = (s —2)[g(y) — g(x)], (2.11)
para todo x,y € [ taisque z < s <yex+ (n— 1)y =mns.

Observacao 2.4. Seja f : I — R diferencidvel em I. FEntdo, dados x,y € I tais que
r<s<y ex+(n—1)y=ns, acondi¢io

f'(@) < f'(y), (2.12)

implica que ¢ valida.
Para s € [ fixo, definimos a funcao auxiliar

ns —x

Flo) = ) + (0= 0f (B2 = nf(s) (2.13)

para todo = € [.
Derivando a equagao (2.13)) em relagdo a x, obtemos

P(e) = /(@) - f (” - 3”) . 2.14)

n—1

Da igualdade = + (n — 1)y = ns, resulta

ns —x

= ) 2.15
y= (2.15)
Assim, utilizando (2.12)), (2.14]) e (2.15]), podemos escrever
F'(z) = f'(z) = f'(y) <0
e, consequentemente, a fun¢ao F'(z) é nao-crescente para z < s.
Portanto,
F(z) > F(s) =0, para x < s. (2.16)

De (2.13), (2.15) e (2.16)), concluimos que

f@)+(n=1)f(y) —nf(s) 20,

ou seja,
f@)+(n—=1)f(y) = nf(s),

para todo x,y € [ taisque z < s <y ex+ (n— 1)y = ns.



Desigualdades envolvendo as fungdes convexas a direita 26

Corolario 2.5 (Coroldrio das desigualdades envolvendo fungoes convexas a direita). Se-
jam f : (0,00) = R er > 0. Suponhamos que a funcio g(u) = f(e*) € convera para

u > Inr e a desigualdade

flar) + flaz) + -+ flan) 2 f(Varaz- - ay) (2.17)
€ vdlida para todo ay,as, ... ,a, >0 tais que Jaras---a, =7 €as =a3=--+=a, > T.
Entao, (2.17) € vdlida para todo ay,as,...,a, > 0 tais que Yajas -~ a, > 1.
Demonstracao: Consideremos r,a,as,- -+ ,a,, como no enunciado e as seguintes

relacoes
s=lnr<=e’=r
r1=Ina < "' =

Ty =Inay <= " = ay

T, = Ina, <= " = q,.

Em virtude das propriedades das fungoes exponenciais e logaritmicas, obtemos as

seguintes expressoes:
Tttt

- “ =1In ajay - a, (
errteatten — e a, (2.19
(
(

1+ 2o+ +x,
Va1 QA =T < =S
n

Qg =A3 =+ =Ap > T <= Ty =T33 =---=2x, > S.

Como g(u) = f(e") é convexa para u > Inr, isto é, g(u) é convexa para u > s, levando

em conta (2.17)) a (2.21]), obtemos

T+ T2+ + 2,
g(z1) + g(x2) + -+ + g(zn) an< L - ), (2.22)
. Ty + Ty + -+ Ty
para todo x1, o, - -+, x, > 0 tais que ! 2 =SelLy=x3=-:-+=2x, > S.

n
Considerando ([2.22)) e aplicando o Teorema para fungao g convexa a direita, temos:

Ty +Tp+ -+ Ty
n )

(2.23)

g(r1) + g(x2) + -+ + g(wn) = ng <

. rTy+Te+--+w
para todo 1, Tg, -+, Tn > 0 tais que ————2 "> s
n
Utilizando o mesmo argumento acima e levando em consideragao ([2.23]), obtemos

'T :E P a’:
L+t + n28<:>\"/a1a2---an27",

n
o que conclui a prova do corolario. O
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Observagao 2.6. A condicdo ¢ equivalente a condi¢ao

f@) 4+ (n=1)f(y) = nf(r), (2.24)

n

para todo x,y > 0 tais que v <r <y emy”_lzr .

De fato, sejam

z,y>0taisque z <r <yexy” ! =r" (2.25)
Considerando a; =z, a3 = a3 = -+- = a, = y e usando ([2.25)), obtemos

Yaras - ap, = Vry---y=Jryrt=Vrr=rea=a3=---=a, >r. (2.26)
—

(n—1) vezes

Considerando (2.26]) e aplicando (2.17)), temos

f@)+(n=1)f(y) = fla) + flaz) + - + flan)

> nf(Jaras - - ay)

=nf(r),
provando que (2.17)) implica em ([2.24)).

Reciprocamente, levando em conta que

ai, a9, ,a, >0 tais que Yajas---a, =reay=az3=---=0a, > 7. (2.27)
Considerando a; =z, ay = a3 = -+- = a, = y e usando ([2.27]), obtemos
Vaeyrt=ay-y= Yaay-a,=rex<r<uy. (2.28)
—

(n—1) vezes

Considerando, agora, (2.28) e aplicando ([2.24]) resulta em
flar) + flaz) + -+ flan) = f(2) + fy) +- -+ [(y)

~
(n—1) vezes

f(@) +(n=1)f(y)
nf(r)

nf(Varas - an),

Y

(
(

provando que (2.24)) implica em (2.17)).

Observacao 2.7. Seja f : (0,00) — R diferencidvel em (0,00). Entdo, dados z,y € I

tais que x < r <y exy" ' =r", a condicio
af'(z) < yf(y) (2.29)

implica que ¢ valida.
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De fato, sejam

r,y€ ltaisquer <r<ye :Uy("_l) =, (2.30)

para r € I fixo, definimos a seguinte funcao auxiliar dada por

Flx)=f(x)+(n-1)f (7“"_1\/;) —nf(r), (2.31)

para todo x € I.
Derivando a equagao (2.31]) em relagdo a x e usando ([2.30]), obtemos

F'(z) = f'(z) — % "‘\l/gf’(y) _ zf@) —yf'ly) (2.32)

T

Considerando (2.29)) e (2.32)), temos
F'(x) <0,
para x < r e isto significa que a fun¢do F'(z) é ndo-crescente para < r. Assim,

F(x) > F(r) =0 para z <. (2.33)

Tendo em vista (2.31]) e (2.33)), concluimos que
flx)+(n=1)f(y) —nf(r) =0,

ou melhor,
f(@) +(n=1)f(y) = nf(r),

para todo z,y € [ taisque z <r <yezy" ' =r.

A seguir, apresentaremos algumas aplicagoes do Teorema [2.1]

Proposicao 2.8. Sejam x1, o, ..., T,, nimeros reais nao negativos tais que
1 +To+ ... +xH =N (2.34)
Entao,
(n—1)(x3+a5+--+a2)+n>>2n—1)(z] + 25+ - +22). (2.35)

Demonstragao: Inicialmente, observemos que a desigualdade (2.35)) pode ser escrita da

seguinte forma:

(2.36)

f(u1)+f(u2)+"'+f(un)an(u1+u2+"'+un)7

n

onde
f(u) = (n =D’ — (2n — 1)u?,
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para u > 0.

A segunda derivada de f(u) é dada por
f"(u) =6(n—1)u—2(2n —1). (2.37)

Pelo Teorema , f é convexa em intervalo aberto I se, e somente se, f”(u) > 0,

u e l.

Notemos que

2n — 1

6(n —1)u—2(2n — 1) > 0 se, e somente se, u > ———, para n # 1,
3(n—1)
ou seja,
fé s -l £1 (2.38)
¢ convexa para u > ———, para n # 1. .
P ~3(n—-1) P
Usando a hipdtese (2.34]) temos que
T1+2To+ -+ ay 2n—1
= =1>— 1. 2.39
s - 2 3= " # (2.39)

A partir de (2.38) e (2.39)), obtemos que f é convexa para u > s, para s dado em
[2-39).

De acordo com o Teorema [2.1] é suficiente provar

1+ Lo+ -+,

Flon) + flaa) 4ot fla) 2 nf (DI, (2.40)

para il B e =s=lexy=23=---=2z2, > 1.
n
De acordo com a Observacao , (2.40)) é equivalente a mostrar
g(x) <g(y), para0 <z <l<yex+(n—1)y=n, (2.41)
onde
t)— f(1
g(t) = % =mn-DE+t+1)—2n—1)(t+1).

Com efeito, para n > 2, temos que

9(x) =g(y) = (@ =yln =Dz +y+1) =2n+ 1] =0 -2) ¢ (r-y) <0,

ou seja, ([2.41)) é vélida.
Agora, levando em consideracao a desigualdade (2.40)) e aplicando o Teorema ,

obtemos

(2.42)

f($1)+f($2)+...+f($n)an($1+x2+...+xn)7

n
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: Ty +Ty+ -+
para todo x1, 2, - ,x, € [0,00) tais que ! 2 " >1, paran > 2.

n
Para obtermos ([2.35)), basta usar ([2.42]).

A desigualdade (2.35) torna-se uma igualdade quando n = 2 ou, ainda, no caso em

quen >3,se 1 =Ty =---=T,=1louz;, =nex; =0,7#1i. O
Proposicao 2.9. Sejam xq,x9,x3,...,x,, numeros reais nao negativos tais que
Ty t+x9+ -+ 2, n—1
=r > .
n o n
Entao,
1 1 1 n
+ + -+ > : 2.43
1423 1+ 23 T+a22 = 1472 (243)
Demonstracao: Consid = > 0.
monstrag onsideremos f(u) T2 u >
A segunda derivada de f(u) é dada por f”(u) bu - 2
Vi = —.
& P (1+u2)?
Assi >1 ; () 6u® — 2 >0 ¢ te, f 6
ssim, para u > —, temos f"(u) = ——— > 0 e, consequentemente, f é convexa
b /3 (14 u?)3 q

)

Pelo Teorema [2.1] temos

Flon) + fas) -t flan) = nf (

parad <z <s<yex+(n-—1)y=ns.

Sen=1,temos z, =x1=1r>0¢e
1 1 1 1

T 142 142 1422 1+a?

g(x) — g(y)

n—1 1
Considerando s = 4/ > ﬁ’ a funcao f é convexa no intervalo [s, 00).
n

Pelo Teorema e pela Observagio [2.3] precisamos mostrar que g(x) < ¢(y), para
0<z<s<yex+(n—1)y=ns.

Como ¢(t) = w’ temos
1 1
SO —f() 152 148 —t—s
g(t) = t—s B t—s N (1+12)(1 + s2)
—T — S -y — 38

e, consequentemente, temos g(z) =

)eg(y):(

(14 22)(1+ 82 14+ y2)(1+ s?)

Assim,

—r—s  —y—s _ (z—y)slz+y) +ay—1]
1+22)(1+s?)  (1+y)(1+5) (1+)1+2?)(1+y?)

g(r) —g(y) = (
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Como z —y < 0e (14 51+ 2*)(1 +y*) > 0, precisamos provar, ainda, que
ns —x

s(x+y) +ay —1 > 0. Considerando = + (n — 1)y = ns, temos y = e, assim

. . 2 _p4l4a[2s(n—1)—
s(x+y)+xy—1:s(x+ns x)+x(ns x)_lzns n+1+z2s(n—1) :,1:]

n—1 n—1 n—1
Considerando n > 2, temos n —1 > 2—1 = 1, que leva a concluir que 2s(n — 1) —z >

2s — z e, ainda, como s > x, temos 2s — x > 0 e, consequentemente, 2s(n — 1) —z > 0.
Logo,

ns®? —n+1+zx2s(n—1)—x
S+ 9) +ay—1- 2e(n 1) ~ o]

n—1
ns®—n+1
- n—1
: 2
n( n- > —n+1
n
- n—1
—1— 1
_n—l-n+l o
n—1
<0 >0
/_Hr % ™~

(z —y)[s(x +y)+ay—1]
(1+ %) (1+27) (1497
e e N —

>0 >0 >0

Assim, g(z) — g(y) = < 0, ou seja, g(z) < g(y). Pela

Observagao [2.3] temos

f(xl)+f(m2)+...+Jc(mn)an(3131—HL’2_|_..._i_xn)7

n

1 i rT1+xo+ -+ n—1
para todo z1,2s,...,Tn € |—=,00 | tais que ———> =1 >y .
V3 n n

E, ainda, temos

1 1 1 1 +2To+ -+,
>
1+x%+1+x§+ +1+x%_nf( n ’
1 T, 1
paratodoxl,xg,...,xne[—,oo)exl+x2+ R =r> n .
V3 n n
. . T+ T+ -+ Ty
Em particular, considerando . 2 = r, encontramos
n
1 1 1 T+ To+ -+ T,
+ ot >n
1+22 1+ 23 1+a2 ~ f( n )
1 n

=nf(r)=n 1+r2 1472

concluindo a demonstragao.



Desigualdades envolvendo as fungdes convexas a direita 32

A desigualdade ([2.43]) torna-se uma igualdade quando zy = 29 = -+ =z, = r, e no

n—1 n .,
caso em que r = ysex; =0ex; = —, J £ i O
n n—1




CAPITULO 3

Desigualdades envolvendo funcoes

concavas a esquerda

O teorema seguinte e seu corolario sao tuteis para provarmos uma grande classe de

desigualdades do tipo Jensen envolvendo fungoes concavas a esquerda.

Teorema 3.1 (Teorema das desigualdades envolvendo fungoes concavas a esquerda).

Seja f(u) uma funcao definida em I e concava para u > s, u € I. Suponhamos que a

desigualdade
T+ To+ -+,
fwn) + f(w2) + o+ f(a) Snf( — ) (3.1)
. . + o+t
€ valida para todo xq,xo,...,x, € I tais que L Tn_ S exry = Ty =
n
s = Tp1 < s, n = 1,23,---. Entdo, a relagao (3.1) € vdlida também para todo
‘ T+ To+ -+,
r1,%o, ..., Ty € I tais que <s
n

Demonstragao: A demonstracao é feita de forma andloga a das desigualdades envol-
vendo fungoes convexas a direita (Teorema [2.1]), ou melhor, sem perda de generalidade,

assumiremos que r; < 1o < --- < x, e estudaremos dois casos.

1o caso: x, < s. Neste caso, temos 1 < s, 9 <s, -+, 2, <s. Dal, z1+2z9+---+x, <
. Tt T+t
ns, ou seja, " <s,n=1,2,3---.
n

Aplicando a Desigualdade de Jensen para fungoes concavas (Teorema|l.15] (ii)), temos:
f(z1) + f(z2) + -+ + flzn) <f<$1+332+"'+37n>

n n

ou seja,

fx) + fx2) + -+ flzn) gnf( -
paratodoq:ie[716{1727.__771}6x1+x2+..,+xn .
n

xl—i-xg—i----—i—xn)

20 caso: 11 < s < T,.
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~ . . T+ 22+ +2x - :
Afirmagao 1: Sejam x1,7s,...,x, € I tais que ! 2 " < s, entdo, existe
n

ke{l,2,...,n—1} demodo que 1 < g < -+ < xp < 8§ < Tpy1 <+ < Xy

De fato, suponhamos que a Afirmacao 1 nao seja verdadeira, isto é, existe xp < s ou

s > xpy1 para todo k € {1,2,...,n — 1}. Assim, estudaremos os casos a seguir:

(i) Se s < xy, para todo k € {1,2,...,n—1}. Em particular, para k = 1, temos s < 14
que é contradicao, pois z; < s.

(ii) Se s > xpy41, para todo k € {1,2,...,n — 1} e s < x,. Em particular, para
k=n—1, temos s > x, que é contradi¢ao, pois s < x,,.

Afirmagao 2: Pela Afirmacao 1 e considerando

Ti+Top+ -+ Ty Ty +To+ -+ T Thg1 + T2 + -+ Ty
’Z: et: )
n k n—k

temos S,z,t € I, kz+ (n—k)t =nS ez < S <s<te,além disso, pela Desigualdade de

S =

Jensen para funcoes concavas (Teorema [1.17] (ii)) obtemos

f(@1) + flao) + -+ fla) < Ekf(2) (3.2)
De fato, sejam 1 < x5 < - < 7 < 5 < Tpy1 < Tpao < -+ < x,. Como nxy <
, 1+ T2+t Ty
1+ x9 + - + 2, < nx,, concluimos que x; < = S < z,. Logo,
n

S e (r1,2,) C 1.

, Ty + T+ -+
Como kz1 < 21+ 294421 < ks, concluimos que x; < ! 2 k F_ <.

Logo, z € [x1,s) C I.
Analogamente, como (n — k)s < Tgi1 + Tgio + -+ + 2, < (n — k), concluimos que
Tp1 + T2 + - + T
<
n—k
Portanto, verificamos que S, z,t € 1.

=t <uz,. Logo, t € (s,z,] C I.

Notemos, ainda, que nS = x1+xo+- -+ T+ Tp1+- -+ 2y, kz=21+22+ -+ a1 €

(n—k)t = xpy1+Tpo+- - -+x,. Assim, Ti+ Tt Tt Thpr F T2+ T = ns,

;; (n:rlc)t

que implica em kz + (n — k)t = nS.

Agora, provemos que z < S < s < t.

Uma vez que § < Tpi1, S < Tgi2, * 5 § < Ty, temos (n—k)s < Tpyq + T+ -+ -+ Ty,

. T+ Ty+ -+ Ty
ou melhor, s < t. Ainda, como S = < s, temos S < s < t e sabendo
n

que ry + xg + -+ + T + Tpy1 + Tpyo + - + T, = nS, temos kz+(n—k)t = kS+(n—k)S

kz (n:rk)t
que implica em kz < kS, ou seja, z < S. Portanto, z < S < s < t.

Pela Desigualdade de Jensen para fun¢ées concavas (Teorema [I.15] (ii)), temos que

flx1) + f(xa) + -+ flag) <f(l'1+$2+"'+$k)
k - k ’
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Ty + T+ -+ T
k
f(@) + flaz) + -+ flaw) Sk f(2).

Afirmacao 3: Se y; = ns_fi, parat=k+ 1,k +2,...,n, entao,
n_

paraz) <z < - < ez = . Consequentemente,

F@rir) + f(@re2) + o 4 fl@n) + (0= DIf W) + -+ fya)] < (07 = nk) f(s). (3.3)

De fato, de acordo com a Afirmagao 1, temos que xz; > s parai =k+ 1,k +2,...,n.
ns — x; )
Logo, y; = 1 <s, parait=k+1,k+2,...,n.
n_

Aplicando a Afirmagcao 2 (z < t), temos que

(n—k—1) termos

Ty + T+t Ty k2T F Tt T
n—1 n—1

_kz+(n—k—1)t< (n—1)t
B n—1 n—1

=1.

Assim, s < y; < t e, consequentemente, y; € (s,t) C I.

De acordo com a hipétese do Teorema [3.1], temos

f(@i) + (0= 1) f(y:) < nf(s),

parai=k+1,k+2,...,n. Logo,

n n

Z (f(zi) + (n=1)f(y)) < an(s)
i=k+1 k+1
3 St 1) Y Jw) < (- Knf(s),

ou melhor,

F@rsn) + f(@raz) + -+ fl@n) + (0= DU Wrer) + F(yrsz) + -+ fya)] < (0 = nk) f(s).
(2n—k—1)s— (n—k)t

n—1

Afirmacgao 4: Se s; = , entao,

nS+(n—k—1)s—(n—k)t:kz~|—(n—1)s—ks< (n—1)s

< < =
FEas n—1 n—1 n—1 %
ou seja, s1 € (z,8) C I, e
f(s1) + =k —=1)f(s) < fyrsr) + f(yhs2) + -+ f(yn)- (3.4)
De fato, considerando s < xpi1, § < Tpis, -+, S < Tp, resulta em (n — k)s <

Tpy1 + Tppo + - + 2, = (n — k)t e, ainda, temos

51:(2n—k—1)s—(n—k)t< (n—l)s:S‘
n—1 n—1
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Além disso,

. — (2n—k—1)s—(n—k)t> (n—k)s—i—(n—l)z—(n—k:)t: (n—l)zzz'
n—1 n—1 n—1

Assim, z < s < s e, consequentemente, s; € (z,s) C I.
Como s1 < § < g1 < Tpyo < -+ <1 < Xy, temos s; < ¥y, Pois

2n—k—1)s—(n—k)t

1 n—1

s+ (n—k—1)s — (Tpy1 + Tpgo + -+ Ty + 7y)
N n—1

s+ (s —app1) (85— Tpgo) F oo+ (5 — Tp1) — 2
N n—1

ns — T,

< ——— = UYn, ©

n—1

ainda, sy + s < Yn + Yn_1, POIS
n—k—1)s—(n—Fk)t
ts= 20 Js— (=Rt
n—1
_ns+(n—k—-1)s—(n—k)t+ns—s
N n—1
2ns+(n—k—2)s — (Tpg1 + Tpyo + -+ 1)
N n—1
208+ (5 — Tpy1) + (8 — Tpgo) F -+ (58— Tpoz) — Tpo1 — Ty
N n—1
2ns — x,_1 — T,
<
n—1

NS —Tp | NS — Ty
 on-—1 n—1
=Yn + Yn-1.

Seguindo o argumento acima, temos s; + (n — k — 2) < Yy + Yp_1 + - + Ypio €
sit(n—k—=1)s =Yy + Y1+ + Yrs1.

Desta forma concluimos que

51<yn

S1+ 8 < Yp+ Yn—1

s+ —k—=2)s <yp+Yp1+ -+ Yrt2
si+tn—k=1s=yy+Yn1+ + Yps1.

Observamos, ainda, que

ns —x NS — Tp_1 ns — Tji1
T Ly R s s

= Yk+1-

n—1 n—1 n—1
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Assim, o vetor A = (s, s,...

(n—k—1) vezes

,s ) é majorado pelo vetor B= (Yns Yn—1, - - -

Desigualdade de Karamata (Teorema [1.17)), temos

f(31)+f(8)+"-+f<3)1§f(yn)+f(yn—1)+"'+f(yk+l)a

(n—k—1) vezes

ou melhor,

f(s1)+(n—k—=1)f(s) < f(Yrs1) + fUrs2) + -+ f(Un)

Afirmacgao 5: Considerando s < ¢, temos

(2n =k =1)f(s) + kf(2) <nf(S)+ (n—1)f(s1),

para todo k < n.

De fato, como z < S < s, temos

S —z
_l’_
s—z
e
S —z
_|_
s —z

s—S:S
s —z
8_5:1.
s—z

Y1) € pela

(3.5)

Em virtude da Desigualdade de Jensen para fungoes concavas (Teorema [1.17] (ii)),

temos
S —z +S—S
S—=z s—298 S—z s-=8 s_ Lo T s~
< = f(.5). 3.6
i+ 0 < (SR 2T s e ol NS
s—z s§—=z
Também
S1— % S— 51
S + = 51
s—z s—z
e
sl—zs 8_81221.
s—z s—z

Como z < S < s, pela Desigualdades de Jensen para fungoes convexas (Teorema m,

(ii)), temos

S1— X2

S1— % S — 851

=

IN
Y

+

S + z
S§— 851 S —z S —z
S— 2z

S1 — % S — 851

s —Z S —Z

= f(s1)-

(3.7)

Adicionando ({3.6)) e (3.7) ap6s multiplicados por n e (n — 1), respectivamente, temos

S1— %

{ns_z—l—(n—l)

S —Z S —Z

} Fs) + {n

s— S s— 8
+(n—1) !
s—z s—z

f(2)
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<nf(S) + (n = 1)f(s1).

Logo,

(nS—an—l—z—i— (n— 1)51) Fs)+ (zns—nS—s+ (n— 1)31) /()

<nf(5)+(n=1)f(s1).
Como (n—1)s1 = (2n — k —1)s — (n — k)t, temos
<nS—2nz+z+ [(2n —k—1)s — (n—k)t]) £(s)

+<%87wsuilﬂsmkm)ﬂ@

<nf(S) + (n = 1)f(s1).

Considerando (n — k)t = zg41 + Tpyo + - - - + T, Obtemos

<x1+1‘2+“'+$n—2n2+2+(2”_k_1)8_(xk+1+xk+2+m+xn))f(S)
S —Z

+<2ns—(x1+x2—|—---+xn)—s—(2n—k—1)s—(xk+1+xk+2—|—---+xn)>
s—z

f(2)
<nf(S)+ (n—1)f(s1),

ou seja,

(kz+(2n—k‘—1)s—2nz+z> £(s) + <2ns—nz—s—2ns—l—ks+s) 1(2)

S —Z S—Z

<nf(5) +(n=1)f(s1)-

Como x1 + x5 + - - - + x = kz, temos

<(2n—k—1)s—(2nz—k—1)z) o)+ (k:s—k:z

S —Zz S —Zz

)ﬂdénﬂ&+@%ﬂﬁ@0

que resulta em

((2n —k—=1)(s— 2)) F(s) + (MS - Z>) f(2) <nf(S)+ (n—1)f(s1),

S —Z S —Z

ou melhor,

2n —k=1)f(s) + kf(z) <nf(S)+ (n—1)f(s1).

Finalmente, utilizando as desigualdades das Afirmacgoes 2 a 5, provaremos o Teorema
B
Para isso, multiplicando (3.4)) por (n — 1) e adicionando a (3.5]), obtemos

(n=1)f(s1) + (n=1)(n =k =1)f(s) + (2n — k = 1) f(s) + kf(2)
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<= DIfWrs1) + fWre2) + -+ fya)] +nf(S) + (n— 1) f(s1),

ou melhor,
(n* = nt) f(s) + kf(2) < (0= D[ (Y1) + f@rp2) + -+ Flya)] +0f(S). (3.8)
Adicionando, agora, e (3.3), temos

(n* —nk)f(s) + kf(z) + f(zer1) + f(@re2) + -+ f(@n) + (0= D)[f(yrsr) + - + ()]
< (=) [fWrr1) + fyrs2) + - + fyn)] +0f(S) + (n® — nk)f(s),

ou melhor,
kf(2) + f(@ee1) + f(@rg2) + - + flan) < nf(S). (3.9)
Como § = 2 ke e xn’ adicionando ([3.9) e , temos

n

kf(2) 4 f(aeen) + f(@pee) + o+ fan) + f21) + f22) + -+ flzn) S nf(5) +Ef(2),

que resulta em

f($1)+f(:)32)+...+f(mn)Snf($1+x2+...+xn)7

provando assim o teorema. O

A seguir, apresentaremos algumas observagoes e uma consequéncia do Teorema [3.1

que podem auxiliar o leitor na resolugao de alguns exercicios.
Observagao 3.2. A desigualdade ¢ equivalente a

(n—1)f(x) + f(y) < nf(s), (3.10)
para todo x,y € I tais que x < s <y e (n—1)z+y=ns.

De fato, sejam z,y € I tais que x < s < y e (n — 1)z +y = ns, e considerando
S]=Xg =+ =Ty, 1 =Tex, =y, temos 1 +To+ -+ T, 1+z,=(n—1)z+y=ns,

. . x1+x2+---+xn_1—i—a:n
que implica em =s§, parar] =To ="'+ =Tp_1 < S.

Por , temos "
(n—1)f(@) + fg) = F(e2) + flan) + -+ f(wn) < nf (

=nf(s).

$1+$2+"'+$n
n

Reciprocamente, a condi¢ao (3.10) implica que dados x1,xs,...,x, € [ tais que
1+ 2o+t x,

=85ex1 =Ty ="'"=2oTp_1 <8, temos
n
(n—1) vezes
75 % N
Ty +xe+-+x, TFr+--+rtr, (n—1x+x,
S = = =

n n n
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ns:$1+x2+---+xn=\:1:1+a:1+---+:1:1/+.7:n=(n—l)a:—l—a:n.

(n—1) vezes
Comos<z,ens=(n—1)s+s=(n—1)x;+z,, temos s > 7. Logo, 1 <z < x,.

Considerando x = xy =29 = -+ = x,,_1, Yy = 2, € a condigao (3.10]), temos

(n—1) vezes

™~

Flon) + F@a) + ot F (o) + fan) = F@) + F@) + ot F@ ()
(- 1)) + 1)

Snf<(n—1)az:+y>

n
ns
=nf (3)
=nf(s)
:nf(:c1+x2—;+xn)

Logo, (3.10) implica que (3.1) é valida. Portanto, as condigoes (3.10) e (3.1)) s@o

equivalentes para todo z,y € I taisque x < s <ye (n— 1)z +y = ns.
f(t) = f(s)
t

Observacgao 3.3. Seja g(t) =
— 5
Entao, a condicao ¢ equivalente a condicdo g(x) > g(y), para todo x,y € I tais que

,parat # s eg(t) =0, parat =s, et,s € I.
r<s<ye(n—1)x+y=ns.

Para todo x,y € I tais que z < s <y e (n— 1)z +y = ns, temos

(n=1)f(x) + fly) —nf(s) =

= (n—1)(z —s)g(z) + (y — 5)g(y)
D(x = s)g(z) + [ns — (n — 1)z — s]g(y)
=n—-1)(z—s)g(x)+[(n—1)s = (n—1)z]|g(y)
( )

olu seja, provamos que

(n—=1)f(z) + fly) —nf(s) = (n—1)(s —2)[g(y) — g(x)],

para todo x,y € [ taisque z < s <ye (n— 1)z +y =ns.

Para s =z ous =y e (n— 1)z +y = ns, facilmente verificamos que

(n=1)f(z) + fly) —nf(s) = (n—1)(s — 2)[g(y) — g(=)].
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Portanto,

(n=1)f(z) + f(y) —nf(s) = (n—1)(s — 2)[g(y) — g(z)], (3.11)
para todo x,y € I taisque x < s<ye(n—1)z+y=ns.

Observacao 3.4. Seja f : I — R diferenciavel em I. FEntao, dados x,y € I tais que
r<s<ye(n—1)x+y=nmns, acondigio

(@) > f(y), (3.12)
implica que ¢ valida.

Para s € [ fixo, definimos a funcao auxiliar

ns —y

P = =1 (50 4 100 = 070 (3.13)

para todo y € I.
Derivando a equagao (3.13)) em relagao a y, obtemos

P = - (B2, (3.14)
n—1
Da igualdade (n — 1)z + y = ns, resulta
ns —y
= ) 3.15
T=— (3.15)
Assim, utilizando (3.12)), (3.14) e (3.15]), podemos escrever
F'(y) = f'(y) = f'(z) <0
e, consequentemente, a funcao F'(y) é ndo-crescente para s < y.
Portanto,
F(y) < F(s) =0, para s > y. (3.16)

De (3.13), (3.15) e (3.16)), concluimos que

(n=1)f(y) + fly) —nf(s) <0,

ou seja,
(n=1)f(y) + f(y) < nfls),

para todo x,y € I taisque x < s <ye (n—1)z+y=ns.
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Corolario 3.5 (Coroldrio das desigualdades envolvendo fungoes concavas a esquerda).
Sejam f : (0,00) = R e r > 0. Suponhamos que a fun¢io g(u) = f(e") € concava para

u=Inr e a desigualdade

flar) + flag) + -+ flan) < nf (Yaraz - ay) (3.17)
¢ vdlida para todo ay,as, . ..,a, > 0 tais que /ajas---a, =7 €ay =ay =+ = Qp_1 < T.
Entao, (3.17) € vdlida para todo ay,as,. .., a, > 0 tais que Yajas - a, < 7.
Demonstragao: Consideremos 7,aq,as,- -+ ,a,, como no enunciado e as seguintes

relagoes
s=lnr<=e’=r
r1=Ina < "' =

Ty =Inay <= " = ay

T, = Ina, <= e = q,.

Em virtude das propriedades das funcoes exponencias e logaritmicas, obtemos as se-

guintes expressoes:
1 t+x9+ -+

- " = InJ/ajay - a, (3.18)
P (3.19)
,LalaQ...an:rﬁxl“’"":””":s (3.20)
A=Ay = =y KT =T, =Tyg == Tp_1 < 8. (3.21)

Como g(u) = f(e") é concava para u < Inr = s, isto é, g(u) é concava para u < s,

levando em conta (3.17)) a (3.21)), obtemos

g@ﬂ+g@ﬂ+~~+ﬂ%ﬂ§ng< (3.22)

. Ty +Tog+ -+ Tpo1+ Ty
paratodoxl,xz,---,xnZOtalsque =Sexr =Ty ="
n

Tn—1 S S.
Considerando ([3.22)) e aplicando o Teorema para funcdo g concava a esquerda,

temos

(3.23)

x1+x2+'--+xn)

o)+ gla) + o gln) < ng (I

. Ty + T+ -+
para todo x1, 2o, ...,x, > 0 tais que - < s.
n
Utilizando o mesmo argumento acima e levando em consideracao (3.23)), obtemos

< s Yajas---a, <7,

T1+ZTo+ -+ Ty
n
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o que conclui a prova do corolario. O

Observagao 3.6. A condicao ¢ equivalente a condi¢ao
(n—=1)f(z)+ fly) <nf(s), (3.24)
1 n

para todo x,y > 0 tais que x <r <y ez" y=1r".

De fato, sejam

z,y>0taisquex <r <yea" ly=1r" (3.25)
Considerando a; = ay = -+ = a,_1 =, a, = y e usando (3.25]), obtemos
Vajay---a, = Yr-axy= " ly=Vrm=rea=ay=---=a,-1 = <1 (3.26)

(n—1) vezes

Considerando (3.26]) e aplicando (3.17)), temos

(n =) f(@) + f(y) = flar) + flaz) + - + f(an)

<nf(Vajay---ay,)

=nf(r),
provando que (3.17)) implica em ([3.24)).

Reciprocamente, levando em conta que

ay, g, - ,a, >0 tais que Yajay---a, =rea; =ay == dp_1 <T. (3.27)
Considerando a; = ay = --- =a,_1 =z <r, a, =y e usando (3.27)), obtemos

Varly =3z ay= Yaag-—a, =V =rex <r<y. (3.28)

(n—1) vezes

Considerando, agora, e aplicando resulta em
flan) + flag) + -+ flan) = f(2) + f(2) + -+ f(2) +f(y)

i

(nflsrvezes
= (n=1)f() + f(y)
=nf(r)

=nf(Yaraz-ay),

provando que (3.24)) implica em (3.17)).
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Observagao 3.7. Seja f : (0,00) — R diferencidvel em (0,00). Entdo, dados x,y € 1

tais que v <r <y e x" 'y =r, a condicdo

af'(x) <yf'(y) (3.29)
implica que ¢ valida.
De fato, sejam
z,y€ltaisquex <r<yez"ly=r, (3.30)

para r € [ fixo, definimos a seguinte funcao auxiliar dada por

F) = )+ (0= 1 (- ﬁ ) - ns), (331)

para todo = € I.
Derivando a equagao (3.31]) em relagdo a y e usando (3.30]), obtemos

F'(y) = f'(y) — - \/>f _ y‘rf/(x). (3.32)

Considerando (3.29)) e (3.32)), temos

F'(y) >0,

para z < r < y e isto significa que a fungao F'(y) é nao-crescente para todo y > r. Assim,

F(y) > F(r) =0 paray > r. (3.33)

Tendo em vista (3.31]) e (3.33)), concluimos que
(n—=1)f(z) + fly) — f(r) <0,

ou ainda,

(n=1)f(x) + fly) < f(r),

para todo z,y € [ taisque z <r <yeaz" 'y =r.

A seguir, apresentaremos algumas aplicagoes do Teorema, [3.1]

Proposicao 3.8. Sejam x1, 2o, ..., x,, numeros reais nao negativos tais que
T+ To+ ... +xH =N (3.34)

Entao,

(@ +ad+- a3+ < (n+ 1) 4224+ 2?). (3.35)



Desigualdades envolvendo fungoes concavas a esquerda 45

Demonstragao: Inicialmente, observemos que a desigualdade ({3.35]) pode ser escrita de

seguinte forma:

Flun) + flug) 4+ fluy) < g (M), (3.36)
onde
flu) =u® +n? < (n+ 1)u?,
para u > 0.
A segunda derivada de f(u) é dada por
f"(u) =6u—2(n+1). (3.37)

Pelo Teorema [1.12) f é concava em intervalo aberto I se, e somente se, f"(u) < 0,
uel.

Notemos que

1
6u —2(n+ 1) <0 se, e somente se, u < %,

ou seja,
f é concava para u = n ;L 1. (3.38)
Usando a hipotese , temos que
s:x1+x2;"'+$”=1§”‘£1. (3.39)

A partir de (3.38) e (3.39)), obtemos que f é concava para u < s, para s dado em
3:39).

De acordo com o Teorema [3.1] é suficiente provar

1+ ZTo+ -+
Flo) + San) 4ot floni) 4 flon) < nf (PEEEZEIY g
para Bk B =s=lexi=xp=-=2,1<s=1<ux,.
n
De acordo com a Observacao , (3.40)) é equivalente a mostrar
g(x) > g(y), para0 <z <1<ye(n—1)z+y=ns, (3.41)

onde

g(t) = ﬂti:i(s) - tg_(nttll)t“n — 2 —nt—n.
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Com efeito, para n > 2, temos que

g(@) —gly) =" —nz —n—y’ +ny+n=(y—z) (n—2) z_ >0,
W—’R/—/:g/
>0 >0 =
ou seja, (3.41)) é vélida.
Agora, levando em consideracao a desigualdade (3.40)) e aplicando o Teorema ,

obtemos

(3.42)

f@n) + fza) o o+ flon) + fla) <nf <“”1”2+---+xn>’

n

. T+ 22+ -+
para todo xy, T, ..., x, € [0,00) tais que L2 " <1, paran > 2.

n
Para obtermos (3.35]), basta usar (3.42)).
A desigualdade (3.35) torna-se uma igualdade quando n = 2 ou, ainda, no caso em

quen>3,ser1 =Ty ==, =1loux;=nex; =0, j#1i. O
Proposicao 3.9. Sejam xq,x9,x3,...,x,, numeros reais nao negativos tais que
Ty +x9+ -+ x, n—1
=7 <.
n “Vn2—-n+1
Entao,
1 1 1 n
+ +-t < : 3.43
1423 1+ 23 T+a22 = 1472 (343)
1
D tragao: Consid =—— u>0.
emonstracao: Consideremos f(u) e u >
A da derivada de f(u) é dada por f”(u) 6u” - 2
segunda derivada de f(u) ¢ dada por f"(u) = ——=.
& P (1+u?)3
Assi <L temos £(u) 6w’ -2 _, temente, f 6 cd
ssim, para u < —, temos f"(u) = ———= < 0 e, consequentemente, f é concava
P \/g (1+u2)3 !

1
em (0, —]|.
o3l
Pelo Teorema 3.1} temos

@)+ F(e2) + - + flan) < nf (

prad <z <s<yex+(n-—1)y=ns.

Sen=1,temos z, =x1=1r>0¢e

() ) 1 1 1 1
€T — = —_ = — =
I =152 1+ 1+22 1+a22
) n—1 1 N , . .
Considerando s = /| ——— < —, a fungao f é concava no intervalo [0, s].
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Pelo Teorema e pela Observagio [3.3] precisamos mostrar que g(x) > ¢(y), para
0<zx<s<ye(n—1)z+y=ns.

Como ¢(t) = M, temos
t—s
1 1
(t)_f(t)_f(s)_1+t2_1+s2_ —t—s
A t—s (1 +)(1 4+ s2)
e, consequentemente, temos g(z) = B egly) = I :
(1 +22)(1 + 52) (1+42)(1+ %)

Assim,

.t —y—s _ (e—ylsz+y) +ay—1]
90 =9 = T ) Qi) ()0t

Como z —y < 0e (14 51+ 2*)(1+y*) > 0, precisamos provar, ainda, que
s(x+y)+xy—1<0. Considerando (n — 1)z +y = ns, temos y = ns — (n — 1)z e, assim

s(r+y)+ay—1=slzr+ns—(n—1)z]+zns—(n—1)x] -1
(n2—n+1)32—n—|—1—[(n—1)x—3]2.
n—1

Considerando n > 2, temos n—1 > 2—1 = 1 que leva a concluir que [(n—1)z—s]* > 0
e —[(n —1)x — s]*> < 0. Logo,

M —n+1)s*—n+1—[(n—1)z—s]?

sfe+y)+aoy—1=

n—1
< n? —n+1)s*—n+1
- n—1
2
(n* —n+1) _n-l —n+1
B n?—n+1
N n—1
—1— 1
:n n -+ —0.
n—1
<0 <0
/_Hr % ~\

(z—y)[s(x+y)+zy—1]

(1+5%)(1+2%) (1+y%)
N e’ N e N’
>0 >0 >0

> 0, ou seja, g(z) > g(y). Pela

Assim, g(z) — g(y) =

Observagao [3.3] temos

$1+£L‘2+"'+l’n
n )

1 . r1+as+ -+ 1, [ n—1
ara todo 1,29, ..., 2, € |0, —| tais que =r<\/——-.
P b { \/5} 4 n “Vn2—-n+1

Flen) + f@s) -+ flan) < nf (
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E, ainda, temos

1 1 1 1+ 2o+ -+,
<
1+x%+1+x§+ +1+x%_nf( )’

n
1 +ro+ -ty —1
para todo x1,29,..., 2, € |0, — eg[:1 T * =r< e
V3 n nz2—n+1
. . T+ Ty + -+ Ty
Em particular, considerando : 2 = r, encontramos
n
1 1 1 T+ T2+ +x,
+ ot <
1+22 1+ 23 1—|—x%_nf( n )
1 n
=nflr)=n- L+r2 1472
concluindo a demonstragao.
A desigualdade (3.43]) torna-se uma igualdade quando =y = 29 = -+ =z, = r, e no
n—1 T
caso em que T e R (n—1)r e x; n_lj#z



CAPiTULO 4

Desigualdades envolvendo funcoes
concavas a esquerda e convexas a

direita

Agora, faremos a demonstragao das desigualdades envolvendo fungao concava a es-

querda e convexa a direita.

Teorema 4.1 (Teorema das desigualdades envolvendo funcao concava a esquerda e con-
vexa a direita). Sejam a, ¢, S, nimeros reais nao negativos tais que a < c e f : [a,00) — R

uma fungao céoncava em [a,c] e convexa em [c,00). Entdo, considerando
T1,X9,...,Ty € [a,oo) tais que r1 +x9+ -+ x, = 5,
a expressao

E = f(x1) + f(w2) + -+ f(zy) (4.1)

¢ mazimal, isto €, f(x1) + f(z2) + -+ f(zp1) + f(zn) < (n—1)f(x1) + f(z,), para

T =Ty ="+ =Tp_1 < Ty

Demonstragao: Sem perda de generalidade, assumiremos que 7 < o < ... < x, €

estudaremos dois casos.

1° caso: Suponhamos que x,, < c¢. Neste caso, z1,xs, ..., 2, € [a,c]. Como f:[a,c] = R
¢ uma fungao concava, pela Desigualdade de Jensen para fungoes concavas (Teorema m,

(ii)), temos
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npaJrfelas
oy T+ T+t T
n
=nf(z,)
n parcelas
= F(n) + f(@a) + -+ f(n)
= f(@1) + f(z2) + -+ + flzn) = E,

que leva a concluir que a expressao F é maximal quando 1 = x9 = -+ = x,,.

2° caso: 77 < ¢ < x,. Neste caso, existe k € {0,1,2,...,n—1} tal que a < 1 < 25 <
o<z <e<xpyr <o <, Considerando a; = Ty +Tpyo+ -+, — (n—k— 1),

Ay =0Q3 =" =0Qp_p =CE€aA] => Ay > -+ > Gp_k, LEMOS a1 > X, POIS

a1:xk+1+xk+2+---+aﬁn—(n—k—l)c

=2p41 —CHXpyo —C+ -+ Tpt1 — C+2Ty
—— N—— N——
>0 >0 >0

> T,
e, ainda, ay + as > x,_1 + x,, pois
a1 +as =Tpp1 +Tpot+ -+, —(n—k—1c+c

:$k+1+l’k+2+"'+xn—(n—k—2)c

=Tp41 —CH T2 —C+ -+ Tpo2 —CH+Tp1 + Ty
—_——— N—— ————
>0 >0 >0

> Tp1 + Ty

Seguindo o argumento acima, temos a; + as + -+ 4+ Ap_g_1 > Tpao + -+ + Tp.
Por fim, a; +as + -+ + Gpp = Tpy1 + Ty + - + Ty

Considerando A = (ay,a9,...,a, %) € B = (Tp,Tp_1,...,%Tks1), temos A majora B e

pela Desigualdade de Karamata para fun¢ao convexa (Teorema |1.17)), temos
flar) + flaz) + -+ flan) > f(zn) + f(2n1) + -+ [(Trs1). (4.2)

Considerando a1 = Zgy1 + Tpyo+ -+, —(n—k—1)ceay=a3 =+ =a, = ¢,
a desigualdade (4.2) ¢é equivalente a

fErpt ot tan—(n—k=1)c)+ (n=k=1)f(c) > f(xn) + f(zn1) +- -+ f(2r1),

ou melhor,

f(l’k+1) +---+ f(xn) < (n —k— 1)f(C) + f(l’k+1 +Tpqot+ -t xn — (n —k— 1)(2). (43)
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Como 1 < 25 < -+ < 13 < ¢, pela Desigualdade de Jensen para funcao concava

(Teorema [1.17] (ii)), temos

(n—k—=1)f(c) + fx1) + -+ flax)

§(n—k—1+k‘)f<(n_k_1)c+$1+$2+---+a:k)

n—k—1+k

B mn—k—1c+a+x9+ -+ 1%
—(n—l)f( — )

(4.4)

Adicionando (4.3)) e (4.4), temos

flzy) + fla) + -+ f(z) §<n_1)f((n—k—l)c+x1+x2+...+xk)

n—1

+ f(@pp1 + T2 + -+ 1 — (n— k= 1)c).

m—k—1)c+az1+z2+- -+ x5
n—1

Substituindo

porzezg1+--+x,—(n—k—1)c

por y, temos
Flan) + fl@e) + -+ flana) + flan) < (n=1)f(2) + f(y).

E, ainda, como

m—k—1c+az1+z20+ -+ xp

= n—1
_(n=1cHz +as+ - +ap— ke
B n—1
<0 <0 <0
] —— — —
_(n— )c+(xl—c)—i-(xg—c)—l—H-—l—(xk—c)SC
n—1 n—1

Y=Tp1 + Tpgo +- -+ 2, — (n—k —1)c
=T+ T+ -+, —(n—k)ce—c

= (w1 — ) + (T — )+ (Ta — ) e > 0,
>0 >0 >0

temos x < ¢ <y e E é maximal quando z1 + 23+ -+ + x, = (n — 1)z + y, pois

E = f(z1) + f(@2) + -+ f(zn) < (n—=1)f(z) + fy).

T1+To+ -+ Tp
n—1

Considerando k =n — 1, temos x = ey = Ty.

Assim, a expressao E é equivalente a

1+ Tog+ -+ Tpn1
n—1

f@ﬁ+f@ﬂ+-~+f@wﬂ+f@wS(n—Uf( )+fmw
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(n—1) parcelas
7 < Y
Tp—1+ Tp—1+ -+ Tp_1

n—1

= (n - l)f + f(xn)

=mn—=1)f(xp1)+ f(z,)
= f(.il:n_l) + f(xn_l) + - f(xn—l)/—i_f(x")

TV
(n—1) parcelas

= f(x1) + f(@2) + -+ flopa) + f(w,) = E,

que leva a concluir que a expressao F é maximal quando x1 =29 =+ = 2,1 < T,.
a
Proposicao 4.2. Sejam x1,xo, ..., T,, numeros reais nao negativos tais que x, + o +

-+ +x, =n. Entao,

2+ s+ -+ )+ 0P < 2n+ D)2 + 25+ +22). (4.5)
Demonstracao: Como x; + x5+ -+, = n, temos s = S T e 1 e para
n
(n—1z+y=mns, temos (n—1)z+y=ney=n—(n—1)z.
E, ainda, a desigualdade (4.5)) é equivalente a
2@t + s+ -+ )40t —2n+ (2l + a5+ +22) <0. (4.6)

Escrevendo a desigualdade (4.6) como f(uy) + f(uz) + -+ -+ f(u,) < 0 e considerando
f(u) = 2u® — (2n + 1)u® + n, temos f"(u) = 2(6u — 2n — 1).

-1 2
, temos f"(u) <0 e para u > n , temos f"(u) > 0, ou melhor, f

o [ 2n + 1} [271 +1 )
é concava em |0, e convexa em ,00 |.

Para u <

6 6

Pelo Teorema das desigualdades envolvendo fungoes concavas a esquerda e convexas a

direita (Teorema , devemos provar que

E = f(x1) + f(z2) + -+ f(x,) é maximal para x1 = 29 = -+ = 2,1 < T,
f(t) — f(s)
s

; ,para0 <z <s<ye (n—1)xr+y=ns, temos

Definimos ¢(t) =

20 +n=(2n+1)2%, sen=1

(n—1)f(x)+ fly) = (n—1)22° — 2n+ 1)a® +n] +2y° — 2n+ Dy* +n, se n > 2.
Substituindo y por n — (n — 1)z, temos

(n—1))22° — 2n+ D2 +n] +2n—(n— Dz —2n+Dn— (n —Da)* +n
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=n(n — 1)z[2(—n + 2)z* + (4n — T)z — 2n + 2].
Comon>2,n—1>2—-1=1>0ex >0, basta provar que
2(-n+2)2* + (4n —Tx —2n+2 <0
que equivale a
2(n —2)2* — (4n — T)x +2n — 2 > 0.
Como
2(n —2)2* — (4n — N +2n -2 =2(x — 1)*(n — 2) — (v — 2)
e considerando © = x1 + 2o + - - - + x,, = n, temos
2oz —1)*(n—2) — (v — 2)
=2(n—12n—-2)—(n—2)
= (2n* —4dn+1)(n — 2)
> (2n* —4n)(n — 2)
= 2n (n—2)?
N~ ——
>0 >0
> 0.
Assim, (n — 1) f(z) + f(y) <0 e, consequentemente,
202} +ay+ -t ay) 0’ = (2n 4+ 1) (a] +ay o+ 2p) <0,
ou melhor,
202} +ag 4+ ap) 0t < (2n+1)(@F Fap 4+ 3.
A desigualdade (4.5)) torna-se uma igualdade quando z; =n e x; =0, j # 1. O

Proposicao 4.3. Sejam x,y, z, numeros reais positivos tais que x +y + z = 3. Entao,

11 1
8(—+—+—)+9210(a:2+y2+z2).
xT Yy =z

Demonstragao: Primeiramente, notemos que a desigualdade (4.7]) é equivalente a

11 1
1O(x2+y2+z2)—8(—+——|——) <9
r Yy =z

e pode ser escrita como f(z) + f(y) + f(z) <9
20u3 — 16

Considerando f(u) = 10u? — %, temos f"(u) = "

(4.7)

(4.8)
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4 4
Para v < = temos f”(u) < 0 e para u > 5 temos f”(u) > 0, ou melhor, f é

. 5[4 5[4
concava em 0, 5 € convexa em g, o .

Pelo Teorema das desigualdades envolvendo fungoes concavas a esquerda e convexas a
direita (Teorema [1.1)), E = f(z) + f(y) + f(z) é maximal para z =y < =.
Paraz =y < zex+y+z =3, temos z = 3—2x e, consequentemente, 6 —5x > 1 > 0.

Assim,

1 1 1 11 1
8-+ —+-|+9-10(2" +y*+2°) =8 |- +—+
xT Yy =z r x 3—2
>0 >0 >0
32z — 1)%[10 (x — 1)? + (6 — 57)]
r (3—2x) ’
~—~

——r
>0 >0

}+9—1%ﬁ+x%+@—2@ﬂ

o que leva a concluir que
1 1 1 9 9 9
8l—+—-+-)+9—-10(z*+y* +2°) >0,
xr Yy oz
ou seja,
1 1 1
8 (——I———I——) +9 > 10(2® + y* + 22).
x Yy oz
A desigualdade (4.7) torna-se uma igualdade quando x ou y ou z for igual a 2 e

demais forem iguais a 7 O



CONSIDERACOES FINAIS

As desigualdades, na Educacao Bésica, principalmente no Ensino Fundamental, estao
sendo tratadas como algo simples, tendo em vista que muitas vezes nao ha preocupacao
quanto a demonstragoes das mesmas. Frequentemente nos deparamos com exercicios do
tipo "siga”e "resolva como no modelo”. Esta pratica é classificada pelo educador Paulo
Freire como educagao bancdaria, uma vez que ocorre a busca de informacoes adquiridas
de forma mecanica pelos educandos. Porém, o papel da escola deve ir além, ou melhor,
deve levar a compreensao dos contetdos. Como professor da Educacao Basica, sempre
tive preocupacao em demonstrar aos educandos, férmulas, teoremas, regras e proprieda-
des apresentadas, por acreditar que desta forma os conteiidos vivenciados seriam melhor

assimilados pelos educandos.

As desigualdades e suas propriedades, ou melhor, tricotomia, transitividade, monoto-
nicidade da adicao e da multiplicacao, mesmo que no inicio, podem apresentar algumas
dificuldades aos educandos, no entanto nao podem ser dispensadas. As demonstragoes das
desigualdades envolvendo funcoes convexas a direita, desigualdades envolvendo fungoes
concavas a esquerda e desigualdades envolvendo fungoes concavas a esquerda e convexas a
direita, mostram a importancia dos contetidos anteriores, pois exigem desde os conceitos

simples de adi¢ao até os conceitos mais complexos.

Podemos observar que as demonstracoes auxiliam na prova de certos teoremas, como
apresentamos neste trabalho. No entanto, muitas vezes sao consideradas pelos educadores
como algo pronto, e repassamos aos educandos como se fosse algo indiscutivel. Porém,
precisamos nos preocupar com um certo rigor matematico e procurar proporcionar um
ensino de qualidade e conduzir nossos alunos a analise critica do contetdo apresentado,

pois s6 assim, eles aprenderao a construir conhecimentos matematicos.

Desta forma, esperamos que as demonstracoes apresentadas neste trabalho contribuam
para reflexao dos professores, quanto a sua pratica pedagdgica, mudando, assim, a ati-
tude deste educadores. Certamente, serd despertado nos alunos o gosto pelo estudo da
matematica, pois estes passarao a encarar a matematica como um desafio e ndo como

algo intocavel e indiscutivel.
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