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Resumo

Neste trabalho buscamos, em primeiro lugar, realizar um estudo sobre a construgao dos
numeros reais através de dois métodos distintos: Cortes de Dedekind e Classes de Equi-
valéncia de Sequéncia de Cauchy. Em um segundo momento, realizamos a caracterizagao
dos nimeros reais por meio de expressoes decimais. Na sequéncia, analisamos alguns livros
didaticos do ensino médio e aplicamos um questionario para um grupo de professores do
nicleo regional de educagao de Maringa. Concluimos com comentarios e indicativos de mu-

dancas.

Palavras chave: ntimeros reais, construcao e caracterizagao dos nimeros reais, educagao

basica.



Abstract

In this work, first of all, we study the construction of real numbers by two methods:
Dedekind’s cuts and Equivalence Classes of Cauchy Sequence. In a second step we perform
the characterization to the real numbers as decimals. Next we did an analysis of some high
school textbooks and apply a questionnaire to a set of teachers of core regional education

Maringa. We conclude with some comments and changes indications.

key words: real numbers, construction and characterization of the real numbers, basic

education.
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INTRODUCAO

Observa-se que os primeiros nimeros surgiram, na antiguidade, para possibilitar as diversas
operacoes de contagem que se mostraram necessarias para o desenvolvimento da humanidade.
J& o processo de medicao das grandezas ditas continuas conduziu-nos a no¢ao de nimero real
e isso se fez de forma tao significativa que o conjunto dos ntimeros reais é também conhecido

como reta real, ou simplesmente, reta numérica.

Inicialmente, para representar quantidades inteiras de objetos, animais ou qualquer coisa
que se quisesse contar, o homem criou simbolos que, hoje, sao os niimeros naturais. Porém,
estes numeros foram insuficientes no trato de problemas que envolvem divisdoes em partes

iguais fazendo com que surgissem as fragoes.

Com as fracoes surgiu uma grande crise nos alicerces do pitagorismo envolvendo a desco-
berta dos segmentos incomensuraveis. Esta crise foi superada com grande genialidade pelo
sabio Eudoxo com a teoria das proporcoes, que quase dois mil anos depois, inspirou Dedekind

a criar uma rigorosa teoria para construcao dos numeros reais.

Da necessidade de ampliar o conceito de nimeros para além daqueles que podem ser
representados pela razao de dois nimeros inteiros, com o passar dos tempos, foram desenvol-
vidos estudos e descobriram-se diversos resultados relativos a fracoes decimais e a nimeros
racionais e irracionais que tiveram e ainda tém fundamental importancia no desenvolvimento

da Matemaética.
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Durante a segunda metade do século XIX um crescente niimero de artigos e livros foram
publicados, dedicados a um tnico assunto: a definicao precisa de niimero real e a investigacao
de funcoes reais baseada nessa definicao. Podemos destacar trés campos distintos de cons-
trucao da definicao de ntimero real. Hankel (1839 - 1873) e Frege (1848 - 1925) defenderam a
ideia tradicional de que a Analise deveria ser fundada na nogao de quantidade continua. De-
dekind, Weierstrass (1815 - 1897) e Cantor defenderam que a nogao de quantidade deveria ser
substituida por uma rigorosa construcao aritmética dos nimeros reais, isto ¢, uma construgao
baseada na nocao de niimeros naturais ou racionais, que assumiu-se ser menos probleméatica
do que a nogao de quantidade continua. Heine (1821 - 1881), Thomae (1840 - 1921) e Hilbert
(1862 - 1943) defenderam que os conceitos fundamentais da Andlise poderiam, e deveriam,
ser construidos simplesmente de uma maneira formal, desprezando, tanto quanto possivel, os

assuntos de ordem filoséfica.

Neste trabalho buscamos através da anélise e da algebra construir o conjunto dos niimeros
reais a partir do conjunto dos niimeros racionais. Isto é, “ampliamos” o conjunto dos niimeros
racionais para um novo conjunto que seja ordenado e completo, pois os racionais sao orde-
nados mas nao completos. Esta construcgao foi feita de duas maneiras distintas: através de
Cortes de Dedekind e Classes de Equivaléncia de Sequéncias de Cauchy. Fizemos também a
caracterizacao dos numeros reais através de decimais, o qual é feito, de forma bem incom-

pleta, nos livros didaticos adotados para o ensino basico.

O estudo da construgao dos nimeros reais foi de tamanha importancia para a sequéncia
do trabalho. No terceiro capitulo fizemos uma analise dos livros didaticos em relagao ao tra-
tamento sobre os conjuntos numéricos. Com o estudo realizado nos dois primeiros capitulos,
podemos perceber o quanto esta falho as exibicoes sobre o conjunto dos ntimeros reais nesses
livros. Para confrontar o que existia nos livros, elaboramos um questiondrio para os pro-
fessores da educacao basica responderem. O resultado foi o esperado, os professores estao
utilizando os livros como certo e verdadeiro. Nao estao se questionando se héa algo errado.
E mais, percebemos também que professores nao estao estudando, isto é, nao estao se aper-

feicoando de maneira adequada.



CapiTULO 1

Numeros Racionais

Assumimos aqui familiaridade com as defini¢oes e conceitos basicos sobre conjuntos. Assu-
mimos também conhecidos o conjunto N dos nimeros naturais e o conjunto Z dos ntimeros
inteiros, bem como as operacoes aritméticas em tais conjuntos. Agora, o conjunto Q dos

nimeros racionais precisa de uma atencao especial.

1.1 Corpo

Definigao 1.1 (Corpo). Seja K um conjunto munido de duas operagoes bindrias chamadas de
adicao e mulplicacao tais que a cada x,y € K a adicdo e a multiplicacao fazem corresporder,
respectivamente, a sua soma v +y € K e o seu produto x -y € K. Dizemos que a terna

(K,+,-) € um corpo se valem as sequintes propriedades:

C1. Existéncia de elementos neutros. Existe 0 € K denotado elemento neutro da adicao

e 1 € K denotado elementro neutro da multiplicagao, com 1 # 0 satisfazendo
t+0=t e t-1=t,paratodot e K.

O elemento 0 chama-se zero e o elemento 1 chama-se um.

C2. Existéncia de elementos inversos. Aditivo: para cada t € K existe um elemento
denotado por —t € K tal que t + (—t) = 0. Multiplicativo: para cada t € K, t # 0,

existe um elemento denotado por t7! € K tal que t -t~ = 1.

C3. Propriedades comutativas, asociativas e distributiva.

Comutativa: t+v=v+tet-v=v-t, Vt,v € K.
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Associativa: (t+v)+w=t+ (v+w)e(t-v) - w=t-(v-w), Vt,v,w € K.
Distributiva: ¢t - (v+w) =t-v+t-w, Vt,v,w € K.

Para simplificagdo de notagao denotamos um corpo (K, +, ) simplesmente por K.

Observemos que em todo corpo K o zero é unico. De fato, suponhamos que 0 e 0/ se-
jam dois elementos neutros da adicao. Entao temos que 0 + y = y para todo y € K. Em
particular, para y = 0/, temos 0 + 0’ = 0’. Da mesma forma, obtemos 0’ + 0 = 0. Portanto,
0=0+0=0+4+0=0, o que prova a unicidade do zero. Do mesmo modo, a existéncia
do elemento neutro da multiplicagdo implica sua unicidade. De fato, suponhamos que 1 e 1/
sejam dois elementos neutros da multiplicacao. Como 1 é o elemento neutro da multiplicagao,
temos = - 1 = x para todo x € K. Em particular para z = 1/, temos 1’ - 1 = 1’. Da mesma

maneira, obtemos 1-1"=1. Portanto I’ =1-1"=1-1=1.

Notemos também que em todo corpo K o inverso aditivo é tnico. De fato, suponhamos
que y e z sao inversos aditivos de x. Isto significa que xr+y =0ex+2 =0, logo z+y = x+ 2.
Adicionando y em ambos os lados da ultima igualdade, obtemos y +x +y =y + x + z, isto
é (y+z)+y=(y+z)+2 Comoxr+y=y+z=0,segue que (y +z)+y=(y+z)+ 2,
isto é, 0 +y = 0+ z ou ainda y = z. Do mesmo modo, podemos verificar a unicidade do
inverso multiplicativo. De fato, tomemos x € K fixado nao nulo e suponhamos que y e 1/
sao inversos multiplicativos de x. Assim temos x -y = lex-y = 1. Logo x -y =z -y
Multiplicando por y em ambos os lados dessa tltima igualdade, obtemos, z -y -y=x -y -y

assim (z-y) -y = (z-y)-y e com isso obtemos y = y/'.

Da comutatividade, segue-se que 0 +t =t e —t +t = 0, seja qual for t € K. A soma
t + (—v) serd indicada com a notacao t — v e chamada a diferenca entre t e v. A operacao
(t,v) — t—v chama-se subtra¢ao. Também, por comutatividade, tem-se (t+v)-w = t-w+v-w.
Resulta, desta propriedade que t-0 = 0 para todo t € K. Com efeito, t-0+t=¢-0+t-1=
t(0+1)=t-1=t,donde t-0=0. Por outro lado, dados t,v € K com ¢t - v = 0, segue-se

que t = 0 ou v = 0. Com efeito, se for t-v =0 et # 0, entao obtemos ¢t -v =t -0. Desde que
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t # 0, existe 1 e multiplicando ambos os membros por t~! resulta que v = 0. Assim em
todo corpo K, tem-se que t - v # 0 sempre que os dois fatores ¢t e v forem ambos diferentes

de zero.

Definigao 1.2 (Corpo ordenado). Um corpo K é ordenado se contém um subconjunto P,

chamado subconjunto dos elementos positivos de K, satisfazendo as sequintes propriedades:

P1. A soma e o produto de elementos positivos sao positivos. Isto é, x,y € P entao z+y € P

ex-y € P.

P2. Dados © € K, exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre: ou x = 0, ou

r€ Pou—x¢€lP.

Assim, se indicarmos com —P o conjunto dos elementos —x, onde x € P, temos K =
PU(—P)U{0}, sendo os conjuntos P, —P e {0} dois a dois disjuntos. Os elementos de —P

chamam-se negativos.

Definigao 1.3 (Ordem). Dado um cunjunto & # () uma relagao de ordem em & é uma relagdo

bindria R que satisfaz:
i) 2Rz, Vo € £ (reflexiva).
ii) Se xRy e yRx entio x =y (antissimétrica).
iii) Se xRy e yRz entio xRz (transitiva).
Em todo corpo ordenado K temos uma relagao de ordem natural definida por

r<ys (y—x) e (PU{0}).

Quando z < y dizemos que x é menor ou igual a .

Também podemos definir uma relagao

r<ys (y—x) €P,
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e podemos verificar as seguintes propriedades:

O1. sex <yey <z entdo z < z (transitiva).

02. dados x,y € K, ocorre exatamente uma das alternativas seguintes: ou x =y, ou z < v,

ou y < z (tricotomia).
03. se x <y, entdo x4+ z <y + 2z Vz € K (adicdo é mondtona).

O4. sex <y,entdor-z<y-zquando 0 < zey-z < z-z quanto z < 0 (multiplicagao é

monotona).

Demonstraremos estas propriedades:
O1. Dizer x < y e y < z significa afirmar que y —x € P e z —y € P. Por P1 concluimos
que (z —y) + (y — x) € P, ou seja, z —x € P, o que significa z < z.
02. Dados z,y € K,ouy—x € P,ouy—xz=0,ouy—x € —P (isto é, z —y € P). No
primeiro caso tem-se x < y, no segundo x = y e no terceiro x > y. Estas possibilidades se
excluem mutuamente, por P2.
03. Sex < yentaoy —x € P, donde (y+ 2) — (v + 2) = y —x € P. Isto significa que
r+y<y+z.
O4. Sex<yez>0entaoy—x € Peze P. Logo (y—x)-z€ P,istoé, y-z—x-z € P,
o que significa -2z < y-z. Seporém, r < yez<0,entaoy—x € Pe —z € P, donde

(y—z)-(—2)€ P,istoéx-z—y-z€ P, oquesignificay -2z <z 2z

Quando x < y dizemos que x é menor do que y e a relacdo “<” nao é reflexiva nem

antissimétrica, logo nao é uma relagao de ordem segundo a definicao 1.3.

1.2 O corpo dos nimeros racionais

Consideremos o conjunto Z x Z* = {(a,b)la € Z e b e Z*}, onde Z* = Z — {0}. Definamos

nele a relagao: (a,b) ~ (¢, d) quando ad = bc.

Teorema 1.1. A relacdo acima € de equivaléncia
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Prova: Devemos mostrar que a relagao acima safistaz as propriedades reflexiva, simétrica
e transitiva. Reflexiva: (a,b) ~ (a,b) pois ab = ba. Simétrica: seja (a,b) ~ (c,d), assim
ad = bc, logo resulta que, da = ¢b ou ¢b = da, portanto, (¢,d) ~ (a,b). Transitiva: seja
(a,b) ~ (c,d) e (¢,d) ~ (e, f), assim obtemos ad = bc e ¢f = de. Multiplicando ambos os
membros da primeira igualdade acima por f e da segunda igualdade por b, obtemos adf = bcf
e bef = bde, de onde segue que adf = bde. Cancelando o fator d # 0, obtemos af = be,
portanto (a,b) ~ (e, f). n

Defini¢ao 1.4. Dado (a,b) € Z x Z*, denotamos por % (que se lé “a sobre b”) a classe de

equivaléncia do par (a,b) pela relagao ~ acima. Assim,

% ={(x,y) €ZXZ" | (2,y) ~ (a,b)}.

Teorema 1.2 (Propriedade fundamental das fragoes). Se (a,b) e (c¢,d) sao elementos de

. a c
7 X 7*, entao, 753 se, e somente se, ad = bc.

Prova: Temos que

< (a,b) ~ (¢,d) < ad = be,

Ul o

a
b
provando o resultado. "

. . , ~ a
Temos agora um significado preciso para o simbolo de fracao 7 Trata-se de uma classe

de equivaléncia com respeito a relacao de equivaléncia que acabamos de introduzir.

Definicao 1.5. Denotamos por Q, e denominamos conjunto dos nimeros racionais, o con-

junto quociente de Z, X 7% pela relacao de equivaléncia ~, isto €,

@z(ZxZ*/N):{% | a€Z e beZ*}.

Vamos agora definir duas operagoes em Q, dotando-o, portanto, de uma estrutra algébrica.

.~ . a C , . . . , .
Definicao 1.6. Sejam 3 € g numeros ractonais, 1sto €, elementos de Q. Definimos as
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operagoes chamadas de adicao e de multiplicacdao, respectivamente, por:

ad + be
= e

o ¢_a
bd b d bd

+

Ul o

a
b
Teorema 1.3. As operagoes em Q, acima, estao bem definidas.

Prova: Tomemos, por hipétese, que ab’ = ba’ e cd’ = dc’. Assim

ad + be Z’_i_c_’_a’d’—i-b’c’
bd ’ vood o bd

+

QUl o

a
b
Queremos provar que as duas somas sao iguais, ou seja, que (ad + be)b'd = (a'd + V' )bd,

isto é, adb'd 4+ beb'd = a’d'bd+V'c'bd, ou, (ab')(dd’) + (bV')(cd') = (a'b)(dd’) + (bV')(d'd), o que

segue imediatamente da hipotese acima. Agora temos

ac a J add

a c
b d bd vod o bd
Da mesma forma, vamos mostrar que esses dois produtos sao iguais, isto é, acb/d’ = a'cbd,
ou, (ab')(cd") = (a'b)(c'd) o que segue imediatamente da hip6tese acima. n
(Q,+,-) é um corpo ordenado. De fato, considere P = {p/q € Q;p-q € N}. Se x e y sao
elementos quaisquer em Q, temos

P1.

r s+ r
pay— Lol P
q S qs

Sendo (ps + rq)(qs) = pgs® + rsq¢® e pq,rs € N, segue que (ps + rq)(¢s) € N uma vez
que s%,¢*> € N. Logo, = +y € Q.

_pr

r
s Qs

_bp
q

Como (pr)(gs) = (pq)(rs) e pq,rs € N, segue que xy € Q.

P2. Seja p/q € Q e suponha que p/q # Q. Entao pg # N, isto é, pg < 0. Desta fora pg =0
ou pg < 0. Se pg < 0 entdo (—p)g > 0, ou seja, (—p)q € N e portanto (—p)/q € P.
Mas entao —(p/q) € P.
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1.3 Insuficiéncia de Q

Os racionais sao obtidos por subdivisoes adequadas do segmento unidade. Se imaginarmos
os numeros racionais marcados sobre uma reta, veremos que eles formam um subconjunto
dessa reta que é denso no seguinte sentido: dado um ponto qualquer da reta, poderemos
obter racionais tao perto dele quanto se queira; basta tomar subdivisoes cada vez mais finas
da unidade. Com este raciocinio pode parecer que os racionais cobrem toda a reta R, isto
é, que a cada ponto da reta corresponde um ntumero racional. Que isso nao é verdade ja
era conhecido pelos matematicos da Escola Pitagdrica. Sabiam eles que a hipotenusa de um
triangulo retangulo isésceles nao é comensuravel com os catetos, isto é, se os catetos tem
comprimento igual a 1, entao a medida da hipotenusa nao é nimero racional. Portanto, o
ponto P da reta R, obtido tragando-se a circunferéncia centrada em 0 e raio igual a hipotenusa,
nao corresponde a um racional (ver Figura 1.1). Desta forma os nimeros racionais nao sao

suficientes para expressar medida de segmentos.

Figura 1.1: indicacao da v/2

Teorema 1.4. /2 ndo € racional.

Prova: suponhamos, por contradi¢ao, que a hipotenusa seja um nimero racional da forma

4q
ou seja, p* = 2¢%. Logo, p* é um inteiro par, o que implica que p é par, isto é, p = 2r para

B. Podemos supor que p e ¢ sao primos entre si. Pelo Teorema de Pitagoras, (1—9> =1+1,
q

algum r € Z. Portanto, 4172 = 2¢?, ou seja, ¢ = 2r?, de onde segue que ¢ também é par.

Ora, p e ¢ sendo niimeros pares nao podem ser primos entre si. u

Definicao 1.7. 2. Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado superior-
mente quando existe b € K tal que b > x para todo x € X. Cada b € K com esta propriedade

chama-se uma cota superior de X.
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it.  Analogamente, X C K diz-se limitado inferiormente quando existe a € K tal que
r € X = a < x. Un elemento a € K com esta propriedade chama-se uma cota infe-
rior de X.

11t. Um subconjunto X de um corpo ordenado K chama-se limitado quando € limitado supe-

rior e inferiormente.

Definicao 1.8. i. Sejam K um corpo ordenado e X C K um subconjunto limitado superi-
ormente. Um elemento b € K chama-se supremo do subconjunto X quando b é a menor das
cotas superiores de X em K.

it. Analogamente, um elemento a € K chama-se infimo de um conjunto Y C K, limitado

inferiormente, quando a € a maior das cotas inferiores de k.

A insuficiéncia dos nimeros racionais, para efeitos da Analise Matemaética, é o fato de
que neste corpo ordenado alguns conjuntos limitados nao possuem supremo (ou infimo). Este
fato estd ligado a inexisténcia de raizes quadradas racionais de certos niimeros inteiros, o qual

foi demonstrado acima a respeito de que nao existe um ndmero racional z tal que 22 = 2.

Exemplo 1.1. Sejam X = {z € Q;z > 0ez? <2} e Y ={y e Q;y >0 e y> > 2}. Como
x > 2 obtemos x? > 4, concluimos que se x > 2 entdo x € X, ou seja X C [0,2]. Logo X ¢
um conjunto limitado de nimeros racionais. Por outro lado, Y C (0,+00), de modo que Y
¢ limitado inferiormente. Mostraremos agora que nao existem supremo de X nem infimo de

Y em Q. Para isto estabelecemos os sequintes fatos:

I. O conjunto X ndo possui elemento mdximo. Com efeito, para cada x € X, vemos que

2 — 22 2 — 2
> (0. Portanto escolhendo um nimero racional r tal quer <1 e <r <
20 +1 20 +1

teremos que x + 1 ainda pertence a X. Com efeito, de r < 1 seque-se r*> < r. Da outra

desigualdade que v satisfaz seque-se r(2x + 1) < 2 — x*. Por consequinte, (v + r)* =
2+ 2rz+r? <a?+2rr+r =2 +rQe+1) <2*+2—2%=2. Assim, dado qualquer

x € X, ewiste um numero maior, x +1r € X.

II. O conjunto Y nao possui elemento minimo. De fato, dado qualquer y € Y, temos y > 0
Yy’ —

2y
> y? — 2ry > 2. Note-se também que

e y?> > 2. Logo podemos obter um nimero racional r tal que 0 < r < . Entao

2ry < y?> —2 e dai (y —r)* = y? — 2ry + r?
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1
r < % — —, donder <y, isto €, y —r > 0. Assim, dado y € Y arbitrdrio, podemos
Y

obtery—reY, y—r<uy.

III. Sex € X ey €Y, entao x <vy. Com efeito, tem-se x> < 2 < y* e, portanto, x> < y>.

Como x ey sao ambos positivo, conclui-se que x < y.

Usando os fatos 1,11 e I1I mostramos que, entre os numeros racionais, nao existe su-
premo de X (ou supX ) e nem infimo de Y (ou infY ). Com efeito, suponhamos, primeiro,
que exista a = supX. Seria forcosamente a > 0. Nao poderia ser a®> < 2 porque isto obri-
garia a € X e, entao, a seria o elemento mdrimo de X, que nao existe, por I. Tampouco
poderia ser a®> > 2, porque isto faria a € Y. Como, em virtude de 11, Y nao possui elemento
minimo, existiria b € Y, com b < a. Usando III, concluimos que x < b < a para todo

x € X, o que contradiz ser a = supX.

Assim, se existir a = supX, deverd ser a®> = 2. Mas, nds jd vimos que nao existe nimero
racinal com esta propriedade. Com um raciocicio inteiramente andlogo, baseado nos fatos

1,11 e II1, mostramos que Y nao possui infimo em Q.

Definicao 1.9. Um corpo ordenado K chama-se completo quando todo sub-conjunto X nao
vazio e limitado superiormente possui supremo em K. Da mesma forma, num corpo ordenado

completo, todo sub-conjunto Y ndo-vazio e limitado inferiormente possui infimo em K.

Pelo que vimos acima, podemos concluir que o conjunto Q dos nimeros racionais nao é
completo. No proximo capitulo construimos um corpo ordenado completo que contém uma
“copia de Q7. Assim com um abuso de linguagem diremos que este é uma extensao de Q

que o complete e elimina a “deficiéncia” apontada.



CapriTULO 2

Numeros Reais

Neste capitulo construiremos os niumeros reais utilizando dois métodos distintos e faremos

ainda a caracterizacao dos numeros reais por meio de decimais.

2.1 Cortes de Dedekind

Nesta secao vamos apresentar a construgao dos ntimeros reais via cortes de Dedekind.

Vamos considerar para esta construgao, P(Q) o conjunto das partes de Q e dentro deste

conjunto definimos o que é um corte.

Definicao 2.1. Dizemos que A C Q € um corte se valem as sequintes sentencas.

i. A4 eA#£Q.
ii. Sepe A eq<p entio q € A.
iii. Para todo p € A existe ¢ € A tal que p < q.

Denotamos por €2 o conjunto de todos os cortes. Note que Q2 C P(Q).

Exemplo 2.1. Para todo r € Q o conjunto Z(r) ={p € Q;p < r} é um corte. De fato, € de
verificacdo direta que Z(r) # 0 e que Z(r) # Q pois [Z(1)]° = {q € Q;q > r}. Agora seja
u € Z(r), com isso temos u < r e seja também v < u, assim obtemos v < u < r, ou ainda,

s+r
€Q,

+ .
€ Z(r). Portanto se tomarmos t = %, para todo s € Z(r) existe t € Z(r) tal

P
v < r, portanto v € Z(r). Por tltimo, se s € Z(r), entdo s < % <r e, como
s+r

entao

que s < t.
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Observe que pelo exemplo 2.1, esta definida uma funcgao

Z: Q — Q

r o— Z(r)

e os cortes da forma Z(r) sao ditos cortes racionais. A fungao Z é injetiva. De fato, supo-

nhamos que Z(u) = Z(v). Se u < v entao tomando o ponto médio temos

uw—+v
2

u < <.

+v

u
Logo r = € Z(v) = Z(u) = r < u que é um contradigdo. Analogamente na podemos

ter v < u. Portanto u = v, o que prova a injetividade da funcao Z : Q — Q.

Exemplo 2.2. E claro que existem sub-conjuntos de Q que ndo sao cortes. Por exemplo

A={p e Q;p > 1} nao é um corte. Também existem cortes que nao sao racionais. Por

exemplo B = {z € Q*;2* < 2} # Z(r),Vr € Q, onde Q* = Q\ {0}.

Proposicao 2.1. Dado A,B € Q o conjunto C = A®@ B ={r € Q;r =p+qcom p €

A e q € B} € ainda um corte.

Prova: i. Claramente C # (). Sejam p, € A e q, € B os quais existem porque A e B sdo
cortes. Vamos mostrar que (p, + ¢,) € C e portanto que C¢ # (). Suponhamos por absurdo
que (p, + q,) € C. Entao, existem p € A e q € B tais que p, + ¢, = p + ¢. Nao podemos ter
Po < p (sendo teriamos p, € A) nem ¢, < g (sendo teriamos ¢, € B). Logo p < p, € ¢ < qo.

Pela monotonia da adi¢ao p+ ¢ < p+ ¢, < po + ¢, que é absurdo.

ii. Sejamr € Ces <r. Existemp € Aeq € B taisquer =p+gq. Sejat =s—p.
Mostremos que t € B. De fato, devemos ter t < ¢ pois senao, se ¢ < t, entao p+q < p+t, isto
é, r < s, o que nao ocorre. Portanto t < q e, como B é corte, segue que t € B. Concluimos

que s=p-+tcomp€e Aet € B e, portanto, s € C.

iii. Finalmente, seja r € C' e mostremos que existe s € C tal que r < s. Ora, r € C

significa quer =p+qcomp € Aeq € B. Existet € A tal que p < t, logo,r =p+q<t+q.
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Para concluir, basta tomarmos s =t + q. "

Proposigao 2.2. Dado A € Q o conjunto B=0A = {p € Q;—p € A° e Iqg € A tal que q <

—p} € ainda um corte.

Prova: i. Sejam p € A e ¢ € A°. E facil ver que —(¢+1) € B e —p € BE. Portanto, B # 0
e BY # (), este tiltimo mostra que B # Q.

ii. Sejam p € B e ¢ < p. Temos que —p < —q. Como —p € A%, segue que —q € AY e que
—q nao é minimo de A¢. Concluimos que ¢ € B.

iii. Seja p € B. Por definicao de B, existe ¢ € A® tal que ¢ < —p. Portanto p < —q =

P < -1 Somando-se g em ambos os membros obtemos que p < ]% Também vemos que

2 2
q < —p, tomando-se o ponto médio, devemos ter ¢ < % Logo tomando r = b

d temos

que p < r e também que g < —r, logo, r € B. "

De posse das proposicoes 2.1 e 2.2 podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 2.1. A operagao (adi¢ao)

& OxQ — Q
(A,B) — A®B

com A @ B dado na proposicao 2.1 satisfaz as sequintes propriedades:
i) A B=B& A, VYA, B € Q. (Comutativa)

ii) A@(BeC)=(AeB)&C,VA,B,C € Q. (Associativa)

iii) A® Z(0) = A, VA € Q. (Existéncia de Neutro)

iv) YA € Q, 3B = 6A (definido na proposi¢ao 2.2) tal que A® B = Z(0). (Existéncia do

oposto)

Prova: i. Sejar € (A® B). Entao r = p+ ¢ com p € A e ¢ € B. Pela comutatividade da
soma de niimeros racionais, temos r = ¢+p com g € Be p € A. Concluimos que r € (B® A)

e, portanto, (A @ B) C (B ® A). Analogamente mostra-se a inclusdo contraria, provando-se



Nimeros Reais 23

que A B=B& A.

ii. Sejaue [(A@B)®C|. Entafou=r+scomr € (A® B) e s € C. Novamente pela
defini¢ao de adi¢ao devemos ter r = p+qgcomp € Aeq € B. Logou = (p+¢q)+scomp € A,
q € B es e C. Pela associatividade dos niimeros racionais resulta que u = p + (¢ + $) com
peAe(q+s) € (BeC). Ousejau € [AB(B®C)], ouainda, [(A®B)&C] C [A®(BaC)).
Analogamente mostra-se a inclusao contraria, provando-se que (A® B) 8 C = A® (B@ C).

iii. Sejar € [A® Z(0)]. Entaor =p+qgcomp € Ae g€ Z(0). Ora g € Z(0) siginifica
q<0,logop+q<p+0,istoé, r <p. Como A é corte, segue que r € A. Mostramos assim
que [A @ Z(0)] C A. Reciprocamente, seja r € A. Desde que A é corte, podemos escolher
pe Atalquer <p. Seq=r—pentdo g =r—p <0 e portanto ¢ € Z(0). Concluimos que
r=(p+q) €[A® Z(0)], isto é, A C [A® Z(0)]. Portanto A ® Z(0) = A.

iv. Seja A € Q) arbitrariamente fixado e (©A) o corte definido na proposi¢ao 2.2. Vamos
mostrar que A @ (6A4) = Z(0). De fato, seja r € [A @ (©A)]. Entao existem s € A, p € ©A
eqe A% taisquer=s+peqg< —p. Comos € Aeqéc A°, temos que s < ¢q. De ¢ < —p,
segue que p < —q e, pela monotonia da adi¢ao, s+p < s—¢q. Portanto, r = s+p < s—q < 0.
Concluimos que r € Z(0), provando que [A ® (©A)] C Z(0). Reciprocamente seja r € Z(0),

nr
isto é, < 0. Sejam ainda s € A e n o menor natural tal que (3 — 7) € A®. Tomemos

-1 1
p:s—%,t: —%eq:s—w. Assim vemos que t,q € A et < q,
logo, —q € 8A. Também temos p € A er =p—q. Segue que r € [A® (5A)]. Portanto
A® (6A) = Z(0). n

Observacgao 2.1. Note que em € o neutro Z(0) € inico. Da mesma forma o oposto também

€ unico.

Na proxima proposicao reunimos algumas propriedades interessantes sobre os cortes ra-

cionais.

Proposicao 2.3. a) Dados p,q € Q tem-se que p < q < Z(p) C Z(q)
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b) ©Z(p) = Z(—p), Vp € Q
c¢) Para todos p,q € Q tem-se que

i) Z(p)® Z(q) = Z(p+ q);
ii) Z(p) @ [6Z(p)] = Z(p — 9)-

Prova: a) Suponha p < ger € Z(p). Assim r < p < ¢ e portanto r € Z(p). Ou seja,
Z(p) C Z(q). Reciprocamente suponha que Z(p) C Z(q) e ¢ < p. Entao ¢ < ? < p, de
onde vemos que r = ]% € Z(p) er ¢ Z(q), o que é um absurdo pois Z(p) C Z(q). Logo

devemos ter p < gq.

b) Seja r € [©Z(p)] entao —r € [Z(p)]© e g € [Z(p)]° tal que ¢ < —r. Entdao r < —q
e de ¢ € [Z(p)]¢ resulta que p < ¢, ou ainda —q < —p. Logo r < —q < —p e con-
cluimos que r € Z(—p). Portanto [©Z(p)] C Z(—p). Reciprocamente suponhamos agora que
r € Z(—p) entdo r < —p, ou seja, p < —r = —r € [Z(p)]°. Também observemos que existe
q=p € [Z(p)]° com ¢ < —r. Logo r € [©Z(p)], provando-se que Z(—p) C [©Z(p)].

c) (i) Sejar € Z(p+q), isto é,r < p+q. Decompomos r como segue r = (p + %) +

(q+ %) Vemos que 7 — (p + ¢) < 0 e, portanto, p + % < p. Segue
que (p + r—rp—4 229 — q> € Z(p). Analogamente, (q + r—r—4 229 — q) € Z(q). Concluimos que

re€[Z(p) @ Z(q)], isto é, Z(p+q) C [Z(p) ® Z(q)]-

Tomemos agorar € [Z(p)® Z(q)] esejam s € Z(p) et € Z(q) taisque r = s+t com s < p
et <q. Temos r = s+t < p+gq. Concluimos que r € Z(p+q), isto é, Z(p)® Z(q) € Z(p+q).
Portanto Z(p + q) = Z(p) ® Z(q).

(11) Basta usar a letra (b) e o item (i) anterior. n

Proposicao 2.4. Para quaisquer A, B € ), temos:

i) ACBouBCA
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ii) o(c4)=4

iii) ©(A® B) = (6A) @ (©B)
iv) A= Z(0) < A= Z(0)
v) A# Z(0) <= A £ Z(0)
vi) Z(0) C A< 6A C Z(0)
vii) Z(0) C A < A C Z(0)

Prova: i) Se A = B, entao nao hd nada a ser demonstrado. Suponhamos A # B. Entao
existe p € B tal que p € A ou existe ¢ € A tal que ¢ ¢ B. No primeiro caso, qualquer que
seja r € A temos r < p (pois, se fosse p < r, entdo, como A é corte, teriamos p € A) e, como

B é corte, r € B. Logo A C B. De maneira andloga, concluimos que no segundo caso B C A.

ii) Pela existéncia do oposto e a comutatividade temos que (6A) @ A = Z(0). Desta
igualdade e a unicidade do oposto resulta que S(6A) = A.

iii) Basta ver que (A® B) @ [(6A) & (6B)] = [A® (0A4)] & [B® (6B)] = Z(0), entao
pela unicidade do oposto segue que S(A @ B) = (64) & (&B).
iv) A= 2Z(0) = 6A =6Z(0) = Z(—0) = Z(0). Reciprocamente se ©0A = Z(0) = A =
o(eA)=eZ(0) = Z(-0) = Z(0).

v) Consequéncia imediata do item anterior.

vi) Suponha que Z(0) C A. Se Z(0) = A pelo item (iii) o resultado é trivial e nao ha
o que fazer. Suponhamos entao que Z(0) € A, Entdao A° C [Z(0)]° = {p € Q;p > 0}, ou
seja, para todo r € A9 tem-se que r > 0. Agora como (©A) e Z(0) sdo cortes, pelo ftem (i),
devem ter que (©A) € Z(0) ou Z(0) € (©A). Suponha que Z(0) C (©A). Logo deve existir

r > 0 tal que r € (©A). Entao existe 7 > 0 tal que —r € A® (absurdo!). Assim devemos ter
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(8A) € Z(0). De modo anélogo provamos que se (8A) C Z(0) entao Z(0) C A.

vii) J4 estd provado no item anterior. .

Podemos introduzir uma relacao de ordem no conjunto dos cortes.

Definicao 2.2. Sejam A, B € (.

i) Se A C B dizemos que o corte A é menor ou igual ao corte B e escrevemos A < B.
ii) Se A C B dizemos que o corte A é menor do que B e denotamos A < B.

Teorema 2.2 (Tricotomia). Sejam A, B € Q. Entao uma, e somente uma, das possibilidades

abaixo ocorre:
i) A= B;

ii) A< B;
iii) B < A.

Prova: Inicialmente verificamos que as tres possibilidades se excluem mutualmente, ou seja,
no maximo ocorre uma delas. De fato, se A = B é 6bvio, pela definicao de igualdade de
conjuntos, que as outras duas possibilidades (ii) e (iii) ndo podem ocorrer. Também é ime-
diato que A < B ou B < A excluem A = B. Assim concluimos nossa afirmagao mostrando
que (ii) e (iii) também se excluem mutualmente. Para isto suponta que (ii) e (iii) ocorram
simultaneamente, isto é, A << Be B << A. Entao dr € B tal que r € A e ds € A tal que
s ¢ B. Claramente r # s. Como B ¢ corte nao podemos ter s < r. Também considerando
que A é corte nao podemos ter r < s. Isto é um absurdo, pois contradiz a tricotomia dos

numeros racionais.

Agora vamos povar que necessariamente uma das possibilidades (i)-(iii) ocorre. Note que
A= BouA# B. Se A= B nao hé o que provar. Suponhamos que A # B, entao A© B # ()
ou B6 A # (). No primeiro caso B C A e no segundo A C B. Portano A<tBou B< A. =
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Teorema 2.3. A relagao < é uma relagao de ordem em ), isto €, satisfaz as sequintes

propriedades:
i) AJ A VA€ Q. (reflexiva)
ii) Se A< B e B A entao A= B. (antissimétrica)

iii) Se A< B e B<C entio A< C. (transitiva)
Prova: Trivial. -

Observacgao 2.2. Seja A € Q. Quando A < Z(0) dizem que A é um corte negativo e quanto
Z(0) <@ A dizemos que A é um corte positivo. Ainda nesta dire¢io, Se A < Z(0) dizemos

que A é um corte nao positivo e se Z(0) < A dizemos que A é um corte nao negativo.

Proposigao 2.5. Dados A,B € Q2 com Z(0) < A e Z(0) < B, entao o conjunto

C=A0B=Q U{r=p-q com peA, qgeB, p>0 e qg>0}

¢ ainda um corte e satisfaz Z(0) < (A ® B), onde Q~ = {q € Q;q < 0}.

Prova: i. Claramente —1 € C. Sejam p, € A e ¢, € BY entdao p, > 0 e g, > 0. Vamos
mostrar que p,-q, & C e, portanto, que C¢ # ) e com isso C' # (). Suponhamos, por absurdo,
que p, - ¢, € C'. Entao, existem p € A e ¢ € B tais que p, - ¢, = p - q. Nao podemos ter
Po < p, senao terfamos p, € A e nem ¢, < ¢, senao teriamos q, € B. Logo p < p, e ¢ < qo.

Pela monotonia da multiplicacao, p-q < p- qo < Po * o, que € absurso.

ii. Sejamr € C' e s <r. Se s <0, entao é imediato que s € C'. Suponhamos s > 0 e,
portanto r > 0. Da definicao de C, segue que existem p € A e q € B, taisquer = p-q,
p>0eq>0. Comor >0, segue que p > 0. Seja t = s/p. Mostraremos que t € B. De
fato, devemos ter t < ¢ pois senao, se ¢ < t, entao p-q < p-t,isto é, r < s. Portanto, t < ¢
e como B é corte, segue que t € B. Concluimos que s =p-tcomp € Aet € B e, portanto,

seC.
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iii. Finalmente, seja r € C' e mostraremos que existe s € C' tal que r < s. Se r < 0,
entao basta tomar s = r/2. Suponhamos r > 0. Neste caso, r € C significa que r = p - ¢
compe Aeqe B,p>0eq>0. Existemt € Aewu € B tal que p <teq < u, logo

r=p-q<t-q<t-u. Para concluir, basta tomar s =t - u.

Agora, seja a € Z(0), logo a < 0, de « € A e a € B, segue que « € AN B, isto é,
oa C AN B. ]

Definigao 2.3. Definimos maodulo de um corte A € §2, como seque.

A se Z(0)C A
oA se AC Z(0)

Al =

Proposicao 2.6. Dado A € Q com Z(0) < A, entdo o conjunto
B=A""=Q u{0lu{peQt;pteA® ¢ Jgc A, tal que q<p '}

¢ ainda um corte, onde Qt = {r € Q;r > 0}.

Prova: i. Claramente temos —1 € B. Seja p € A tal que p > 0. Temos que p~! € BC.
De fato, se fosse p~! € B, entdo teriamos p = (p~!)~' € AY, que é absurdo. Desta forma

mostramos que B # () e que B # (), isto é, B # Q.

ii. Sejam p € B e g < p. Se ¢ < 0, entao trivialmente temos ¢ € B. Suponhamos ¢ > 0
e, portanto, p > ¢ > 0. Temos p~! < ¢~'. Como p~' € A, segue que ¢! € A® e que ¢!

nao ¢ minimo de A¢. Concluimos que ¢ € B.

iii. Seja p € B. Vamos mostrar que existe ¢ € B tal que p < ¢. Claramente existe ¢ € B

com q > 0, logo, se p < 0, entao nao ha nada a ser demonstrado. Suponhamos p > 0. Por

~1
1 Tomando s = rp

definicao de B, existe r € AY tal que r < p~ temos r < s < p~!e,
portanto, s € AY. Tomando ¢ = s ! temos s = ¢ ! = ¢ ' <p™ ' = p < ¢qetambém q € B

pois 7' € A% e r < ¢7L. .
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Teorema 2.4. A operagao (produto)

®© @ OxQ — Q
(A,B) — AGB
o AOB se Z(0)<(ANB)
O(A®|B|) se Z(0)<A e B<Z(0)
S(|Al@B) se A<Z(0) e Z(0)<B
(JA|®|B|) se A< Z(0) e B < Z(0)

AGB=

\

satisfaz as sequintes propriedades

i) A B=B®A, VA, B € Q. (Comutativa)

ii) A©(BOC)=(A0B)oC, VA, B,C € Q. (Associativa)

iii) A® Z(1) = A, VA € Q. (Existéncia de Neutro)

iv) VAeQ, com A+ Z(0), 3B € Q tal que A® B = Z(1). (Existéncia do inverso)
Além disso vale

v) (AeB)oC=(AcC)a(Be (), VA, B,C € Q. (Distributiva)

Prova: i) Sejar € (A® B). Se r < 0, entdao é imediato que r € (B ® A). Suponhamos
r > 0. Podemos escrever r =p-qcomp € A, g € B, p>0e q > 0. Pela comutatividade do
produto de nimeros racionais, temos r = ¢-pcom g € B, p€ A, ¢ =2 0 e p > 0. Concluimos
que r € (B® A) e, portanto, (A ® B) C (B ® A). Da mesma maneira mostra-se a inclusao

contraria.

ii) Sejar € [(A® B) ® C] se r < 0 é imediato que r € [A® (B ® C)]. Entao suponhamos
r > 0. Podemos escrever r = (p-q)-s,comp € A, ge B,s€ C,p>0,q=>0es >0.
Pela associatividade do produto de numeros racionais, temos r = p - (¢ - s), com p € A,

g€ B, seC,p>0,qg=>0es >0. Concluimos que r € [A® (B ® ()] e, portanto,
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[(A®B)®C] C[A® (B ®C)]. Da mesma forma mostra-se a inclusao contraria.

iii) Observemos inicialmente que Z(0) C Z(1). Sejar € [A® Z(1)]. Novamente, se r < 0.
entao é imediato que r € Z(0) C A. Suponhamos 7 > 0. Escrevemos r = p-q com p € A,
g€ Z(1),p>=0eq>0. Oraq € Z(1) significa ¢ < 1, logo p-q < p-1,isto é, r < p. Como A
é corte, segue que r € A. Mostramos assim que [A® Z(1)] C A. Reciprocamente, seja r € A.
Se r < 0, entdo r € [A® Z(1)]. Suponhamos r > 0. Tomemos p € A tal que 0 < r < p. Se

= i, entdo 0 < g < 1 e, portanto, ¢ € Z(1). Concluimos que r =p-q € [A® Z(1)], isto é,

I p
AC[A® Z(1)].

iv) Neste caso temos que Z(0) <« A. Entao denotemos B = A®!, dado na proposicao
2.6 e provemos que A ® B = Z(1). De fato, seja r € (A® B). Se r < 0, entao r € Z(1).

Suponhamos r > 0. Entfo existem s € A, p€ Beq€ A® taisquer =s-p, s >0, p > 0,

1

q <p . 1

Como s € Aegq e A°, temos s < q. De ¢ < p~! segue que p < ¢~! e, pela
monotonia da multiplicagao, s - p < % < 1. Conclufmos que r € Z(1). Reciprocamente, seja
r € Z(1). Como antes, se r < 0, enté% é imediato que r € (A® B). Por outro lado, se r = 0,
entao, como 0 € Ae0 € B, temosr =0-0€ A® B. Suponhamos r > 0. Seja s € A com
s > 0 e n o menor natural tal que s- (r~1)® € B, tal n existe pois r € Z(1) = r < 1 e,
portanto, 7~! > 1 e (r~!)" é crescente e ilimitada e, consequentemente, s - (r~—1)" é crescente
e ilimitada. Tomemos p; = s- (r™ )" et = s-(r~1)". Pela escolha de n, temos p; € A

et € A°. Sejap € A tal que p; < p e tomemos ¢ = t~'-p~' - p;. De p; < p segue

que t < t-p-p;' = ¢ '. Obtemos assim que ¢~' € A® e dai que ¢ € C. Temos ainda

pg=p-tL-pt.pp=st-rm.s.(r 1" =r. Concluimos que r € (A® B).

v) Seja r € [(A® B) ® C]. Vamos mostrar que r € [(A©® C) @ (B ® C)]. Temos
Z(0) C (Ao C)® (B® () e, portanto, basta considerar o caso r > 0. Podemos supor ainda
que r > 0 pois, neste caso, se r é elemento do corte [(A® C) ® (B ® C)], entao 0 também é.
Neste caso, existem p € (A® B)eqg e C taisquer =p-q,p>0eq>0. Oradep € (A®DB)
podemos escrever p = s+t com s € Aet € B. Vamos mostrar que (s-q) € (A®C) (da mesma

maneira mostra-se que (t-q) € (B®C). Se s-q < 0, entao, é imediato que (s-q) € (A®C). Por
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outro lado, se 0 < s-¢, entdo, com ¢ > 0, temos s > 0 e dai segue que (s-q) € (A®C). Tendo
r=s-q+t-gcom (s-q) € (A®C) e (t-q) € (B&C), concluimos que r € [(A©C)& (B C)).

Agora Sejar € [(A® C) @ (B ® ()] e mostremos que r € [(A® B) ® C]. Como antes,
basta considerar o caso r > 0. Existem p € (A® C) e q € (B®C) tais que r = p+ ¢q. Como
0 < 7 temos p > 0 ou ¢ > 0. Para fixar as idéias, suponhamos p > 0. Neste caso, exsitem
se€Aete(Ctaisquep=s-t,s>0et >0. Vamos considerar os casos ¢ > 0, ¢ =0 e

q < 0.

(1) ¢ > 0: Existem u € Bewv € C tais que ¢ = u-v, u >0 e v > 0. Suponhamos t

v <
v
7 S

u-v
(o caso v > t se trata analogamente). Temos r = s-t+u-v = (s + T) -t. Como

temos que % € B. Segue quer € (A® B) & C.

(2) ¢ = 0: Tomemos ¢’ € (B® C) tal que ¢ < ¢'. Comor =p+q < p+q e, pelo caso
anterior, (p+¢') € [(A® B) ® C|, concluimos que r € [(A& B) © (.

(3) ¢ < 0: Escrevemos r = (s + ¢+t~ ') -t. Como ¢q-t~* < 0, segue que q-t~! € B.
Concluimos que r € [(A® B) ® C]. (observemos que s + ¢ -t~ > 0)

Verificamos as propriedades (i)-(v) para cortes nao negativos. Facamos o caso geral:

i) Comutativa:
1° caso (apenas um corte negativo). Digamos Z(0) I A e B < Z(0).
Entdo A0 B=6(A0|B|)=6(|B|©oA)=B0o A
2° caso (ambos os cortes negativos). Suponha A < Z(0) e B <1 Z(0).
Entdo A© B=|A|®|B| =|B|®|A| =B & A.

ii) Associativa:

1° caso (apenas um corte negativo). Digamos A < Z(0), Z(0) < B e Z(0) < C.
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Entdao A (BoC)=0[l4A|le(BoC)=0[(|A|eB)eoC]l=(Ae B)6eC.
2° caso (dois cortes negativos). Digamos A <1 Z(0), B < Z(0) e Z(0) < C.
Entdao A® (BoOC)=0[|A|o (|IBloC)=0[(|A|®|B])oC]=(AeB)6o C.
3° caso (os trés cortes negativos). A <1 Z(0), B <1 Z(0) e C' <1 Z(0).

Entao A® (BOC)=|Alo(|IB|leo|C|)=(|A|®|B))e|C]|=(A®B)6C.

iii) Existéncia do Neutro:

Se A< Z(0) temos que A® Z(1) =5[|A| 0 Z(1)] =o[Z(1) © |A]] = (8]|A]) = e(e4) = A.

iv) Exiséncia do inverso:
Se A <1 Z(0) entao Z(0) < |A| e tomamos B = S(|A|!). Assim A® B = A (8]4]°!) =
(elA]) @ (elAl7) = (1Al © [A%) = Z(1). "

Juntando os teoremas 2.1, 2.2, 2.3 e 2.4 obtemos o resultado.

Teorema 2.5. (0, ®,®, <) € um corpo ordenado.

O préximo teorema mostra que a relacao de ordem < é compativel com as operagoes de

adicao e produto de cortes.

Teorema 2.6. Sejam A, B,C € Q). Temos:

i. Se A B, entio A C 1 B®C.

ii. Se A BeZ(0)IC, entao A©OC IBGOC.
iii. Se A B eC <7Z(0), entio BOC IAGC.

Prova: i. Sejar € A® C. Entao existem p € Ae g€ C taisquer =p+q. Ora A C Bee,
portanto, p € B. Segue que r € B® C, logo A C C B C.

ii. Como A C B temos A® (5A) C B® (6A4). Do item (i), tomando C' = &A, obtemos
Z(0) C B&(0A). Temos Z(0) C (Be(cA))0C = (BOC)®(8A)GC. Somando A®C, ob-
temos (A©C)®Z(0) C (BOC)®((0A)0C)B(AGC) = AGC C (BOC)B(0A®A)0C =
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AOCC(BoO)®Z(0)oC = A0CC(BaC)®Z(0)= A0 C C BoC.

iii. Como o caso anterior, temos Z(0) C (B® (6A)) ® (&C) = [Be (&C)] @ [(6A) ®
(e0) = (Bol)c[BoEO)]a[(cd)o@l))e(BolC)= (BoC)C[(eC)oB)]e
(CoOB)d(AcC)= (Bo(O)C[eC)aC)oBas(AcC)= (BoC)C Ao CC. .

Proposigao 2.7. Z(p-q) = Z(p) ® Z(q).

Prova: Suponhamos inicialmente p > 0 e ¢ > 0, de modo que Z(0) C Z(p) N Z(q). Seja

reZ(p-q),istoé, r <p-q. Ser <0, entdo temos inicialmente que r € Z(p) ® Z(q). Supo-
r+p-q

nhamos r > 0. Teremos p > 0e ¢ > 0. Seja s = , de modo que r < s < p-q. Temos

r= (p . i) . (q . i) Vemos que "< e, portanto, Pr p. Segue que PT e Z(p).
s p-q s s s
’s
Da mesma maneira +— € Z(q). Concluimos que r € Z(p) ® Z(q).
p-q

Seja agorar € Z(p) ® Z(q). Se r < 0, entdo trivialmente temos r € Z(p-¢). Suponhamos
r > 0. Existem s € Z(p) et € Z(q) taisquer =s-t,s>0et>0. De0<s<pel0<t,q,
gragas a monotonia da multiplicagao, obtemos s-t < p-t < p-q. Concluimos que r € Z(p-q).
Suponhamos agora p < 0 e ¢ < 0. Assim obtemos —p > 0 e —g > 0. Logo Z(p-q) =
Z((=p) © (=q)) = Z(-p) © Z(—q) = 6Z(p) © ©Z(q) = Z(p) © Z(q).
Finalmente, suponhamos p > 0 e ¢ < 0 (o caso p < 0 e ¢ > 0 se trata de forma andloga).
Assim Z(p-q) = 6Z(—-p-q) = ©Z(p- (—q)) = 6(Z(p) © Z(—q)) = (Z(p) © ©Z(q)) =
o(6Z(p) © Z(q)) = Z(p) © Z(q). .

Note que pelas proposicoes 2.3 e 2.7 vemos que a aplicacao Z : QQ — 2 é um homomor-
fismo injetivo de corpos. Portanto a imagem Z(Q) = @’ é um subconjunto de 2 isomorfo a Q,
ou seja, Q' é uma copia dos racionais contida em 2. Por um abuso de notacao identificamos

Q= Q' e escrevemos Q C €.

Na sequéncia vamos verificar que o corpo ordenado (2, @, ®, <) é completo.

Definicao 2.4. i. Seja I’ € Q, I' # 0. Dizemos que um corte S € Q € uma cota superior de
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I'se AC S,VAeT. (ouseja, AS para todo A €T).
ii. Se I' C Q) tem cota superior entao dizemos que I' é limitado superiormente.

Definigao 2.5. Seja I' € Q,I' # 0 e I' limitado superiormente. Definimos o supremo de I’
como sendo a menor das cotas superiores de I', isto €, um corte S € €) € o supremo de I"

quando:

i. AJSVAeT.
ii. Se R ¢ uma cota superior de I', entao S < R.

Observagao 2.3. Se I' C 2 nao € limitado superiormente dizemos que o supremo de I' €

—+00.

Notacgao: supl' = supremo de T'.

Proposicao 2.8. Para todo I' C 2, ndao vazio e limitado superiormente tem-se que S =

UA . Entao S € Q.

Ael

Prova: i. ComoI' # (), 3A € Q com A € I' = S # (. Além disso, como I' é limitado
superiormente IM € €, cota superior de I', isto é, AC M,VAeT =S c M= M®c S°.
Logo S¢ # 0.

ii. Sejape SereQtal quer <p. Sendo p € S temos que 3A € I" tal que p € A. Ora A é
corte, r € A, ou seja, r € S.

iii. Sejap € S. Entao p € A para algum A € I'. Como A é um corte, vemos que existe ¢ € A

com p < ¢q. Ou seja dg € S com p < q. "
Teorema 2.7. O corpo ordenado (2,®,®, Q) é completo.

Prova: Devemos provar que todo subconjunto I' de 2 nao vazio e limitado superiormente

tem supremo finito. Seja entao I' C Q, " # () e ' limitado superiormente. Pela proposicao

anterior sabemos que S = (U A'| é um corte. Vamos provar que Supl’ = S. Com efeito,
Ael

é claro que para todo B € I' tem-se B C (U A) = 5, ou seja, S é cota superior de T
AeT
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Além disso, se M € Q) é cota superior de I' (A C M,VAe€T) = S = U A C M. Isto é,

Aerl’
provamos que S = supl’. "

Mudamos as notagoes e nomenclaturas como segue: um corte serd chamado de niimero
real, o conjunto €2 passa a ser denotado por R e serd chamado de conjunto dos nimeros

reais, os simbolos @, ® e < serao substituidos por +, - e < respectivamente.

2.2 Sequéncias de Cauchy

Cantor e Dedekind construiram, independentemente, o sistema dos nimeros reais. Seus
métodos eram distintos mas equivalentes. Apresentaremos aqui a construcao de Cantor. De-

dekind uilizou o método dos cortes, o qual foi mostrado na secao 2.1.

A ideia central na definicaio de Cantor para os nimeros reais é muito simples. Se OP
¢ um segmento cuja medida, com respeito a uma unidade de medida, nao ¢ um numero
racional, ¢ possivel encontrar segmentos de comprimentos racionais, os quais aproximam o
comprimento de OP tao quanto se queira. Isto nos permitira identificar o comprimento O P

com a sequencia dos comprimentos racionais de segmentos que aproximam OP.
A partir de agora examinaremos essa ideia com um ponto de vista mais rigoroso .

Adimita que nosso universo seja o conjunto dos niimeros racionais e vejamos alguns fatos

sobre sequéncias.

Definigao 2.6. i) Uma sequéncia de nimeros racionais € uma fungdao

X N — Q

n — z(n) =1z,

Denotamos a sequéncia x por (x,)nen-



Nimeros Reais 36

ii) Dizemos que uma sequéncia de numeros racionais (T,)nen € limitada quando IM €

Q tal que |x,| < M,Vn € N.

iii) Diz-se que a sequéncia de niumeros racionais (T,)nen converge para o nimero racional
L, ou tende para L e escreve-se x, —— L ou limx, = L quando: Ye > 0,dn, €

N (n, que depende de ¢) tal que |x, — L| < e sempre que n > n,.

iv) A sequéncia (x,)nen € de Cauchy quando ¥Ye > 0,3n, € N tal que se m,n > n, entao

|z — x| < €.

Teorema 2.8. Toda sequéncia convergente € de Cauchy.

Prova: Seja limz,, = L. Dado arbritariamente € > 0, existe n, € N tal que m > n, = |z, —
€ €
al<zen=n,=|r,—al < 3 Logo, dados m,n = n, = |y — n| < |Tp —a| + |z, —a| <

€
5 + 5= g, 0 que mostra ser (x,) uma sequéncia de Cauchy. "

Teorema 2.9. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Prova: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Tomando ¢ = 1, obtemos n, € N tal que
m,n > n, = |r, —x,| < 1. Em particular, n > n, = |z,, — x,| < 1, ou seja, n >
noe = T, € (x,, — 1,x,, +1). Sejam a o menor e [ o maior elemento do conjunto X =
{1,220, -+, T(ny—1); Tn, — 1,2, + 1}. Entdo z, € [a, 5] para cada n € N. Logo (z,) é
limitada. .

A reciproca do teorema 2.8 é falsa, ou seja, nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.
No préximo exemplo exibimos uma sequéncia (de nimeros racionais) de Cauchy mas que nao

¢ convergente nos racionais.

Exemplo 2.3. Considere a sequéncia (x,)nen de nimeros racionais definida indutivamente
por:

1'021
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E facil de ver que essa sequéncia é decrescente e limitada. Também podemos verificar que
() € uma sequéncia de Cauchy. Por fim vemos que (T,)neny ndo converge. Com efeito, se

(Zn)nen fosse convergente, digamos existe ¢ € Q tal que
limz, = c,

entao tomando o limite na expressao que define (x,,) teriamos que

2+ 2
2c

C =

ou ainda

=2
o0 que nao pode ser, pois sabemos que nao existe ¢ € Q tal que ¢ = 2.

Exemplo 2.4. Nem toda sequéncia limitada é de Cauchy. Por exemplo, a sequéncia (1 +
(—=1)") € limitada mas nao € de Cauchy. Com efeito, seja g = 2. Entao, qualquer que seja
k € N podemos tomar my =2k >k eny =2k+1> k. Como w9, = 2 € x9p+1 = 0 para todo
k € N, temos

[Ty — Ty | = |Tok — Topa1| = |2 — 0] = 2 = &y,
o que demonstra que (1 + (—1)") ndo € uma sequéncia de Cauchy.

Denotamos por S(Q) o conjunto constituido de todas as sequéncias de niimeros racionais.

Neste conjunto estao definidas duas operagoes, adicao e multiplicagao, como segue:

+  S(Q@xSQ — S
((®n), (yn)) = (Ca)nen

onde ¢, =z, + Yy, €

S(Q)x S(Q) — S(Q)
((Tn), (Yn)) = (dn)nen

onde d, = x, - Yn

Claramente vemos que a adi¢ao de sequéncias de nimeros racionais satisfaz as proprie-
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dades

i) Associativa;

ii) Comutativa;

iii) Existéncia do elemento neutro (0, = 0,Vn € N);

iv) Existéncia do oposto.

Também podemos ver que o produto do conjunto S(Q) satisfaz
v) Associativa,
vi) Comutativa;

vii) Existéncia do elemento neutro (1, = 1,¥n € N).

Note que para o produto nao temos a existéncia do inverso em todo conjunto S(Q).
Somente para as sequéncias (z,)nen tais que x,, # 0,Vn € N. E que podemos obter o inverso

1
(Yn)nen com y, = x—,vn € N.

n

No que segue fixamos a seguinte notacgao:
S1(Q): Conjunto das sequéncias (de nimeros racionais) que sao limitadas;
S.(Q): Conjunto das sequéncias (de nimeros racionais) que sdo convergentes;.
Sr(Q): Conjunto das sequéncias (de nimeros racionais) que sao Cauchy;
So(Q): Conjunto das sequéncias (de nimeros racionais) que convergem para zero.

Pelo o que foi visto até o momento temos

5.(Q) € 5¢(Q) € 5(Q) € S(Q)

Proposigao 2.9. i) S.(Q) é um sub-anel de S(Q);
ii) S¢(Q) € um sub-anel de S(Q);
iii) S;(Q) € um sub-anel de S(Q).

Prova: E imediato que os treés itens estao fechados para as operacoes de adicao e multi-

plicagao. "
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Definimos uma relacao em S;(Q):

(zn) ~ (Yn) = (T — yn) € So(Q)

ou em outras palavras

($n> ~ (yn) < lim (xn - yﬂ) =0.

n—oo

Proposigao 2.10. ~ ¢ uma relagdo de equivaléncia em Sy(Q). Além disso, esta relagdo €
compativel com a soma e o produto, isto €, satisfaz:

I— Tn+Cn)~ (Yn+Cp
se (xn) ~ (yn) entao para cada (c,) € S¢(Q) tem-se que ( )~ )

IT — (zpcn) ~ (Yncn)

Prova: De fato, é 6bvio que ~ é reflexiva pois (2, — z,,) = (0) € Sp(Q), ou seja, (x,) ~ ().
Agora suponhamos que (x,),(y,) € Sp(Q) tais que (x,) ~ (y,). Entao (x, — y,) €
So(@) = —(1n — 1) € 5(Q) = (v — 7) € 5(Q) = (ya) ~ (), provando-se

e (z,) € S¢(Q) tais que
zn) € So(Q). Dal resulta que

que ~ ¢é simétrica. Provemos a transitividade. Sejam (x,), (yn)

(xn) ~ (yn) € (yn) ~ (Zn) Entao (xn - yﬂ) € SO(Q) € (yn -
(zn —Yn) + (Yn — 20)] € S0(Q) = (v, — 20) € So(Q) = (x,) ~ (2,), 0 que conlcui a prova

de que “~” é uma relacao de equivaléncia.

Agora verificamos a compatibilidade da soma e do produto:

I. Temos
(xn) ~ () = (20 —yn) € 5(Q)
= (Tp — Yo+ Cn — Cn) € S0(Q)
= [(Tn +cn) = (Yo + ca)] € So(Q)
= (zp+cn) ~ (Yn+cn)
II. Temos
(@n) ~ () = (20 —yn) € SH(Q)
_
=
=
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Corolario 2.1. Se (z,,), (yn), (cn) e (d,) sao elementos de S§(Q) tais que (z,) ~ (yn) €
(cn) ~ (dy) entdo (z, 4 cn) ~ (Yn + dn) € (Tncn) ~ (Yndy).

Desde que “~” é uma relacdo de equivaléncia em S¢(Q), temos que S;(Q) se divide
em classes de equivaléncia, ou seja, para toda sequéncia (z,,) € S;(Q) temos sua classe de

equivaléncia dada por

(zn) = {(yn)nEN € Sf(@); (Yn) ~ ($N)}

Também temos o conjunto quociente constituido de todas as classes de equivaléncia:

(@) ~) = (@) (@) € $5@)}

isto é, <S 1(Q)/ ~ ) ¢ o conjunto de classes de equivaléncia das sequéncias de Cauchy. E

claro que

(1) = (yn)

se, e somente se,

(27 — yn) € S6(Q).

Definicao 2.7. Definimos as operacoes de adi¢ao e de multiplicagao

o ¢ (5@ ~)x (S@)~) — (S@/~)

() — (o) @ () = (o + )

o ¢ ($/@/~)x (/@) ~)
(). (o))

Teorema 2.10. <<Sf((@)/ ~ ),GB, @) é um corpo.

Prova: Sejam a = (z,), 5= (yn), A = (cn) € <Sf((@)/ ~ ) Entao
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(egar = (@w)eb)) o)

iii) Considere a classe de equlvalenma 0’ determinada pela sequéncia constante igual

= (0),
a zero. Para todo o = (z,,) € < > em-s

a®0' = (2,) ® (0) = (wn +0) = () =

Portanto, 0’ é o elemento neutro da adi¢do definida sobre (S Q) ~ > Notemos que uma
sucessao (w,,) pertence a classe de equivaléncia 0’ se, e somente se, (w,,) é congruente a zero.
Entao, 0 = Sp(Q).

iv) Seja a = (z,) um elemento qualquer de (S 1(Q)/ ~ ) e consideremos a classe de equi-

valéncia —a = (—z,). Temos

ad (_O‘) = ('Tn) D (_xn) = (xn _xn) = ( ) =0

Portanto, —a = (—x,) é o oposto de a = (z,,).
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V)

@ofor = (@)ob) o)

vi)

vii) Considere a classe de equivaléncia 1’ = (1) determinada pela sequéncia constante igual

)
a um, temos para todo a = @ € (Sf(@)/ ~ >

001 =T o) =t 1) = (@) = a

Portanto, 1’ é o elemento neutro da multiplicagdo definida sobre (S 1(Q)/) ~ )

viii) Seja a = (z,) # 0. Logo, (x,) € So(Q) e (z,,) € S;(Q). Daqui resulta, que 3p € N tal
que z, # 0 Vn > p. Consideremos entao a sequéncia (y,) € S(Q) definida por y; = 1 para
i=0,1,---,pey, =2z, Yn>p. Vemos que (y,) € S¢(Q), (yn) ~ (z,,), € y, # 0,Vn € N.

1 1 —
Seja z, = —,Vn € N. Entao a ® (2,) = (yn) © (2n) = (Yn - 2n) = (yn : y_) =(1)=1, ou

seja, (2,) é o inverso de a o qual denotamos por a~!.
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viii)

BN = @) (o) @)
= @) © (g + )
= (o G+ )
= (Tp Yn+ Tpn-Cn)

= (T Yn) © (7 - )
= ((#n) © (yn)) ® (¥4) © (cn)
= aOfBaGA

Denotamos os seguintes conjuntos:

P,={x € Q;z > 0} (racionais ndo negativos),

P’ ={r € Q;x >0} (racionais positivos).

Defini¢ao 2.8. Dizemos que uma sequéncia (x,)nen € Sp(Q) € estritamente positiva se

existem M € P’ en, € N tais que M < x,, Yn > n,.

o

Proposicao 2.11. (z,)nen € Sf(Q) € estritamente positiva se, e somente se, (Tp)nen &

So(Q) e In, € N tal que 0 < x,, Yn > n,.

Prova: A ida é imediato. Por outro lado, suponha que (x,)nen € So(Q), existe n, € N tal
que 0 < z,,Yn > n,, € (T,)neny N0 é estritamente positiva (VM € P e Vn, € N sempre

existe n > n, tal que z,, < M). Deste ultimo fato podemos extrair uma subsequéncia (z,, )

que converge para zero. Absurdo, pois (2, )neny € Sr(Q). .

Proposicao 2.12. Sejam (), (y,) € Sp(Q) tais que (y,) € (z,) e (x,) € estritamente

positiva. Entao (y,) também é estritamente positiva.

Prova: Primeiramente note que das hipé6teses resulta que (y,) ndo converge para zero, pois
caso contrario, se (y,) convergisse para zero, como (y, — x,) converge para zero, Terfamos
que x,, = (Y — (yn — T,,)) convergiria para zero, o que nao pode ser ja que (z,) é estritamente

positiva.
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Agora, IM € P e ny € N tal que M < z,, Vn > n;. Como (y,, — x,) converge para zero,

dns € N tal que

M M M M
—?<yn—xn<7:>xn—7<yn<xn+7, Yn > ng

Seja n, = max{ny,ny} assim

M M M
M= _ =
5 2<513n 2<yn, Vn > n,

Definigao 2.9. Dizemos que um elemento o = (x,) € <Sf(@)/ ~ ) ¢ estritamente positivo

se, e somente se, (x,) € St(Q) € estritamente positiva.

E claro que se « é estritamente positivo entao a # 0’ = (T) Introduziremos o subconjunto
P = P*U {0} onde P* = {a € (Sf((@)/ ~ >;a é estritamente positivo}. Os elementos
a € P sao ditos nao negativos. O proximo lema reuni importantes propriedades do conjunto

P. Aqui (6P) = {6a;a € P}

Lema 2.1. i. P& P C P (A soma de elementos de P ainda estd em P).

ii. PN (eP)={0} (O neutro é o unico elemento que estd em P e SP).

iii. PU(GP) = <Sf(@)/ N) (Quando reunimos P com © P obtemos o corpo <Sf(@)/ ~ ))

iv. P® P C P (O produto de elementos de P ainda estd em P).

Prova: i. Sejam o = (x,) ¢ 8 = (y,) dois elementos quaiquer de P. Se a = 0/ ou 8 = 0/,
é imediato que (o @ ) € P. Logo podemos supor que o # 0 e 3 # 0. Neste caso exsi-
tem p,qg € N e My, My € P} tais que M; < x, VYn > pe My, < y, Vn > q. Tomando-se
ne, = maz{p, q} teremos 0 < My + My < x,, +y, ¥n > n,. Portanto, (z, +y,) é estritamente
positiva e entao (a @ () € P*.

ii. Seja a = m um elemento de P N (—P) e suponhamos, por absurdo, que o # 0.

De a € P* resulta que existe p € N tal que 0 < z,, Vn > p. Por outro lado de o € (&P)
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vem S« = (—z,) € P*, logo existe ¢ € N tal que 0 < —z,, ou z,, < 0, ¥n > ¢. Tomando-se

n > maz{p,q} teremos 0 < z, e z,, < 0, que é um absurdo. Logo a = 0/".

iii. Sejaa = (z,) € (Sf(@)/ ~ ) e suponhamos que a € P. Logo, (z,) nao é convergente
a zero, portanto existe M € P; e existe n, € N tais que M < z,, ou z,, < —M Vn > n,, ou

seja, Oa € P* e entao oo € P.

iv. Sejam o = (z,) e f = (y,) dois elementos quaiquer de P. Se a« = 0/ ou g = 0,
é imediato que (o ® ) € P, logo podemos supor que a # 0 e § # 0'. Neste caso temos
a® B = (zn-ya) # (0), ou seja, (x, - y,) nio é convergente a zero. Por outro lado, existem
nimeros naturais p e ¢ tais que x,, > 0 Vn > p ey, > 0 Vn > ¢. Portanto, Vn > max{p, q}

teremos x, - y, > 0 e entdo, (x, - y,) é estritamente positiva, ou seja, (o« ® ) € P*. .

Definig¢ao 2.10. Dados o, € <Sf(@)/ ~ ), dizemos que o 4 (3 se, e somente se, (BO«) €
P. Ou seja, sendo oo = (x,) e 5= (yn) € <Sf(@)/ ~ ), a < [ se, e somente se

i (Y —2n) = (0) &= (Y — z0) — 0 <= (0) = (y0)

ou

il. (yo —xn) € P, isto €, (yp — x,) &€ So(Q) € In, € N tal que 0 < (y, — z,), Yn >mn, ou
ainda T, < Yp, YN > n,.

Teorema 2.11. “ 7 € uma relagao de ordem total em (Sf((@)/ ~ ) que é compativel com

a adicao e a multiplicacdo. Isto €, Dados o, 3,7 € (Sf(@)/ ~ ) tem-se que
(1) a<dpoufQa
(2) i. a Qa,
ii. Seadpfepf Jda entaoa=p
iii. Sea df ef Jv entio a Iy
(3) i. Seadf entioa®y I Dy

ii. Seadfentioa®yIpFOyseyeP
iii. Sea < B entao fOyLa®y sey € (—P)
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Prova: (1) Sejam «, 3 € (Sf((@)/ ~ ) entao pela propriedade (iii) do lema 2.1 temos que
(Bea)e Pou (fea)e oP. Logo a4 5 ou B <a, o que prova (1).

(2) i. E 6bvio que a < a pois a & a = (0) € P.

ii. Suponhaqua < fe S Jdaentdo (foa) € Pe (a6 f) € P,ouainda, (Boa) € (©P).
Mas como (B© a) € Pe (6 «a) € (6P) pela propriedade (ii) do lema 2.1 temos que

& a=(0) entao f = a.

iii. Sejaa <4 e S dv, entdo (BSOS a) € Pe (y© ) € P. Pela propriedade (i) do lema
2.1 temos que [ S a) @ (YO B)] € P, isto é, (y© a) € P. Logo a <.

(3)i. Sejam a4 ey € (Sf((@)/rv) entdo (& «) € Pouainda (6 a®vy6vy) € P
segue que (8 ®7) © (@))€ P. Logo a®y I @ .

ii. Sejam aw I f ey € P. De a < f temos que (8 & a) € P. Logo pela propriedade (iv)
do lema 2.1 temos que (& a) ®y € P,isto é (BOySa®vy) € P,logoa®y <[ O 7.

iii. Sejam o < B ey € (6P). De a < temos que (8 © a) € P e ©y € P. Logo temos
que (BE a) ® (&) € Psegue (a ©7S S ®7) € Peportanto f Oy < a® . .

Associando os teoremas 2.10 e 2.11 concluimos que <(Sf(@)/ ~ >,@7 o, ﬁ) é um corpo

ordenado. Definimos a seguinte fungao
Z: Q@ — (S/@/~)

r — Z(z)=(2)

onde (x) é a classe de equivaléncia definida pela sequéncia constante z,, = z,Vn € N.
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E facil ver que a funcdo Z ¢ injetiva. De fato, se Z(z) = Z(y) entdo (z) = (y) se, e

somente se, a sequéncia constante (x — y) converge para zero, isto é, x —y =0 <z = y.

Além disso, podemos ver que:

Proposigao 2.13. Para todo x,y € Q temos que:
i) Z(x+y) = Z(x) @ Z(y);
i) Z(z-y) = Z(x) © Z(y);

iii) x <y implica Z(x) < Z(y).

Prova: i) Z(z+y) = (¢ +y) = (@) ® () = Z(x) ® Z(y).

i) Z(z-y) = (v-y) = (2) © (y) = Z(x) © Z(y).
) =0

temos que Q' é um subcorpo do corpo <Sf(@)/ ~ > e Z :Q — Q' é um isomorfismo de
corpos. Identificando Q e Q' por meio do isomorfismo Z, escrevemos 0 =0, 1 = 1" e, de um
modo geral, x = Z(z). Com tal identificagdo, com um abuso de linguagem, dizemos que o

corpo Q dos nimeros racionais ¢ um subcorpo de <S 1(Q)/ ~ >

Vejamos agora que para toda sequéncia (x,)neny € Sf(Q), por meio da aplicagdo Z,
temos automaticamente uma sequéncia (Z(xn))neN = (Z(21), Z(x3),...) em (Sf((@)/ ~ )

Também observamos que a sequéncia (z,),en € Sf(Q) define uma classe no quociente S¢(Q)

que denotamos por L = (x,)

O fato surpreendente vem com o seguinte resultado:

Teorema 2.12. Com a notagcdo acima, para toda sequéncia (T,)nen € Sf(Q) tem-se que

(Z(xn))neN converge em (Sf(@)/ ~ ) elim Z(z,) = L = ().
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Figura 2.1: funcao Z

Prova: Seja (z,)neny € S§(Q) ec >0, ¢ € (Sf(@)/ ~ ) Je; € Q tal que 0 < g1 < e.
Como a sequéncia é de Cauchy In, € N tal que |z, — z,| < 1, ou &, — &1 < T, < T, + €71,

Vm,n > n,. Fixemos p > n, e indiquemos x, por . Logo x — &1 < x,, < x + €1, VYm > n,.

Assim (z —¢e1) < (2,) < (z+ &) segue que (2) © (g1) < (z,) < (z) @ (1) ou ainda
o(e1) < LS (z) < (£1) com isso obtemos |(z) © L| <1 (1), isto é, |(x,) © L| < (7). Portanto

|Z(x,) — L| < (1) <&, Vp > n,. .

Definigao 2.11. Seja (K, +, -, <) um corpo ordenado qualquer e seja o conjunto ¢ = {1',1'+
UV, UV4+1+1,---}. O corpo K € arquimediano quando o conjunto ¢ € ilimitado superiormente,

1sto €, Va € K, 48 € ¢ tal que a < B.

Exemplo 2.5. O corpo Q dos niumeros racionais € arquimediano, neste caso o conjunto

¢ =N que ¢é ilimitado.

Exemplo 2.6. O corpo definido pela sequéncia cujo n-ésimo termo € x, = — nao € arqui-
n

mediano.

Teorema 2.13. <<Sf(@)/ ~ ),@, ®, Sl) € um corpo arquimediano

Prova: Devemos provar que o conjunto ¢ = {(1), (1)+ (1), (1)+(1)+(1), ...} ndo é limitado,
ou seja, dado o = (x,,) € (Sf((@)/ ~ ),EIB € ¢ tal que a < f.

Veja que ¢ = Z(N) entéo f € ¢ < [ = (a) para algum a € N. Como (z,,) € S;(Q) temos
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que (z,)nen € limitada, ou seja, IM € Q tal que |z,| < M, Vn e N& —-M <z, < M,
Vn € N. Por outro lado, o corpo dos niimeros racionais Q é arquimediano. Logo deve existir

a € Ntal que z, < M < a, Vn € N.

Portanto (x,,) < (a) ou seja 35 = (a) € ¢ tal que a < . n

Observacao 2.4. Como (Sf((@)/ ~ ) é arquimediano, dado € € (Sf(@)/ ~ >, e >0,

1 1
de1 € Q tal que 0 < €1 < g, de fato, dado e >0, — > 0= 3dn € N tal que — < n = — < ¢,
€ € n

1
basta tomarmos €1 = —.
n

Observagao 2.5. Q ¢ denso em (Sf((@)/ ~ ), isto €, se a,b € (Sf(@)/ ~ ), a <b

entao existe ¢ € Q tal que a < ¢ < b. De fato, por (Sf(Q)/ ~ ) ser arquimediano, existe

<mn e portanto a-n+1 < b-n. Por outro lado, existe m € 7 tal que

1
nENtalqueb

m—1<a-n<m, portantoa-n <m <L a-n+1<b-n de onde seque que a < mn < b.
n
Lema 2.2. Dado o € (Sf((@)/ ~ ),El(an)neN € S(Q) crescente talque lim Z(a,) = «

Prova: Por um abuso de notagao escrevemos a,, no lugar de Z(a,). Se a € Q = (a —

1) =a, € Qe a, < a. Tome a; = a—;ao,ag = a—gal,...,an = %, ou ainda,
1 1
|oz—a1]:1,|a—a2|:§,|a—a3|:§,...,|0z—an|:2—n

Mas a sequéncia (x,)peny = on COLVerge para zero, logo (an)nen € S(Q) crescente e lima,, =
a.
Agora para o € <Sf((@)/ ~ ) basta observamos que Q é denso em (Sf((@)/ ~ ) e seguirmos

pelo mesmo caminho utilizado anteriormente. .

Teorema 2.14. O corpo (Sf((@)/ N) € completo.

Prova: J4 vimos que <S Q) ~ > é arquimediano, entao basta mostrarmos que

s ((s5@/ ~)) =5 ((Sr@/ ~)).

Seja (a,) uma sequéncia de Cauchy em S;(Q)/ ~, entdo existe, para cada n € N, uma
sequéncia crescente (a;,,)ien € S(Q) que é convergente para «,,, logo, para todo € € P existe

, . € T .
um menor numero natural ¢ tal que |a;, —a,| < 3 e para este indice ¢ colocaremos b,, = a; ,.
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- . . €
Obtemos deste modo, uma sequéncia (b,), de numeros racionais tal que |b, — a,| < 3
Vn € N. Mostraremos, inicialmente, que esta sequéncia é de Cauchy. Com efeito, como ()
p . € . .

é de Cauchy, existe n, € N tal que |a,, — a,| < 3 quaisquer que sejam m e n, com m > n,
e n > n,. Portanto, se m e n sao dois nimeros naturais quaisquer, com m > n, € n > n,,

teremos

|bm—bn|§|bm—ozm|+|am—an|+|an—bn|<3-§=6,

ou seja, (b,) é de Cauchy. Logo (b,) é convergente para o = (b,), assim, existe n; € N tal
que

2
|bn—oz|<§8 Yn > ny

Por outro lado, tem-se
la, — af <ay —by| + |by — | < §+\bn—a| Vn e N

portanto, qualquer que seja n > ny, teremos

| |<5+25
Qy — o -4+ — =g,
3 3

isto é, (av,) é convergente para c. .

Mudamos as notagoes e nomenclaturas como segue: uma classe de equivaléncia sera cha-
mada de ntimero real, o conjunto (S 1(Q)/ ~ > passa a ser denotado por R e serd chamado
de conjunto dos nimeros reais, os simbolos &, ® e < serao substituidos por +, - e <

respectivamente.

Observacgao 2.6. Podemos provar que (2, ®,®, ) e ((Sf(@)/ ~ ),GB, o, 31) sdo isomorfos
ou mais ainda, todos os corpos ordenados completos que contém um subcorpo isomorfo aos

ractonais, sao isomorfos entre si.
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2.3 Caracterizacao via decimais

Neste ponto assumimos construido o corpo ordenado completo (R, +, -, <) dos niimeros reais
e 0 passo seguinte é caracterizar os numeros reais por meio de expressoes decimais. Ou
seja vamos verificar que é possivel expressar um nimero real por meio de decimais e, além
disso, é possivel separa-los em duas classes distintas: a classe dos decimais periddicos que
se identifica com os nimeros racionais e os decimais nao periddicos que se identifica com os

numeros irracionais.

Denotamos

& = conjunto das expressoes decimais

veremos que € possivel definir uma correspondéncia biunivoca entre uma parte de £ e o con-
junto dos nimeros reais R. Isto permite identificar os niimeros reais com expressoes decimais

e, com isto, estes objetos a priori de natureza distinta passam a ser a “mesma coisa”.

Nossa abordagem sera construir uma funcao

F: &€ — R

a — Fla)=a

tal que F' é sobrejetiva e “quase injetiva”. Aqui o termo quase injetiva significa que elimi-
nando certos elementos de £, F' torna-se injetiva. Depois, vamos caracterizar um subconjunto
D C & tal que F(D) = Q ou, em outras palavras, vamos caracterizar as expressoes decimais

que sao numeros racionais.

Vamos lembrar um resultado que serd usado logo a frente. Dada uma progressao geométrica
(PG) z1, 29, x3,...,2,,... de razdo ¢, temos que a soma dos n primeiros termos é dada por

zy - (1—q")

o = (1-q)



Nimeros Reais 52

Definicao 2.12. Denomina-se expressao decimal um par da forma

o= (ao, (an)neN) = Qp,A1Q2 .. .0y . ..

onde a, € um inteiro nao negativo (a, = 0) e os a; sao inteiros tais que 0 < a; < 9, ou em
outras palavras, a, € a parte inteira da expressao decimal e a,, € o n-ésimo digito da expressao

decimal.

Para cada o € £ podemos associar uma sequéncia de nimeros racionais

+ 2, 4
Oy =0y +—+—+...+—.
10 ' 102 107

Também ¢é possivel ver que para todo n € N tem-se

S TR . R T (S
=0+ —+—+... +—<ag+—+—+...+—=aqa, o —
10 ' 102 107 10 107 107

e nesta ultima igualdade utilizando soma de PG, obtemos

1 1 1
g ° S N 1—— = Qo 1—— o 1,
o, <a,+9 {9 ( 10”)} a +< 10”) < (a,+1)

isto é, (an)nen € limitada.

&1 a2 .- Qp
@ = - & &
Qo a, + 1

Figura 2.2: sequéncia limitada

Como (v, )nen € nao decrescente e limitada e R é completo temos que existe um nimero
real @ tal que a,, — @ («, tende a @, significa que «,, torna-se arbitrariamente préximo

de @, a medida que n cresce. Dizemos que @ é o limite de «,, e escrevemos @ = lima,,), e
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€eSCrevernos
00

aq (05} Qp, Qp,
10102 a0 T Ao

Frisamos que ao afirmarmos que existe & estamos assumindo que R é completo.

Resumindo, dado a expressao decimal
a = Qp,Aa102 ...y

associamos a numeros real

Por um abuso de notagao escrevemos

ou ainda,
[o.¢]
Qnp,
ap, 102 ... Qp ... = E W
n=0

A partir deste ponto nao faremos distin¢gao alguma entre o nimero real @ e a expressao de-

cimal «.

Veja que definimos uma fungao

Na pratica, sempre aproximamos o nimero real a por a,,, isto é,

o

Q

o
s

Esta aproximacao gera um erro

- 10n+1 10n+2 10n+k; 10n+k

0o J
Ap+1 Ap+2 Ap+k . Qp+k
R, =a—q, ntl oy ot —l—...:E nt :111115 nt
— 00
=1 T4
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Denotamos '
J
o A4k
SJ o Z 10n+k
k=1
Note que
o On41 Ap42 A5 9 9 9
SJ ~ 1ontt + 10n+2 +F 107+ T 1Qn+l + 10n+2 +oF 107+7

_ 9 1 1
= . W+"'+10”+j

SR )

1
— =10,V
< 10n V]

Logo lim S; < 107". Assim vemos que o erro satisfaz 0 < R, < 107",
j—oo

Conclusao: Toda expressao decimal é um nimero real

o0

a“f'b
ap, 102 ... 0p ... = W
n=0
e aproximando
n
g
g, A1A2 ... 0p ... = W
k=1

o erro nao ultrapassa 10".

A funcao F : £ — R é sobrejetiva, ou seja, todo niimero real é uma expressao decimal.
Com efeito, dado a € R, sem perda de generalidade podemos supor a > 0, (pois o0 caso a < 0
¢ andlogo, somente trocando de sinal) definimos

ap = maior inteiro tal que 0 < a9 < «

a
a; = maior digito tal que %‘Fﬁ <o
ior digito tal 2
as = maior digito tal que q¢p + — + — < «
2 g q 0 10 102
. ;. aj an
a, = maior digito tal que a9 + — + ...+ — < «

10 10m
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Pela definigao de F' temos claramente que F'(ag, ajasy...a, ...) = .

F: & — R é “quase injetiva”! Com o termo quase injetiva estamos querendo dizer que:
retirando do cojunto £ as expressoes decimais que terminam por uma sequéncia de digitos
9, temos que F' se torna uma funcao injetiva. Voltaremos sobre isto mais a frente. No que
segue vamos estudar situacgoes particulares, nas quais uma expressao decimal é um nimero

racional. Dividimos nosso estudo em 3 casos:

1° caso: « é uma expressao decimal de modo que a partir de um certo indice, todos os

digitos a, se tornam iguais a zero (decimal finita)

a = ag,a10s - .. a,000. ..

Aoy ... Q4

451 5] Qn, n ’ . ’
Neste caso, a =ap+ —+—=+...+ — = ¢ um numero racional (na verdade é

10 102 107 107
uma fragao decimal, fracdo cujo denominador é uma poténcia de 10). Resumindo, expressao

decimal finita é uma fracao decimal.
E lo 2.7. 13,428000 13 + 1 + 2 + i 13428
emplo 2.7. S —F =t == —
xemp ’ 10102 10% 1000
2° caso: a é um expressao decimal de modo que os primeiros p digitos apos a virgula se

repetem indefinidamente na mesma ordem (Dizima periodica simples)

a=0,a1ay...apa10z...0a,. ..

(2.1) Caso a = 0,aaa. ..

n=1 =1
o L Y
n—oo | 9 107 9
Exemplo 2.8. 0,9999... = 1. Este simbolo (0,9999...) representa o nimero cujos valores

aprorimados sao 0,9; 0,99; 0,999, e etc. que € o niumero 1
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Observacao 2.7. F(0,999...) = 1, F(1,0000...) = 1 e no entanto enquanto expressoes
decimais 0,999 ... 1,000. ...

(2.2) Caso a = 0, ababab . ..

—0,ababab.. =20 4 b0 9y zn:b LYY,
4T anaan = 102 T s T 100 102 T ahe &\ 102)) T abw0g
oLy

102n 99

37
Exemplo 2.9. 0,373737.. =9

(2.3) Caso a =0, @10z . ..apa10z ... ayp. ..

k

_a1ag...Qp Q1Gy...0Qp G103 . 1 . 1020y
7w T aw T 103p r}ir?oz“m (10?) =09
1_ 1 _ Az ay

10mp 99...9 °

—
p vezes
521

E lo 2.10. 0,521521521 ... = —
xemplo , 599

Resumindo: Toda Dizima periddica simples é uma fragao (portanto um niimero racional)
cujo numerador é o periodo e cujo denominador é o nimero formado por tantos noves quantos

sao os algarismos do periodo.

3° caso: « ¢ uma expressao decimal de modo que depois da virgula tem uma parte que

nao se repete, seguida por uma parte periédica. (Dizima periédica composta)

a=0,biby... by aray...ap a1as...a, ...
~— ——

nao se repete parte periédica

Temos:
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10Fa = biby... by, a1az ... aparas...ap... =biby... by +0,a10z...apa1as...qay. ..
a1z ... 0ap (blbgbk)(999)+(a1a2ap)
= biby...b =
1020+ 799 g 99...9
—
p vezes
_ (blbgbk) [1Op—1]+(a1a2...ap)
99...9
_ (blbg ) 10p+(a1a2...ap)—(blbz...bk)
99...9
_ (blbg Ce bk&lag ap) <b1b2 ce bk)
99...9
N o = (blbg Ce bkalag ap) (ble Ce bk)
(99...9) - 10

35172 —35 35137
99900 99900

Exemplo 2.11. 0,35172172.

Resumindo: A geratriz de uma dizima peridédica composta é a fracao cujo numerador é
igual a parte nao-periddica (35) seguida de um periodo (172), menos a parte nao-periddica e
cujo denominador é formado por tantos noves quantos sao os algarismos do periodo, seguidos

de tantos zeros quantos sao os algarismos da parte nao-periédica.

Pelos casos 1, 2 e 3 podemos ver que expressoes decimais periddicas (simples ou compos-

tas) representam nimeros racionais, ou seja, denotando
D = conjunto de todas as expressoes decimais periddicas,

temos que

DCE e F(D)CQ

Reciprocamente, Q C F(D), ou seja, todo numero racional é representado por uma ex-
~ . <y - , . p R
pressao decimal peridédica. De fato, dado um ntmero racional = efetuamos a divisao de p por
q
q, acrescentando zero ao dividendo p enquanto se tiver um resto nao-nulo. Como nas divisoes

sucessivas se pode ocorrer resto 0,1,2,...,(¢ — 1) apds, no méximo ¢ divisoes teremos uma
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repeticao do resto e, a partir dai os digitos no quociente vao reaperecer na mesma ordem.

Assim temos uma expressao decimal periddica.

Portanto

F(D) = Q.

e por conta disso dizemos que os niimeros racionais sao os decimais periddicos enquanto que

os irracionais (R \ Q) sdo os decimais infinitos e nao periédicos.

Uma confusao que ocorre entre professores de matematica do ensino regular, é achar
que com este procedimento fizemos uma construcao dos nimeros reais utilizando expressoes
decimais. Com este raciocinio, nds apenas caracterizamos os niimeros reais supostamente as-
sumida a existéncia destes como decimais. A construcao via decimais pode ser feita seguindo

0s passos seguintes:

1) Defina um niimero real como um par (a, (bn)neN), onde a € Zeb, € {0,...,9} de
modo que nao existe M € N tal que b, = 9 para todo n > M, isto é, a sequéncia nao é

constante igual a 9 para indices grandes.

2) Represente por R o conjunto de todos os nimeros reais e defina uma relagao de ordem
em R do seguinte modo: dizemos que (a, (bn)) < (c, (dn)) se a < cou, se a = ¢ e para algum
n € N tivermos b, < d,, mas b; = d; para 1 < j < n. Com essa definicao prove que todo

subconjunto limitado possui supremo.

3) Dado a = (a, (b,)) para cada k € N definimos

o = (a, (b))
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onde
b, se 1<n<k

bl
" 0 se k>n

Assim para a = (a, (b,)) e 8 = (c,(d,)) defina

a+ = sup{(ay + Br); k € N}

a- = sup{(ay - Br); k € N}.

4) Por fim prove que (R, +,+) é um corpo.

2.4 Propriedades dos niimeros reais

Proposicao 2.14. (R, +,-, <) é um corpo arquimediano, isto €, dado x € R, 3In € N tal que

1
x <n. Ou, equivalente, Vx € R com x >0, dn € N tal que 0 < — < x.
n

Prova: Suponhamos, por absurdo, que N seja limitado superiormente e seja s = supN.
Temosn < s Vn €N. Seguequen+1<s VneN. Logon <s—1 Vn €N, ouseja, s — 1

é cota superior para N que é menor que supN, absurdo. "

Teorema 2.15 (Dos Intervalos Encaixantes). Se ((an, b)), oy € uma sequéncia de intervalos
+oo

encaizantes, isto €, [an,by| D [ani1,bnr1] Vn € N, entdo ﬂ[an,bn] =+ ).

n=1
Prova: Seja A = {a,,;m € N}. De [ay,,b,] D [ans1,bns1] obtemos que a, < a1 < bpyg <

b,. Dal segue, que a,, < b, quaisquer que sejam m,n € N. Isto é, b, é cota superior de A.
+o00

Pelo Teorema da completeza de R, ds = supA. Mostremos que s € ﬂ [a,,b,]. Sejan € N.
n=1

Temos que s é cota superior de A, logo a,, < s. Além disso, s é a menor cota superior de A,

portanto, s < b,. Concluimos que a,, < s < b, ou seja, s € [a,, by,]. .

Teorema 2.16. O conjunto R é nao-enumerdvel, ou seja, #N < #R.

Prova: Para provar que R é nao enumeravel, vamos mostrar que nao existe fungao sobrejetora

de N em R ou, de maneira equivalente, provamos que qualquer funcao f : N — R nao é
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sobrejetiva.

Seja f : N — R e seja I1 = [ay, b1] um intervalo fechado tal que f(1) ¢ I;. Dividimos este
intervalo em trés partes da seguinte maneira: Tomamos by, c; € I tais que a; < by < ¢; < dy
e assim obtemos I; = [a1, b]U[by, ¢1]U[cy, dy]. Certamente f(2) nao pertence a alguns desses
intervalos que denotaremos I,. Repetimos o processo com o intervalo Iy, o dividimos em
trés partes e definimos I3 como sendo uma dessas partes tal que f(3) ¢ I3. Continuando
indefinidamente estre processo, construimos uma familia (I,),en de intervalos fechados e
limitados tais que I, D I,y e f(n) € I, qualquer que seja n € N. Pelo Teorema dos
intervalos encaixantes, s tal que s € I, Vn € N. Segue imediatamente que s # f(n)

qualquer que seja n € N e portanto f nao é sobrejetiva. .

Coroléario 2.2. O conjunto (R —Q), o qual é chamado de conjunto dos nimeros irra-

ctonazis, nao ¢ enumerdvel.

Prova: Temos R = QU (R — Q). Sabemos que Q é enumeravel. Se (R — Q) também o fosse,

R seria enumeréavel, como reuniao de dois conjuntos enumeraveis. "

Teorema 2.17. i. Q € denso em R.

ii. (R—-Q) ¢ denso em R

Ve,y € R comzx <y, Ir € Q tal que x < r < y.

1
Prova: i. (a) Seja x = 0 < y. Pela proposicao 3.0.8, In € N tal que 0 < — < y, onde
n

1
—=reqQ.
n

(b) Seja 0 < x < y. Neste caso vamos provar que In,m € N tais que nx < m < ny <=z <
m

— <.

n

1
Como N é ilimitado superiormente, In € N tal que <n<=l1<ny—nr<<= l+nzr <
x

ny.
Além disso, como 0 < nz temos que Im € N tal que (m — 1) < nz < m. Logo m =
1+ (m—1) <1+ nx <nyouainda nz < m < ny.

(c) Sejay <z =0esejay <z <0. Em ambos os casos mensionados, basta multiplicarmos
por (—1) que teremos os mesmos casos (a) e (b).

. Mas mostramos

ii. Sejam z,y € R com z < y. Logo como /2 é irracional, temos <

Sl
Sl
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anteriormente que entre dois nimeros reais sempre existe um racional, logo 3r € Q, tal que

x
—<r<i:>x<r\/§<y. m

V2 V2



CapriTULO 3

Numeros Reais no Ensino Médio

Neste capitulo discutimos como os livros diddticos, usados no ensino médio, introduzem o
conceito de ntmero real. Também abordamos como este conteido é compreendido pelos

professores da educacao basica.

3.1 Livro didatico

Para a pesquisa desta secao foram analisados oito livros didaticos do primeiro ano do ensino
médio. Um deles escolhido pela maioria das escolas estaduais da cidade de Maringa, estado

do Parana, para ser utilizado nos anos de 2012 a 2014.

Constatou-se, nesses livros, uma deficiéncia em relacao as defini¢oes dos conjuntos que
sao objetos de estudos deste trabalho. Vamos mencionar, a titulo de analise, somente a par-
tir dos nuimeros racionais. Em todos os livros analisados quando se define niimero racional,
ja se admite que exista algum nimero com as caracteristicas dos nimeros racionais. Uma

definicao comum a todos é a seguinte:

O conjunto dos numeros racionais é formado por todos os numeros que podem ser escritos

. a ..
na forma da razdao X coma € 7 ebeZ* que indicamos por

Q:{x;x:%,anebeZ*}

onde - = Z \ {0}.
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Note também que nao se vé ntimero racional como classes de equivaléncia conforme segao

1.2.

J& as definicoes dos numeros irracionais mais encontradas nos livros analisados sao as
seguintes:
i) “Um nimero € irracional se nao puder ser escrito na forma % coma,b € Z eb nao nulo”.
ii) “Irracional é o nimero que nao pode ser escrito na forma de fra¢ao”.
iii) “Irracional € o nimero cuja representa¢do decimal € infinita e nao periddica”.
iv) “Todo nimero escrito na forma de um decimal infinito e nao periddico é um nimero
wrracional’ .
v) “De um modo geral, toda raiz nao exata assim como todo niumero decimal nao-exato e

nao-periodico sao irracionais’ .

Em todos os casos se pressuponhe a existéncia dos numeros reais. Na verdade todas as

defini¢oes podem ser dadas pela seguinte:
“Numero irracional € todo numero real que nao € racional”

Na sequéncia estes autores definem niimeros reais como sendo a uniao dos numeros raci-
onais com os numeros irracionais. Ou seja, para a definicao de niimero real pressuponhe-se

a existéncia (conhecimento) dos nimeros irracionais.

Note que ha uma inconcisténcia por meio de um ciclo e, na verdade, um mero jogo de

palavras onde nao se define coisa alguma.

Elon Lages Lima em [11] a mais de 10 anos atrds fez um comentério sobre andlise de
livros didaticos do ensino médio que ainda é atual para os dias de hoje e merece uma atencao

especial. Elon diz
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Para ser justo, devo admitir que alguns (lamentavelmente poucos) textos anali-
sados continham um ntimero reduzido de erros matematicos. A maioria porém
trazia defini¢Ges, raciocinios, métodos de resolucao de problemas e respostas
inteiramente inadequados e até disprovidos de significado. E o que é mais
sério: os livros com maior nimero de erros sdo os mais vendidos no pais! Uma
possivel explicacao para este paradoxo desagradavel é que aqueles livros sao
simples, nao exigem muito raciocinio, nao contém problemas dificeis e trazem
a solugao completa de todas as questoes propostas, todas rotineiras. Esta
possivel razao do seu éxito comercial é também um indicador do nivel médio
dos professores do pais, que preferem esses livros por nao lhes causarem o
embaraco de conterem problemas que nao sabem resolver ou argumentos que
nao sabem explicar. (Lima, 2001)

Um grande erro dos pofessores é achar que nos livros didaticos que utlizam vao encontrar
a definicao de nimero real. O que realmente encontramos nesses livros é uma caracterizacao

dos nimeros reais, feita em alguns livros de forma incompleta.

3.2 Questionario dos professores

Nesta secao apresentamos o resultado de um questionario aplicado para um grupo de pro-
fessores da educacao basica no ntcleo regional de educacao de Maringa, Parana. Tivemos a
resposta de 54 professores e o objetivo da pesquisa foi mensurar o conhecimento destes sobre
numeros reais, eventuais inconsisténcia dos conceitos apresentados nos livros didaticos e car-
dinalidade. No que segue apresentamos o questionario aplicado a comentamos as respostas

obtidas.

Pergunta 1: Qual sua formagao?
() Matematica - Licenciatura

() Matematica - Bacharelado

() Outro:

Respostas: 93% - Matemaética - Licenciatura
4% - Matemética - Bacharelado
3% - Outro
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Pergunta 2: A quanto tempo estd atuando como professor de matematica?
() nao atuo
() inferior a 1 ano
()delabanos
() de 5 a 10 anos
() acima de 10 anos
Respostas: 2% - nao atuo
0% - inferior a 1 ano
4% - de 1 a 5 anos
30% - de 5 a 10 anos

65% - acima de 10 anos

Comentario: Nestas duas questoes nosso objetivo foi classificar o publico pesquisado quanto
a formacao e experiéncia profissional. As respostas mostram que trata-se de um grupo

de licenciados com bastante experiéncia profissional.

Pergunta 3: Existem mais nimeros inteiros do que ntimeros naturais?
() sim

() nao

Respostas: 44% - sim
54% - nao

Pergunta 4: Existem mais ntimeros racionais do que nimeros inteiros?
() sim

() nao

Respostas: 52% - sim
46% - nao

Comentario: As questoes 3 e 4 tinham a intencao de investigar o conhecimento dos pro-

fessores quanto a cardinalidade de conjuntos infinitos. De acordo com as respostas
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podemos afirmar que a metade desconhece a cardinalidade dos niimeros naturais, in-

teiros e racionais.
Pergunta 5: O que ¢ um nimero racional?

Respostas: Nao vamos aqui listar todas as respostas. Respostas comuns ou parecidas serao

omitidas.
1) O quociente de dois niimeros inteiros.

2) Dada uma medida de unidade. Um niimero irracional é aquele cuja medida é incomen-

suravel com a unidade adotada.

3) E um numero escrito na forma a/b com a inteiro e b inteiro nao nulo. Um nimero racional

a pode ser inteiro, decimal finito ou decimal infinito e periédico.

4) E todo nimero que pode ser escrito na forma a/b, com a inteiro e b inteiro e diferente de

Zero.

5) A palavra racional refere-se a rateio, divisao. Portanto, um numero racional é todo
nimero que pode ser representado por uma fracao que gere um numero inteiro, um

decimal exato ou uma dizima periédica.
6) E todo nimero que se pode representa-lo na forma de fracao.
7) Um ndmero na forma § tal que a € Z e b € Z*.
8) Todos os numeros que podem ser representados em forma de frac¢do, incluindo os inteiros.

9) E um nimero expresso por um decimal finito ou infinito e periédico.

10) Séao todos os nimeros que podem ser escritos na forma de fragao de modo que numerador
e denominador sejam nimeros inteiros e com a restricao de que o denominador nao pode

S€r zero.

11) Numero racional pode ser representado por uma razao, que nada mais é que o resultado

de uma divisao.
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12) Todo numero, é um racional.

13) E todo ntimero que pode ser expresso através de uma fragao a/b; portanto todos naturais

e inteiros também sao racionais.
14) Um ndmero da forma a/b onde a e b sdo nimeros inteiros.
15) E o quociente entre dois nimeros inteiros.

16) O conjunto dos nimeros racionais podem ser escrito na forma de fragdo , sendo sua

divisdo um nuimero finito ou nao-exata,periddica , nimero infinito.

17) Um nimero racional é todo nimero que pode ser representado da forma: a/b, com b
diferente de zero. ( a é numero inteiro e b é nimero inteiro). Isso é muito abstrato
para o aluno entender, logo: todo ntimero natural é racional, todo nimero inteiro é
racional, todo nimero decimal infinito nao periédico é racional, todo niimero fracionério

é racional...

18) Um nimero que pode ser escrito em forma de fragao, uma aproximacao de um nimero

real.
19) E um nidmero capaz de ser interpretado, como: a/b.
20) Acredito que seja todo nimero que pode ser escrito da forma a/b, com a e b inteiros.

Pergunta 6: Quais dos seguintes niimeros podemos garantir que sao racionais?
()2/3

0,12345678910111314526734518. ..

0,32

™

0,01010101010101. ..

0,01001000100001. ..

V6

o~ o~ o~ o~ o~~~
S~ N N N N

Respostas: 93% - 2/3
4% - 0,12345678910111314526734518. ..
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93% - 2/3

2% - m

74% - 0,01010101010101. ..
13% - 0,01001000100001. . .
0% - V6

Comentatio: Com as perguntas 5 e 6 pretendiamos coletar qual o conceito de nimero
racional para os professores. De forma resumida e analisando a esséncia das respostas
podemos afirmar que os professores reproduziram exatamente a definicao encontrada
nos livros didaticos. Além disso, pelas respostas da pergunta 6 vemos que a grande

maioria dos professores nao sabem a representacao de um decimal.

Pergunta 7: O ntmero 2-1,99999... é:
() maior do que zero
() menor do que zero

() igual a zero

Respostas: 43% - maior do que zero
6% - menor do que zero

50% - igual a zero

Comentario: Metade dos professores nao sabe que o decimal 1,999... é representado pela

soma da série 1 +9/10 +9/10% +9/10% 4 ... 4+ 9/10™... que é igual a 2.
Pergunta 8: Cite uma razao que ilustre a importéancia e/ou necessidade dos niimeros reais.
Respostas:
1) Medir segmentos.

2) Apesar das aproximagoes utilizadas, todas as medidas concretas sdo representadas por

um numero real.

3) No nosso cotidiano, a representagao de diversos situagoes nao sao possiveis utilizando

nimeros naturais, nem inteiros, em muitos casos, os nimeros que representam sao
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racionais e até mesmo irracionais. Logo o conjunto dos niimeros reais é de fundamental

importancia para a quantificacao de maneira geral.

4) No nosso dia-a-dia, muitas das coisas que nos cercam tem tamanhos ou medidas exatas,
o que fica evidente os nimeros reais, por exemplo, quanto temos de alutra, de peso,

quantos custa os alimentos que consumimos, etc.

5) Sao vérias as situagoes, medidas em geral, tudo que vamos medir necessitamos de nimeros

para isso, seja medida de tempo, comprimento valor monetério etc.

6) sao utilizados no dia a dia, em quase todas as situagoes, independente do nivel de formagao
das pessoas, de sua classe social, trabalho, etc. Para poder agir no mundo, é necessario
dominar o sistema de numeracao, o que implica em conhecer sua regra de formacao,

suas interrelagoes, seu significado, enfim, sua utilizagdo de maneira global.

7) Os numeros reais sao essenciais para todo estudo e aplicagdo da matemaética em processos

continuos (nao-discretos).
8) A necessidade de trabalhar com medidas mais precisas.

9) é um conjunto numérico que se estende ao cotidiano das pessoas, uma vez que ele é a

reuniao de todos os outros conjuntos.

10) Com os numeros reais é possivel fazer qualquer relacionamento matematico. Tanto

simples como os cientificos, mais aprofundados.

11) Para expressarmos, por exemplo, o comprimento de uma circunferéncia de raio igual a
2 , aproximadamente 12,56 . Imagine um resultado de um hemograma se nao existisse

0s numeros reais para expressar esses valores.

12) Nao se pode considerar a incomensurabilidade entre dois seguimentos se nao considerar-

mos 0s numeros irracionais, e dai, os nimeros reais.

13) A reta por exemplo, é composta de nimeros reais, ou melhor, numa sequéncia de

numeros existem infinitos nimeros reais.
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14)
15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

para compreender o conceito de medida e o conceito de fungao real.
Resolver problemas que envolvam medidas.

Para determinar a medida da diagonal de um quadrado cujo lado tenha como medida

um numero racional.

Excetuando os complexos, os reais sao um conjunto de elementos que se relacionam com

cada situacao.

Sem numeros reais com certeza nao teriamos tido o desenvolvimento da humanidade,
nao teriamos o "porque”de trabalhar e portanto estarfamos vivendo como animais so-
mente lutando pela nossa sobrevivencia. Eles sao de suma impotancia para o nosso

desenvolvimento.

Os numeros reais sao importantes em véarias situacoes, dentre elas, para o desenvolvi-
mento da geometria, pois, sem eles, nao seria possivel determinar com tamanha precisao

a medida da diagonal do quadrado, do comprimento da circunferéncia, etc.

Os ntimeros racionais nao sao suficientes para expressar todas as medidas. Independen-
temente da unidade que se escolha, sempre existirao medidas que serao incomensuraveis

com esta unidade.
Medidas.

O Numero de Ouro é um numero irracional, portanto real, misterioso e enigmatico que

nos surge numa infinidade de elementos da natureza na forma de uma razao.
Medigao de segmentos incomensuraveis

Um jantar entre seis amigos que é rateado entre as partes de igual forma, custou R$63,00,

quanto devera pagar cada um?

O mundo opera com ntimeros. Os nimeros estao presentes em nossa vida. E tao vital

como o ar que respiramos. Nao passamos um dia sequer sem conviver com eles.
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26) Com reais podemos efetuarmos qualquer operagdo exceto a divisdo por zero, e nao

esquecer que nao existe raiz quadrada de nimero negativo

27) Por se tratar de fragdo e decimais sua aplicagdo esta em lidar com o dinheiro e com

pedagos, ter que dividir algo, s6 isto ja ¢ uma grande necessidade.
28) calcular a area de um espaco circular.
29) O estudo das fungoes.

30) Os nimeros reais sao utilizados em vérias situagoes a fim de facilitar a representagao
de quantidade, medidas, cédigos, entre outras, em uma sociedade tao desenvolvida que

nao se pode mais representar tais grandezas de outra forma que seja tao simples.
31) Nosso dia a dia, escola, banco, tudo o que fazemos com quantidade, medida, etc...

32) Entender a correspondéncia biunivoca entre os reais e a reta numérica.
33) OS NUMEROS FAZEM PARTE DA NOSSA VIDA.

34) Os numeros reais estd presente em nosso dia a dia nas vdrias operagoes comerciais e

financeiras.

35) Excluindo-se os niimeros irracionais, as razoes para necessidade e importancia dos niimeros
naturais, inteiros ou racionais é patente seja no processo de contagem, manipulacao de
valores monetarios, medidas de grandezas. Os numeros irracionais porém, de forma
mais sutil, nao tao palpavel, exigem um conhecimento mais apurado para identificar a
sua importancia e necessidade como a precisao nos calculos envolvendo circulos, circun-
feréncias ou esferas; ou ainda, na apreciagao das curvas que representam um crescimento

exponencial. Intrigante e de suma importancia a presenca dos irracionais na estatistica.
36) Nas medigoes , construgoes (engenharia, arquitetura,...)

37) No mundo dos negdcios, onde milésimos de centavos podem ser a diferenga entre lucro

e prejuizo
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38) Os numeros aparecerao na histéria da matematica por duas necessidades elementares:
contar e medir. Para contar quantidade discretas - animais, objetos etc. - os naturais
dao conta de qualquer situagao. Mas para a segunda necessidade, os naturais nao
sao suficientes, podemos ter fracoes da unidade, diagonais de quadrados, entre outras

situagoes justificam a importancia dos reais.

39) na minha visdo matemética toda situacao depende dos nimeros reias, por isso é im-
portante saber lidar com eles e entender as divisoes, digo, classificagoes em naturais,

inteiros racionias, irracionais.

40) Célculo da diagonal de um quadrado 1, ou do comprimento de uma circunferéncia de

ralo r.

41) Na geometria irfamos ter resultados em conjuntos diferentes, para algo sélido. Tipo a
medida da hipotenusa de um triangulo de lado 1. Sendo 1 racional, a hipotenusa sera

irracional. Unindo estes dois conjuntos, teremos as medidas em um tnico conjunto.

42) Temos: 1/98. Faz-se necessario para uma notacao. Ex.: escala de exames para detectar

uma doenca.
43) Solugoes de equagdes

44) Quanto quisermos medir a distancia entre duas pontas opostas em uma sala (pois o

resultado muitas vezes é irracional)

45) Desculpe mas nunca pensei a respeito. Mas acredito que na realidade as coisas nao sao

sempre inteiras, bonitinhas, nada é exato. Por isso a importancia dos nimeros reais.
46) Sao resultado de qualquer processo de medir.

Pergunta 9: Um arame de comprimento ¢ é cortado por um alicate ideal (neste caso, o
alicate tem a propriedade de cortar o arame em um tnico ponto). Podemos garantir
que ambas as partes sao nimeros racionais?

() sim

() nao
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Respostas: 33% - sim
66% - nao

Comentatio: Nenhuma resposta comenta de forma clara e explicita que os ntimeros reais
sao uma necessidade fundamentalmente tedrica, ou seja, de que os niimeros reais sao
essenciais para que se tenha uma teoria completa. Os niimeros reais nao estao presentes

nos aparelhos de medigao (reldgios, balangas, réguas, velocimetros, computadores, etc).
Pergunta 10: O que é um numero real? O que é um nimero irracional?
Respostas: Como foi feito na pegunta 5, respostas comuns serao desconsideradas.

1) real: é a unido dos conjuntos racionais com os irracionais. irracional: sdo os reais menos

0s irracionais.

2) Dada uma mediada de unidade. Um niimero racional é aquele cuja medida é comensuravel
com a unidade adotada. Um ntmero real é aquele cuja medida é comensurével ou nao

com a unidade adotada.

3) Um ntmero que tem a foram decimal com infinita e ndo periédica é irracional. Os
nimeros racionas e os irracionais juntos formam o conjunto dos ntimeros reais, ou seja,

todo numero racional é real e todo niimero irracional é real.

4) Um nimero real é numero que pode ser natural, inteiro, racional ou irracional. Um
nimero irracional é um nimero que nao podemos escrevé-lo na forma a/b, ou seja, nao

pode ser escrtito como uma razao de dois niimeros inteiros.

5) O conjunto dos numeros reais é a expansao do conjunto dos nimeros racionais, englo-
bando, assim, os numeros irracionais, que sao aqueles que nao podem ser colocados
em forma da razao entre dois niimeros inteiros, ou seja, os niimeros decimais infinitos

nao-periédicos.

6) Um nimero real ¢ uma fragao decimal infinita, podendo ser também um nimero inteiro,
racional e irracional. O conjunto dos nimeros reais é uma expansao dos demais con-

juntos, com excessao dos complexos. Um numero irracional é um nimero real, onde
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esse numero nao pode ser obtido pela divisao de dois ntimeros inteiros. Defini-se por

um numero com infinitas casas decimais, sem um periodo definido.

7) Nimero real é o conjunto dos niimeros que pertencem aos conjuntos dos niimeros naturais,
inteiros e racionais. E ntmero irracional, sao os demais ntimeros, que nao pertencem

a0s reais.

8) um numero é real se e s6 se é racional ou irracional. Um nimero é irracional quando nao

pode ser expresso sob a forma de uma dizima finita ou infinita e periédica.

9) Numeros reais sdo nimeros racionais ou irracionais, excluindo-se, assim os nimeros com-
plexos. Numeros irracionais sao numeros decimais dizima nao periodica, ou melhor,

que nao apresentam raizes exatas.

10) Dado um segmento de reta AB e um segmento unitario u. Se u cabe um niimero exato
de vezes em AB, entao a medida de AB é um nimero inteiro. Caso exista uma particao
comum entre AB e u, entao a medida de AB é um ntimero racional. No caso em que
nao exista uma particaio comum entre AB e u, entdao a medida de AB é um nimero
irracional. Desse modo, um numero real é racional ou irracional, sendo um niimero que

expressa a medida de um segmento AB arbitrario dado um segmento unitério qualquer.

11) Um ndmero real ¢ um nimero racional ou irracional. Um nimero Irracional é um niimero

que nao pertence ao conjunto dos nimeros racionais.

12) Numero real é o conjunto maior dos nimeros que envolve o conjunto dos naturais,
inteiros, racionais e irracionais. Numero Irracional é todo nimero que nao pode ser
escrito como uma fracao de numerador inteiro e de denominador inteiro diferente de

Zero.

13) Numeros irracionais sdo nimeros que representam medidas de segmentos que nao sao
comensuraveis com a unidade. Os numeros reais englobam os numeros racionais e os

irracionais, e sao os numeros capazes de representar todas as medidas.

14) Por que ele faz parte de toda histéria dos nimeros em qualquer etapa da matemética

OK!
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15) O numero real é usado para representar uma quantidade continua (incluindo o zero e os
negativos). Pode-se pensar num nimero real como uma fracao decimal possivelmente
infinita, é uma expansao do conjunto dos numeros racionais e irracionais. Numero
irracional é um numero real que nao pode ser obtido pela divisao de dois nimeros

inteiros(raizes nao exatas e decimais infinitos nao periédicos).

16) Nao sei definir niimero real, exceto como um elemento de um conjunto dado pela uniao
do conjunto de racionais e irracionais. Niumero irracional é o niimero que nao é racional

(isto é, nao satisfaz a definigdo de nimero racional)

17) Um numero real é nem mais nem menos, Negativos, positivos, meios, quintos, com
virgula, sem virgula, fracciondario, infinito... ect. Nimero irracional é um numero real
que nao pode ser obtido pela divisao de dois niimeros inteiros, ou seja, sao numeros

reais mas nao racionais.
18) E o conjunto universo, os reais e os irracionais apenas uma parte deles...

19) Numa definigdo muito simplista podemos dizer que um nimero real é todo nimero
que podemos escrever utilizando-se uma quantidade finita ou infinita de algarismos de
0 a 9 num sistema posicional decimal considerando-se também os que possuem uma
unica virgula que pode ser colocada em qualquer posicao entre dois algarismos e onde
o primeiro algarismo nao é o 0 exceto na situacao em que a virgula seja colocada logo
apos esse numero. Um ndmero irracional seria aquele nimero real que nao puder ser

escrito como resultado da divisao de dois inteiros.

20) Numero real é todo nimero natural, inteiro, racional e irracional. Irracional é todo
nimero decimal infinito e periédico (pi e todo niimero escrito na forma de radical e que

nao tem raiz exata).

21) numero irracional é todo numero que nao pode ser escrito com numerador inteiro e

denominador inteiro. sendo assim um numero é racional ou irracional.

22) Um nimero real é um nimero que é racional, ou é irracional. Lembrando que entre os

nimeros reais nao existe nenhum nimero que possa ser escrito como sendo a raiz par
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de radicando negativo. Irracional é um ntimero que nao pode ser escrito como sendo a

razao entre dois numeros inteiros.

23) E todo numero capaz de ser idealizado e escrito na sua amplitude. Enquanto que o
nuamero irracional, é possivel de ser idealizado, mas escrito na sua amplitude, torna-se

mais dificil.

24) Real: todos os nimeros que representam quantidades, quantificam massa, determinam
tamanhos, etc.. Irracional: o que nao pode ser escrito como na pergunta 5 e o que faz

0 que os reais fazem.

25) Real- Sao todos os nimeros da reta Irracional- Aqueles que sdo reais, mas nao sao

racionais.

26) Um numero a é irracional quando na correspondéncia da reta real o segmento OA = a,
nao ¢ comensuravel com a unidade, nem seu simétrico. Real é a uniao dos conjuntos

racional e irracional.

Pergunta 11: Na sua opiniao existe alguma inconsisténcia nas defini¢oes de nimero real e
nimero irracional, comumente apresentadas nos livros didaticos que voce usa?
() sim

() nao

Respostas: 60% - sim
30% - nao

Pergunta 12: Existem mais nimeros racionais do que ntimeros irracionais?
() sim
() nao

Respostas: 26% - sim

72% - nao

Comentario: De modo geral podemos ver que os professores reproduzem as defini¢oes da-
das nos livros didaticos. Interessante notar que a maioria indica a existéncia de incon-

sisténcia nas defini¢oes dadas pelos livros mas, as repetem quando questionados.
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3.3 Conclusoes

Pela analise dos livros didaticos e a aplicagao do questionario aos professores da educacao
bésica, percebemos que necessitamos de mudancas. Para qualquer proposta de mudancga é
essencial que o professor conheca as construgoes estudadas no capitulo 2. Assim é funda-
mental mudancas nos curriculos dos cursos de licenciatura em matematica, que contempla

disciplina de andlise, onde se faca este estudo por completo.

E claro que nao é concebido, nem razodvel apresentar no ensino fundamental e médio uma
construcao formal como as aqui estudadas. Talvez uma possibilidade seria dizer a verdade
sobre os fatos e assumir a existéncia dos nimeros reais. A partir deste ponto apresentar uma

caracterizacao destes por meio de decimais.
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