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RESUMO

O interesse em equacoes de estado exdticas em cosmologia estd na possibi-
lidade de simular diferentes eras cosmoldgicas com apenas uma equacao de estado.
A equagao de van der Waals é uma destas equagoes e apresenta as seguintes pro-
priedades interessantes: descreve um Universo primordial inflacionario, que realiza
naturalmente a transicao para um regime de expansao desacelerada, simulando um
regime de dominio de radiagao ou de matéria para tempos tardios; a densidade de
energia correspondente ao inicio da expansao das dimensoes espaciais (Big Bang)
converge para um valor finito, evitando uma singularidade inicial. Por meio do
formalismo da teoria linear de perturbagoes, exploramos os limites assintéticos das

equacoes para as perturbacoes escalares utilizando as variaveis de Mukhanov-Sasaki.
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ABSTRACT

Exotic state equations are popular in cosmology. The interest lies on the
possibility to describe diferent cosmological eras with a single equation of state.
The van der Waals equation is one of these equations and exhibits some interesting
features. First, it describes an initial inflationary regime, followed by a decelerated
expansion fase that could can simulate a matter dominated period or a radiation
dominated period. Second, it has a finite initial energy density, despite the fact
that the corresponding initial cosmological scale factor is zero, avoiding an initial
singularity. Using the linear perturbation theory formalism, we explore the assintotic

limits of the perturbation equations by means of the Mukhanov-Sasaki variables.

il



AGRADECIMENTOS

Ao professor Dr. Gilberto Medeiros Kremer, pela infinita paciéncia;

Ao Dr. Rudinei Celso de Souza Jantsch, pelas infinitas dicas e conselhos;
A CAPES pelo apoio financeiro;

A coordenagao da pos-graduacao;

Aos colegas da pos-graduacao;

A minha famflia.

v



Sumario

[Agradecimentos| iv
(1 Introducao| 2
2__Relatividade Gerall 6
[2.1 O Principio da Relatividade| . . . . . . . ... ... ... ... .... 6
[2.1.1 Transformacoes de Lorentz . . . . . . . . ... ... ... ... 7

2.2 Coordenadas Curvilineas . . . . . . . . .. ... ... ... .. .... 9
2.3 Geodeésicasl. . . . . . .. 11
2.4 Principio da Equivalencia] . . . .. .. ... ... 0000 12
[2.5 Transporte Paralelo| . . . . . ... ... ... . ..o 13
2.6 Derivada Covarlantel . . . . . . . . . ... . oo 15
2.6.1 Teorema de Gauss e Teorema de Stokes|. . . . . . .. ... .. 16

R7 Curvatural . . . . . . ... 17
[2.8  Equacoes do Campo Gravitacional . . . . . . ... ... ... ... . 19
2.8.1 A Acao paraa Materia| . . . . ... ... ... ... .. ..., 20

[2.8.2 A Acao para o Campo Gravitacional| . . . . . .. .. ... .. 22

[2.8.3  Equacoes do Campo Gravitacional . . . . . .. ... ... .. 23

[3 Cosmologial 26
[3.1 Principio Cosmologicol . . . . . . . . . ... ... .. 26
3.2 Métrica de Robertson-Walker] . . . . . ... ... ... ... o0 28
[3.2.1  Desvio para o Vermelho . . . . . . ... ... .. ... ... 30

[3.3  Dinamica Cosmological . . . . . . ... ... ... ... ... ... 31
[3.3.1 Fluido Cosmologicol . . . . . . . .. ... ... ... ...... 33

[3.3.2  Equacoes de Friedmann| . . . . ... ... ... 33

[3.3.3  Matéria Barionical . . . . . . .. ..o 34

[3.3.4 Radiacaol. . . . . . . ... 35




3.4 Inflacao] . . . . . . . . . e
I;i,si :‘zgzlgzl ll{l!:lllgzl ................................
[3.5.1 Energia Escural . . . . . ... ... 0oL
[3.5.2  Matéria FEscural . . . . ... .00
[3.6 Equacao de Estado de van der Waals| . . . . ... .. ... ... ...
[4.1  Equacoes de Campo Perturbadas| . . . . .. ... .. ... ... ...
[4.1.1 Transformacoes de Gaugel . . . . . . . ... ... ... ....
[4.1.2  Perturbacoes da Métrical . . . . . . . . . ... ... ... ...
[4.1.3 Perturbacoes do Tensor de Einstein| . . . . . . . ... ... ..
[4.1.4 Perturbacao do Tensor Energia-Momento| . . . . . . . ... ..
[4.1.5 Equacoes de Campo Perturbadas| . . . . ... ... ... ...
4.1.6  Variavel de Mukhanov-Sasakil . . . . ... ... ... ... ..
b _Fluido de Van der Waals Perturbadal
5.1 Equacoes de Perturbacaol. . . . . . . . ... ... ... ...
[>.1.1  Comprimentos de Onda Curtos| . . . . . ... ... ... ...
[5.1.2  Comprimentos de Onda Longos| . . . . . . . ... ... .. ..
0.2 w=01. . . . e
5.3 w=1/8 . .

46
47
48
50
52
o4
95
o8

60
60
61
61
63
64

70



Capitulo 1
Introducao

A cosmologia é a ciéncia que descreve o Universo, sua composicao, evolugao, origem
e destino. Seu status cientifico foi consolidado com a adocao da relatividade geral
como teoria para a gravidade, levando a previsoes para escalas cosmologicas em
excelente acordo com as observagoes. Com sua confirmacao observacional em 1919,
a relatividade geral forneceu a gravidade um elegante mecanismo fisico, a curvatura
do espago-tempo, [1].

O primeiro modelo cosmolégico baseado nas solucoes das equagoes de campo
da relatividade geral surge com A. Friedmann em 1922, [2]. Considerando uma dis-
tribuicao espacial uniforme de matéria no Universo, o modelo de Friedmann fornece
um resultado interessante: o Universo apresenta uma geometria nao-estacionéria.
Esta caracteristica nao-estacionaria levou Einstein a introduzir o famoso termo de
constante cosmoldgica nas equacoes de campo da relatividade geral como meio de
obter uma solucao estatica.

Observagoes das vizinhancas da Via-Lactea feitas em 1929 por E. Hubble
[3] revelaram um desvio na luz das raias de emissdo atoémicas para o vermelho de
galdxias vizinhas a Via-Lactea. Este desvio pode ser facilmente explicado com a
idéia de um Universo nao-estacionario em expansao, onde o desvio para o vermelho é
interpretado como um desvio Doppler devido ao movimento recessional das galdxias
sobre um pano de fundo que se expande.

A expansao cosmoldgica permite entao que se especule sobre um inicio para
o Universo, com a densidade de energia tendendo ao infinito quando as dimensodes
espaciais tendem para um ponto singular, o Big Bang [4].

Esta é a base do modelo cosmoldgico padrao, que estabelece a evolugao do

Universo em larga escala a partir de uma distribuicao espacial homogénea e isotropica



de matéria, o fluido cosmoldgico. Para descrever as propriedades caracteristicas deste
fluido, é necessaria uma equacgao de estado para a matéria, que relaciona a pressao
do fluido com sua densidade de energia.

Para que o modelo cosmoldgico padrao determine a evolugao do Universo
desde tempos remotos, é necessaria uma descricao do comportamento da matéria a
altas temperaturas. Esta descricao da matéria a altas energias é feita pelo modelo
padrao de particulas elementares. O casamento entre o modelo cosmoldgico padrao e
o modelo padrao de particulas elementares consegue com sucesso prever a formacao
de prétons e néutrons pelo confinamento de Quarks (hadronizagao), a nucleossintese
primordial e a consequente abundancia de elementos leves no Universo observavel, [5],
[6]. Através do modelo padrao de particulas temos a formagao das primeiras estru-
turas no Universo, hadrons, nicleos atomicos e atomos leves (Hidrogénio, Deutério,
Hélio, Litio).

Porém, o requisito de homogeneidade e isotropia em larga escala do modelo
cosmoldgico padrao nao é suficiente para explicar como a matéria se aglomerou para
dar origem as estruturas observéaveis como galaxias, aglomerados de galaxias, supe-
raglomerados de galdxias e também grandes ”vazios” (voids), formando estruturas da
ordem de até 10*'km de extensao, como a Grande Muralha [7], uma das maiores
estruturas conhecidas, formada por superaglomerados de galaxias.

A escala de homogeneidade, di = ¢/Hy ~ 10*?km, definida pela velocidade
da luz, ¢ e pelo parametro de Hubble Hj, é a escala a partir da qual o Universo
se mostra homogéneo e isotropico. Abaixo desta escala, as estruturas se formam
por estados ligados gravitacionalmente, cuja evolucao pode ser entao modelada via
mecanica Newtoniana, [§].

A homogeneidade e isotropia em larga escala traz a tona a questao de regioes
causalmente desconexas no passado que, ao entrarem em contato, apresentam a
mesma uniformidade na radiacdo cosmica de fundo. Para resolver esta questao,
juntamente com a evidéncia de uma curvatura espacial nula, foi proposto por A.
Guth [9] o cendrio inflacionario, um periodo de crescimento exponencial do Universo.
A inflagdo cosmoldgica separa regioes inicialmente causalmente conectadas, as quais
entrarao em contato causal novamente em tempos futuros e também torna o espaco
plano por inflagao, em acordo com as medidas observacionais, [10].

E no periodo inflacionéario que surgem as sementes para as flutuagoes iniciais
de densidade de energia responsaveis por gerar as futuras estruturas. Flutuagoes

quanticas [I1] sdo amplificadas pela expansao durante a inflagao.



A evolucao destas flutuagoes é descrita por uma teoria perturbativa, linear
e nao-linear com base na teoria de Jeans para instabilidade gravitacional [12], mas,
diferentemente do proposto por Jeans, agora com um background em expansao, [13].
A teoria perturbativa é aplicada tanto na descricaio Newtoniana para perturbacoes
nao-lineares, quanto na descrigao relativistica para perturbagoes lineares, [14] e nao-
lineares [15].

Observagoes recentes das raias de emissao de estrelas supernovas tipo 1A
revelaram que o Universo atual se encontra em um periodo de expansao acelerada,
[16]. O regime atual foi precedido por um periodo de expansao desacelerada com-
posto de uma era de predominio de densidade de energia de radiacao, seguida de
uma era dominada por matéria ndo interagente (matéria barionica). Atualmente, a
expansao acelerada corresponde ao dominio de um fluido com pressao negativa cha-
mado energia escura, do qual nao ha observacao direta; somente o desvio Doppler
das supernovas ¢é observado.

A evolucao das perturbacoes em cada era cosmoldgica depende da equacao
de estado correspondente ao fluido dominante. Para modelar as diferentes eras
cosmoldgicas, foram propostas na literatura diversas possibilidades além da usual
equacao barotrépia de estado, que relaciona a pressao hidrostatica com a densidade
de energia do fluido. Equacoes de estado exdticas para descrever diferentes regimes
de aceleracao como a equacao de Chaplygin, capaz de simular matéria barionica e
energia escura, [I7], [I8] e a equagao de van der Waals, que simula um regime de
expansao inflacionéria seguido de um regime desacelerado, [19], ou um regime tran-
sitando de desacelerado a acelerado, [20] sdo interessantes para uma tentativa de
descri¢ao unificada do Universo.

Neste trabalho analisamos a evolucao de perturbacoes em um fluido cos-
mologico de van der Waals, que em seus limites assintéticos pode descrever um
periodo inflacionério seguido de um periodo de desaceleracao para o Universo. Ori-
ginalmente, a equagao de van der Waalsﬂ foi proposta para uma descrigdo mais
realistica de fluidos, ao incluir termos de interagao intermolecular de repulsao a cur-
tas distancias e atragao a longas distancias. Sua projecao em escala cosmoldgica se
deve a versatilidade com que descreve dois regimes de aceleracao e nosso interesse
estd em analisar o comportamento de suas perturbagoes hidrodinamicas.

As perturbacoes sao tratadas por uma teoria perturbativa linear, de ma-

neira que podemos decompor a geometria do espago-tempo em um termo corres-

! Johannes D. van der Waals, 1873.



pondente ao espago-tempo nao-perturbado mais um termo correspondente a per-
turbacao da métrica. Do mesmo modo, as equagoes de campo podem ser separadas
em equagoes de campo nao-perturbadas e equacoes de campo para as perturbacgoes.
Para tanto, usaremos o formalismo de peturbacoes invariantes de gauge com a in-
trodugao das varidveis de Mukhanov-Sasaki [I1] para explorar os limites assintéticos
das perturbacoes de um fluido de van der Waals.

O texto estd estruturado da seguinte forma. Primeiramente, exporemos as
propriedades bésicas da relatividade geral, teoria de gravitagao utilizada. Em seguida
desenvolveremos o cenario criado pelo modelo cosmoldgico padrao e seus problemas,
para entao passar a teoria das perturbacoes lineares. Por fim, os resultados e as

conclusoes da analise.



Capitulo 2

Relatividade Geral

2.1 O Principio da Relatividade

O principio da relatividade descreve de forma invariante fendmenos fisicos observados
de diferentes referenciais inerciaidl
Na mecanica Newtoniana, a conexao entre referenciais inerciais é feita pelas

transformacoes de Galileu,

=/

= F-—it, (2.1)

¢ o=t (2.2)

e o conjunto destas transformagoes forma um grupo, o grupo de Galileu.

A teoria da Relatividade Restrita generaliza a mecanica Newtoniana ao pro-
por um principio da relatividade construido sobre a invariancia da velocidade da
luz por transformagoes entre referenciais inerciais (experiéncia de Michelson-Morley,

[21]). Este resultado experimental pode ser expresso matematicamente como
2 (.0, 0\%2 (1 I1N2 /2 22 3_32_0 923
S12 = (% xl) (352 xl) (352 xl) (372 5151) =4, (2.3)

onde 2° = ¢t é a coordenada temporal e as demais, espaciais. A equacao acima ex-
pressa o tnervalo entre os eventos de emissao e recepgao de um sinal luminoso entre
dois pontos no espago-tempo. Outros dois eventos para os quais o intervalo s, # 0
sao classificados por suas relacoes causais em s%, < 0 (intervalo tipo tempo/eventos
causalmente conectados) e s2, > 0 (intervalo tipo espago/eventos causalmente des-
conecatdos), [22]. A equacio define um ”cone”em quatro dimensoes (cone de

luz). Por simplicidade, de agora em diante usaremos ¢ = 1.

!Referenciais que se movem com velocidade relativa constante.



Da invariancia de s? segue-se que para um referencial com coordenadas 2,

: 0 0\2 1 12 2 2\2 3 3\2 4 : :
A quantidade (x5 — x7)"— (x5 — x7)"— (25 — 27)"— (25 — x7)” é um invariante

. . . 2 2 2, . .
quadridimensional assim como (23 — z})” + (23 — 23)” 4 (23 — 2%)” é um invariante
no espago euclideano tridimensional. Chamamos de intervalo s3, o intervalo entre

dois eventos quaisquer de coordenadas x; e x5, respectivamente:
sty = (29 — x?)Q — (z3 — xi)Q — (a3 — xf)z — (a3 — x?)Z (2.5)
Para dois eventos infinitamente préximos,
ds* = (dx0)2 — (dx1)2 — (dx2)2 — (d:z:3)2. (2.6)

Reescrevendo de forma mais compacta,

ds* = n,,dz"dz”, (2.7)
onde
1 0
o 1
=0 0 210
0O 0 0 -1

¢ chamado de tensor métrico de Minkowski e estd implicito o somatorio sobre os
indices gregos repetidos, que correm de 0 a 3 (convencao de Einstein). A geometria
plana no espaco-tempo é dita pseudoeuclideana devido a diferenca de sinal entre as
componentes quando comparada com a geometria euclideana no espaco tridimensio-

nal.

2.1.1 Transformacoes de Lorentz

Transformacoes entre referenciais inerciais devem manter o intervalo invari-
ante. Translagoes e rotagoes garantem a invariancia de ds. Translacoes apenas redefi-
nem a origem do referencial e por isto nao trazem nenhuma informacao; rotacoes, por
outro lado, conectam os eixos coordenados de forma nao-trivial. Em trés dimensoes,
uma rotagao pode ser descrita por trés rotacoes em trés planos; em quatro dimensoes,

uma rotacao é descrita por rotagoes em seis planos de rotagao, (x'z", x?z% 2329,
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rlz?) la® e 2223), [22]. Por simplicidade, vamos supor que o movimento relativo

entre dois referenciais K e K’, estd na direcao ', de maneira que consideraremos

apenas rotacoes no plano x’z!. Os eixos coordenados se conectam por

2% = 2 cosh 6 + /' sinh #

2t = 2°sinh 6 + 2™ cosh #

(2.8)

(2.9)
(2.10)
(2.11)

O angulo 0 pode ser relacionado com a velocidade relativa, V', entre os referenciais.

A origem de K’ (2! = 2% = 2/® = (), vista do referencial K, move-se com velocidade

relativa v .
T

— === tanh 0.
c T

Usando a relacao hiperbodlica
cosh #? — sinh 6% = 1,

temos ] v
coshf) = ———, sinhf = —,

ve' c
_v

que substituidos em ([2.8)) e (2.9)) fornecem

0 fI;/O + ‘gx,/l
T =
V2
1 e
) :L"l 4 ‘gx/O
x =
V2
- =
$2 — .213/2
=2

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
(2.18)

Estas sao as transformacoes de Lorentz entre dois referenciais inerciais. As trans-
formagdes inversas podem ser obtidas por meio da troca V' — —V em ([2.15)) e (2.16).

Notemos que no limite de baixas velocidades, v?/c?* < 1, as transformacoes de Lo-

rentz se reduzem as transformagoes de Galileu ([2.2)). Em forma matricial, podemos

representar o sistema de equacgoes acima por
/
at = A"

8

(2.19)



e para a forma diferencial quadratica,
ds® = ndatdz” = n,, NN dx'Pdx'”, (2.20)
e da invariancia do intervalo segue que
Moo = NN AL (2.21)

As transformagoes (2.19) constituem o grupo homogéneo de Lorentz (um subgrupo
do grupo de Poz’ncarcﬂ), responsavel pelas transformacoes entre referenciais inerci-
ais (AY) e rotagoes espaciais (A;), sao as transformacoes que tornam as leis fisicas

invariantes.

2.2 Coordenadas Curvilineas

A relatividade restrita pode ser escrita no formalismo da algebra tensorial, o que
permite a transposicao para a relatividade geral de forma mais comoda.

Para este fim, vamos dar atencao aos invariantes construidos com o produto
escalar e com o produto tensorial]

O intervalo infinitesimal entre dois eventos em um referencial inercial é um
escalar construido com o tensor métrico de Minkowski, (2.7). Podemos definir um
novo "tipo de vetor”de maneira que o invariante ds® possa ser tratado como um
produto escalar,

ds* = (dx,dz) = dz,dz", (2.22)

com
dz, = n,dz” (2.23)

sendo um vetor covariante. Componentes com indice sobrescrito se referem a um
vetor contravariante.

As transformacoes de Lorentz sao as transformagoes de coordenandas que
preservam a métrica de Minkowski (2.21]) e se referem as relagoes entre referenciais
inerciais. E interessante perguntar como uma classe mais ampla de transformacoes
pode ser acomodada no formalismo visto até agora. Para este fim, vamos agora con-

siderar transformacoes gerais de coordenadas. Estas podem ser transformagoes para

20 grupo de Poincaré é formado pelas transformacoes x# = A z™ + a*.
3A terminologia produto interno e produto externo também é utilizada na literatura.



um sistema de coordenadas curvilineas, um referencial em rotacao, um referencial

acelerado, etc. Uma transformacao geral de coordenadas é expressa por
ot = (2, 2", 2, ). (2.24)

Os diferenciais contravariante dz* se transformam da maneira usual de acordo com

n
do' = %dﬂ. (2.25)

Da invariancia do produto escalar podemos determinar a lei de transformacao para

os diferenciais covariantes,

dz,dz" = dx),dx" (2.26)
5’x“ v / s
dz, T dx" = dx,dx (2.27)
de maneira que
ax/l/ ,
dx, = D dx),, (2.28)
onde usamos ggf,i ‘gﬁ: = ¥ .
O intervalo infinitesimal entre dois eventos
ozt dx¥
2 _ o
ds® = dx,dxt = L dx'da’ (2.29)

pode ser escrito de forma mais compacta com a introdugao do tensor métrico g,q:

ds* = g,eda’dz’”, (2.30)
ox* Ox¥

oo = M g5 70 (2.31)
A invariancia do intervalo implica na simetria do tensor métrico, g, = g,,,. Notemos
que, fazendo a transposicao 7,, — g, a métrica do espaco-tempo deixa de ser
constante, sendo agora uma funcao das coordenadas z#. O determinante de g, ¢
representado por g.

Da definicao de 7,,, e da invariancia do produto escalar encontramos a relagao

gm/gyp - 5Z (232)

As leis de transformacgao (2.28]) e (2.25) valem para quaisquer 4-vetores,
devido a invariancia do produto escalar,

_ Ok,

o 837”’

461 ¢ o delta de Kroenecker, que assume valor 1 quando p = v e 0 quando p # v.

A

(2.33)

10



v
A, =2y (2.34)

oxr "
A generalizacao para tensores de ordens superiores se faz por meio das ma-
trizes de transformacao. Tensores de ordens superiores sao objetos geométricos que

obedecem a lei de transformagao

e = O 0 00 pvaps.. (2.35)

Ozl 9x'B O

para componentes contravariantes e

ox'™ 02’8 oz,

Tup. = oo Do, (2.36)
ox'® Ox¥ OxP ,
vp... __ By...
L, = S T (2.37)

para as componentes covariantes e mistas, respectivamente.

A reducao de indices livres em um tensor é chamada de contracdo. A con-
tragao ocorre ao fazermos um indice contravariante igual a um indice covariante. Por
exemplo, o tensor de 3* ordem, T}, possui 64 componentes; contrair os indices p e

p significa fazer p = p e reduzir o nimero de componentes para 16, T% , reduzindo
a ordem do tensor. Indices contraidos devem aparecer somente aos pares em uma

equacao.

2.3 Geodésicas

Vejamos como o formalismo descrito acima pode trazer informagoes sobre a
cineméatica de uma particula. A trajetéria que uma particula descreve no espaco-
tempo ¢é chamada linha de mundo. Esta trajetéria deve obedecer ao principio da
agao minima.

A agao para uma particula no espaco-tempo é um escalar construido com o

invariante ds, [23]:
S = —m/ds, (2.38)

onde m é a massa da particula. Variando a agao e impondo a condigao de extremo,

4SS = —mé/ds = 0. (2.39)
Para efetuar a variacao do integrando acima vamos precisar de
OGyuw
S§ds? = 2dsdds = § (gwjdx“dgjy) = %éaz‘/\dx“d:c” + 2g#,,dx“5d:c” (240)

11



onde fizemos uso da simetria de g,,. Substituindo em ([2.39) e lembrando que ddz =

dox,
m v m v
58 = —m/ [169’“’ Ao dr” s 2 4 g2 da—ﬂ ds (2.41)

f— — ‘r —
2 0z ds ds I s ~ds
Integrando por partes o segundo termo (62> = 0 nos limites de integracao) e trocando

v por A ganhamos

10g,, dx* dx” d dz*
S St — — —— ) 62| ds. 2.42
/[28xA ds ds ds(g“/\ds)x}s (242)
Definindo a 4-velocidade da particula, ut = d;—:, o integrando acima resulta em
1 dg d du* 1 dg 0g,\ dx”
—utuy 2 — )| 6z = | —guo—— + —utur 2 ut| 6zt = 0.
{2 dzr  ds (91 )} [ I gs 9 dz>  Ozv ds
(2.43)
Os dois tltimos termos acima podem ser agrupados se notarmos que o ultimo pode
ser escrito como —?T”f% b= —% (%gz‘f + %%ﬁ) utu”; onde fizemos a troca p por v
em que trocamos 4 com v. Como os 6z sdo arbitrarios, chegamos & igualdade
dut 1 agu)\ agu)\ ag/ux
—_— 4+ = - utu” = 0. 2.44
Inx s * 2 (8$V * Ozt Ox? (244)

Levantando o indice A\ com ¢*? é possivel colocar a equacdo acima em uma forma

conhecida como equac¢dao da geodésica,
du®

o T =0, (2.45)

1 (99 A agll)\ ag v
e == oA o . © 2.46
w =39 (893” T oo o ) (2.46)

onde os I'}, sao os simbolos de Christoffel. Uma linha geodésica corresponde a menor
distancia entre dois pontos em um espago-tempo curvo. E interessante notar que, na
auséncia do 2° termo em , temos a equagao de movimento que esperariamos
para uma particula livre, uma linha reta. Os efeitos da geometria do espaco-tempo
aparecem no 2° termo através das derivadas da métrica, resultando em um efeito de

aceleracao sobre a particula.

2.4 Principio da Equivaléncia

O principio fisico que faz a conexao entre a relatividade restrita e a relatividade geral
¢ o principio da equivaléncia, [24]. Este principio é enunciado em sua forma fraca e

forte.
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Forma Fraca: Um observador em queda livre nao é capaz de distinguir a pre-
senca ou nao de um campo gravitacional estdtico e homogéneo. Em outras palavras,
o principio nos fala da igualdade entre massa inercial e massa gravitacional. Na pre-
senca de um campo gravitacional nao-estatico e nao-homogéneo, é sempre possivel
escolher um referencial localmente inercial, isto é, na vizinhanga de um ponto, onde as
equacoes de movimento em queda livre sao as mesmas que na auséncia de gravidade,
[13].

Forma Forte: B sempre possivel escolher um referencial localmente inercial
na vizinhanca de um ponto, onde as leis da natureza sao as mesmas que na auséncia
de gravidade, [13].

Para implementarmos o principio da equivaléncia em sua forma fraca, par-
timos de um referencial localmente inercial de coordenadas x*, onde as equacoes de
movimento para uma particula sao

2
&= (2.47)
ds?

para um referencial qualquer de coordenadas z'#, encontramos

d ([ Ox* dz"
- =0 2.48
ds <8$/V ds ) (2.48)
que se desdobra em
oxt d?x’ Ozt da dx'™
=0. 2.4
oz ds? + oxvox'™ ds ds 0 (2:49)

oz'P
Oxk

Multiplicando a igualdade acima por encontramos a forma familiar

d?z'?  ox'P OPxt  dx dx'

= 2.
ds? N Ozt Ox'Ox'* ds ds 0 (2:50)
onde identificamos de ([2.45))
p 2 L
pe " 0w (2.51)

ozt Ox'voz'e’

2.5 Transporte Paralelo

Vetores em espacos planos nao alteram sua orientacao ao serem transportados de
um ponto a outro, ja em espagos curvos, a orientacao muda. Percebemos de
que a aceleragao sentida por uma particula em queda livre é um efeito geométrico; o
4-vetor velocidade varia ponto a ponto. Vejamos como tratar a variacao de um vetor

em espagos curvos [25].
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Seja um 4-vetor covariante X, em um referencial local inercial. Ao trans-
portarmos X, de um ponto a outro infinitamente préximo, suas componentes nao

variam, 0 X* = 0. Uma transformacao geral de coordenadas em X, fornece

ax/l/
Xu= 5 , (2.52)
e a transformacao inversa,
, Ozt
A (2.53)

v = o'V e
O desvio no transporte de A’ devido ao cariter nao-euclideano das novas
14

coordenadas sera representado por §A! e chamado de transporte paralelo do vetor
Al
ot Ot
A+ 64 = S5 X+ X, (2.54)

o ax/l/ M 8x”’x’/\

O termo

0%zt
8{1’}”/._'['//\ x I

corresponde a variagdo do vetor A/ ao ser transportado de um ponto a outro in-

JA! = (2.55)

. s . . . ~ . o1 o
finitamente préximo. Eliminando X, na equagao acima utilizando X, = %’C—A’
M «

obtemos g P

SA = T axwxM(S:I:MA;, (2.56)
que ¢é a expressao explicita para o transporte paralelo de um vetor em um espaco
curvo. Com o auxilio de podemos escrever JA!, em termos dos simbolos de

Christoffel

SA, =T% 02 AL (2.57)

Para o transporte paralelo de um vetor contravariante, partimos da in-

variancia do produto escalar,
§(A,B")=0, 0A,B"+ A,0B" =0, (2.58)
e com o auxilio de ([2.57)),
A, 0B" = —B'T$ d2* A, (2.59)

encontramos entao

§BY = —I',BY0x”. (2.60)
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2.6 Derivada Covariante

Um vetor covariante e sua lei de transformagao

ax/u ,
implicam em um diferencial
B ax/lx , , (921'/” N
dA, = D dA, + A, D dz (2.62)

que nao se transforma como um vetor devido a presenca do 2° termo no lado di-
reito da equagao acima [22]. Estamos comparando o vetor em dois pontos distintos
infinitamente préximos sem levar em conta o processo de transporte paralelo ao
transportar o vetor de um ponto a outro, o que é usual em um espaco plano. Com
a definicao de transporte paralelo, é possivel generalizar a nocao de derivada para
€spagos Curvos.

A variagao de A, entre dois pontos P e Q infinitamente préximos é, [25],

0A
(Au)g — (Au)p = 8955 dx* = dA,. (2.63)

O transporte paralelo de P até Q, de acordo com (2.57)), implica na seguinte variacao
de A,:

(Au)g — (Ap)p = Ty Ay = 64, (2.64)
A diferenca entre as duas expressoes acima fornece a comparacao em um mesmo
ponto, [23]
(Au)g — (Ap)g = dA, — 6A, = DA, (2.65)
0A o
DA, = (87;‘ — FMAQ> oz (2.66)

A quantidade DA, (derivada absoluta) nos da a diferenca entre a variacao do vetor
e a variagdo que este vetor sofre no transporte paralelo. A equagao (2.65) nos diz
que DA, é um vetor, pois estamos efetuando a diferenga de dois vetores no mesmo
ponto Q. Logo, como DA, e dz* sao vetores, a quantidade

A,

A= o
K oz

A — T A, (2.67)

¢ um tensor. A este tensor chamamos de derivada covariante do vetor A,. Para a
derivada covariante de um vetor contravariante, basta lembrarmos da invariancia do

produto escalar 0 (A*B,,) = 0. Variando o produto e substituindo (2.57):
OAH 5
At = o5+ TA (2.68)
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Seguindo o mesmo raciocinio acima, podemas encontrar as expressoes para a derivada
covariante de tensores de ordem superior. Necessitamos apenas lembrar que podemos
construir um tensor de ordem dois com o produto de dois tensores de ordem um
e assim sucessivamente para ordens mais elevadas. A expressao para a derivada

covariante de um tensor covariante de ordem dois é

0A,, N N
AMV;)\ — a—xfj\ - FH)\A(XV - V)\AOCH (269)
e para um contravariante
. 0Aw
A = EIsy + I A + T\ A (2.70)

Uma consequéncia da definicao de derivada covariante é
Guvx = 0 (271)

que pode ser visto a partir de DA, = g,,DA” e DA, = D (g,,A”) combinadas. Esta
relacao é chamada de condicao de metricidade.

Por fim, definimos o divergente covariante de um vetor contravariante como

HAH R

Ar = B + IM\AY, (2.72)
L 0 Oup

FZ)\ - 5 up% (273)

Esta relacao sera tutil mais a frente.

2.6.1 Teorema de Gauss e Teorema de Stokes

Com a definigao de derivada em espagos curvos podemos generalizar os teoremas de
Gauss e Stokes.

Da diferenciacao de determinantes,

99 09w dgh”

arr 9 gpr T T
Substituindo (2.73) e (2.74) em (2.72]) chegamos a

uo_ 1 0(/—gA")
an, = o= (2.75)

que nos permite enunciar o teorema de Gauss na forma covariante

/ At =g = 7{ AP/ =gdS,, (2.76)

(2.74)
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Na expressao acima, /—g¢dS, é um elemento orientado de superficie invariante e
v/—gdf) é um elemento de volume invarianteﬂ

O rotacional em coordenadas curvilineas, devido & simetria de I'} . é o

p
proprio rotacional ordinério
0A* QA

Ay —Apy=— — 2.77
1 v O (2.77)

e podemos escrever o teorema de Stokes na forma covariante

0A 1
fAde“ = /dS’“’a—“ = é/dS‘“’(Au.,, —Ay,). (2.78)
g ' '

onde dS" é um elemento de superficie.

2.7 Curvatura

A diferenca fundamental entre um espaco plano e um espaco curvo é o transporte
paralelo de um vetor ao longo de uma linha geodésica. Em um espago plano, a
variacao de um vetor no transporte paralelo ao longo de uma curva fechada é zero
[25]. Em um espaco curvo esta variagdo é, em geral, diferente de zero. Entao,
ao transportarmos paralelamente um vetor ao longo de um caminho fechado, ao
retornarmos ao ponto de partida o vetor transportado nao sera mais igual ao vetor
inicial.

Vejamos como se comporta um certo vetor A, no transporte paralelo ao

longo de um contorno infinitesimal fechado [22]
AA, = 7{ SA, (2.79)

De ([2.57),
AA, = ]{ I, Axdz” (2.80)

e entao aplicando o teorema de Stokes ([2.78)), a integracao fica

1 lomy,A)  ar,Ay )
Ady = 57{ orr Oz ds"
1 _aF/)J\fV 8F2p A aA}\ A aA}\ pv
_ 5},{ gy = S TS T S s (2.81)

5,/—gdf) é uma densidade tensorial.
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Considerando a area englobada pelo contorno como infinitesimal,

[O(I Ay) AT A
A, = <a“;p 3 _ (a;;;pv V1 Age
1 _arfw 8F2p A A, by A, pv
= 5| g Ay — v A+T3, S I, D AS (2.82)
Reescrevendo ([2.57)),
0A
0% 1,4, (2.83)
e substituindo em ([2.82))
1 8F>\V 6FA A 7o o T v
Ay = 2 0;0 B Wip 1ol — Thpl oy ANAS”
1
= §R2VPAAASP”, (2.84)
onde
or? or?
A v A 1o o A
vy = @x“p - 87‘;” +r, 7, -1 T2, (2.85)

¢ o tensor de Riemann ou tensor de curvatura. Quando o tensor de Riemann é nulo,
o espaco ¢ plano.
Da definicao (2.85)) verifica-se que

A A
RWP = —Rupy (2.86)
e sua soma ciclica é nula:
A A A
R, +R,,+ R, =0 (2.87)

Abaixando o indice contravariante do tensor de Riemann podemos escrevé-lo na

forma covariante

g”/\Rz)A\Vp = Bypuwp (2.88)

para que possamos ilustrar suas propriedades de simetria. Segue-se que

R)\,uup = _Ru)\upa (289)
R)\;wp = _R/\upua (290)
R)\,uz/p = Ryp)\u- (291)

Sua soma ciclica também é nula,
R)\,pr + RAp;w + R)\z/p,u = 0. (292)
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O tensor de Riemann ¢ simétrico em relacao a troca dos pares de indice
e antisimétrico em relagao a troca de indices em cada par. Como consequéncia, a
contragao das componentes do mesmo par, A = p ou v = , € zero.

Das propriedades de simetria acima para R, ,, temos que os pares possiveis
de indices u # v e p # o para uv = po correspondem a seis componentes indepen-
dentes e os pares possiveis para uv # po correspondem a mais quinze componentes
independentes. A identidade conecta ainda as componentes com todos os
indices distintos, restando ao todo para o tensor de curvatura em um espaco quadri-
dimensional vinte componentes independentes.

Destacamos ainda as seguintes propriedades do tensor de Riemann:

R 4+ R

pp;o povip

+RY ., =0. (2.93)

ppov

Estas identidades geométricas sao conhecidas como identidades de Bianchi.
Podemos construir um tensor de segunda ordem contraindo os indices de

pares diferentes do tensor de Riemann
A A
B or,, or,

A _
s = flur = 03 ™

+ 19 oy =T 1%, (2.94)

e o tensor simétrico resultante recebe o nome de tensor de Ricci. Finalmente, da

contracao do tensor de Ricci obtemos a curvatura escalar do espago,
R=g¢"R,,. (2.95)

Por fim, uma relagao que conecta o tensor de Riemann com derivadas cova-

riantes de um vetor covariante qualquer,

Ay — Apnw = APRPW)\ (2.96)
e para um vetor contravariante

2.8 Equacgoes do Campo Gravitacional

Com a definicao do tensor de curvatura, temos as ferramentas matematicas ne-
cessarias para determinar as equagoes do campo gravitacional. A motivagao fisica

vem da equacao de Poisson, [22],
V3¢ = 47Gpp, (2.98)
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que associa derivadas segundas do potencial gravitacional com a densidade de matéria
Pm.-

Vamos propor um principio variacional para determinar as equagoes de
campo. Para tanto, recorremos as palavras de John Wheeler (1908-2008), “o espaco-
tempo diz a matéria como se mover; a matéria diz ao espaco-tempo como se curvar’
[24] para enunciar a acao que que leva as equagoes de campo da relatividade geral. A
acao total deve entao conter uma contribuicao puramente geométrica e uma contri-
buicao devido aos campos de matéria. Na parte geométrica, identificamos o tensor
métrico g,, como “potencial gravitacional” em analogia com o potencial gravitacio-
nal ¢. Os campos de matéria contribuem com uma densidade de Lagrangiana para

a matéria. Desta maneira,

S =5, + S (2.99)

2.8.1 A Acao para a Matéria

O principio de Hamilton em coordenadas curvilineas necessita da correcao do ele-

mento de volume invariante,

Sy = %/L\/—ng, (2.100)

em que L é a densidade de Lagrangiana da matéria.

Sabemos que L descreve um sistema fisico que é fonte de campo gravitacional.
Sabemos também, de , que uma certa distribuicao de matéria é responsavel por
uma variagao no potencial gravitacional. Identificamos no inicio da secao as
componentes do tensor métrico g,,, como “potenciais gravitacionais”. Efetuaremos
entao a variacao em S em relacao aos potenciais do campo gravitacional e suas

derivadas primeiras.

1
05 = E/é(L\/—g) dQ (2.101)
1 ov—gL .,  0V—gL 0g"
== | | g T Q 2.102
55, C/[ g+ Yt Y | (2.102)

Usando o teorema de Gauss (2.76)) e integrando por partes (g = 0 nos limites de

integragao) obtemos

5Sm:1/[3\/—_gl/ 8 9y—gL

c ag,uu 8$A aaagzu;

g™ dS) (2.103)
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Definindo

Ly _OV=OL 0 0yl (2.104)

= ISP Y
iz T g
dg O 9%
podemos escrever

0S, = %/Twég’“’\/—ng (2.105)

A grandeza T),, é chamada de tensor energia-momento. O fator 1/2 aparece porque

na soma 7, 0¢g"" entram duas vezes os termos com as componentes j # V.

Leis de Conservagao

Entretanto, de (2.105) as variagoes dg"” nao sao arbitrarias. Os dg"” dependem das
transformacoes das quatro coordenadas. Seja uma transformagao infinitesimal de

coordenadas z'# = x* + (*. Entao,

ox'™ 0x'”
(') = g™ 2.1
g @) = S @) (2106)
) act a¢”
g / — MV 12 v
g (@) = ¢ (2) [5p + axp} {5(,+ ay] : (2.107)
Desprezando o termo de ordem superior,
v (0 a¢” act
(') =g i ve 2.1
() = g () + g g (2.108)

Expandindo ¢ (z + ¢) em poténcias de { para que os argumentos sejam iguais e

novamente desprezando os termos de ordem superior, temos

gt

/v / — g
g (@) = g™ (2) + 5

ce, (2.109)

onde substituimos ¢’** por g"” no termo de correcao, pois a expansao é em torno do

ponto z. Igualando as duas expressoes acima,

ogh” = g — g = gup% + 9”’1% - CP% (2.110)
e podemos escrever esta equacao como
ogh” = ¢ + (R (2.111)
Para as componentes covariantes,
09w = —Cuw — Cuipe- (2.112)
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Substituindo em ([2.105)) e lembrando que 7}, ¢ simétrico,

1

3 = - / Ty (CFY 4 (V) /=gd) = % / TR /g, (2.113)

Reescrevendo a equagao acima,

1 1
5S,, = — / (T:(”)_ V—gdQ) — — /T:.VC“\/—ng. (2.114)
C 14 C ’
Aplicando o teorema de Gauss a primeira integral e lembrando que nos limites (* = 0,

temos )
0S5, = /Tu;‘;jg“\/—ng =0 (2.115)

C

e segue, devido a arbitrariedade de (*, a lei de conservacgao

T = 0. (2.116)

v

A expressao acima contém 4 equagoes independentes; 7%, = 0, correspondendo &
conservagao da energia e as trés equagoes T, = 0 fornecendo a conservagao do

momento.

2.8.2 A Acao para o Campo Gravitacional

Para a acao do campo gravitacional precisamos de um escalar que dependa dos
potenciais do campo, g,, e suas derivadas primeiras. A curvatura escalar
satisfaz nossos requisitos, mas contém também termos com derivadas segunda da
métrica. Porém, estas derivadas segunda podem ser removidas via teorema de Gauss,
como veremos abaixo.

Tomando R como a densidade de lagrangiana para o campo gravitacional:

S, = C’/R\/_—ng, (2.117)

onde C é uma constante. Partindo de (2.94)), chegamos a seguinte expressdao para
R\/—g:

or’ or
— mo_ pv 27 By T A
V—9R,.9 vy [g 9 D

+ g T Ih, — 9T, (2.118)

Os termos que contém as derivadas dos simbolos de Christoffel podem ser escritos

CcOomo

ors,  9y/—gg"r d/—ggH”
v | pv A
\% _ggﬂ - o F;w O

o5 o (2.119)
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\/__ggulj aFﬁA — a \% _gg:u‘yl—‘l)))\ _ 1—\)\ a \Y% _ggHV
v v A v
ox ox ox

Transformamos os termos com derivadas segundas em divergéncias. Renomeando os

(2.120)

indices, podemos agrupar estes dois termos em uma divergéncia de um certo vetor
que se anula pelo teorema de Gauss quando é feita a variacao, ja que nos limites a

variacao é nula

/ Ry/—gdQ = / G/ —=gdQ + / %dﬂ (2.121)

Segue que

5/R\/—ng:5/G\/—ng (2.122)
Utilizando (2.51)) e (2.71]), apds manipulagoes chegamos a
G =g" (T0,I), —T5I7%) (2.123)

que ¢ a lagrangiana para o campo gravitacional.

2.8.3 Equacoes do Campo Gravitacional

De acordo com o que foi visto nas duas secoes precedentes, podemos escrever a

variacao da acao total S = 4.5, + 65, = 0 como

5/ (R+ L) /—gd2 =0 (2.124)

A variacao de L em relagao a ¢g"” no s leva a

5/L\/—ng = /TW\/—gég’“’dQ (2.125)

Para a variacao de R /—g temos

6/R\/—ng = 5/9’“’RW\/—ng (2.126)

5/Rx/—gd9 = /[RW\/—gég“” + ¢"'\/=g0R,, + R6\/—g] d (2.127)
Utilizando ([2.74)) obtemos

1 1
W=g = —5 =00 = —5——(99"00) = —5v/=9g09" . (2128)
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Substituindo em ([2.127)),
1
05, = / {(RW — égw,R) V—=90g" + g"'\/—gdR,, | d. (2.129)

E mais simples calcularmos 0 R, em um referencial local-inercial:

9T, 90T,
ORu = — A — —-E (2.130)

€ podemos escrever

OoTA N AN
_ wo o w po _
g p g e e (2.131)

A A
SR = oL, B oI
a ox? ox”
Temos acima a divergéncia de um vetor e o termo ([2.130]) se anula pelo teorema de
Gauss (2.76)). Para a variacao da agao temos entao

1
98, = / (RW — §9WR) dg"\/—gdSQ. (2.132)

E possivel ainda acrescentar um termo constante 2A a integral (2.117)) sem

alterarmos as equacoes de movimento, visto que a agao continua sendo um escalar:

1
5/ (R4 2A) /—gdQ = / (Ruv - §gf“’R — gu,,A) dgH\/—gdQ) (2.133)

Chamamos a constante A de constante cosmoldgica, justamente por ter sido incluida
originalmente por Einstein por razoes cosmoldgicas. A variacao da agao total (2.124))

em relacao a dg"” nos fornece

1
R, — §gWR —Agp = KTy, (2.134)

que sao as equagoes de campo procuradas. As equacoes acima sao chamadas Fquacoes
de Finstein e a constante x ¢é identificada com a constante gravitacional de Newton,

k = 8mG. O tensor definido por

1
G/u/ = Ruu - §g,uuR (2135)

¢ chamado tensor de Finstein.
As Equagoes de Einstein sao nao-lineares, fato este devido ao préprio campo

gravitacional ser também fonte de campo gravitacional, pois o campo carrega energia.
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As equagoes de movimento sio obtidas das leis de conservagao T, = 0, sendo
que a divergéncia do primeiro membro de também é nula devido as identi-
dades de Bianchi . Logo, as leis de conservagao estao contidas nas equagoes de
campo.

Para a solucao das equagoes de Einstein é preciso, juntamente com as equacoes
de campo, uma equacao de estado para a matéria, que relaciona pressao com den-
sidade de energia, ou seja, determina a distribuicao e o estado de movimento da

matéria.
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Capitulo 3

Cosmologia

3.1 Principio Cosmolégico

A cosmologia moderna tem como objetivo descrever a evolugao do Universo com
base em teorias fisicas. A maior responsavel por ditar a dindmica do Cosmos é a
gravidade, ja que, das quatro forcas fundamentais, é a de mais longo alcance. A
relatividade geral é a teoria gravitacional com maior sucesso observacional e por isto
¢ usada como base na maioria dos modelos cosmologicos.

O principio cosmoldgico é a primeira suposicao da fisica moderna sobre a
estrutura em larga escala do Universo. Inicialmente conhecido como principio coper-
nicanoﬂ sustentava que a Terra nao ocupava lugar privilegiado no Universo (que a
época era considerado como sendo basicamente o sistema solar). A vers@o atual do
principio cosmolégico é de que a estrutura do Universo em larga escala (superior a
100M pcﬂ) é homogénea e isotropica; o Universo é igual ponto a ponto e em todas as
diregoes.

Para reforcar o principio cosmoldégico, observacoes na faixa de microondas,
[26], revelaram um espectro de corpo negro de temperatura média da ordem de 2, 7K
altamente homogéneo e isotrépico (figura . Esta radiagao foi chamada Radiacao
Cosmica de Fundo.

Outro fato fundamental para a descricao da larga escala do Universo vem das
observagoes das raias de emissao de galaxias distantes. Estas observagoes revelam
um desvio Doppler para o vermelho na luz emitida por estas galaxias [3]. A causa

deste desvio Doppler é a expansao das dimensoes espaciais do Universo.

INicolau Copérnico, 1473-1543
21pc = 1 parsec= 3,08 x 106m.
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A expansao cosmoldgica remete naturalmente a um passado de maior den-
sidade e, consequentemente, maior temperatura. Ao retrocedermos no tempo, as
interacoes entre os constituintes do fluido cosmolégico se tornam cada vez mais
energéticas. Quando a escala de energia de ionizacao do H e He ¢é atingida, ~ 10eV/,
o fluido cosmolégico passa a se comportar como um plasma de barions e elétrons,
tornando-se opaco a radiagao. Temos entao um limite observacional na escala cos-
moldégica.

A Radiag¢ao Césmica de Fundo é um instantaneo da época em que o Uni-
verso resfriou do plasma de barions e elétrons para um fluido neutro de atomos e
radiacao. A radiagao entao se desacoplou da matéria e pode se propagar livremente,
preenchendo uniformemente o espaco, mas carregando a informagao das flutuagoes
de densidade, como mostra a figura (3.1} Esta transicao é chamada desacoplamento.
Observagoes recentes da Radiagao Césmica de Fundo revelam flutuagoes na homo-

geneidade e isotropia da ordem de 107°, [10].

—300 —200 —100 0 100 200 300
}—"Kcmh

Figura 3.1: Flutuagoes na radiagao de fundo de microondas 2, 7K. Fonte: Planck

Collaboration, fevereiro de 2015.

Para escalas ainda mais energéticas, quando a velocidade dos constituintes
passa a ser da ordem de ¢, a matéria entra no regime ultmrrelatim’sticﬂ Como
veremos na secao (3.3.4)), a densidade de energia neste caso é proporcional a t=2,
que juntamente com a lei de Stefan-Boltzmann, p = oT*, fornece uma relacao entre

tempo e temperatura, t ~ T2,

3A equacdo de estado é a mesma de um fluido de radiacéo.
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Além do limite observacional, experimentos em aceleradores de particulas
reproduzem as condigoes de energia do Universo até escalas da ordem de 17eV, cor-
respondendo a um tempo da ordem de até 107'2s. O modelo padrdo de particulas
elementares faz previsoes para a hadroniza¢ao, que é o confinamento de quarks em
mésons e barions, e a subsequente formacao de estados ligados entre hadrons, resul-
tando nos nucleos atomicos de elementos leves, nucleossintese, em excelente acordo

com as observagoes da densidade de matéria barionica no Universo [5], [10].

Evento Tempo (segundos) T(K)
Tempo de Planck** 10743 1032
Bariogénese** 10737 10%
Hadronizacao 1074 10'2
Nucleossintese 1072 - 107 101t - 10°
Igualdade matéria-radiacao 10t 104
Recombinacao - Desacoplamento dos fétons 1013 103
Primeiras estrelas e galdxias - formacao de Hy 10 102
Aglomerados de galaxias 10%7 10

Hoje 4 x 107 2,7

Tabela 3.1: Breve histéria térmica do Universo. ** Nao hé evidéncia experimental;

fora das escalas de energia dos aceleradores de particulas.

A tabela mostra os principais eventos da histéria térmica do Universo,
da escala de Planck, onde uma teoria quantica da gravidade se faz necessaria, pas-
sando pelas previsoes do modelo padrao de particulas até as estruturas do Universo
observével [27].

Em larga escala, a homogeneidade e isotropia espacial e a expansao das
dimensoes espaciais sao os elementos béasicos para a descricao da evolucao do Uni-
verso. A partir destas informacoes podemos atribuir simetrias para a métrica e para

a distrbuicao de matéria-energia no Universo.

3.2 Meétrica de Robertson-Walker

A hipdtese de homogeneidade e isotropia do espago impoe simetrias sobre o setor
espacial da métrica. Homogeneidade implica em simetria de translacao e isotropia

em simetria de rotacao.
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E possivel mostrar que as simetrias acima sao possiveis somente em um
espago plano, esférico ou hiperbdlico [I3]. A métrica plana é Gbvia, gg,‘z) = O;1; as
métricas espaciais esférica e hiperbdlica sao determinadas a partir de um espaco de
imersao 4-dimensional, com raio de curvatura r> = 1 que vincula uma superficie
3-dimensional, onde o sinal da 4* componente fixa a geometria em esférica (+) ou

hiperbdlica (-),
1 =af +a5+a3+a], di*=dxl+do;+do; +drs. (3.1)

Na expressao acima, dl é o elemento de linha no espaco 4-dimensional de imersao.

Combinando as duas equacoes para eliminar x4 temos

(l’ldl’l + ZL‘leL‘Q + l’3d$3)2

dl? = da? + do? + da? £ 3.2
xy + dxs + dag 5 (2 122 £ 1)) (3.2)
ou, de forma mais compacta
s o, (@-d¥)?

onde introduzimos a constante x, que pode assumir os valores 0, 1 e —1 represen-
tando, respectivamente, um espaco plano, esférico e hiperbdlico. Chegamos entao a
seguinte forma para a métrica 3-dimensional

Xyl
1 — k22

9 =6+ w (3.4)

Adicionando as componentes com dependéncia temporal para formar o intervalo no

espaco-tempo, temos
ds* = goo(t)dt* — 2go;dxdt — aQ(t)gS')dxidxj (3.5)

onde faremos a escolha de coordenadas para fixar ggg = 1 e go; = 0, definindo o
tempo cosmoldgico, t, de maneira que a coordenada temporal seja ortonormal as

3-superficies espaciais. Este ¢ o referencial sincrono [22] ou comével [13],
2 _ 7.2 200) 53 7,0 7.7
ds® = dt* — a*(t)g;; dx'dz’. (3.6)

Transformando xy, x2 e x3 para coordenadas esféricas r, 6 e ¢, podemos
ainda escrever o intervalo como

2

ds* = dt* — a*(t) + r%(d6? + sen?*0d¢?) (3.7)

1 — kr?
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cujo tensor métrico correspondente ¢ a métrica de Robertson-Walker, [29], [30]. A
fungao a(t) reescala as distancias espaciais e por isso recebe o nome de fator de escala
do Universo.

Uma forma conveniente de reescrever a métrica de Robertson-Walker é usando

o tempo conforme,

dp = —— (3.8)

resultando em

ds® = a*(n) [dn2 —T—zt r?(d6* + sen29d¢2)} : (3.9)

Parametros Cosmologicos

E interessante expandir a(t) em um intervalo ¢t — tg, com ¢ préximo de tg, onde o

indice 70" se refere ao tempo atual
a(t) = alty) [1 + Ho(t — to) — %qOHS(t 1) + } (3.10)
onde introduzimos o parametro de Hubble e o parametro de desaceleragao
H(tg) = Hy=—, q(to) = qo = —ao—5- (3.11)

O parametro H(t) corresponde a taxa com que o Universo é reescalado; a
taxa de expansao. H possui dimensao de s~!. Por conveniéncia observacional, H é
normalmente expresso em kms ' Mpc~! e seu valor atual estd contido no intervalo
Hy = 67,84 0,9%ms ' Mpc™, [10].

O parametro qq informa o regime de aceleracao da expansao cosmoldgica, as-
sumindo valores negativos para expansao acelerada e valores positivos para expansao

desacelerada.

3.2.1 Desvio para o Vermelho

As observagoes das raias de emissao de galaxias distantes revelam um desvio Doppler
para o vermelho. Em [3], Edwin Hubble argumentou que a expansao das dimensoes
espaciais é uma possivel explicagao para este desvio Doppler.

O fator de escala a(t) reescala as distancias e consequentemente, comprimen-

tos de onda, de maneira que

A
— = constante. (3.12)
a
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Um sinal luminoso com A, emitido por uma fonte comével (que se move juntamente
com a expansao) e detectado em determinado ponto de recepg¢ao com )\ se relacionam
por
X _ X (3.13)
ap  alt.)

Quando comparamos a diferenca entre o sinal emitido e recebido com o sinal emitido,

estamos olhando para o efeito Doppler sofrido pelo sinal luminoso. A relagao

_/\0_>\e_ Qo
A alt)

z -1 (3.14)
é chamada desvio para o vermelho da luz.
Identificando em 7 = aZ as coordenadas de um referencial qualquer 7 e as
coordenadas coméveis T, e derivando em relagao ao tempo cosmoldgico:
dr  da X a dr

oo Iz ~ — HFf 4+ 1
o dtx—i—adt ar—i—adt T+ Up (3.15)

Podemos distinguir v, a velocidade peculiar do movimento das galdxias devido a
interacao com suas vizinhancas e a welocidade de recessao ou velocidade comovel,
v, = H7, com a qual as galdxias se afastam umas das outras, coméveis com o fluido
cosmoldgico. Na média, as velocidades peculiares se cancelam de maneira que na

escala de homogeneidade temos um desvio para o vermelho medido (Lei de Hubble).

3.3 Dinamica Cosmolégica

As equagoes de Einstein (2.134) conectam a variagao da geometria do espago-tempo
com a densidade de matéria-energia dada por (2.105). Usando sua forma contraida,

Rl = —8nGT}, podemos reescreve-las como
1 p
R,, =8rG(T,, — §gWTp). (3.16)

As componentes de R, sao dadas de (2.94)). Para determind-las, precisamos das

componentes da métrica do espago-tempo (3.6)) e da métrica espacial (3.4)),

Tl

_ _ 20,3 3) _
goo =1, ¢gij=—a (t)gij v Yy = di; + lim. (3.17)
Os simbolos de Christoffel (2.46)) nao-nulos correspondentes sao
i 3) i 3 i Qg
jk = "igj(k)ff ’ F?k = _aagj(‘k)a 0k — _aék- (3.18)
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As componentes nao-nulas R, sao determinadas com a ajuda dos termos

orY d
ik _(3)
5 = ik %(““) (3.19)
ork, d
= 3= |- 3.20
at dat (3.20)
e
. o\ 2
i i 3 3 ‘
[iCh = g\va?, T4, =3¢%a2 TETl, =3 (5) , (3.21)
resultando em
aro )
ROO - - FO]F?QO’ (322)
81“’“ 6F0 ork
Ry = - & 3.23
! ka ] oxJ ( )
— [I5Th + F’“ oL + T ] + (3.24)
+  [TET + o] (3.25)
Reorganizando, podemos agrupar os termos de maneira que
Rop = —32 (3.26)
Ri; = 2a gfj) + aag(3) + R;; @) (3.27)

sendo Rg’) o tensor de Ricci 3-dimensional. Rg-’) ¢ mais facilmente determinado em

um referencial localmente inercial em que os I''s sao nulos,

ory,  ork
——2 =2 2
8l‘k s K03 (3.28)

onde usamos (3.4). Com uma transformagao geral de coordenadas temos

RY =

R = 2kg? (3.29)

ij
que é vélida em qualquer referencial. (3.27)) fica entao

e o lado esquerdo de (3.16) estd determinado.
Para o lado direito de (3.16]) precisamos de uma descri¢ao do conteido ma-
terial do Universo. Vejamos como novamente o principio cosmolédgico vai nos servir

de guia.
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3.3.1 Fluido Cosmolégico

Estados ligados como galdxias, aglomerados de galdxias e super-aglomerados de
galaxias se tornam pontuais em escalas da ordem de centenas de M Pc. A partir
desta escala, a homogeneidade e isotropia sugerem descrever a matéria como um
fluido, o flutdo cosmoldgico. As simetrias do fluido sugerem um fluido perfez’toﬂ
Para um observador em repouso em relacao a este fluido (referencial comével,
u* = (1,0,0,0)), a distribuigao isotrépica de densidade de matéria-energia, p, e

pressao hidrostdtica, p, leva a um tensor energia-momento de componentes [24]

p 0 0 0
0 —p 0 0
T, = b (3.31)
00 —p 0
00 0 —p

Em termos da 4-velocidade u,, podemos escrever as componentes de T,
como

T,u,y - (P +p)uuuu — PAuv, (332)

que é a forma covariante do tensor energia-momento para um fluido perfeito, [22],
[13]. Vemos que a defini¢ao acima se reduz a forma ((3.31]) para um referencial comével

u; = 0. O trago correspondente é
1", = (p + p)u”u, — pé", = p — 3p. (3.33)
e as componentes espaciais fornecem

Ti; = —a’pg); . (3.34)

ij

3.3.2 Equacoes de Friedmann
Podemos agora completar as equagoes de Einstein (3.16]) com (3.32)) e ,

1
R(]() = 87TG(EJ - ég”T‘L) (335)
R, = 4nG(p —p). (3.36)

Substituindo (3.26)) e (3.30]) nas igualdades acima, as equagoes de Einstein resultam

em duas equagoes independentes,

a 4

4N&o hé producio de entropia. Fluido em que nao ocorrem processos dissipativos.
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d2

a K

chamadas equacoes de Friedmann. Eliminando a de (3.37)) e (3.38) resulta na forma
muitas vezes mais conveniente

a\> 8 K

a

A lei de conservagao da energia pode ser obtida das equagoes de campo ((3.37))

¢ ou de T%, =0,

p+3g(p+p) ~ 0. (3.40)

Temos entao duas equagoes independentes para trés fungoes a determinar,
a(t), p e p. Para completar o sistema de equagoes, é necessario ainda uma relagao
entre p e p; esta relacao é dada por uma equacao de estado para a matéria.
Em termos do parametro cosmoldgico observacional Hy, (3.11)), a equagao
de Friedmann permite fixar um critério para determinar a curvatura espacial k,
3H?
Per =
8tG

(3.41)

que corresponde a densidade de energia critica atual, p.., para a qual a curvatura
espacial é zero (espaco plano). Se py > per, k =1 € 0 espago ¢ esférico e se py < per,
k = —1 e o espaco ¢ hiperbdlico.

Em forma adimensional, a equagao de Friedmann pode ser escrita em

termos do parametro cosmolégico Hy,
Qo+ Q=1 (3.42)

em que €, = 87Gp/3H e Q, = —r/Hjad. As observagoes atuais se mostram a
favor de um Universo espacialmente plano, com precisao da ordem de 1% [6]. No
que se segue, assumiremos x = ( para a curvatura escalar do espaco.

Vejamos entao como as equagoes de Friedmann levam a evolugao do fator de

escala, dada um equacao de estado para a matéria.

3.3.3 Matéria Barionica

A mais simples equacao de estado é a de um fluido que nao exerce pressao, p = 0. Um
fluido de galaxias em escala cosmolégica se comporta como um fluido sem pressao. As

galdxias e aglomerados sdo, a principio, formados pela matéria visivel (que interage
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eletromagneticamente) e é chamada matéria barionica, composta basicamente de
prétons, néutrons e elétrons.

Para um Universo preenchido por um fluido de matéria barionica p = 0, a
conservacao da energia fornece

Pm _ 3¢ (3.43)
Prm a
que integrada
-3
Inp, =-3ma+C, pn=pmo (i) , (3.44)
Qo
e substituida na equagao de Friedmann (3.39) leva a
@ _ (_SWGP;”O) a2, (3.45)
a 3a,
a(t) o t¥3 (3.46)
De ([3.38)), vemos que, como p > 0,
e
i = —”Tp <0 (3.47)

levando a uma desaceleracao na taxa de expansao. Os parametros cosmolégicos

podem entao ser determinados,

2
= 3 (3.48)
2
H = . (3.49)
o = 1/2, (3.50)
Pm = ; (3.51)
" 6w Gt?

3.3.4 Radiacgao

O tensor energia-momento para o campo eletromagnético é construido com o tensor

do campo eletromagnético F'* [23],

1 1
T = 35 [~FuoPE+ §F Pyt (552

F* ¢ antissimétrico e consequentemente apresenta traco nulo. Impondo a condicao

de trago nulo a (3.33))

I
=

p—3p
%

Y

Il

wiD
—~ —
w
ot
N
S~—



ganhamos a equacao de estado para um fluido de radiacao. Com a relagao entre

pressao e densidade de energia determinada podemos integrar a lei de conservagao

da energia ([3.40)),
) a
pr=—4—(pr) (3.55)

e chegar a evolugao de p,

o = pro (3)4. (3.50)

Qo

4 mais rapidamente que a matéria

A densidade de energia da radiagao cai com a~
barionica. Substituindo este resultado nas equacoes de Friedmann encontramos a

evolucao temporal do fator de escala

8t
Q2 = <”—’4)0) a2, (3.57)
3ag
a o tY? (3.58)
e a equacgao para a aceleragao,
a 8rG
- = —— 3.59
- 5P (3.59)

e novamente temos uma expansao desacelerada. Os parametros cosmolégicos corres-

pondentes sao

fy = — (3.60)
0 — 2H0a :
£\ /2
a(t) = ag (—) , (3.61)
to
H o= 2 (3.62)
oot '
3
= 64
p 32w Gt? (3.64)

3.3.5 Matéria Barionica e Radiacao

Para uma mistura de matéria e radiacao nao-interagentes vamos escrever as equagoes
de estado em funcao de um parametro w para uma notac¢ao mais concisa. Deste modo,

para a matéria barionica e radiagao temos
p=wp (3.65)
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com
W =0,  w, =1/3, (3.66)

respectivamente. p = wp é chamada uma equac¢ao barotropica de estado. De (3.39)) e

(3-40)

(&) = Fontn (367)
pn = 30w, (3.69)
p = —3%p(1+w), (3.69)

onde a energia se conserva separadamente para cada fluido (ndo-interagentes). Em

termos do parametros cosmoldgicos temos que

H= HO\/QT (a%) o O, (a%) - (3.70)

Modelando o Universo com matéria usual (radiacdo e matéria barionica)

percebemos que:

e A soma das contribuicoes de radiacao e matéria barionica matéria visivel in-
terage eletromagneticamente perfaz um total da ordem de 5% da densidade
critica, [I0]. O Universo necessita de um ajuste hiperfino nas condigoes inici-
ais de densidade de energia para que tenhamos x = 0. Este é o problema da

planura.

e O horizonte de particulas,

cdt’
dy(t) = a(t — 71
(0 = att) [ S5 (371)
define a esfera causal de um observador. Regides que hoje estao entrando em

nosso horizonte causal apresentam a mesma uniformidade na RCF que regides

anteriormente causalmente desconexas. Este é o problema do horizonte.

Somam-se a estes problemas mais dois fatos observacionais: a dinamica de
galdxias e a expansao acelerada.
Na dinamica de galéxias citamos dois casos. As curvas de rotagao de galaxias

nao se mostram condizentes com a distribuigdo de matéria visivel observada [34] e
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interacoes entre galaxias apresentam distorcao por efeito de lente gravitacional nao
condizente com a matéria visivel observada [28]. Em ambos os casos hd um déficit
de matéria. Por nao ser observada, esta forma de matéria nao interage eletromag-
neticamente, e por isso é chamada de matéria escura. Este problema observado em
escala galatica é também fundamental em escala cosmoldgica, como veremos mais
abaixo.

Outro fato observacional veio mudar radicalmente o panorama da cosmolo-
gia; a aceleracao do fator de escala do Universo. Observagoes de velas-padrao super-
novas Tipo 1A revelaram que o Universo estd em expansao acelerada [16]. Algum
tipo de componente com pressao negativa (w < —1/3) nao observado estd acelerando
o Universo atual (¢ > 0). Este componente recebeu o nome de energia escura.

Separamos os problemas acima em duas partes, inflacao e setor escuro.

3.4 Inflacao

Para tratar os dois primeiros problemas acima, foi proposta por Alan Guth, [9], a
idéia de inflagdo cosmoldgica. A inflagao seria um periodo da evolug¢ao do Universo
em que a expansao do fator de escala teria sido exponencial.

O problema da planura é resolvido pela inflacao ja que uma regiao com certa
curvatura, quando esticada para uma escala muito maior ird se mostrar espacialmente
planaﬂ

O problema do horizonte causal é reinterpretado pelo paradigma inflacionario,
que afasta regides causalmente conectadas no inicio da inflacao para além do hori-
zonte de particulas ao fim do periodo inflacionario. Estas regioes voltam a entrar em
contato quando seus horizontes de particula se encontram em determinado tempo t.

Para gerar um periodo inflacionario, é usual partir de um componente de
matéria descrito por um campo escalar, genericamente chamado de inflaton. Tal

campo escalar apresenta a seguinte densidade de Lagrangiana

L= 30,696~ V(9), 3.7

que junto com ([2.104)) e (3.32)) fornece a relacao entre pressao e densidade de energia

deste campo escalar

po= 3P +V@), b= 58 - V(o). (3.73)

= . ’ ~ ’ . . . . .
°A analogia é a de um baldo que é inflado para muitas vezes o seu tamanho inicial.
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Se assumirmos que ¢? varia lentamente em relacao ao potencial V, ¢? << V, e temos

a relagao
p=—0 (3.74)
garantindo que
a 8rG
- = — 3.75
- A (3.75)

levando a uma expansao acelerada do fator de escala. De ({3.39))

= constante, (3.76)
o eT (3.77)

Q| e

a(t

~—

ganhamos uma expansao exponencial para o fator de escala.

3.5 Setor Escuro

3.5.1 Energia Escura

Para descrever a atual expansao acelerada observada, é necessario termos uma pressao
negativa w < —1/3 no caso de uma equagao barotrépica de estado para que
d > 0. Das muitas propostas para modelar a atual aceleragdo do Universo (quin-
tesséncia, gas de Chaplygin, teorias alternativas para a gravidade entre outras),
mostraremos a mais consagrada, o modelo da constante cosmoldgica. Este segue di-
retamente de uma constante nas equacoes de Einstein , conhecido como termo

da constante cosmoldgica A. A este termo esta associada uma densidade de energia

R — 3.78
A= (3.78)

e assim como em ([3.74]) uma pressao
DA = —PA (3.79)

que da equagao de Friedmann leva a a > 0. Associa-se pp a uma energia de
vacuo, mas a previsao de teoria quantica de campos para esta energia de vacuo é
120 ordens de grandeza maior que o valor necessario para explicar a atual aceleragao
do Universo, py = 10747GeV [31], para gy = —0,58. Seu valor estimado atualmente
corresponde a cerca de 68% da densidade de energia atual do Universo [6]. Este é o

problema da constante cosmoldgica.
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Em termos de parametros cosmologicos, a evolucao do fator de escala é dada

4 -3
H= HO\/QT <3) + O (i) +Qy. (3.80)
Qo ag

3.5.2 Matéria Escura

por

A matéria escura é descrita apenas por sua caracteristica de interacao gravitacional.
Por nao interagir eletromagneticamenteﬁ a matéria escura é modelada por um fluido
sem pressao (w = 0).

As estimativas da presenca de matéria escura no Universo apontam para
Qe ~ 27%; uma abundancia muito maior que a da matéria barionica, ,,, ~ 5% da
densidade total de energia [6].

Assim como em (3.59), a contribui¢ao da matéria escura para a dinamica do
Universo é de desacelerar a expansao. Sua relevancia no contexto cosmolégico surge
também como necessidade na descrigao dos processos de formacao de estruturas .

Como a densidade de matéria escura é muito maior que a densidade de

matéria barionica e radiagao, ppe => pm, podemos expressar a dinamica do fator de

-3
H= HO\/Qme (ai) N (3.81)
0

Este é o modelo ACDME], que é o que melhor se encaixa com os dados observacionais
[10].

escala por

3.6 Equacao de Estado de van der Waals

A equagao de estado de van der Waals usada no contexto cosmoldgico [20], [19] e faz

parte do grupo das equagoes de estado exdticas. Sua forma usual é
a
(p+ ﬁ)(v —b) =RT (3.82)

onde v = V/N é o reciproco da densidade de numero de particulas com N sendo o

numero de particulas, R é a constante dos gases, T', a temperatura e a e b constantes

60u por sua interacio eletromagnética ser desprezivel.
"CDM é a sigla em inglés para Cold Dark Matter, matéria escura fria (nao-relativistica).
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que caracterizam a atragao intermolecular e o volume excluido em colisdes binarias,

respectivamente.
Expressando a (3.82) em relacdo as varidveis criticas [32]
a 8a
= . v.=23b, T. = 3.83
Pe=om2 27Rb (3.83)
temos a equacao em sua forma reduzida
8T, 3
Dr —. (3.84)

T30, -1 v2
E usual definir o parametro w(T'), assim como no caso da equagao de estado ba-

rotrépica, associado & temperatura, e também realizar a troca v=*

= p, de maneira
que

Swp 2

= -3 3.85
P=go =% (3.85)

¢ a forma da equacao de van der Waals usada no contexto cosmolégico.

Substituindo (3.85) na equagao de conservagao da energia (3.40) e inte-

grando, obtemos
(p—3) / da
d =3[ —. 3.86
/ pp(3,02 —10p + 8w + 3) a (3.86)

Para o lado esquerdo da integral acima vamos precisar de

| T -
p(3p2 — 10p + 8w +3)

1 0> ) dp
In + (3.87)
2(8w + 3) 3p? —10p+ 8w+ 3 8w+3) 3p2—10p+ 8w+ 3

juntamente com

dp
/ (3p? — 10p + 8w + 3) (3:88)
que possui as solugoes a seguir, dependentes do parametro w,
1 . (3,0 +5—2v4 — 6w
4v/4 — 6w 3p+ 53+ 2¢5m

! ¢ P ~2/3
————— arctan | ——— ara w
2v/4 — 6w 26w — 4 P
Para w = 2/3, o polindmio no denominador das integrais (3.87) e ([5.13)) pode

ser agrupado em um quadrado perfeito e usamos as solugoes

/(d—p S - (3.90)

) para w < 2/3
(3.89)

p—5/3) (p—5/3)"
dp 3 9 ( p )
—— = ————+ —1In 3.91)
|75 = et w5 (
Chegamos entao as seguintes solugoes para 0 < w < %, w = % e % <w:
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00<w<§:

3—2w

3P +5— 2\/4 _ 60.)) 3(8w+3)v/A—6w
3p—5—2v/4 — 6w

a(p) = Cap~ =% (3p” — 10p + 8w + 3) =59 (

(3.92)
ow:%
/25
p—5/3\° 4 1
=Cy | —— — 3.93
= (P20 e | (55 (3.93)
ow>§
— Cs 2 T
alp) = ~— (3p” — 10p + 8w + 3) 27D
p8w+3

Qoo — _
X exp [ w0 arctan [MH (3.94)
3(8w + 3)v/6w — 4 26w — 4

No limite assintético p — 0, a equagao de van der Waals tende a

8
p— ?wp, (3.95)
e as solugoes acima fornecem
a(p) — pET, (3.96)

Para w = 0, a pressao corresponde a —3p? e a conservacao da energia fornece

d d
| S — (3.97)
a  p3p—1)
Integrando a expressao acima encontramos a dependéncia do fator de escala com a
densidade de energia,
—1/3 3p -1 1/3
Isolando p e substituindo na equacao de Friedmann obtemos
Ciad +3 1
VA Ll A (3.99)
a V3
que tem como solucao
\/g a3/2
~——“t=+/C4a®+3+ V3 + Co. 3.100
2 ! 2:/3(Cya® + 3) + 6 ’ (3.100)
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A equagao acima apresenta limites assintéticos interessantes; para a < 1 temos

t
Ina®? = 5 + Cs, (3.101)
t
@ O eXp 3, (3.102)

correspondendo a um regime inflacionario e para a > 1,
a o t*3 (3.103)

correspondendo a um regime de dominio de matéria (p ~ 0).
Da conservacao da energia impomos p < 0 para que a densidade de energia
decresga com o tempo, resultando em
a [3p? —10p+ 8w +3

)= —3— <0 3.104
p P 3, : (3.104)

5 —2v/4 — 6w 5+ 24 — 6w
< — ou p>#

. (3.105)

P

Para um regime de aceleragao positiva temos a condicao p 4+ 3p < 0 que implica em

9p% — 28p + 24w + 3

i = —4nGap 3, >0 (3.106)
e
28 — (/282 — 36(24 3 28 282 — 36(24 3
v w+3) o v (24w +3) (3.107)
18 18
Da relagao (3.105) acima temos, para a condigao de densidade de energia
inicial,

_5—2\/4—6w

; (3.108)

Po

que fornece uma densidade de energia finita correspondendo ao inicio da expansao
cosmolégica. Com a densidade de energia inicial substituida na equacao de van der

Waals encontramos, para a pressao inicial,

_5—2\/4—6w B

— 3.109
3 Po ( )

Po =

resultando em um periodo de inflagao cosmoldgica.
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Outra solugao assintdtica interessante surge de (3.92)) para w = 1/8. No

limite p — 0,

aocp V4 (3.110)
a o t'/?, (3.111)

recaindo em um regime de radiagao.

A dinamica é dada pelo sistema ((3.39) e (3.40) que resulta em

.3 SwH?
H+ - |H? + -

W gp? - 112
2 3 smEjeg H/ETG| =0 (3.112)

onde diferenciamos e substituimos . A seguir temos como exemplo o caso
w=1/8, py = (5 —/13)/3, cuja solucdo numérica fornece a evolucio da densidade
de energia e da pressao, p(t) e p(t), do fator de escala, a(t) e da aceleragao a(t).

A figura (3.2) mostra a evolu¢ao temporal da pressao e da densidade de
energia e a figura seguinte, , evidencia a mudanca no regime de aceleragao, de
acelerado para desacelerado, a medida em que a pressao transita de valores negativos
para positivos e a densidade de energia se dilui. Na figura temos o comporta-
mento do fator de escala, cuja taxa de expansao diminui devido ao inicio do periodo
desacelerado.

Este é o pano de fundo — de agora em diante, background — de um Universo

preenchido por um fluido de van der Waals.

15 20

Figura 3.2: Densidade de energia p(t) e pressao p(t)
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Figura 3.4: Evolucao temporal do fator de escala a(t)
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Capitulo 4
Instabilidade Gravitacional

A evolucao do background do espaco-tempo dada pelas equacoes de Friedmann leva
em conta homogeneidade e isotropia da geometria espacial. Uma simples observacao
do céu a olho nu nos mostra uma distribuicao nao-homogeénea e anisotropica de
matéria no espago. Esta distribuicao de matéria é parte das estruturas observaveis —
sistemas estelares, aglomerados, galaxias, aglomerados de galdxias e super-aglomerados
de galaxias.

A observagao do céu na faixa de micro-ondas (figura mostra inomoge-
neidades da ordem de 1075 [10]. Estas flutuagoes na densidade, § = %’O, gravadas
na radiacao césmica de fundo quando o Universo era jovem (época da recombinagao,
~ 3 x 10°anos) evoluiram para as estruturas observadas atualmente.

As flutuagoes na densidade de matéria escura formam pogos gravitacionais
que aglutinam o fluido ionizado de barions e elétrons que, ao se combinarem em
atomos neutros, permitem que a radiagao se propague livremente, levando impressas
as flutuacoes de densidade de matéria barionica.

A instabilidade gravitacional é responsavel pela formacao destas estruturas.
Heuristicamente, podemos visualizar a instabilidade gravitacional como resultado do
balango entre a forca gravitacional e a forca devido a pressao hidrostatica. Pequenas
flutuacoes de densidade dp em uma regiao de escala Ag;; sobre um background de
densidade homogeénea p dao origem a pequenas variagoes de forga gravitacional e de
pressao. Em termos de forca por unidade de massa, quando a forca gravitacional é

maior que a pressao do fluido,

F, > F,, (4.1)

1§ recebe o nome de contraste de densidade.
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GM PAZ,
)\2 > 3 7
fis p/\ i

(4.2)

temos o colapso gravitacional desta regiao. Esta andlise nos da4 um critério para a

formacao de estruturas, o comprimento de Jeans, \j,
(4.3)

onde usamos v> ~ p/p no lado direito da desigualdade (4.2). Associado a \; temos

o numero de onda de Jeans e a massa de Jeans,

27 4T (A 3
b= M=oV = 2, (2 4.4
J N, J =PV 3 P( 9 ) (4.4)
Para uma regiao de tamanho caracteristico A\y;s < Aj, as flutuagoes crescem, para
Aris > Ay, as perturbagoes se propagam como ondas acusticas, [33], [34], [13]. O raio

de Hubble, dy
dy = — (4.5)

permite distinguir dois regimes para as flutuagoes; Ars < dp corresponde a per-
turbacoes dentro da escala de Hubble e \f;; > dy corresponde a perturbagoes fora
da escala de Hubble que adentrarao esta escala em tempos futuros. Flutuagoes para
as quais Ay < dy podem ser tratadas pela descricao Newtoniana e flutuacoes para
as quais A;s > dy sao tratadas apenas relativisticamente.

As flutuagoes sao tratadas por uma teoria perturbativa, linear e nao-linear.
A teoria linear de perturbagoes opera no regime épﬁ ~ 1 e é capaz de modelar a
formacao de estruturas em larga escalaﬂ ~ 10%m sobre um background homogéneo.
Estruturas menores, aglomerados de galdxias e galaxias, sao descritas pelo regime
nao-linear, épg > 1, apresentando uma dindmica muito mais complexa, [27].

Exporemos aqui a teoria de perturbacoes lineares em que as flutuacoes de
densidade sao pequenas e nao sao influenciadas pela dinamica das estruturas de

escalas menores, mas sim pela dinamica da expansao do background.

4.1 Equacoes de Campo Perturbadas

Para pequenas perturbacoes, o tensor de Einstein e o tensor energia-momento podem

ser escritos, em aproximacao de primeira ordem de perturbacao, como G + dG~,

ZSuperaglomerados de galdxias, filamentos, vazios e paredes [35].
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TW + 07, devido a uma perturbacao na métrica e nos potenciais hidrodinamicos.
C.;ﬁ e Tlﬁ‘ sao a ordem zero de perturbagao, e sao invariantes por transformacgoes de
coordenadas. Ao explorarmos o comportamento de dG* e dT* sob transformagoes
gerais de coordenadas, podemos construir uma descri¢ao invariante que leva a um

sistema de equagoes diferenciais para as perturbacgoes.

4.1.1 Transformacgoes de Gauge
Sob uma transformacao infinitesimal de coordenandas
Tt =at 4 ¢ (4.6)

o tensor métrico sofre uma transformacao dada por (2.106)). Considerando peque-
nas perturbacoes, [0g,,| < 1, e retendo apenas a primeira ordem de perturbacao,
¢ possivel decompor a métrica como uma perturbagao dg,, sobre o background ho-

mogéneo e isotropico g,

G (T) = G (T) + G- (4.7)

Seguindo o desenvolvimento ([2.106))—(2.110)) para as componentes covarian-

tes da métrica 550 8
I P Ox°
G (T) = @@gm(ﬂf) (4.8)

e substituindo a decomposicao (4.7]), encontramos a transformagao das perturbagoes
sob (4.6), g — g

_ N . 0C” . OC
59,“‘” - 59”” — Cp a;p — gPV% — gup%. (49)

E interessante decompor a parte espacial de ¢* = (¢Y, (%) em vetor longitu-

dinal e vetor transversal,
=+ (4.10)

o vetor transversal tem divergéncia nula, @Cﬁ = 0 e o vetor longitudinal, rotacional

nulo, e por isso pode ser escrito como o gradiente de um escalar (,
("=l 0% (4.11)

de modo que a parte espacial de (* estd decomposta em uma contribuicao puramente

vetorial e outra derivada de um escalar.
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Vejamos como se comportam as perturbagoes de primeira ordem para o
tensor energia-momento e para o tensor de Einstein sob uma transformacao de gauge.
Por praticidade, trabalharemos com as componentes mistas.

T# se transforma sob como

~ 0T+ 0x”
y=a i 4.12
v a0 (4.12)
juntamente com a decomposicao g, = Ju + 0g,, levam a
0T = 6TV — PO,T — TH0,(0 + TP, (4.13)

Das simetrias espaciais, T; é proporcional ao delta de Kronecker, T/ = C0] entao,

C = TJ] /3 e as equagoes acima podem ser separadas em

0Ty = 0T — a(T5)C, (4.14)
0T = 0Ty — (1§ — T§/3)0¢", (4.15)
0T = §T7 — dp(TH)¢". (4.16)

Como T} e R! possuem as mesmas simetrias espaciais, o procedimento para deter-

minar 5TW — 0T, e 5G~W — 0G,, é anélogo,

0Gy = 0GY - ao(GR)C, (4.17)
0G) = 0G, — (G — G/3)0", (4.18)
3G = 686G — 8y(Gi)CC. (4.19)

Podemos também inferir o comportamento de perturbacoes escalares e ve-
toriais sob uma transformacao de gauge. Decompondo em termo de perturbacgao e

termo de background,

s(x) = $(z)+ds, (4.20)
v () = v,(x)+ ovy, (4.21)

e aplicando a transformagao (4.6), seguimos o mesmo procedimento de ([2.106))— (2.109))

e chegamos as transformagoes
05 = s — (10,8, (4.22)
00, = v, — 0,0,(" — (0,0, (4.23)

Notemos que as transformacoes (4.9)), (4.22)) e (4.21) dependem apenas das

quantidades do background e de (*. Toda a responsabilidade sobre a forma de repre-

sentar as perturbacoes esta sobre (*.
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4.1.2 Perturbacoes da Métrica

A decomposi¢do da métrica ¢,, = §,. + 0g,, permite, devido a homogeneidade e
isotropia espacial de §,,,, desacoplar as componentes da métrica perturbada dg,, nos
modos escalar, vetorial e tensorial [35], [28].

Para preservar a invariancia sob rotacoes espaciais, dggy se comporta como
um escalar, dgo; como um 3-vetor e dg;; como um 3-tensor. Escolhemos dgoy = 2¢ e

representamos dgp; € 0g;; em forma irredutivel como
Sgoi = a*(O,FE + Cy), (4.24)
8gi; = a*(2¢8;; + 20,0;B + 0;D; + 0;D; + hyj). (4.25)
As fungoes independentes da perturbagao da métrica correspondem aos potenciais

de perturbagao gravitacional ¢, E, C;, B, v, D; e h;;, com h;; = hj;, que juntamente

com o0s vinculos
9'C; =0'D; =0, hi=03hy =0, (4.26)

garantem a simetria de dg,, e nos deixam 10 funcoes independentes das 16 compo-
nentes da métrica perturbada (4 fungoes escalares, 6-2=4 componentes vetoriais e
9-3-1-3=2 componentes tensoriais).

Reescrevendo a métrica em termos das perturbacoes escalares, vetoriais e

tensoriais
G = Guv + 09 + 69 + 00, (4.27)
encontramos
2 O, F
50 = a2 | 2° | (4.28)
0 C;
5gW) = o2 ' , 4.29
i = @0 o o+ om, (4.29)
0 0
6g = 42 . 4.30
i = |, (1.30

Cada modo de perturbagoes evolui separadamente. O modo escalar ¢ o modo
mais interessante para formacao de estruturas, pois é onde a instabilidade gravitaci-
onal é manifesta. O modo vetorial da origem a perturbacoes que decaem com o fator
de escala e por isso nao sdo interessantes para a formagao de estruturas, [28], [35].
O modo tensorial representa ondas gravitacionais e a densidade de energia irradiada

4

cai com a~*, nao contribuindo para o aumento das flutuagoes.
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Perturbacgoes Escalares da Métrica

As perturbacoes escalares apresentam maior interesse pois possibilitam formacao
de estruturas amplificando flutuagoes de densidade. Vejamos como construir uma
descrigao invariante destas perturbagoes [35]. Da equagao determinamos como
as perturbacoes da métrica se transformam sob . Fazendo uso da decomposicao

¢t = Ci + (ﬁ = Cj + 0C encontramos, para as transformacoes das perturbacoes

6goo = 0900 — 2a(al’)’ (4.31)
8Goi = Ogoi + a’[C; + 9i(¢ —¢Y)] (4.32)
5f]ij = 59ij + a? Q%CO% + 261‘6]'( + (aiCLj + ajCii) (4-33)

Das equagoes acima juntamente com (4.28) é possivel entao determinar a trans-
formagao das perturbagoes escalares v, ¢, A e B sob (4.6, desconsiderando as con-

tribuigoes vetoriais de (! e tensoriais hy;

- 1

¢ = ¢— a(aéo)’ (4.34)

OE = OE+0,(¢ —¢% (4.35)

U8ij + 0,0;B + hyy = 6y + 0i0;B + hyj + [%/CO% + a@ajc] (4.36)
resultando em

- 1

¢ = ¢— a(aCO)’ (4.37)

E = E+(-¢° (4.38)

b= v+, (4.39)

B = B+¢. (4.40)

Das equacoes acima obtemos

(=F-B+B-F (4.41)
e eliminando ¢ e ¢° ganhamos
- 171 /- !
6—¢ = —- [g (w—w)} (4.42)
v—1 = %I(E’—BJFB—E’) (4.43)
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que se rearranjam em
- a(B-B) = ¢ [o(B- B (1.44)
1/)+%(B—E’) = w+%/(B—E’) (4.45)

mostrando que as perturbacoes escalares definidas como

d = ¢— é [a(B — E] (4.46)
U= Y+ % (B-E) (4.47)

sao invariantes de gauge.
Uma escolha de gauge que se mostra muito conveniente para a determinacao

das equagoes de perturbacao é o gauge longitudinal, em que que fazemos
E=0 B=0. (4.48)

A perturbagao escalar da métrica neste caso fica

26 0
dgye) = a2(77)< (;b 2¢5-~)' (4.49)

4.1.3 Perturbacoes do Tensor de Einstein

A transformagcao das perturbagoes do tensor de Einstein (4.17)-(4.19) permite, com

o auxilio de (4.41)), reescrever a perturbagao na forma invariante

3Gy = 8G)—ai(GY) (B - E'), (4.50)
0G0 = §GL — (G- GE/3)0,(B — E'), (4.51)
3G = G —9y(G)(B - E). (4.52)

No gauge longitudinal,
6GY = 0GY, 6G? =0GY, OGE =G (4.53)

e ¢ suficiente entao determinar as componentes de 0G¥ a partir das perturbagoes
escalares (4.28]) para uma descri¢ao invariante das perturbagoes do tensor de Einstein.
Com as componentes da métrica nao-perturbada (3.9) espacialmente plana,

k=0,
goo = CL2, 9ij = —a2(5¢j (454)
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determinamos a 4-velocidade comével, u, = (a,0,0,0), os simbolos de Christoffel
nao-perturbados ([2.46)) nao-nulos

: i a
o tensor de Ricci (2.94) e a curvatura escalar (2.95))
RQO - _3%7 Rij - (2@2 + aéi)c;,-j, R — —6 (g + a—) 3 (456)
a

que em funcao do tempo conforme ficam

" 2
Ry = -3 (a— - “—) , (4.57)

a®  at
R CLH a/2
R CL”
R o= 6. (4.59)

Os simbolos de Christoffel perturbados sao construidos de

1 1
5F;/>z/ - _6g>\p(augup + augup - apg;w) + _g)\p<au5gup + au(sgup - ap(sglw) (460)

2 2
juntamente com a perturbagao escalar da métrica . As componentes nao-nulas
sa0
0Ty = [2H(¢ — ) + 416y, (4.61)
oo = ¢, (4.62)
0Ty, = ', (4.63)
0Ty, = gy =3¢, (4.64)

onde definimos ‘H = d’/a, de modo que H = aH. Com os simbolos de Christoffel
perturbados e nao-perturbados (4.55))-(4.64) determinamos a perturbacao do tensor
de Ricci

Ry = 0\OT), — 0,073, + I00T%, + 06T, — I 615, — 15,01, (4.65)
e a perturbacao do escalar de curvatura
SR = R,,00" + §"0R,,. (4.66)
A relagio g,,9” = d;, com a decomposigao
G = Juv + 0Gu (4.67)
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resulta na relacao entre as componentes covariantes e contravariantes da perturbacao

da métrica,
Sgh = _guagl/ﬁ(ggaﬁ (4.68)
Podemos agora determinar a perturbacao do tensor de Einstein
SGF = 5t I; L. Sa"P R+ oMPS L. SHp 5 1 S I 4
v = 09" Ry = 59up09" B+ 3" Ryp = 59009 OR — 5309, R (4.69)

que leva as componentes

6GY = VAU - 3H(V + HD), (4.70)
0GY = OV + HO), (4.71)
. 1 :
0G; = [W'+HQU+0) + (2H +H)P + S V(@ — V)]
L
500;(@ ). (4.72)

4.1.4 Perturbacao do Tensor Energia-Momento

De (4.41) e (4.17)-(4.19) podemos construir a perturbacao invariante do tensor

energia-momento,

0T! = o1 — (I9)(B - E') (4.73)
0Ti = o0T§ — (19 — T} /3)0,(B — E') (4.74)
0T! = 6T/ — (1)) (B - E'). (4.75)

que no gauge longitudinal ficam
6TY = 1Y, TP =61, oT¢ = o1 (4.76)
Perturbando o tensor energia-momento de um fluido perfeito
0T = (6p + op)uru, + (p + p)(u"du, + u,6u’) — Spdls (4.77)

e fazendo a decomposicao du’ = 5uﬁ + 0ul = 9'du + du’, vemos que as quantidades
perturbadas sdo fungoes escalares, salvo a contribuigdo puramente vetorial du’ . O
modo tensorial estd desacoplado da perturbagao do tensor energia-momento de um

fluido perfeito.
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Com as transformagdes para perturbagoes escalares e vetoriais (4.22) e (4.23))

temos que

6p = 6p—dop¢’, (4.78)
Sip = Oug — [aC”), (4.79)
du; = ou; — 0;C° (4.80)

e a relagao (4.41)) leva as quantidades invariantes

op = op—0p(B— E'), (4.81)
ouy = Oug— [a(B— E")], (4.82)

No gauge longitudinal, temos
0p=0p, Oug=0duy, Ou;=ou; (4.84)
e podemos fazer a identificacao

0Ty = bop, 0T} = (p+ p)u’duy;, 6T} = —opd. (4.85)

4.1.5 Equacoes de Campo Perturbadas

Podemos agora construir as equagoes de campo para perturbacoes escalares invari-
antes de gauge. Com os invariantes (4.73)—(4.75) e (4.50)—(4.52)), as equagodes de

Einstein perturbadas podem ser reescritas como

6Gl = 8nGOTY (4.86)

A 1ltima igualdade de (4.85)) resulta em (5Tj? = 0 para ¢ # j, que junto com

0G" (4.72) levam ao vinculo

9'0;(® - ¥)=0 (4.87)

cuja solucao fornece ¥ = ®.
Substituindo nas equagoes de campo perturbadas os resultados (4.70))-(4.72))
e considerando apenas as contribuicoes escalares de (4.85), chegamos ao sistema

acoplado para as perturbacoes escalares da métrica e perturbacoes hidrodinamicas,

V2 — 3H¢ — 3H*¢ = 4rGa*dp, (4.88)
di(ap) = 4rGa*(p+ p)ouy;, (4.89)
¢" +3HY +2H ¢ +H?*¢ = 4rGa*op (4.90)
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Na auséncia de processos dissipativos, as flutuagoes de pressao e as flutuagoes

de densidade de energia se relacionam através da velocidade do som
op = v2op. (4.91)
Um possivel termo de dissipagao pode ser incluido [22], [28],
op = v2op + 768 (4.92)

onde 4S é um termo de produgao de entropia e 7 = Jdp/dS é um parametro de
relaxacao.

Combinando (|4.88) e (4.90]) juntamente com (4.92)) chegamos a uma equagao

para a perturbacao escalar gravitacional ®,
Q" +3(1 + vV )YHD — v2V20 + 2H + (1 + 3v)HH)® = 47Ga’1dS. (4.93)

Resolvendo para ®, determinamos dp/p e du de (4.88)) e (4.89).

Para pequenas perturbacoes é possivel expandir as perturbagoes em modos
de Fourier. Cada modo k corresponde a uma solucao de onda plana e evolui separa-
damente. Desta maneira, separamos a parte temporal da parte espacial e para um

determinado k temos

—

O(x,t) = e 7D (p), (4.94)

o mesmo valendo para as demais perturbacoes.

Matéria Escura e Matéria Barionica

Como exemplo de perturbacoes, vejamos o caso de um Universo preenchido por
matéria barionica, ou seja, um fluido sem pressao. Neste caso, w = v? = 0. Em um
Universo espacialmente plano, as equagoes de Friedmann para o background fornecem

a evolucao do fator de escala (3.46)) que em fungao do tempo conforme fica

2
axn?, H= o (4.95)

Substituindo em (4.93) temos a equagao para a perturbagao P,

o+ a0, (4.96)
n
que tem como solucao
B
® = Alz) + éf) (4.97)
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Podemos determinar o comportamento das flutuagoes de densidade substituindo o
resultado acima em (4.88)),
) 1 V2B 18B
L. (z) | 18B@)) | (4.98)
p 6 n? n°

A solugao acima estd separada em um modo de crescimento e um modo de decai-

{(V2A(x)772 — 12A(z)) + (

mento. A dependéncia das perturbacoes de densidade com a escala estd nas cons-

tantes de integracao A(x) e B(x), que sdo proporcionais a "7 Para escalas muito

menores que a escala de Hubble, k£ > 1 temos

dp k> B(x)
—~—— 1A 2 . 4.99
0 (At 2 (4.90)
Para escalas muito menores que a escala de Hubble, k < 1 temos
) B
?p ~ 2 A(z) 4 2 ngx)' (4.100)

E interessante neste caso olhar para as leis de conservagao, 7} L=0e Tt u
e ver seu comportamento em escalas muito menores que a escala de Hubble, k > H.

Em primeira ordem de perturbagao,
0Ty, = 0,014 — T2oTg, — Tgs0TY + T9oTs, — 5,07y =0,  (4.101)
0TV, = 00T} — TIoTS, — T8H0TE + TioTe, — 5,07 =0.  (4.102)
Com o auxilio de (4.64) as leis de conservagao nos dao
§ = —V%u-— @, (4.103)
V2o = (V%6u) + HV?Su. (4.104)
No limite % <1 1} se reduz a
3
Kd = 57{25. (4.105)

Derivando a equacao acima em relacao a n é possivel ver que ' ~ 0 e as leis de

conservacao ficam

§ = —Véu, (4.106)
(0'6u) = HVou— k*®. (4.107)

Derivando a primeira equacao e substituindo na segunda juntamente com (|4.105))

temos, em termos de €2,

&+ H — 27{295 =0. (4.108)
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O resultado acima chama a atencao quando aplicado a uma mistura de dois
fluidos nao-interagentes, um de matéria barionica e outro de matéria escura, p =
Pmb + Pme, ambos com w = 0. Como a energia se conserva separadamente para cada

componente podemos escrever a partir de (4.109))
3
6;:&1 + H(;;nb - §H2(me5mb + Qme(gme) - 0, (4109)
3
57/7/16 + Hé;ne - §H2(me5mb + Qmedme) =0. (4110)

Sabemos que a densidade de energia da matéria barionica é muito menor que a den-
sidade de energia da matéria escura, €2,,, < ,,¢, 0 que permite desprezar €,,,;, frente
a Qe O resultado é que o termo de forcamento depende apenas de €2,,., fazendo
com que no limite assintotico 9,,, tenda para 9,,.. Fisicamente, as perturbacoes da

matéria barionica se alojam nos pogos gravitacionais de matéria escura.

4.1.6 Variavel de Mukhanov-Sasaki

A equacao diferencial para ® é de solucao complicada devido ao termo de friccao,
. E possivel eliminar este termo através de uma conveniente mudanca de variavel
chamada varidvel de Mukhanov-Sasaki. Seguiremos aqui o exposto em [35].

Com a mudanga u = ¢ (p + p) %, e identificando

6 — 2 <¥)_ (4.111)

N

o termo @’ se anula e podemos agrupar os termos restantes em

0//
u' — 2V — Zu= 0. (4.112)
Reescrevendo com a substituicao V2u = —k?u,
9//
u” + <v§k2 - 5) u =0, (4.113)

iremos considerar seu comportamento nos limites assintoticos.
Comprimentos de onda longos: Em escalas superiores a escala de Hubble,

k < H, o termo em k é muito maior que o termo 0”/0 ~ H? e a equagao se reduz a
0//
u’ — U= 0. (4.114)
A solucao geral da equagao homogénea é

u(n) = C161(n) + Cabs(n), (4.115)
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lembrando que as constantes de integracao dependem das coordenadas espaciais. A
primeira solucao é direta, u = C16. Para a segunda solucao, linearmente indepen-

dente da primeira, temos
02 W(n)

o J o
onde W (n) é o Wronskiano, W (n) = Wyexp[— fn P(&)d€]. A solugao geral fica entao

dn, (4.116)

w
u = C10 + Wyf / an)dn (4.117)
n 1
Absorvendo o modo C} no limite de integragao,
effp(g)dg

Como o termo de fricgao P(§) é nulo, a equacao fica

dn

= (4.119)

u=C(x)0
Comprimentos de onda curtos: Em escalas muito menores que a escala de
Hubble, £ > H e a equacao diferencial fica

u” + v2k*u = 0. (4.120)

Se considerarmos uma variagao suave de v, a solucao pode ser obtida pelo método
WKB, a saber

1 - / /
U = ———eFk [ vs(@)de’, (4.121)
kv,

O maior interesse esta no limite de comprimentos de onda longos, que corres-
pondem a perturbacoes em escalas além do raio de Hubble e sao previsoes exclusivas

dos modelos relativisticos.
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Capitulo 5

Fluido de Van der Waals
Perturbado

Por simplicidade, neste capitulo faremos 87G = 1.

5.1 Equacoes de Perturbacao

As solugoes da segao (3.6) nos fornecem o background para analisar perturbagoes
lineares escalares de um fluido de van der Waals. Vamos escrever a perturbacao
escalar da métrica no gauge longitudinal (4.49) sobre um background espacialmente

plano xk = 0, homogéneo e isotrépico em coordenadas conformes ({3.9)),

Juv = g,uu + 59;(;;)a
ds® = a*[(1+2®)dn* — (1 — 20)d;;dx'dz’). (5.1)

O fator de escala a é a fungao independente do background e o potencial de per-
turbagao gravitacional ® é a funcao independente da perturbacao linear escalar da
métrica.

A evolucao do fator de escala com a densidade de energia foi determinada na

segao (3.6). O comportamento do potencial de perturbagao ® é dado pela equagao
(4.93), que pode ser posta na forma

0//
u” + <v§k2 — ?) u=0 (5.2)
pela mudanca de variaveis de Mukhanov-Sasaki
) 1 ~1/2
®=u(p+p)?, e:*%) . (5.3)
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A partir de ® podemos determinar o contraste de densidade dp/p por meio
da equagao para a perturbagao da densidade de energia, (4.88)),
2

%5,0 = —3HD — 3H2D + V2. (5.4)

Como foi visto na segao (4.1.6), a equagao diferencial (5.2)) assume formas
mais simples nos limites assintéticos k > H e k < H, correspondendo aos limites

de comprimentos de onda curtos e comprimentos de onda longos, respectivamente.

5.1.1 Comprimentos de Onda Curtos

Para comprimentos de onda pequenos, k > H, muito menores que a esfera de Hubble,
a equacao (5.2)) se reduz a (4.120). Considerando variagdes suaves de vg, podemos

aplicar o método WKB que leva as solucoes

= 20 ik [vedp (5.5)
kv,

sendo ug uma constante e vy, a velocidade do som, dada por (4.91]). Para um fluido
descrito pela equagao de estado de van der Waals ([3.85]) temos

24w
Vs = 4| ——— — 6p. (5.6)
RCEE
Entao, no limite de comprimentos de onda curtos, o potencial de perturbacao ® se
comporta como ondas actsticas, modulada por 4/ %.

5.1.2 Comprimentos de Onda Longos

Para comprimentos de onda longos, k£ > H, muito maiores que a escala de Hubble,
a equacao (5.2)) se reduz a (4.114). Procedendo como em (4.119)), a solu¢ao para o

potencial de perturbacao fica
dn
d=Cyp+pb 7 (5.7)
A relag@o para o contraste de densidade no limite k& > H segue de (5.4)),

op _ 23y oy (5.8)

p VP

onde fizemos uso da equacao de Friedmann 3H? = a?p.
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Para determinarmos o potencial de perturbacao ® e a densidade de contraste

dp/p precisamos avaliar a integral na solucao (5.7)). Notemos que
02 = g2 (M) : (5.9)
p

e que a derivada em relagao a 77 da equagao de Friedmann, juntamente com a con-

servacao da energia ([3.40|) fornecem a relacao
a2

2 _qq _
H —H 5

(o +p). (5.10)

Com o auxilio de (1/H)" = —H'/H?, a equagao para 62 pode ser escrita em termos

do parametro de Hubble conforme H,

02 = §a2 [1 + (%)/] : (5.11)

e podemos integrar por partes a integral na equacao (5.7) para P,

d 2 [a?
9—727 =3 {ﬁ - /ann] (5.12)

resultando na seguinte expressao para o potencial de perturbacao,

O=CVoTph %—%g(l—%\/g/a%n) (5.13)

Como as solugoes para o background nos fornecem apenas o fator de escala
como funcao da densidade de energia, é necessario transformar a integral de ([5.7)) em

uma integracao na variavel p. Para tanto, utilizaremos a equacao da conservacao da
energia na forma (3.40))
da a

dp 3(p+p) o1

que substituida na equacao de Friedmann

da P 2
—~=,/E 1
dn \/;a (5.15)

. (5.16)

fornece a relacao
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O potencial de perturbagao pode entdo, com o auxilio de dn = (dn/dp)dp e (5.16)),

ser escrito em termos de uma integral em p,
d
o= (1+@/L>. (5.17)
a J 3yp(p+p)
Para a densidade de contraste, primeiramente substituimos a derivada em n
de (5.8) pela derivada em relagao a p por meio de d®/dn = (dp/dn)d®/dp e (5.16]),

dd
P = — —. 1
a(p+p)y/3p i (5.18)
Temos entdo densidade de contraste ([5.8)) na forma
op dd
— = 6(p+p)— —20. 5.19
L~ ey (5.19)

A derivada d®/dp corresponde a

dd 1 d d 1

_:o*{ / adp VP / S Y ] (5.20)
dp 2ay/p ) 3\plp+p)  3alp+p)) 3plp+p) 3(p+p)

onde fizemos uso de (5.14). Substituindo na equagao (5.19) para o contraste de

densidade, chegamos a

R ] 21

que expressa o contraste de densidade em funcao da densidade de energia.

Com as solugoes para o background da segao (3.6)), analisaremos as per-
turbagoes para dois casos de interesse fisico, w = 0 e w = 1/8. Seus limites as-
sintoticos para p — 1 correspondem a regimes de dominio de matéria, p ~ 0 e

dominio de radiagao, p ~ p/3, respectivamente.

5.2 w=0
O caso w = 0 corresponde a solucao (3.98) para o background,
3, 1\/3
a(p) = A71/3 (p—> . (5.22)
p

Os limites assintoticos desta solugao descrevem o background de um Universo jovem,
com densidade de energia inicial py = 1/3 dada por (3.105)) e expansao inflacionaria
(3.102)), transitando para um Universo dominado pela matéria nao-interagente, a —

p_1/3 ea o t??,

63



Comprimentos de Onda Curtos

De ([5.6) segue-se que a velocidade do som neste caso corresponde a

vy = /—6p, (5.23)

resultando em uma velocidade do som imaginaria. As perturbacoes com k menores
que o raio de Hubble, comprimentos de onda curtos (5.5)), tornam-se exponenciais

reais,

u= ﬂeﬂtkfvsdp7 (5.24)
kv,

levando a solugoes instaveis, com o potencial de perturbacao decaindo rapidamente

ou explodindo.

Comprimentos de Onda Longos

Para perturbagdes com k < H, o potencial de perturbagao (5.17)) é

5/6

o = B(l_pw /dp (3p — 1)1/3 p_ll/ﬁ, (525)

mas estas perturbacoes sao destruidas ao entrarem no raio de Hubble, pois a veloci-

dade do som permanece sempre imaginaria.

5.3 w=1/8

O caso w = 1/8 é o de maior interesse devido ao limite assintético da equagao de
estado de van der Waals, p — p/3. Este caso caracteriza um background
inicialmente inflacionario (pg = —py), seguido de uma transi¢ao para um dominio de
radiagao (p — 0, p — p/3). A condigao de energia implica em um densidade
de energia inicial pg = %ﬁ O fator de escala corresponde & solucao 0 < w < 2/3

da secao (3.85)), a saber

3—2w
1 1 3p—5+ 2\/4 — 6w\ 3Bw+3)vi-bw
a = 8u+3 (3 2 _ 10p 4+ 8w + 3 2(8w+3) ( ) ‘
(p) = p~ %% (3p° — 10p ) P

(5.26)

Comprimentos de Onda Curtos

No limite de comprimentos de onda curtos, k > H, o potencial de perturbagao gra-

vitacional apresenta solugao pelo método WKB para variagoes suaves da velocidade
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do som. Inicialmente, a velocidade do som é imaginaria, resultando em solugoes
instaveis como em ([5.24). Com a densidade de energia suficientemente diluida, a
velocidade do som assume entao valores reais e as perturbagoes se comportam como

ondas acusticas de amplitude modulada.

Comprimentos de Onda Longos

No limite & <« H, as perturbacoes obedecem a equacao diferencial e as
solugoes para o potencial de perturbacao sao dadas por . Substituindo o fa-
tor de escala na equagao para ¢ encontramos, para o potencial de
perturbacao,

3—2w

3/0 — 5= 2\/4 6w \ 3@w+3)Vi-bw
3p—5+ 2\/4 6w)

% / (3 — P)Pi% (Bp —5+2y4— 6w) T+ T (5.27)
(302 — 10p + 8w + 3)~ sty \3p — 5 — 24 — 6w ' '

Para o contraste de densidade necessitamos da equacao de estado de van der

O = O+ Crprsorn (3" — 10p + 8w + 3) T (

Waals para determinar p + p,

(5.28)

3p* — 10p + 8w + 3
ptp=p 35, -

Da relagao acima, podemos escrever o contraste de densidade ([5.21)) como

3—2w

TN T 10p + 8w + 3) 26575 (3p—5—2\/4—6w)3(8‘“+3> =
p 3p” 75157 (3 — p) 3p— 5+ 2v/4 — 6w

4, 3—2w

o / (3~ p)p 26T (3p 54 24— 6w) 3EtD) 4—6w(5 2)
(302 — 10p + 8w + 3) 2tets \3p =5 — 2V/4 — 6w -

Para w = 1/8, o potencial de perturbagao resulta em

11
- /_1 2413
O = 1+ p3p% —10p+4)7 Y8 (%)
p_

y /( p~ (3= p) <3p5+\/1_3>241“1ﬁ’ (5.30)

, (302 —10p+4)7/8 \ 3p —5— /13

onde fixamos a constante C* igual a unidade sem perda de generalidade. Grafica-

mente, temos na figura abaixo a evolucao de ® com a densidade de energia:
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Figura 5.1: Potencial de Perturbagao em funcao de p

O potencial de perturbagao decresce ligeiramente para valores de densidade de ener-
gia proximos de py mas entao aumenta gradualmente a medida que a densidade de
energia ¢ diluida.

Na figura abaixo, temos a representacao do potencial ® com o fator de escala,

com a amplitude crescendo a medida que a taxa de expansao evolui.

0,6/
05
$04
0,3l

02
00 05 10 15 20 25 30

Figura 5.2: Potencial de Perturbacao em funcao de a

Para o contraste de densidade, fazendo w = 1/8 em ([5.29)) temos

6_p
P

_ 11
3,/4 (30> —10p+4)/® [3p—5—/13)*V"
(3-p) 3p— 5413
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5.31
3p2 —10p+4)78 \ 35— 5 — V13 (5:31)

A figura (5.3) mostra a evolugao do contraste de densidade em func¢ao da densidade

de energia.

" / p~ (3 = p) 3p—5++/13\ "
Po(

1,5

1,0
oplp

0,5¢

0,0= ‘ ‘ ‘ ‘
0,0 01 0,2 0,3 04

Jo

Figura 5.3: Contraste de densidade em funcao de p

O contraste de densidade cresce inicialmente, passando por um maximo e entao
decresce a medida em que a densidade de energia se dilui.
Na figura (5.4) podemos visualizar a evoluc¢ao de dp/p em fungao do fator

de escala a.

1,5

5p 10

0,5

0,0" L L L I I i
60 05 10 15 20 25 30

a

Figura 5.4: Contraste de densidade em funcao de a
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Na fase inicial da expansao, o contraste de densidade é muito amplificado, atingindo
um maximo que limita o crescimento da perturbacao, decaindo entao suavemente
com o aumento do fator de escala.

Na figura temos o fator de escala, o potencial de perturbagao e o con-
traste de densidade em funcao de p e em seguida, na figura , o potencial e o

contraste de densidade em fungao de a.

- op/p

2,5’ e @
2, —a

1,5;

1,0-

0,5;

0,0t o : ‘ ‘ ‘ ]
0,0 0,5 10 15 2,0 2,5 3,0

Figura 5.6: Potencial e contraste de densidade em fungao de a.

Nas figuras (5.5)) e (5.6) a amplitude do potencial de perturbagao, apds passar por

um minimo, cresce lentamente a medida que p se dilui e a aumenta. O contraste
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de densidade cresce inicialmente, atinge um maéaximo e decresce suavemente com o
aumento do fator de escala, apés um periodo de intensa amplificacao, favorecendo o
crescimento das flutuacoes de densidade durante o regime inflacionario.

Os resultados acima mostram que o fluido de van der Waals com o parametro
w = 1/8 se mostra estavel para pequenas perturbagdes no limite de comprimentos de
onda longos em um Universo inicialmente inflacionario que evolui para um Universo

dominado por radiagao com a diluicao da densidade de energia do fluido.
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Capitulo 6
Conclusao

O background de um Universo preenchido por um fluido cosmolégico obedecendo a
equagao de estado de van der Waals foi determinado.

Os diferentes casos correspondendo aos possiveis valores do parametro w
fornecem a evolu¢ao do fator de escala em fungdo da densidade de energia, a(p),
que sao fungdes nao-inversiveis, com excegao do caso w = 0, em que a(p) pode ser
invertida. A integracao no tempo das equacoes de Friedmann resultam em relagoes
t(p), também nao-inversiveis.

Ao selecionar os casos correspondentes a condi¢ao de densidade de energia
decrescendo com o tempo, dp/dt < 0, vemos que a densidade de energia inicial possui
a seguinte relacao com o parametro w,

52/ 6w
=g
As seguintes conclusoes decorrem da relagao acima.

Po (6.1)

A densidade de energia de um fluido de van der Waals converge para a
igualdade acima a medida em que o fator de escala tende a zero, de modo que temos
uma densidade de energia inicial finita, evitando a singularidade inicial.

A densidade de energia inicial corresponde a uma pressao inicial negativa
Po = —po, implicando em uma fase inflacionaria, seguida entao por uma fase desace-
lerada quando p > —p/3.

Para as perturbacoes, selecionamos dois casos de interesse cosmoldgico da

equagao de van der Waals, w = 0 e w = 1/8, devido aos seus limites assint6ticos.
e w=20

Para valores pequenos de densidade de energia, a pressao tende a zero e

temos a transi¢ao da fase inflacionéaria para uma fase de dominio de matéria.
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As perturbagoes de comprimentos de onda curtos sdo instaveis devido a
velocidade do som imaginéria. Esta instabilidade destréi os modos de comprimentos

de onda longos que entram no raio de Hubble em tempos remotos.
e w=1/8

Neste caso, temos a transicdo de um regime inflacionario para um regime
desacelerado levando a uma era de dominio de radiacao com a diluicao da densidade
de energia.

As perturbagoes de comprimentos de onda curtos sao inicialmente instaveis,
mas com a diluicao da densidade de energia a velocidade do som assume valores
reais e as perturbagoes passam a se comportar como ondas acusticas de amplitude
modulada.

Para perturbagoes de comprimentos de onda longos, a amplitude do potencial
de perturbacgao gravitacional cresce com o aumento do fator de escala e a diluicao
da densidade de energia. Ja a amplitude do contraste de densidade é amplificada

durante o regime inflacionario, favorecendo a formacao de estruturas.
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Trabalhos Futuros

Analisar o comportamento cosmolégico da equacao de estado de Redlich-Kwong,

uma modificacao da equacao de van der Waals.
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